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Vypočítejte plochu
vybarvené oblasti.

1985

VypočítejíceElochu
obdélníka.

zooo:­
VypočítejřeFlocku
obdélníka vynásobením
jeho délky a šířky.



2010 %­
Jaká je pícŠĚHŠobdélníka?
1. 4000, 2. 600, 3. 9000000.

2015 %­
Jakáje píasčía obdélníka?
1. Lucie Bílá,
2. 600, 3. AGILE.

2018

Vybarvěte obdélník
barvou, která se vám
nejvíce líbí.
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I. 'MNOHOČLENY, LINEÁRNÍ ROVNICE

|. OPAKOVÁNÍ 0 MNOHOČLENECH

ZE ZÁKLADNÍ DEVÍTILETÉ ŠKOLY

1. Ve městě jsou domy s různým počtem bytových jednotek. ]e-li v městě
: domů s jedním bytem, 19domů s dvěma byty, k s třemi byty, m se
čtyřmi byty, v s pěti byty, s se šesti byty a dva domy s osmi byty, kolik
je ve městě bytových jednotek?

2. Traktorista oral v katastru farmy A :: dní po 10 hodinách a y “dnípo
9hodináchavkatasn'ufarmyBzdnípoShodináchavdnípo ll hodi­
nách. Kolik hodin mu zbývá ještě odpracovat, jestliže plán orby činí
celkem m hodin?

3.Bedničkascukremvážírkp,prázdnátkp.Kolikcukruievntakových
bedničkách? Jestliže se účtuje : Kčs u lkp cukru a d Kčs & dovoz
všech " bedniček, na jakou částku zněl účet?

4. Malíř bílí místnost o délce a metrů, šířce b metrů a výšce c metrů.
Jakou plochu vybílí, má—limístnost dvoje dveře o rozměrech : metrů
a y metrů a jedno okno o rozměrech r metrů a : metrů?

5. Šířka obdélnůta je (3m + zn) cm, délka 0 (m — n) cm větší. Jak velký
je obvod obdélníka?

6. Jak velký obvod má trojúhelník, má-li jedna jeho strana délku (m + n)
cm, druhá strana je o (n — 5) cm kratší než prvá a třetí strana 0 (2m + 5)
cm delší než druhá?

7. Zpaměti: Uspořádejte sestupně tyto mnohočleny v proměnné ::a)3c'+2c2—4c3+l—c;
b)c3—7c'+4c—15+5cš—7c';
c)ac'—bc—c'+mc“—n;
d)P0'+qc—mca+nc3+v+l.

8. Proveďte a výsledný mnohočlen v proměnné :: uspořádejte sestupně
nebovzestupně:
a)5x3—3xa+4x'—x3—2x*—x+l;
b)Zur—BF+(4J="'—2x+l)];
c) 1“ — (3:32 — [2x' —(asy —y')]];
cl)2==“—[1'-7cl'—(í-'x+1)]—[J=+(3Jt“'—x)];
e)15x3—<[—4Lt2+[5x—8xa—(2xa—x)+9ť]—3x—1].

9.Urěetevýrazy:a)A+B—C, b)A——B+C, c)B—C—A,
je-liA=5a4—Baab+2a2b2—4ab3—b4,



10.

11.

B:—-a4+3a3b—5a*b3— 6ab3— 2174,
C=—4a4+5a3b—7a3b2+10ab3—5b4.

Zpaměti: Jakou hodnotu má výraz ::3 — 3x3+ x +1 pro
a)x=l, b)x=—1, c)x=2, d)x=—2?
Jakouhodnotumávýraza'i—azb+ab2—l pro
a)a=1, b=2, b)a=2,b=l, c)a=l, b=—l,
d)a=—1, b=1?

12. K mnohočlenu 2na — 3712+ 271— l Stanovte mnohočlen opačný. Jaké
4?

13.
hodnoty mají tyto mnohočleny pro a) n = 3, b) n = —

Jakou hodnotu má výraz4 5abc — (2a2b — [3abc — (Mb2 — aab)]] proa=—2,b=—2, c=—4
14. Jakou hodnotu má výraz

15.

16.

17.

18.

19.

3x73;— [xyz — (nyz — x*z) — 4131:+ [3xay— (4ayz — 5xaz)])
prox=l,y=—l, z=0?
Jakou hodnotu má výraz

—í3,f>2—[4pqr+ (2m2 —3p*q)1) pro p—= 1, q =l, r= —2?
Přesvědčtese, že hodnota výrazu ;:2+ x + 11 pro x = 1, 2, 3,. .,9 je
prvočíslo.

Zpaměti: Přesvědčtese, že hodnota výrazu x* + x + 5
pro x = 1, x = 2, x = 3 je prvočíslo.
Proveďte:
a) (x +y)x —(x —y)y —(x +y)y— (x —y;)x
b) a2(b2— c2)— b*(c2+ 1) + c2(a2 + b*) + b*(l — a*);
C)4(x—y+z) —2(x+y—2)—3(—x—y —Z);
d)?(p+q—r)—q(P—q—r)+r(p—q+yr);
e) x(:c2+ xy +y2) —y(x2 — xy —y*) — x(xz + 2y*);
f) ab(c+d) —ac(b+d) + ad(b—c) + bc(a+d) —bd(a—c) +

+ cd(a —b);
3) 4a(5b — Za)— 4,(7a2 — 3ab)— 2a(3a — 3b);
h) ] ,4x(0, 5x — 0,3y) — 5(0,43;2— 4xy) + 0,2y(8y — 5x);
i) r3(r2+3)+r2(r3+r2)—(+ ),
i) x*(x+M —<xy) + (mu,
k) (02592 + (20532 — (day)2 — 4407“+ 1),
Proveďte:
a) (a + 2m) (2a — m) — (a — 2m) (2a + m);
b)(2y+ l)(2y+3) +(2y+3)(2y+5) —8(y+ l)(y+2)š
c) (PZ—Pq+q)(1>+)
d) (144,192+ 0,6pq + 0,2542) (1,2? — 0,5q);
e) (va—v-+v—l)(v+ )
f) (a4 + aab + azb2+ aba + b') (a —b);



g) (a'—asb+aab*—ab3+b“)(a+b);
h) (: + l)(x +2)(1—x)+x(x +5)(x—3);
i) (Ža—b)[a(4a+b)+b(a+b);
i) (202+2a+ l)[(a+ l)(a—1)+a(a+2)];
k)(u+v—t)(u+v) + (u+!—v)(u+t) + (v+t—u)(v+t);
]) (m*+n2+r3—nm—mr—nr)(m+n+r).

20. Napište výraz ABC jako mnohočlen v proměnné x, je-li A = x + 1,
B = ::2 — 1, C = :::a+ 1 a uspořádeíte ho sestupně.

21. Jakou hodnotu má výraz (x + 1) (x + 2) + (x + 3) (x + 4) pro“
x = —0,4?

22.1akouhodnotumávýraz(x+2)(x—3)+(x+6)(x—5)—
— 20:5I— 7x + 13) pro x = 5,6?

23. Oč se zvětší objem kvádru o rozměrech l, 2, 3, zvětší-li se každý jeho
rozměr 0 kladně číslo z? Správnost výsledku si ověřte třeba pro číslo
z = 4.

24. Oč se zmenší obsah obdélníka o rozměrech a, b, zmenší-li se oba jeho
rozměry 0 kladné číslo z? Ověřtesi správnost výsledku třeba pro a = 10,b=&z=1

25. Dělte a proveďte zkoušku: 2
a) (63, —llx—10):(3x+2), xqé ——;

b) (a'— ba):(a—b), a;áb;
c) (c'+c'—llc— l5): (c+3),c7& —3;
d)(9y*+26y*+25)=(3y*—2y+5) 3y2—2y+5+o;
e) (x*—813+16x'—7x—2): (:u:"—3:c+2),xa —3x+2-—,é0.

zs. Uspořádeite vhodným způsobem oba mnohočleny a potom dělte:
4

(111)a—32+ 191?'+ 3P'—28P)=(—4+ 3P),1,963.
27. Proveďte zpaměti:

a) (9+4)'; b) ('n—")% C)(2+a)'š d) (3— b)“
9) (a — 4)'; f) (30 — b)'; s) (514+ v)“ 11) (a' — b)=; i) (C“— 1)*£
)) (,a +y')'; k) (s“ —u')*..

28. Proveďte:
8) (1M ——0,5x'yz)'; b) (—2,5m“na— 0,2M“n')';
c) (a" + b")*, 71,m jsou přirozená čísla; d) (5xli — 2y" ', n je přiro­
zené číslo.

29. Dokažte, že platí _ i
a'+ v = W . Užijtetohotovztahuk výpočtu
hodnot a) 55=+ 45'; b) 1252+ 752; c) 3092 + 291% d) 0,64“ + 0,39.

7



30. Dokažte platnost vztahu (lOa + 5)2= 100a(a + 1) + 25. Užijte jej
při výpočtu hodnot 252, 352, 452, 55,3 653, 752, 852.

31. Proveďte:
(6:52 — S)? — (4x2 — 7)2 — 2x2(2x — 3) (2x + 3).

32. Dokažte, že pro všechna čísla a, b, x, y platí:
(02 + bz) (x2 +y2) — (0x + by? = (bx -—ay?­

33. Přičteme-li k součinu dvou po sobě následujících celých čísel větší z nich,
dostaneme druhou mocninu toho většího čísla. Dokažte to.

34.Dosadíme-li dovýrazů x=ab, y=-Š—(a2—b2), z=—Š—(a*+b2)
za a, b libovolná lichá čísla, dostaneme tři celá čísla x, y, z, o nichž
platí z2 = ::2 + ya. Dokažte si platnost tohoto vztahu. Zkuste zjistit
;, y, 2 pro některá určitá čísla

35. Proveďte:
3) (G+b+6)*; b) (a—b—ď; c) (3x*+213!—3y“)*š
d) (l + x" —x2")2,n přirozené číslo; e) (a + b + c + d)2;
f) (2m+3k+4p—54)

36. Proveďte: '
a) (3m + 3)3; b) (4x2 + D“; c) (Sa2 + 3a)a; d) (x4 + x*)a;
e) (5az — 6403; f) (3x33 —513')

37. Proveďte:
a) (2x —1)3—(x — 2)3;
b) (3x +y>=— (9x2+ 6xy + y) (3x —y;)

c) (a + 2)3—3(a + 2)*(a+ 1) + 3(a + 2)l(:::+ l)“— (a + l)3.(Návod:Dosaďtezaa+2= y,zaa+l x.)
38. Proveďte:

a) (a2 — l)“— (a:! — l) (a2 + 1)2 + 241a(a' — 2) + a*(ď + 2);
b) (21— 1)a (21 +1)“;
c) (a*— ab + b2)3. (a + b)*'.

na. Dokažte správnost vztahů:
a)6(x+l)*+2(x—l)(x*+x+l)—2(x+ l)3=6x+2;
b) 5x(x—3)2—5(x— l)3+ 15(x2—4)= 30x—55;

<=)___ŠÍW + (x —y)“+ 3(1 +y)' (: —y) + 3(x +y)(x —y)*=
d) (203 — 3530“ + (3435— 21730“— 350%:a — baf) +
+ IOOabxaKax—by) = máma! —by)—

*40. Proveďte:
a) (x — 1)“5 b) (a2 + 2)“; <=)(21 — l)“ —

41. Dětská stavebnice se skládá z krychle o hraně a cm, ze tří kvádrů o roz­
měrechacm,bcm,bcm,zdalšíchtřlkvádrůorozměrechaan,acm,



b cm a z krychle o hraně b cm. Jak velký je její objem? Lze tuto staveb­
nici složit do krychlové krabice o hraně (a + b)? Načrtněte si obrázek.
Jakou velikost má barevný papír, jimž jsou všechny části stavebnice
polepeny?

*42. Proveďte:
&) (a + b)2— (a — W + (ab + 1)2— (ab — DZ;
b)[(41>+1)2—(1>—1)2]2
C) [(2152 — 3.3'3)2 + (3x2 + 23755212­

43. Dokažte, že platí:
a) (zz—b+c)2 =(b—a—-c)2;
b)(a+b—c)2+(a—b+c)2+(—a+b+c)2=
=3(a2+b2+cz)—2(ab+ac+bc).
Který výraz je nutno přičíst k .výrazu (x + y)2 + za, aby vznikl výrazo+y—av

45. O kolik se zvětší hodnota výrazu (a + b + 1)2,zvětší-li se číslo a o l?

46. Dokažte, že součin (5r + 3a — 4b) (5r — 3a + 4b) je čtverec, ie—li
,.z_= a2 + b*.

47.Určete výraz x2—y2—z2, je-li x,=m+n—p,y =m—p, z=
=m—m

48. Dokažte, že pro všechna čísla a, b platí:
(a"+ab+b2)z+(a2—ab+b2)2+(a2+ab—b2)2+
+ (a2 — ab — b2)2= 4(a4 + azb2 + M) .

*49. Zjednodušte:
1

í[(a+b—c—l)2+(a—b+c—1)2+(—a+b+c——1)2+
+(a+b+c+ na).

50. Pro která čísla 1, y je hodnota výrazu (4x — 3y)2 + (5x + 10)2 rovna
nule?

44

2. ROZKLAD MNOHOČLENÚv součin

51. Rozložte v součin činitelů výrazy:
a) 2M? — 2014; b) 2aby — 10:10 + Sbcy;
c) 714va + 141420215?— 21141:4; d) paqzr + pqar2 + qur;
c) 153:2+ 1:73:s+ xzyz; f) x(a + b)"!+ x2(a + b);

lg) 31:8;(0 — r)3 + 6v3(fu — r)2; h) ax5 ——2a2x4 + a3x3;— 18c2; i) 9412— (a — b)2;
k) 9p8bi(a_ b) _ 25q2(a _ b); 1) 9x2 — 6x3) +y2 — 32;



m) m2 — na —p* + 2np; n) (a — b)x4 + (b —a):z;
0) 100x“ — 4(7x _ 2y)2; p) (u + 3'v)2 — 9(v — q)*;
r) 9(24 — x)“ — 4(3a —x)“š 8) (4P + 303—160, — 0%
t) 48(a + b)“— 12(a — b)2; u) (a2 + b*— (:“)a— 4ra'5ba;
vav—q+1xu*++w+Mp—q+nať—ay+

+ 2abx“(p—q+)
52.a) 2a5-2a; b)2a4—32;

c)(r+s)'-—r'; d)ac+nad+bc+nbd;
e)a2+2ab+b2—ac—bc; f)xz—yz—x3+2:zy-—y';
g)nt3—m=n—nm2+n3; h)x3—3xz—4x+12;
i)p2yz—4pa—y3+4; j) 2k4—k3+k—2;

k)a2y— aby+a3y— ab*y,l l) a“—a4+2a3+2a2;m)_y'—2y3+2y2 —2y +1
[návody'+2y +1—(y“+l)“],

n)2h2+h—l
[návod: 21:3= ha + h“-'];

o)2a5+6a4+6a3+2a*; p)2714—r;
q)2a3x4+16a2x; r) (cz+b)a —(a-b)3;
s)x'+x3+x+l; t)m5+ma—m*—l;
mr—w+4

[návod: 4 = 3 + 11.

*53.a)a=+3a=+4a+2
[návod.a=+3a2+4a+2= (a=+2a=+za)+(a=+2a+2)];

b)2b4+b3+4b2+b+2
[návodz2b'+b3+4ba+b+2=(b3+b)+(2b4+4b“+2)].

| Rozložte v součin trojčlen ::3 + 101:+ 24 .

Řešení A
x2+10x+24=xa+4x+6x+24=x(x+4)+6(x+4)=
=(x+4)(x+6).

Řešení B

Předpokládejme, že lze provést rozklad uvedeného trojčlenu takto:
.a:2+ 10: + 24 = (x+ a) (x +b), kde a, b jsou celá čísla Jelikož
(x+a)(x+b)=x'+(a+b)x+ab, je zřejmé,že hledámetaková
dvě celá číslaa, b, aby platilo a + b = 10,ab = 24 .
Přihlédneme-li k součinu těchto čísel, pak tu připadají v úvahu jen tyto
dvojice:(24Šl):(1252)>(853)9(6Š4)1(_24Š_1):(—12Š _2), (_83 _3),
(—6; —4).Součet 10však má jedině dvojice (6; 4). Je tedya = 6, b = 4 .
Závěr:x2+10:c+24=(x+6)(x+4).



55. Rozložte kvadratické troičleny v součin lineárních dvoičlenů:
a):3—10x+24; b)x*+3x—10; c)x2+x—6;
d)x*—x—6; e)x3—x—110; f) x2+18x+81;
g)x'+24x+l43; h)x*+2x—l43; i) x2—2x—l43;
i) 1:3+ 171 + 72; k) ::a — x — 72; , l) ::2 + 271: + 72;
m)x3—21x—72; n)x*—8x—48; o) x2+15x+36.
Abyste se přesvědčili, že rozklad ie správný, proveďte násobení dvoj­
členů, které rozklad obsahuje.

56. Rozložte v součin troičleny:
a)x3+xa—42x; b)x'—9x3—10x2; c)x5+x'—56x3;

d)x4+2x3—3; e)x'+llxa+3;24 f)y4—13y2+40;g)a5+3a3—4a; h)4x'—8x+3

[návodz4x3—8x+3= (2x)'—4. (Šx)+3];i) 9a2—9a+2; i)4b' —l4b+
57.a) 3a'+Sa—2

[návodz5a=6a—a];ww+v+1
[návodz 3y = 2y +y1,

c) 6x'—13x3+6
[návod:—131:a = —4xz—9x*],

d)4a=—3a—1 e)2y4+y]=—1 f) 6p=+p—1;
g)6a*-—7a—5; h)le*— 13x—3.

*58.a) x*z+(a—3)x+2(l -—a);
b)x“—(a+2)x+(l+a).

É Rozložtev součinčinitelůvýraz
=ů—vř+U—wř+&—4R

Řešení

Rozložme nejprve v součin výraz U = (x —y)a + (y —z)3.
=(x —y+y—z)-[(x—y)2—(x—y)(y—Z)+(y—2)*] =
=(x—z)(x2—21y+y2—xy+y*+xz—yz+y2—2yz+z2)=
=(x—Z)(£a+3ya+z2—3xy+xz—3yz).

Potom
V=U+(z—x)3=U—(x—z)3=U—(x—z)(x—z)2=

=(x—z)(x2+3y3+zz—3xy+xz—3yz—x2+2xz—zz)=
=(x—z) (Ely2—3xy+3xz—3yz) =
=3(=—2)-Lv(y—x)—2(y—x)l=3(x—z)(y—x)(y—z)=
=3(x—y)(y—2)(z—x)—
Závěr:(x—y)s+(y—Z)“+(z—x)“=3(x—y)(y—Z)(z_*)­

*60. Rozložte v součin činitelů výraz:©u+y+ď—ť—f—ť;



61.

13)(ch + ya? + (22 — x*)a — (yz + 253;
c) [(a2 + 172)(P2 + 42) + 401W? — 4[19q(a2+ bz) + 01702 + f)?­

[Návodz Užijte k rozkladu vzorce A2 — B2 = (A + B) (A — B).]

Dokažte, že pro všechna čísla a, b, c platí:
bc(c—b)+ac(a—c)+ab(b—a)=(a—b)(b——c)(c—a).

*62. Rozložte v součin činitelů výraz
V = as(b — (:)a + b3(c — a)3 + as(a — b)3.

*63. Dokažte, že pro všechna čísla a, b, :, x, y, 2 platí:

ISL—|

65.

*66.

67.

33
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(x3+y2+z2)(a2+b2+c2)—(ax+by+cz)2=
= (ay — bag)2+ (bz — cy)2 + (cx ——az)2 .

Platí-li o číslech a, b, c vztah a + b + c = 0, platí též vztah a3 + b3+ &*=
= 3abc. Dokažte to.

Řešení
(a+b+c)3=[(a+b)+c]3=a3+3a2b+3ab2+b3+
+3c(a+b)2+3c2(a+b)+ď=a3+b3+c3+3ab(a+b)+
+ 3c(a + b)2+ 3c2(a+ b) =
=a3+b3+c3+3(a+b)(ab+ac+bc+c2)=a3+b3+c3+
+3(a+b)[a(b+c)+c(b+c)] =a3+b3+c3+3(a+b)(b+
+c)(c+a). Jelikož platí vztah a +b +c =0, je a +b = —c,
a+c=—b,b+c=—a.
Zřejmě platí též 0 = a3 + b3 + C3— 3abc, odkud je

a3+b3+c3=3abc.
Závěr: ]e-li a + b + c = 0, platí o číslech a, b, cvztah a3 + b3 + 03=

= 3abc .

Dokažte,-'že pro všechna čísla a, b, c je hodnota výrazu
V = a2 + b2 + c2'—2(a + b + c) + 3 nezáporné číslo.
[Návodz Upravte výraz Vna tvar: V =: (a — l)2 + (b — l)2 + (c — l)2.]

Je dánVýmz V = (x + y)2(x —y) + (y + Z)2(y—2,)+ (2 + x)“(z — x)'
Rozložte ho v součin a zdůvodnčte, že výraz V = 0 tehdy, jsou-li čísla
x, y, z navzájem různá.

Najděte všechny dělitele výrazů:
a) 6:1; b) Spq; c) 241%; d) a:2— xy; e) a3 + 2:12+ a; f) 81x“ —16y4.

Určete největší společný dělitel výrazů:
a) 2a5b3x2; 8a4b4x7yz; b) a2 + 20 + 1; a2 — 1;
c) aab+3a2bga2b—9b; d)p4—l;p3—p2+p—1;
e) m2 — „z; (m —n)2;m2—mn; f) a2 + 3:1; a2 —9; (a')-— $a) (a + 3);
g) (b + 5)2;b2 — 25; b2 + Sb — 3bx — 15x;
h) a3 + 2a2b — ab2 — 2b3; aa — 2a2b — ab2 + 2b3;
i) 8ď—156a—3g2a2+a—l;



j) u3+va; u4+uzvz+v4
[návodz 14202= 214sz — 142021;

k)q3+1;q4+q2+1;44 qa+q—1
[návod: 92 = 242 ——qzl;

l) x2—4x+3;x2—2x-—3;
m)a2—a—2; az—4; a2—5a+6;
n);c2—11y+28;y2—2y—8;y —3y—4

Úlohy a) — g) řešte zpaměti.

69. Určete nejmenší společný násobek výrazů [a)——d) zpaměti]:
a) a5b3x4; a5b4x5;
b) abx + ab; aa:2— a;b —
C)y —y;y3+y; (y—l)2;b(y2—1)2;
(DPZ—2M;Pz—q; PX+qx
e)ac+ad+bd+bc;ac —qad—bc+bd;—acad+bc—bd;

*f) r2— —;12_v2 r2 — rs ——652;
g) 4 — 1:2;8 8 — 113;
h) a +1; 03+1 04—l;
i) x2+3x+2; xz—2x—3;
j) ac2— 10x +16; ze?—10:1:2+ 161; x2 — 5x — 24.

70. Určete největší společný dělitel a nejmenší společný násobek výrazů:
a)x2—y2;x“—y“—;x“——y“;
b)x3+x2+x+l; x2—1;
c) a(2a + 3b) — 3b(2a + 3b); 4a2 + l2ab + 9b2;
d) 2x3— 21:3;2+x2++xy; 4x“ + 4xy3;
e) a3 + 441%+ 4ab2; ::3 — 4ab2; 3:13+ 6a2b;
f) 41532 — 8x33; 21% — 81:23!2+ 8xya; 215.7 — 161? ;
g)m+l; m2—l;m2—2m+l;
h) 31:2+ 3x; 5x2 — 5x; 101:2+ 10x;
i) x5+x3; x5+x; xE—x;
i) x“ +y3; x“ —x?y +xy2; xa +x7'y;
k)ac+bc+ad+bd; ae+be+af+bf; ce+de+cf+df;
l) x2+4x—45; 2x2—9x—5;
m)x2—4;x2+x—2; x2+3x+2.

71. Určete největší společný dělitel a nejmenší společný násobek mnoho­
členůM=(x2—y2)(x3—x2—x—2), N=(x—y)(x4-3x2—4).

1"72.Napište dva mnohočleny třetího stupně v proměnné z, je-li jejich nej­
větší společný dělitel D = 2:2+ 22 — 3 a nejmenší společný násobek
n = 24 — 1022 + 9 .

73. Určete dvojím způsobem podíl následujících výrazů (pomocí rozkladu
dělence v součin i dělením mnohočlenu mnohočlenem):
a) (mz—2m—15):(m—S), m$5;
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b) (z2+7z+ 12):(z+4), 2% —4;

c) (2x2+5x—l2):(2x—3), x;:EŠ;
d) (xy—7x+2y— l4):(x+2), I:;v':—2;

e) (15 — 9:1 + Saa ——303) :(5 — 3:1), a $ %;

f) (6n2+5n—6):(2n+3), nač —%.
74. Rozkladem dělence i dělitele v součin určete podil výrazů:

a) (9a4—l3a2+4) :(3a2+5a+2), a$ —l,a7é —%;
b) (m5—nt'n+man2—m2n3):(ma+mnz),m7'=0.

*75. Určete 14tak, aby podil těchto výrazů měl nulový zbytek:
a) (a3+u):(a+4), 073 —4;
b) (x3+932+ 19x+u) :(x—3), x7é3;
c) (zs+9zz+182+u):(z——4), z$4.

76.Dčltevýrazyx4—l,x5—l,x“—lvýrazem(x—l),x9ť—-l.Zesrov­
nání vzniklých podílů usud'te, jaký podíl dostanete, provedete-li dělení
(x" — l) : (x — 1), kde n je libovolné přirozené číslo.

77. Dokažte, že pro každé přirozené číslo 11>] plati:
x"— 1 =(x— l)(x'H+:::"—2+.1c""a+-... +x2+x+ l).
[Návod: Proveďte naznačené násobení na pravé straně uvedené rovnice.)

78. Dokažte, že platí:
:" + 1 = (x + ]) (ar'H — x"*2 + it"—9— ar'H + . . . + 1), je-li 71číslo
liché. Dokažte též pro n = 3 a n = 5.

79. Dokažte, že výraz x5 — 10x“ + 101:— l je dělitelný výrazem (x — l).

80. Dokažte, že výraz x" — cut"—'+ ax — l je dělitelný výrazem (: — 1),
pro všechna přirozená čísla 1: > 1 .

3. ZLOMKY

81. Rotor elektromotoru se otočí & : vteřin n-krát. Kolikrát se otočí za ho­
dinu ?

*82. Vlak dlouhý :: metrů jede po mostě dlouhém y metrů rychlostí 4:metrů
za minutu. Kolik minut uplyne mezi okamžikem, kdy vjede lokomotiva
na most, a okamžikem, kdy poslední vagón most opustí? Načrtněte si
obrázek.

*83. Ze dvou druhů zboží byla vyrobena směs. Prvého druhu bylo vzato h kg,
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druhého k kg. Jakou cenu měl 1kg směsi, jestliže 1 kg zboži prvého druhu
stál : Kčs, kdežto 1 kg zboží druhého byl 0 y Kčs levnější?

*84. Traktorista oral v katastru jedné farmy : dní po deseti hodinách a y dní
po osmi hodinách. Jestliže zoral takto »: hektarů polí, kolik hektarů zoral
průměrně za jednu hodinu? Proveďte též pro m = 50,x = 6,y = 5 .

85. Dvě ozubená kola zapadají do sebe. Prvé kolo má y zubů, druhé (y + 30)
zubů. Kolikrát se otočí prvé kolo, otočí-li se druhé n—krát?
Proveďte též pro n = 42,y—= 35.

86.Určete3hodnotuzlomkuí+yproa)x=4%,y=5—; b)x=3%,
Jr'=%­

87.Určetehodnotuzlomku—2a+2proa)a=0„6 ,b) a=0,;5
c)a=—4.

88 Uče hdn zl k a_n 3 3. t tu _— = , =-———.
r co o omuc(a+2)_ (a+2)proa c 4

89. Pro která čísla :: mají smysl zlomky:

l—x_ l _ x+y; _ 2x+l“) x *b)1—x'c)x _, d)„a—ÍNB:—wifi;
: _ 2x+l _ xz+l

f)J:*+5ac+6' g):r:3+x3+x+l' h)x22+(m—n)x—mn'

90. Odůvodněte správnost úprav (zpaměti):
a—2 2—a a—2 2a) —-—=———-—
b—4 4—b 4—b b

b) a = a __ a _
u—QG—w Q—ÚG—Ú M—ÚG—w

=—-—_—,x=a,x7':b.
(x—d)(b—)

_ 8

91.Rozšiřtezlomkyaab“' ,“be '$? číslem(a—b).
Pro která čísla a, b budou mit zlomky smysl?

92.Rozšiřtezlornky—_1__ _1__ CP+ 1,(_P+1)*Pp+lp—1 p+1 P
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96.

. Srovnejte sestupně podle velikosti zlomky—2—

(pz—+—_pl)+l(p— 1) číslem (1) + 1). Pro která čísla p budou mít zlomky
smysl ?

. Napište výrazy x, :::2— l, ac2+ 1 jako zlomky se jmenovatelem (x“ + 1).
Pro která čísla :: mají tyto zlomky smysl?

3

. Které číslo je nutno dosadit za x, má—limit zlomek 2%hodnotu Í ?
Je tu možno využít pravidla o rozšiřování zlomků?

n 271 371 771 1973

5 ' 's" 16,2—
a) n > O; b)n < 0.

Srovnejte vzestupně podle velikosti zlomky

a) r > 0; b) 7 < 0.
a3 -—2:12 — a + 2

—m:— . a)Rozhodněte,prokteráčísla
a má zlomek smysl. b) Pro která čísla a má zlomek z hodnotu rovnou
nule? c) Zdůvodněte, že zlomek z má hodnotu kladnou pro všechna
čísla a > 2 .

Řešení

a)aa+2a2—-a—2=az(a+2)—(a+2)=(a+2)(a2—l)=
=(a+2)(a+ l)(a—1).

Z rozkladu je patrno, že zlomek z má smysl pro všechna čísla a 91:— 2,
a $ —1, a si 1

_ —2a2-a+2 _ a2(a—2)—(a—2) _
(a + 2)(a+ l)(a— 1) (a+2)(a+ l)(a— 1)

_(a—2) (a3—l)_ a—2
(0+2) (a2—1)a+2'

b) Zlomek má hodnotu rovnou nule, jestliže při nenulovém jmenovateli
je jeho čitatel rovný nule. Tato podmínka je v našem případě splněna
jen pro člsloa = 2 .
c) Pro všechna čísla a > 2 má čitatel i imenovatel zlomku z hodnotu

kladnou.

Závěr: Zlomek z má smysl pro všechny hodnoty a 91:—2, a 75 —1

a 5:2l; po zkrácení má tvar z = 2+—Ž. Nulové hodnoty nabývá jen
pro čísloa = 2; pro číslaa > 2 má hodnotu kladnou.

3 4 5 _l_r2r3r6r,5r



98. Zkraťte následující zlomky za předpokladu, že jejich jmenovatele nemají
nulovou hodnotu [a) — c) zpaměu']:

72abx_ ::2 — ab_ y+1 xz—l, Pz—qu+q“.e)——,
a) 84aby, b) ab—bz' c) n+ ny; CD:::—s, pz_qz

2_ z_ _ 2
f) __4a .1 ; g 92 122:+ 4; h) 16 Ba+a;

4a2—4a+1 3z—2 (lb—45
a2+2ab+b2—c2 . p2—4

1) a2+24c+c2—b3, ]pq+2q—p—2,

ab+2b—ac—2c_ l) xy—y—x2+x_
ab—2b—ac+2c, xy+y—x2—x,
a2+2a—15_ r2—4_ x2—4x+4_

3u—v+9v-2u—6.k) ——————,
3uv—2u—9—v+6

111)

n) , , ————,3a+15 r2+5r+6 x2—5x+6

az—a—20_ *r) 3x2+x—10_ s (_13—l_ t)x3+slc2y+:tcy2
a2+a—30, 4x2+x—14' aa—l' „Cay—y1 '

99. Dokažte správnost vztahu:

„3M=H_C,a+b$o,2x+wé0š
ay+2bx+2ax+by 2x+y

x—xy+z—zy: x+z ,ygél.
1—3y+3y“—y3 (l—y)z

*100. Dokažte, že platí

3a=+ab=—6a=b—2ba 1 ;;2bbjf06
9a5—ab4—18a4b+2b5_3a2_b2'ýszzíof

a +1- na zlomekoimenovateli(a2— l).a+l)3

:: _ 11na zlomek o jmenovateli (x + D“.

101. Uveďte zlomek(

102. Uveďte zlomek
::2 —

acz+ 2ax + a2 — 16

u—u+ď—m'
Vyšetřete, kdy tento zlomek nemá smysl a potom zlomek zkraťte.

104. Proveďte:
3a + 2 a + 6a)— ——

2 2

*103. Je dán zlomek z =

+5;

17



d—l 3d—l_5d—l_b —— ,
) 2 + 4 6

I _ I I
c)(av+:»')+(1r_y)_x'+y_

6 12 4

105. Proveďte a potom udejte podmínky, za kterých mail dané výrazy smysl.

2m—n »: _ x—y_ z__—y x+z
a) n +n—m' b) xy yz3+—xx

1 l—a l—a' l—a' l—a4_

u'+l _ _ _2_P g_(q—př.

d)u+l—u,l QF; „+(m n);f)l 9+? q' ,2 l —2b 2a—b 24's) "“ -h)“———————-;
p'+pq ? p+q' a+b b—a a'—b'

i) 2p—3q_2p+3q+2(4p'+9q');
2p+3q 29—34 419—94'
79—1 5—30 4 301—411

k) + ;1) — ;
20'+69 01—9 3m—3n 2m'--4mn+2n'
2a-1 za 1

108.Proveďte: +a— 1 —L — 1. Pro které hodnoty číslaa(1—1 a+l a*—l
nemá tento výraz smysl? Jakou hodnotu má pro a——0?

a—
107.Proveďte:a+l+a_—+l. .Ukažtqževýrazmásmyslprovšech—a

načlslna. l' 3
[Návod:a'—a+l=(a——)+—.]2 4

l 2 l108.Proveďte:—— + — — —— . Jakouhodnotuť—2x+l ť—l x'+2x+l
mátentovýi'azproa)x=2;b) := —2?
Prokteré hodnotyxnemá výrazsmysl?

18



1 2

xa—3x—1o x2+x—2 x2—6x+5'
Udejte všechna čísla J:, pro která nemá výraz smysl.

109. Proveďte:

x+
x110. Oč je většivýraz :: + % než výraz 1-pro x _2_l? Ověřte si výsledek

prox=1,x=Š—,x=3.

*lll. Dokažte,žeplatí:

1 + 1 1 =L
c(a—c)(a—b) b(b—a)(b—c) c(c—a)(c—b) abc
a7é0,b960,c$0,aqéb,bgéc,c=;éa.

*112. Dokažte, že platí:

a\ l _ l _ l _
)(a—be—c) (b—c)<a—c) (c—a)<b—a)

jestližea ;L—b,b:,é c,: sta;
] 1

b) + 1 + =
(a—b)(a—c) (b—c)(b—a) (c—a)(c—b)
u:,éb, b:,ác, c:,éa;

a + b + c :
(0—5) (0—0) (5—6) (b—a) (6 —a)(c—b)
d:,éb, bgác, caéa;

i b2 2“ + + “ =
(a—b)(a—c) (b—c) (b—a) (c—a)(c—b)
aqéb, bgéc, cgéa.

|113_| Trať kanoistického závodu je dlouhá d km a závodníci ji musí projet
_— jednou po proudu a podruhé proti proudu. Je-li rychlost kánoe v klidné

vodě vlkm/h a rychlost proudu v„km/h, za jakou dobu projede závodník
trati oběma směry? Byl by závodník dřív či později u cíle, kdyby jel
stejně dlouhý závod se stejným výkonem v klidné vodě? Jaký by byl
časový rozdil?

Řešení

Rychlost kánoe po proudu je (01+ v,) km/h, proti proudu (01—v,) km/h,
přičemž se předpokládá, že 01 > v„ aby úloha měla řešení.

, jestliže

0,

,

C) ,

d) ,
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Dráhu d projede závodník po proudu za dobu t1 = v—í—v—, proti proudu1 2

(t„ :, v hodinách) .za dobu :2 =
„1 _ 92

d d
Dráhudvobousměrechprojedetedyzadobu : = — + =

“01 + '02 '"1 _ '02

_ d('v1 — 02 + 01 + vz) : 2:11:1
_ v! — v: v? — v: '

Je zřejmé, že v klidné vodě by projel závodník dráhu d oběma směry za

dobu ť = ——.
'01

. 2d 2d 2d , _ _, ,
Srovnáme—h zlomky Šv' 011)., ;)—= 9:1 , pozorujeme, ze mají stej­1 _ z 1 1

ného čitatelc; větší je ten, který má menšího jmenovatele.

„vl . > 241le, která ukazuje, že by závodník bylPlatí tedy nerovnost v“ __ 7)

dříve u cíle, kdyby projížděl tratí d v obou směrech v klidné vodě.

Zbývá ještě určit časový rozdíl. Tento rozdíl udává výraz

, 2d'vl 21.in1 2dvl(v: — o? + v:)t3=z—t=. ——.=—f.——=
v; '—v| v; 0.00. _ U.)

_ 2dvlv: _ 2:10:
vaŠ —v:) 0100:—v:) .

Závěr: Závodník projede tratí d oběma směryza dobu ! = „říši), h.
Kdyby projížděl tuto trať v obou směrech v klidné vodě,

potřebovalby k tomu časť = ? h, přičemžt' < t .
].

2dv2

al(ví —v:) h '
Časový rozdíl je z, =

114. V prvém pavilónu továrny pracuje n dělníků, v druhém »: dělníků a ve
třetím : dělníků. Čtvrtina dělníků z prvého pavilónu, třetina z druhého
a polovina z třetího jsou ženy. Kolik pracuje v továrně žen a kolik mužů ?

115. Do prvého patra, které je ve výši a metrů, má být vedeno n schodů.
O kolik by se musila zmenšit výška každého schodu, kdyby počet schodů
vzrostl o tři?

116. Na stavbu vodní přehrady vyjelo n brigádníků, z nichž každý se zavázal,
že odpracuje : hodin. Jeden brigádník však po cestě onemocněl a musil se

20



117.

11

11

12

m

9.

=

. Dokažte, že hodnota výrazu V =

vrátit; ostatní převzali jeho závazek na sebe. Na kolik hodin zvýšil
každý ze zbývajících brigádníků svůj závazek?

Jestliže číslax, y, z jsou navzájem různá, potom platí:
yzxy xz _ .

a) (Z—x)(z—y)+(y—z)(y—x)+(x—y)(x—z)—1,

x+y y+z x+Z _ '—
b)(y—ZMZ—x)+(z—'x)(x—y)+(x—y)(y_z)—o' Dokaz
teto.

(cz—1)2 (b_1)2
(a—b)<a—c)+(b—a)<b—c>+

_ 2
Li)— je kladnéčíslo,at'zaa, bdosazuiemelibovolnáčísla,
(c — a) (c — b)

pro něž má výraz V smysl. Jaké vztahy musí platit o číslech a, b, c, aby
výraz V měl smysl?

. , _ 2b(a — l) a + b
Z)ednoduštevyrazV_ WT) ab + a _ 2b_ 2 __

—L aukažte,žejerovennule.Prokteráčíslaa,b má
ab — a — 21) + 2

daný výraz smysl?

. Za předpokladu, že uvedené výrazy mají smysl, proveďte:
3

a) gif—b.(_É); b) g_i.(_ 3.2) (_ &) 24,123;253; b2 a 325 271,3:

2 _ 2 2

c) 27)+80+8.(v Z); d)(l_l)_ a ;v—2 4(v+2) a b a—b

e) m+1_m—l m2;4_ f) 1 _ 22 1 l'('"+2 '"“2) —2m—, (3+1 zz—l)(;— ),
3 3 a l

—1 ———l ; h — l—— ;g)(1+s )(2—s ) )(a a+l)( 42)
. l ll __ _1 —;
1) (y+ +2y_1) (y +2y+l)

„(%—„LMpily? 1)
l 3 x2—6x+9

k - + » ————'
)[(x—3)3 x—3 x2—9]
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“ (xí'y—)$%)­
121. Proveďte a uvedte podminky, při kterých mají uvedené výrazy smysl:

“)$%—;. b)(—lgá)z(—b—É)š

>ÍÍZÍ=ÍÍŽ+ d>(1+—)ÍÍZ
;

e)(2:t"'—4:15+2_x6:Íql):lc+l<++Í+—fm)

+>+_+<„::N ——
WoW—% +š>1+

<++:—:>=(++%)+ +++—53
*122. Proveďte:

6a+(— “ ) :—-“—.0—2 a+2 a4—2a=+sa—16
Pro která čísla a má daný výraz smysl?

123. Upravte a rozhodněte, v kterých případech nemaji uvedené výrazy smysl:

m 5+p a—b&)—.š b——íš (=)—_;"1+2 P a+b.__ 1-1
5 a—b

i_x—l r+s_r—s kz+za
4 5 _ r—s r+s_ _ lez—_

“>+++—1251 e)1—_+Í “ TTT—F
6 10 :**—s2 z2 z k
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a bí“a8

? .aa. í—F 2 2.
8) a3+b2 -la—' h)"1—_—b—'(a “5+5)>

“5 —a_

4—b4 :“ xsas— T+—+x+y
ii)—b2£——. *Dy—ř—2—2a aa ' x y(H?Mh;+a ř—?

124. Proveďte za předpokladu, že uvedené výrazy mají smysl:

“)GML) b)($(- &)

o%%?+a= ©4<—;raw>
ašvgra; w<>eracaw;

(%),—l ' h)Š—)4;:-+c—wh
“_Gí“ &)
»Matáyelwgnuauernjer

n+2)3 n3+4n_—'__+4n]_;_125. Proveďte: [<" — 2 3,2 — 1271+ 12

Pro která číslan nemávýraz smysl?
126. Jsou dány výrazy:

! l l ]

U_m—m p+s „_m _W_p*+9—ÍIÍ_ÍÍZ_ P' “ÍÍÍ——TÍ ? '
p—3 p+3 r—9 r+9

ŽOŽJhOdnÍŠte,pro která čísla 19nemaji výrazy U, V smysl a přesvědčte se,

127. Jeden stroj utká 0 metrů látky za 11hodin, druhý stroj utká totéž množství
látky za :, hodin. Kolik metrů látky utkají oba stroje za : hodin?
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*128. Auto jede z místa A do místa B nejprve d km do kopce rychlosti 01km/h,
potom u km s kopce rychlosti v, km/h. Jakou průměrnou rychlostí jede
na celé trati?

*129. V továrně pracovalo x dělm'ků. Jednoho dne však přešlo do zemědělství y
dělníků. O kolik procent musí zvýšit zbývající dělníci svůj denní výkon,
chtějí-li dodržet výrobní plán?

*130. Z dané zásoby a litrů 70% kyseliny bylo vzato b litrů a nahrazeno stejným
množstvím vody. Kolikaprocentní ,kyselina vznikla? Též pro a = 10,
b = 2 .

*131. Sukno bylo prodáváno v partiovém obchodě se ztrátou 2; % z výrobní
ceny. Kdyby se prodávalo se ziskem 53%% z výrobní ceny, získalo by se
o n Kčs více, než činila výrobní cena. Jaká byla prodejní cena sukna?

132. Dokažte, že součet čísel (1 + q) a (l + %) se rovná jejich součinu
(q % 0)—

133. Dokažte, že rozdíl čísel (2 + p +

a c a z c c 2 al.-'— —='—- —=— — '.
34Jehb+d 1,]C(b)+ ()+b.Dokazte

%) a (l + p) se rovná jejich podílu

d d

a c a c a 2 c 2

(———)=(——)—(—)-][ (b d ) b d b d
*135. Určete dva zlomky, jejichž rozdíl se rovná jejich součinu.

136. Ukažte, že platí vztahy:

a)(az_l)(al—l_a+ l

_ 2

b)(TĚ—l):(G—!1_2a+1)=%3a:lél)a7£oŠ

—l)=3—a2,a:,él,a9é—l;

a a
a

C)l———a=l—a—a2,a$—l.
_a+l

*137. Ukažte, že pro přípustné hodnoty čísel :: a y platí vztahy:

5x lexy y x_ 2x_ya = .
)(y+x+y —x+y —x2)(y+x+y —x„Tay—) 5'

2
b y : y 1 :y—x
)(xŽ+xy y2+xy) (xs—xyz+x+y) y '
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*138. Ukažte, že pro přípustné hodnoty čísel a, b platí vztahy:
a + b a — b 2b2 1 l 2 _

ad ———bz—.—4<———)=—,2(a —b) 2(a + b) a b a a

b) [(l2 +i).___l___+ 2 .(l + _1_)]:_a_—_b=ab _a b= a2+2ab+b2 (a+b)a a b a“ a—b

*139. Ukažte, že platí vztah:

[(%—%):(r+s)+r(%—%)] zlí—f=? rs.
Které podmínky musí být splněny, aby tento výraz měl smysl?

É ]e dán zlomek% v základnímtvaru. Dokažte, že také zlomek
v základním tvaru, jsou-li čísla a, b přirozená a b > a .

Řešení

Předpokládejme,že zlomek LEE není v základním tvaru.
Potom je b — a = kp, b = kq, kde čísla k, p, q jsou přirozená, přičemž
k = 1 .

Z uvedených rovnic však plyne vztah kq —a = kp, odkud je a = h(q —p ) ­

kg;—p) a lze ho krátit číslem

b—a
b )

C

Zlomek % je možno psát ve tvaru
k = 1 .

Tím jsme ovšem došli ke sporu, neboť zlomek % byl dán v základním
tvaru. Je tedy předpoklad, že zlomek _ a není v základním tvaru,b

nesprávný a platí opak.

Závěr: ]e-li % zlomek v základním tvaru, je i zlomek
ním tvaru.

141. ]e-li zlomek % v základním tvaru, jsou i zlomky
ních tvarech. Dokažte to.

*142. Dokažte, že součet dvou zlomků v základním tvaru, jejichž jmenovatele
jsou dvě různá čísla, není nikdy celé číslo.

[Návodz Má platit % + % = m, kde m je celé číslo. Odtud plyne, že
součet (ad + cb)musí být dělitelný číslem b i d. Je tedy d = klb, b = kzd,
k1. k2 = 1, b = d proti předpokladu.]

b—a
b v základ­

..L

ajb>ablbv Ild—
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4x 2 x 4 x* ' _ _ —_ _ .
143. Jedánvyraz V — [ch 4 (x* + 2x 4) x? 4] . x 2 .

3) Pro která čísla x ztráci výraz V smysl?
b) Upravte jej a najděte všechna celá čísla :, pro která je výraz V roven
celému číslu.

._ _ 2

tluledánvýmV=a+b _i._b L]-_+4b__2a- 2b 2a+ 2b a*— b2 (a2+b2)(a—b)
a) Výraz V Zjednodušte a udejte, pro která čísla a, b nemá smysl.
b) Určete všechny dvojice čísel a, b, pro která je V = 10.

c12+b2 a2—b a+b a—b* .—_—___ ___ ' — _
l45.]edánvýran—[a2_b2 a2+b:] .[a _b a+b] .

a) ,Udeite, pro která čísla a, b nemá výraz V smysl, a potom ho zjedno­
dušte.
b) Určete, pro která čísla a, b je V = 0, V > 0, V < 0 .

146. Zjednodušte:

a _ _a)_ , b)——l—,]

“fm 1+1 1
1 + 1c)—15 0+;

a+a—————1 d) b—a
1 1 '

b— ___—__
a+b a+b l

e) 1 . —a+5—Í'Z
1— 1

a+b— ]
“+b—:??

4. LINEÁRNÍ ROVNICE 0 JEDNÉ NEZNÁMÉ

147. Řešte početně i gtaňcky rovnici:
a)x—4=0;b)3x“—l=x+1;c)—2x+5=x—l;

2x+9 2 z 1d —=—x—l' e —+l=—x+2.
) 3 3 , )2 2( )
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148.Řátc:
x—3[x—5(x—4)]=10(x—3).

l49.x—4[x—2(x+6)]=5x+3.
150.3x—2[x—3(x+ 1)]+4[x+2(x+ 1)]= l9x+ 14.
151. 10x — [óx —2[3x —4(l —x)] —(91 +8)) =27.
152. (5x _4)2 _ (5 _ 3x)*= (3 _4x)2.
153. (© — l)* —(3y +3)* —2(y* —1)=(5y —2)*­
154.(22—3)*+(3z—4)*+(4z—5)3=29z*—26.
155.(z—3)(z+2)—(z+2)(z—4)=7.
156. (4u _ 1) (914+ 10) =(2u _ 3) (18u__ 1) + 16.
157.(z:—5m;—1)_(4x_3)==12(x_1)_7.
158.(3v—l)*—5(2v+l)“+2(6v—3)(v+l)=(v—l)2+3(2v—I).
159.(p+1)3—(p—1)3=6(p+2)(p—l)+9(p+l)—9(p—1).

7y—l 5+3y160. +—=5 —6.
3 2 y .

161.: 5__t_=t—2_t—3
3 2 3 2

162Nv+3—7—v=v+3_2v—l
5 5 3

163.6—+—25£_(x 1)=2_£+l_
15 3 5

164.2: 53—3 35—5
4

165_3_+Q_1=5y_12y—1
2 6

166.E_M=1_3L;l_
6 8 .

167.3—x_(7—x_x+3)+7—x_gjic+x=0.2 3 4 6 8

1m.3(-2'2;—„+x__4= %(3Í_2)—(3x_5).
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5 1 —1 5—11 4nn+ n +71
_1170.— +——-=2n+l.

4 + 6 8 9 ( )
_ _ 3 2 3 2x 1

ing—x_(x 2+5__x4)_ (x—x+ _í)=6+—+—-.8 6 12 3 4 3

172. 9n—0,7 _ 571—1,5 =771—1,l _5(0,4_2n)_
4 7 3 6
_ _2

173__2(2—33l)__2,5=0*_02—y_7,5_
0,01 0,02

174.1—(a—li):3=(2a—10—7a):23 - 3 ,

1-37x'2_ž175.x— __—=2
3

l76.x+2— :
15 5

177. Která dvě po sobě jdoucí přirozená čísla mají tu vlastnost, že rozdíl jejich
druhých mocnin se rovná 15?

|l7 .| Boty stály třikrát tolik co přezůvky. Kdyby byly boty levnější o 42 Kčs,
byly by dvakrát dražší než přezůvky. Kolik Kčs stály boty a kolik pře­
zůvky ?

Řešení
Označme :: cenu přezůvek v konmách; potom je cena bot 3x a platí rov­
nice 3x — 42 = 2x, která vede k řešení :: = 42.

Závěr: Přezůvky stály 42 Kč: a boty 126 Kčs.
Zkouška správnosti: Řešení jesprávné, neboťvyhovuje podmínkám úlohy.

179. Prodavač v pouličním stánku prodal od rána 600 pohledů po 60 haléřích.
Kolik jich musí ještě prodat do večera, aby měl denní tržbu 300 Kčs?
Vyhovuje řešení sestavené rovnice úloze?

180. Prémie člena brigády socialistické práce a dělnnta činily dohromady za
celý rok 6720 Kčs. Prémie členabrigády za 9 měsíců činily tolik jako prémie
dělníka za celý rok. Jak velké byly prémie dělníka a jak velké člena
brigády ?

181. 15 kusů zboží stálo před zlevněním právě tolik jako 25 kusů téhož zboží
po zlevnění. Přitom je cena jednoho kusu po zlevnění o 0,80 Kčs nižší než
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před snížením ceny. Kolik stál jeden kus zboží před zlevněním a kolik
po zlevnění?

182. Brigády na sklizeň brambor se zúčastnilo 48 osob, mezi nimi byli muži,

183.

ženy a žáci deváté třídy ZDŠ. Žen bylo o 4 více než mužů, žáků 0 6 mé­
ně než polovina dospělých. Kolik bylo mužů, kolik žen a kolik žáků ?
Na schůzi mládežníků se dostavilo třikrát tolik chlapců co děvčat. Když
8 chlapců a 8 dívek předčasně ze schůze odešlo, zbývalo pětkrát tolik
chlapců co děvčat. Kolik chlapců a kolik děvčat se dostavilo do schůze?

184. Žáci jedné třídy měli zaplatit účet za poškození učebny. Rozpis činil

185.

187.

*188.

189.

190.

191.

70 haléřů na žáka. Avšak 3 nepřítomní žáci neplatili, a tak musil být udě­
lán nový rozpis, v němž připadlo na každého žáka 75 haléřů. Kolik žáků
bylo ve třídě?

Ve třídě jsou dívky a 30 chlapců. Chlapců prospívá 28, dívky všechny.
Kolik je dívek, jestliže všech prospívajících žáků je 95 %?

. Posadí—lise ve třídě 7 žáků do lavice, zbude pro poslední lavici jen jeden
žák. Posadí-li se do každé lavice šest žáků, nedostane se na jednoho žáka
místo. Kolik je všech žáků?

Úředník měl měsíční plat l 200 Kčs. Během roku (po zvýšené kvalifikaci)
mu byl plat zvýšen o 10 %, takže obdržel za rok celkem 15 360 Kčs.
Kterým měsícem počínaje mu byl vyplácen vyšší plat?

Na základní devítileté škole je v l.—5. ročnGtu 49 % všeho žactva,
v 6. ročníku 14 %, v 7. ročníku 13 %, v 8. ročníku 0 3 méně než v ročníku
sedmém a v 9. ročníku 0 5 méně než v osmém. Kolik žáků má škola?

V hledišti divadla bylo 60 žárovek dvojího druhu. Svícení každou menší
z nich stálo za večer 32 haléřů, větší 80 haléřů. Kolik žárovek každého
druhu tam bylo, stálo-li osvětlení toho večera 36 Kčs ?

Žáci jedné školy vybrali 130 Kčs za 55 lístků do kina a do divadla.
Pokladník školy však zapomněl, kolik měl koupit lístků do kina po 1 Kčs
a kolik do divadla po 3,50 Kčs. Spočítáte mu to?

Jakou zásobu uhlí měla škola, jestliže spotřebovala v měsíci lednuí — celé

zásoby a ještě 0,5 tuny, v měsíci únoru—61celkově zásoby a ještě 2 tuny
a na měsíc březen zbylo 4,5 tuny uhlí ?

192. V rovnoramenném trojúhelníku je velikost úhlu při hlavním vrcholu o 20“

193.

menší než dvojnásobná velikost úhlu při základně. Jak velké jsou úhly
tohoto trojúhelníka?

Ze čtverce se má vystřihnout rám o šířce 3 cm, obsah rámu je 276 cm2.
Určete délku strany zbytku
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194. Zvětši-li se délka strany čtverce o 2 cm, zvětší se jeho obsah 0 100 cm2.
Určete délku strany tohoto čtverce.

195. Obdélník má délku 0 20 cm větší než šířku. Zmenší-li se délka 0 5 cm
a zvětší-li se šířka 0 10 cm, zvětší se obsah obdélníka o 300 cm2. Jak velké
jsou rozměry obdélníka?

196. V rovnoramenném trojúhelníku je délka ramena o 8 cm větší než délka
základny. Určete délku základny, je-li obvod trojúhelníka 31 cm.

197. Trojúhelnk má obvod 35 cm. Jedna jeho strana má velikost čtyřikrát
větší než druhá strana a o jeden cm větší než třetí strana trojúhelníka.
Určete velikost těchto stran.

198. V trojúhelníku ABC je velikost úhlu ;? třetinou velikosti úhlu a a o 200
větší než velikost úhlu y. Určete velikosti úhlů trojúhelníka.

*199. Za kolik minut po sedmé hodině svírají hodinové ručičky poprvé přímý
' el?

1'200. Přední kolo vozu má obvod 2,1 m, zadní 3,5 m. Jak dlouhá je dráha, na
níž učiní zadní kolo 0 2 000 otoček méně než kolo přední?

| 201.| Z místa A do místa B je 25%—km. V 6 hodin ráno vyšel chodec S 2 místaA
směrem do místa B. V 7 hodin 10minut vyšel chodec Z z místa B směrem
do místa A. Setkali se v 9 hodin. Kolik ušel průměrně za hodinu
každý z obou chodců, jestliže chodec Z ušel za hodinu 0 2 km méně než
chodec S?

Řešení

Označme místo setkání obou chodců P. Jestliže rychlost chůze chodce
Z je ka/h, pak rychlost chůze chodce S je (x + 2)km/h. Chodec S
projde vzdálenost AP za 3 hodiny a urazí přitom 3(x + 2) km, kdežto
chodec Z projde vzdálenost BP za 1%hodiny a urazí přitom 1%. x km.
Platí rovnice

3(x + 2) + lšx = 25%, která vede k řešení:: = 4 .

Závěr: Chodec Z ušel za hodinu průměrně 4 km, chodec S průměrně
km. '

Zkouškasprávnosti: Chodec Z ušel za 1 h 50min 4 -% km : 7l km.3
Chodec S ušel za 3 h 18km.

Celkem tedy urazili celou dráhu z A do B, tj. 25%—km.
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202. Ze dvou míst A a B, vzdálených 24 km, vyrazí současně proti sobě chodec
rychlostí 4 km/h a cyklista rychlostí 12 km/h. Za kolik hodin od oka­
mžiku, kdy vyrazili, a v jaké vzdálenosti od místa A se setkají?

203. Loď vyjela v 6 hodin ráno a jela rychlostí 16 mořských mil za hodinu.
V 8 hodin 30 minut byl za ní poslán rychlý člun, který jel rychlostí
24 mil/h. Za kolik hodin dohoní člun lod ?

204. Nákladní auto jelo průměrnou rychlostí 20 km/h a vyjelo z Prahy směrem
k Liberci. Současně s ním vyjel autobus, který jel průměrnou rychlostí
30 km/h a který přijel do Liberce o 2 hodiny dříve než nákladní auto.
Jaká je vzdálenost mezi Prahou a Libercem?

205. Pumpou A se naplní nádrž za 12 minut, pumpou B za 24 minut. Za
jakou dobu se naplní nádrž, pracuje-li 3 minuty jen pumpa A a potom
obě pumpy současně?

W Terén měl být upravován tak, aby bylo denně zpracováno 420 rn jeho
_— délky. Kdyby se k tomu použilo jen lidských sil, připadla by na dělníka

a den úprava terénu o délce 6 metrů. Ke zdolání části úkolu bylo použito
tří stejně výkonných mechanických strojů. Potom mohlo být použito
o 22 dělníků méně, přičemž připadla na dělníka a den úprava terénu
o délce 5 metrů. Určete denní výkon jednoho stroje.

Řešení

Uvažujme takto:
Jestliže jeden stroj zpracoval denně terén v délce : metrů, potom tři
stroje zpracovaly denně terén v délce 31:metrů, takže dělníkům patřila
na den úprava terénu v délce (420 — 3x) metrů.

420 — 3

Číslo 5—1: udává počet dělníků, kteří pracovali na úpravě terénu

po zavedení strojů, číslo 4% počet dělníků, kteří by byli museli zpraco­
vávat terén beze strojů, takže je zřejmývztah:

4205—3: + 22: É
Rovnici vyhovuje kořen :: = 60 .
Závěr: Jeden stroj zpracoval denně terén v délce 60 metrů.
Zkouška správnosti:
Bez mechanizace by pracovalo 70 dělníků, při použití strojů 48 dělníků.
TI uprawli 48.5 m = 240 m a stroje 180 m terénu. Celkem tedy 420 m
terénu denně.

207. Na školním pokusném pozemku vypěstovali žáci ovocné stromky. 25 %

jich dala škola místnímu družstvu, % z nich dostal pionýrský dům
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v okresním městě a zbývajících 250 stromků vysadila škola ve své školní
zahradě. Kolik stromků vypěstovali žáci té školy?

208. V továrně pracuje ve třech odděleních l 200 dělníků. V prvním oddělení
je jich dvakrát tolik co v druhém a ve třetím o 400 více než v prvním.
Kolik dělníků je v každém oddělení?

209. Nádoba na 30 litrů se má naplnit vodou 60 0C teplou. Kolik litrů vody
80 oC teplé a kolik litrů vody 20 0C teplé musíme smíchat ?

210. Smísí-li se 5 kg kávy dražší a 10 kg kávy lacinější, má směs cenu 220 Kčs
za 1 kg. Kolik stojí 1 kg kávy dražší a 1 kg kávy lacinější, liší-li se jejich
ceny o 30 Kčs?

211. Kolik gramů kyslíku je v 11 gramech kysličníku uhličitého COz? (Poměrná
atomová hmotnost kyslíku je 16, uhlíku 12.)

212. Jakou hustotu má kov, jestliže nádobu z něho udělanou vyvážíme na
vzduchu závažím 8,16 kg a ve vodě závažím 5,36 kg?

5. LINEÁRNÍ ROVNICE S NEZNÁMOU VE JMENOVATELI

|213.|Řešterovnici-L- — l = —M .— x—2 x—3 x2—5x+6
Řešení

Nejprve upravme danou rovnici na tvar
1 1 3x — 10

x—2 —x———3_(x—2)(x—3)'

Za předpokladu, že vyloučíme z řešení čísla :: = 2, x = 3, je daná rovnice
ekvivalentní s rovnicí

x—3—(x—2)=3x—10,
které vyhovuje kořen x = 3 .

Avšak číslo z = 3 nemůže být kořenem dané rovnice, neboť pro x = 3
3x — 10

::a — 5x + 6

Závěr: Daná rovnice nemá řešení.

:: 2x3
|214.| Řešte rovnici—xz——x = ——._ x+1 x+l x2+x

. l
nemajízlomkym a smysl.
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216.

219.

Řešení

Vyloučíme-li z řešení čísla :: = 0, x = —1, je daná rovnice ekvivalentní
s rovnicí

:'c2— :::2 — x = x — 2x ,

které vyhovuje každé číslo :: .
Závěr: Dané rovnici vyhovují všechna čísla :: 72 0, x 72 —l .

3x—3 5(x—l) _ 2x+2
2x2—2 l2(x—1)2 3x2+6x+3'

Řešte rovnici

Řešení

Upravme danou rovnici na tvar

3(x—l) __ 5(x—l) _2(x +1)
2(x2 — 1) l2(x — 1)2 3(x + 1)2'

Jestliže vyloučíme z řešení čísla :: = 1, x = —1, obdržíme po krácení
5 2

domk“ ““"““ 2(x + 1) _ 12(x_ 1) : 3(x + 1)*
která je ekvivalentní s rovnicí 18(x — l) ——5(x + 1) = 8(x — 1) za před­
pokladu,žex ač l,x $ —1.
Této rovnici i dané rovnici vyhovuje kořen :: = 3 .

3x —- 3 5(x — 1) 6 10 18 10 8 1
2

Zkouška :
2x —2 l2(x—l)2 16 48 48 48 48—6

__2x + 2 _ 8
3x2+ 6x + 3 _ 48

Závěr: Dané rovnici vyhovuje kořen :: = 3 .
O správnosti řešení se přesvědčíme ve všech případech dosazením řešení
do původní rovnice.

_l
6.

Řešte:

1 __—2___l
x—2 3(x—2) 3

__+1_2_x_—_4
—5 :::—5

1+ :: x+3

2z+Í_5_2z+9
z+12 z+22'
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1,1 — 0,1x _ 1,01 — 0,01:220. _ .
1,2x _ 0,2 0,121: — 1,82

l. 5 _7=10—7x.
x+l x—l

222.(——-x+1)3_(__x+1)2=l
xs x“ x

3 _ 2 1
0+1 0+3 '0—2

224. 2 ——1 =———1—
y—3 y+2 y+6

1 _ 1 _ 5
m—3 m+2 m2+6

226. :: +2+ll+3x= 5x.
x2—x—12 x+3 x—4

*227.'+2—1=?f—+'+9—'_2.
r—2 302—4) r+2

.£+l9_'_3x =3+ 17
5x2—5 l—x xz—l

229. 3x + 1 +1=3Jt:+3+ 4 .
x—2 2—x x—2 2—1:

1 1 zzz—2

230'x—=+x+xz_x+x—2_1—l

231.——2-——l = 1
l—xz x+l l—x

2(2—Jc)3+(x—l)*'__3_
(2—x)2+(1—x)2 2'

5__ 3y+8_ll_ 6y—2
2y—3 4y—6 6 10y-15'

* . 3 + 4 = 7 .
(2x+5)2 (2x+1)= 4x2+12x+5

3 2 5

'1—z2 (1+2)2 (1—z)='
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*242.

*243.

245.

246.

24_)

„ 2 1+3__ 3 33+Ž=o, 237, 4:33.
3_„ 3 l_í y—4
2 3

x 1 x 1 z z_ _ ___ —2 —+2
3 12_21 4 239_2 2 =1_
í+l i_l z—l 2+1
4 6 28 6

2 2 2 23: 1 Sy 4__ _x+_ ___—__ __.—

3 =%_3 23 241.33 3+3 23:2.
-— : x+-— ——1 ——

+ 3 2 y

1 1

96 _2__ 3—? 5______4_ __
xz 16 1+_ 1—1

x

_1__;__1__3_+3
(3—2x)= (3+2ac)a 3—2x'

4 3
. 2

. Které číslo je nutno přičíst k čitateli a jmenovateh zlomku ?, aby se

změnil na zlomek %?

Cyklista jede rychlostí 20 km/h. 0 kolik km/h musí zvýšit svou rychlost,
aby projel dráhu 84 km za 3 hodiny?

Z místa A vyjel autobus směrem do místa B v 6 hodin ráno. V 8 hodin
40 minut vyjelo z místa A auto týmž směrem. Obě vozidla dorazila do
místa B současně. Jakou rychlostí jela, je-li vzdálenost obou míst 160 km
a rychlost auta dvakrát větší než rychlost autobusu?

. Výmlat obilí z pozemku patřícímu ]ZD se prováděl třemi stroji rozdílné
výkonnosti a trval celkem dva dny. Kdyby se vy'mlat prováděl jen strojem
nejmenší výkonnosti, trval by devět dní, kdyby se prováděl jen strojem
s největší výkonnosti, trval by čtyři a půl dne. Jak dlouho by prováděl
výmlat třetí stroj?
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*248. Nádrž se naplní otvorem A u 15 minut. Otvorem B může voda odtékat.
Otevřcme-li oba otvory současně, vyprázdní se plná nádrž za 1 hodinu.
Za kolik minut by se vyprázdnila plná nádrž otvorem B? (Otvor A
uzavřeme.)

Údržbář se zavázal, že provede opravné práce v závodě za 24 dny.
Z technických důvodů bylo však nutno tuto dobu zkrátit, a proto si

přibral pomocníka. Vykonali spolu všechny opravy za 13 a % dne. Jak
dlouho by trvala tato práce pomocníkovi?

Šest dlaždičů mělo vydláždit 1728 m2 přijezdni silnice. Jeden z nich však
onemocněl. Zbývajících pět si vypočítalo, že zvýší-li každý z nich svůj
denni výkon 0 4,8 m2, budou hotovi za tutéž dobu, jaká byla na dláždění
plánována. Jaký byl denni výkon každého z nich a kolik dní trvala práce?

6. LINEÁRNÍ ROVNICE S PARAMETREM

T Určete všechna přirozená čísla :, která splní rovnici 2ax : (a + 2)x +
_ + 12,kde parametr a je libovolnépřirozenéčíslo.

|252-I

36

_b)a—2=2; a=4,x

Řešení
Upravujeme danou rovnici takto:

2ax=ax+2x+12,ax—2x=l2,x(a—2)= 12.
Dále zkoumejme dva případy:
3) Je-li a — 2 = 0, má daná rovnice tvar 4x = 4x + 12, a nemá tedy
žádné řešení.

b) Ie-li a — 2 9': 0, má daná rovnice řešení x—_ -—1—2—2,které je funkcí
parametru a. Podle textu úlohy hledáme jen přirozená čísla x, která za
předpokladu, že čísloa je přirozené, danou rovnici splňují. Je tedy zřejmé,
že číslo (a — 2) musí být dělitelem čísla 12. Mohou nastat jen tyto mož—
nosti:
a)a—2=l; a=3,x=l2; d)a—2

= 6; e) a —-2
c)a—2=3; a=5,x= 4; f) a—2—1
Závěr: Dané rovnici vyhovují řešení x—— 12, 6, 4, , , 1 náležející po
řadě parametrům a = 3, 4, 5, 6, 8, 14.

——a x +x aU čet ' ' ' '——- : _____ ­
r e všechna čísla :, která splnuji rovmcr2 _ a 2 + a , kde para

metr a je libovolné čislo.



Řešení

Pro a = 2, a .= —2nemá daná rovnice řešení. Za předpokladu, že a 76 2,
a 75 —2, upravujeme danou rovnici takto: (; — a) (2 + a) =
=(x+a)(2—a), 2x—2a+ax—a'=2x+2a—ax—a*,sz=
= 4a, ax = 24. Dále zkoumejme dva případy:
a) Je-lia=0, má danárovnicetvar :: 2=x: 2 a vyhovujíjívšech­
na čísla x.

b) ]e-li agéO, a=2,a;é —2,mádaná rovnice jednořešeníx=2
nezávislé na parametru a .

Závěr: Rovnice nemá řešení pro a = 2, a = —2, má nekonečně
mnohořešeníproa = Oajednořešeníx = 2proasá 0,a ;L-2,a a': —2.

253. Určete všechna přirozená čísla x, která splňují rovnici

a_£_=í; b)a(x—l)=x+a;l+x x
c(x — l) . .

c) ———1 = 5, kde a je přirozené číslo .+
1

'—'>a254. V oboru přirozených čísel určete všechny kořeny rovnicer___—Gin:
které jsou větší než čtyři, je-li parametr a přirozené číslo.

255. Určete všechna celá čísla x, která vyhovují rovnici

a)x(a+2)+a(x+l)=2—a; b)%—a=2, je-liparametr
a číslo celé.

256. Najděte všechna čísla :: > 0, která splňují rovnici 2% = a + 1,
kde parametr a je reálné číslo.

257. Určete všechna čísla a, pro která má rovnice

ru celých čísel záporných.

258. Řešte a proveďte diskusi řešení rovnice m(x — l) = x + m, je—li:: ne­
známá a parametr m libovolné číslo.

259—y+6a—(y+1)=4(y+a)—20'—a)(nemámáiey)

m.;22=5—y(neznámájey).
261. (x + 3) (x — c) --—-x* + 3c— 18 (neznama je 1).

2 3 —
262.y_ + _y —_y = 52— 2y) (neznámájey)

2m 3m 4m 24

a(x —_2)
x+ 2 =8řešenívobo—
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2—6 —z+ (neznámá )ez).'1—b= l+b

264.x+1—2_xi“—i1- =a—;—x(neznámáiex).0

265.1——pq +21_(—-———)q=0(neznámáieq).
P

266. x(y —6) +y(x + 4) = 12 (neznámá je a) x; b)y).

267. x(l —y) +y (1 —x) —2y = 0 (neznámá je a) x; b)y).

268. azz + b2 = a2 — b*z (neznámá je z) .

269. 2,—+ 2—= 75% (neznámá je y).m »

210.Kll _ Žil = 1(neznámáje V).
P 4

271. % —š—š—q=p —q (neznámá ie x).

272. (y — a)2 -—(y — b)2 = az — b' (neznámá iey).

3 2 3x — 7a .

273.x_a _x+ a _ xz—az (neznámá)ex).

274. 3a +y y _ 3“ 9a2 —y2 (neznámá ]Cy).

2 + b 2 z — b .

275 —2—_;13— (neznáIDá]ČZ).

276.Lil = ? (neznámájev).

277.?Ž 5 + % + 1 = o (neznámáiex).

27s.95—+ "' + i"— =2 (neznámáiex).x_ " x _ »!

?] Řešte a proveďtediskusiřešenírovnice
_ _ _ 3

x(p l) Po 10.10— 1 , jc-liparametrp libovolnéčíslo.x+px—p(p+1) Pa+1
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Řešení
A. Rovnice nebude mít řešení, jestliže pa + 1 = 0, nebo

x+px—p(p+l)=x(1+p)—p(p+1)=(p+1)(x—p)=
=0,tedyprop=—lax=p.

B. Je-li pač —l axgép, upravujeme danou rovnici takto:
(p“+l)(xP—x—P+P2)=(Pa—l)(p+l)(x—P),
(P+1)(P2—P+l)(p—l)(x+1>)=(1>—1)(P'+p+l)­
(P+l)(x—P)
(P+l)(P—1)[(x+P)(P*—P+01)—(x—P)(P2+P+l)l=0,2P(P+1)(P—1)(p“+1—x)=0
Zkoumeime dále tyto případy:

&) Ie-li p — l = 0, má daná rovnice tvar

všechna čísla := 1 .

b) ]e—li;: =o, má daná rovnice tvar rxš =:fl' a splňují ii všechna
čísla z 7': O .

c) Jestližep7é0,p;£l, p$ —l, je p2+ l —x=0 a dané rovnici
vyhovujejedinéřešení: = p“ + 1.Jeho správnost lzepotvrdit zkouškou.

„m1„3f+no—n——quo _Q—JMď+p+D=(w+no+4>—po+no+nuF—p+n
_p3 —1 p“—1P= —-' L = P.

pa + 1 pa + 1'

Zbývá ještě uvážit, zda existuje řešení :: = pz + 1 dané rovnice pro
x = p, které bylo vyloučeno. Nechť tedy 19“+ 1 = p, odkud ;:2 —1:+ 1 =
= 0. Tuto rovnici nemůže splnit žádné číslo1)< 0, neboť její levá strana
je pro takové hodnoty vždy kladná. Upravíme-li uvažovanou rovnici
na tvar p“ — 21:+ 1 = —p, pak je zřejmé, že tuto rovnici nemůže
splňovat žádné číslo1) g 0, neboť pro tyto hodnoty je levá strana rovnice
nezáporná a pravá záporná. Je tedy patrno, že číslo? není kořenem dané
rovnice.
Závěr: Je-li p :,é 0,1: = 1, p = —1, má daná rovnice jediné řešení
:: =?2 + l.Je-1i p—= —1, nemá daná rovnice řešení, je-li p—— 1, má
nekonečný počet řešeníavyhovuií jí všechna reálná čísla x = 1.Konečně,
ie-li p = 0, má daná rovnice nekonečně mnoho řešení, přičemž ii vyho­
vují všechna čísla :: = 0.

280. Řešte rovnici

h+ď u—w_w+m
p + 3 p — 3 p2 — 9

0 O . ..

m _? 3 Splňlljí]]

a proveďte diskusi jejiho řešení, je—li
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: neznámá a parametr p libovolné číslo. Pro které číslo1:má rovnice kořen
: = —6?

281. R&te rovnici
p(x — 3) p(x + 3) 4

9p3—12p+4 9p2+12p + 4 9p2—4
řešení, je-li :: neznámá a parametr p libovolné číslo.

a . . 3px — 6x 5,9: — 10x _ .
282.Řešterovmc1px—Zx—l Px_2x+l+2—0aprovedtedis

kusi řešení, je-li :: neznámá a parametr p libovolné číslo. Stanovte dále

= 0 a proveďte diskusi

hodnotu čísla1)tak, aby rovnice měla kořen :: = %.
283. V oboru reálných čísel řešte a proveďte diskusi:

a)i+i_3x=b_x 1_b(4+b)](neznámájex);2+b (2+b)8 2 (2+b)2

b)x_Í—b_+x_Ž—c+x_bc_a=3(neznámájex).

MPx-i- g_px— q=L—í (neznámájex).
ax _ a bx — b a b

285. Číslo a rozdělte na dva sčítance tak, aby rozdíl jejich druhých mocnin
dával opět číslo a. Určete oba sčítance.

286. Ze dvou míst A a B vyšli současně proti sobě dva chodci. Prvý by došel
zmístaAdoBzan hodin,dru.hýbydošelzBdoAmmhodin. Zakolik
hodin se potkají? Má úloha vždy řešení? Řešte též pro n = 5 h 24 min,
m = 6 h 45 min.

287. Rozdíl délky a šířky obdélníka je 5 cm. Délka je n-krát větší než šířka,
přičemž n je přirozené číslo. Jak velké jsou rozměry obdélníka?

288. Brigáda měla zpracovat podle plánu denně 20 ma dříví. Jestliže překročí
denně plán 0 y metrů krychlových, pak skončí stanovený úkol o pět dní
dříve. Kolik m3 měla brigáda zpracovat? (Též pro y = 4 m3.)

*289. Lístek na koncert stál pro dospělého n Kčs, pro děti 1 Kč:. Jestliže přišlo
na koncert celkem 320 osob a na vstupném bylo vybráno 520 Kčs, kolik
bylo na koncertu dospělých? Pro která přirozená čísla 71má tato úloha
řešení? Určete ze zkušenosti, které číslo n nejpravděpodobněii vyhovuje
úloze ?

*290. Pavel chce jít na procházku. Má na ni vyměřen čas :. Spolužák Jiří mu
však nabídl, že ho sveze kousek cesty motocyklem (rychlost motocyklu v)
a zpáteční cestu že může vykonat pěšky. Jak dlouho a jak daleko může jet
Pavel motocyklem, chce-li se včas vrátit domů, je—lirychlost jeho chůze c?
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291. Které číslo je nutno přičíst !( číslům p a q, aby rozdíl druhých mocnin
takto vzniklých součtů byl v:?

292. Tělesa T1 a T2 se pohybují po téže dráze týmž směrem. Jejich pohyb
začal v místě M u tělesa T: 0 7: sekund později než u tělesa TI. Jejich
rychlosti v„ 02 jsou v poměru p : q. Kdy se dostihnou?

293. Družstevní pole má být zoráno dvěma traktory o různých výkonech.
Prvním by bylo zoráno za a hodin, druhým o tři hodiny dříve. Za jak
dlouho bude zoráno oběma traktory současně?

*294. Na jedné hromadě je a tun uhlí, na druhé b tun uhlí. Každodenně se
každá hromada zvětší o d tun uhlí. Za kolik dní bude na prvé hromadě
n-krát více uhlí než na hromadě druhé?

?. SOUSTAVY DVOU LINEÁRNÍCH ROVNIC
0 DVOU NEZNÁMÝCH

|295.| ŘŠte početně i graficky soustavu rovnic: 3x — 23;= 4 a
x + 33;= 5 .

Řešení početní

a) metodou substituční (dosazovací )
x=5 —3y,3(5—3y)—2y=4,15—9y—2y=4,y=l,x=2;
b) metodou komparační (srovnávací)
; = 5 _ 3y,

4 + 2y; 5
3

[z rovnosti levých stran rovnic plyne rovnost jejich pravých stran].

c) metodou adiční (sčítací)
Daná soustava je ekvivalentní se soustavou —3x + 2y = —4 ,

3x + 93;= 15 .
Sečtením obou rovnic obdržíme 11y = 11, odkudy = 1, x = 2 .
Zkouška:6—2=4; 2+3=5.

Řešení grafické

R0vnice soustavy lze psát ve tvaru y = % x —2, y = —%x +%.
To jsou lineární funkce, jejichž grafy znázorňují přímky 1:1a pa. Souřad—
nice :, y jejich společného bodu P udávají řešení dané soustavy.
Závěr: Daná soustava má jediné řešení :: = 2, y = 1 (obr. 1).

—3y=4Ézy»15—9y=4+2y,y=1,'x=2

4l



296. Řešte početně i graficky:
5x—6y=3, 7x—7y———5.

297. Řešte početně i graficky soustavy:
a) x — y = 5 ,

x —2y : 2;

b) 3x + y = 9,
01 2 a 4 5 na x+2y=—2;

-1' D\ e x+ = 6
“% FZ ) x — Š = 2;p,. ABma,—2).Bmw

Obr. ' p,.c0[C(5,0),D(a,--1)J d) 2x _ y = 2 ,
2x — y = 10 .

298. Ukažte početně i graficky, že následující soustavy nemají řešení:
a)x+y=1, b) x—y=4, C)x+y=3,

:: y 7 — 2x—+—=2' 2x—2 =5' =——-—.
2 2 , .? > 2

299. Zdůvodněte, že tyto soustavy maji nekonečně mnoho řešení:
a) x—y=5, b)x+y=3, c)x=4—y,

3x=15+3y; %+0,5y=l,5; y=4——x.
300—a)3(P+5)—2(P+q)=7,

5(P—<I)+6(P—3)+4=05
b)(x+4)(y—2)—(x—5)(y+4)=0,

(x+6)(y—l)—(x—l)(y+2) 0.
301.p2+qz=<p+1>2+(q+1)2,

P2+q*=(P—1)*+(q—l)2­

302.a)2v+3t=8,b)%+š=l, )'+2+'_1=2,

4—v=2t; Ž+1=lg t+3—r=
2 3 4 5

303,3)M+2L—_3y=1,b)M_JS_—iy£=3,
5 3 3 4

2x— 4x—3 3 1 4x—2 —3A+.—3:1; “+)-i. y =6+y.
3 2 4 3



lly- 023 4:5= _,
304 a) > + 20

6(2—x)+0,3y=4(1—r)+1;

0,2x+0,1y_ 4x—y: 3x+0,5y +x—y* ,
b) z 10 m 5

3x+2y—1=3_0,8x—5y
& a '

30521):::+l____3_ b)(x+y+1):(x—y+l)=3:2,' y+1 4* (x+y+1)=(1+y—x)=3=1;

y+1=1_ c)(x+3):(x+1)=(y+s):(y+5),
x+y 5' (2x—3):(10x—12)=(y+l):(5y+7).

*mf 24+y=25=,
% %

1:120=(650+y):130.
*307. Zavedte nové neznámé a řešte:

l 3 8a— —=, b—+—=%) +.? ): y

:: y x y
1 3 3c —+—=—); y 2,
x:y=l:6.

10 l 4 l

*308.a)x+5+y+2_1, b)5:+2y—1c—2y_l'
25 2 20 3

x+5'y+2“1' x+2y+x—2y—l'
309. Určete dvě čísla, jejichž rozdíl i podíl se rovná čtyřem.

310. Zlomek nabude hodnoty %, zmenšíme-li čitatele o tři a zvětšíme-li
současně jmenovatele o dva. Jestliže však čitatele zvětšlme o l a jmeno­

vatele zmenšíme o l, nabude zlomek hodnoty %. Který je to zlomek?
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Obec A dodala jednoho dne do mlékárny dvakrát tolik mléka co obec B.
Jestliže z obou obcí bylo toho dne dodáno l 027 1mléka, kolik litrů dodala
obec A a kolik obec B? Řešte a) ůsudkem, b) pomocí rovnice o jedné
neznámé, c) pomocí soustavy rovnic.

Dvěma traktory, a to K 700 z NDR a Š 180 se zorá denně 15,2 ha poli.
Aby bylo zoráno 110ha poli, je třeba, aby se traktorem K700 pra­
covalo 7 dní a traktorem Š 180 7,5 dne. Jakou denní normu má každý
traktor?

. Divadlo uspořádalo pro školu dvě představení; odpolední, na které
bylo vstupné 3 Kčs, a večerní, na které bylo vstupné 5 Kčs na osobu.
Jestliže se obou představení zúčastnilo celkem 800 žáků, přičemž na
vstupném bylo vybráno 3 400 Kčs, kolik žáků se zúčastnilo odpoledního
a kolik večerního představeni ?Řešte také pomocí rovnice o jedné neznámé.

Žáci na lesní brigádě byli rozděleni do dvou skupin; skupina A měla 0 dva
žáky více než skupina B. Kdyby počet žáků skupiny B se o jednu třetinu
zvětšil a skupina A měla o sedm žáků více, měly by obě skupiny stejný
počet žáků. Kolik žáků bylo v každé skupině?

Dva vklady, z nichž jeden je úrokován 2 % (základní) a druhý 3 % (s vý­
povědní lhůtou), vynesly za rok 86 Kčs úroku. Kdyby se zaměnily jejich
úrokové míry, vynesly by za rok 84 Kčs úroku. Jak jsou tyto vklady velké ?

Otec je o osm let starší, než je trojnásobné stáří synovo. Za 20 let bude
otec dvakrát tak stár jako syn. Kolik let je otci a kolik synovi?

. Číslo 1 086 rozložte na tři sčítance tak, aby první sčítanec byl o 267 větší
než druhý a třetí sčítanec se rovnal součtu prvních dvou.

Vsuneme-li mezi cifry dvoumístného čísla cifru 7, dostaneme jeho jede—
náctinásobek. Postavíme-li před ně jedničku, dostaneme pětinásobek.
Které je to číslo?

Dvojzvratná páka 3 dm dlouhá je v rovnováze, zatížíme-li ji na jednom
konci břemenem 6 N a na druhém konci silou 9 N. Jak daleko od obou
konců je podepřena?

. Dva povozy vyjely současně ze dvou míst 3 km vzdálených. Jedou-li proti
sobě, setkají se za 15minut. Jedou-li za sebou, dohoní jeden povoz druhý
za 1 hodinu. Jaká je rychlost každého z nich?

. Bazén o objemu 990 hl se naplní vodou, přitéká-li voda kohoutkem 8 ho­
din a současně druhým kohoutkem 6 hodin. Prvním přívodem nateče
za hodinu 0 10 hl vody více než druhým. Kolik hektolitrů nateče každým
z nich za hodinu?
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Hmotnost dvou těles o celkovém objemu 36 dms je 86 kg. Jaká je hmot­
nost každého z nich, jsou-li jejich hustoty 2,5 g/cm“ a 2,3 g/cm3?

Kolik kilogramů mědi a zinku je ve 124 kg mosazi, jsou-li známy hustoty
mědi a zinku (Cu má hustotu 8,9 g/cms, Zn 7,1 g/cma) a hustota mosazi
8,3 g/cma?

Kolik kilogramů železa a kolik kilogramů síry obsahuje 100 kg sirníku
železnatého (FeS), jsou-li poměrné atomové hmotnosti Fe—56,S-32?

Dva dělníci dostali za úkolovou prád dohromady 330 Kčs. Jak se o ně
rozdělili, jestliže
a) dělník A odpracoval o jednu osminu méně hodin než druhý,
b) oba pracovali stejně, ale dělník A má již zálohu 56 Kčs?

Dvoučlenná parta má dokončit dílo za 18 dní. Po patnácti dnech však
jeden z obou dělníků onemocněl a druhý dokončil dílo za sedm a půl dne.
Za jakou dobu by vykonal dílo každý z nich sám?

Po silnici jede pomalu povoz s dlouhým kmenem. Od předního k zad­
nímu konci potřebujeme šestnáct kroků, od zadniho k přednímu (při stálé
rychlosti naší i povozu) 112kroků. Kolik kroků délky měl vlastně kmen?

Po okruhu dlouhém 2 550 m jezdí dva motocykly takovými rychlostmi,
že se potkávají každou minutu, jezdí-li proti sobě a dohánějí se každých
pět minut, jezdí-li týmž směrem. Určete jejich rychlosti.

Proud 4,5 A protéká dvěma paralelními větvemi o odporech 60 (2 a 90 Q.
Určete proud v jednotlivých větvích. (Návod: Výsledný proud 4,5 A je
roven součtu proudů v obou větvích. Proud v každé větvi je nepřímo
úměrný odporu.)

V pravoúhlém trojúhelníku je velikost jednoho ostrého úhlu rovna dvěma
třetinám velikosti úhlu druhého. Vypočtěte velikosti obou úhlů. (Zkuste
výpočet též úsudkem.)

Zvětši-li se výška kvádru o čtvercové podstavě o l dm a délka hrany
podstavy také o 1 dm, zvětší se povrch kvádru o 78 dmz. Zvětší-li se výška
0 2 dm a zmenší-li se současně délka hrany-podstavy o 1 dm, zmenší „se
povrch kvádru o 18 dma. Jak velké jsou rozměry kvádru?

Rovnoramenný lichoběžník má obsah P = 1 050 cm!, výšku a: = 30 cm
a délku ramena b = 34 cm. Vypočtěte velikost základen.

Rovnoramenný lichoběžník má obsah P = 1 080 cm2, výšku v = 30 cm
a poloměr kružnice opsané r = 32,5 cm. Určete velikost základen. (Ná­
vod: Nechť S je střed opsané kružnice, M bod půlící střední příčku,
N bod půlící rameno d : AD a Do pata kolmice z vrcholu D na AB.
Potom trojúhelník MNS je podobný trojúhelníku DODA.)
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334. Jsou-li :, y neznámé a parametr p libovolné číslo, řešte soustavy a pro­
veďte diskusi jejich řešení:

a)x—y=2, b)3x—6y=l, c)2x—y= 8,
px+y=4; 5x—py=2; px+y=10;

d)x+21zy=3, e)3x+2m=l,
3x—2y=1; (3p—l)x—py=l.

335. Jsou-li x, y neznámé, řešte a proveďte diskusi řešení:

a)bx=ay, b)x+y=a*—b3, c)mx+ny=k,
x+y=ď—+% x—y=w—4w y=0s

d)ax+by=c,
c—ax .

y=T.Parametrya,b,c,m,n1sou
libovolnáčísla.

|336. Řešte a proveďte diskusi řešení soustavy

Px __? + 2 = 0 ,
x +31 _ q = 0 >.

kde x,y jsou neznámé a parametry p, q libovolná čísla.

Řešení

Sečteme-li obě rovnice soustavy, dostaneme rovnici
px+x+2—q=0, kterápo upravenímátvarx(p+1)=q—2.
Dále je nutno zkoumat případy:

a) Je—lip+l=0,q—2=0,másoustavatvar
—x —y + 2 = 0 ,

x + y —2 = 0
a vyhovuji jí všechny dvojice čísel x, y = 2 — x, kde :: je číslo libovolné.

b) ]e-lip+ l =0,q—27':0,másoustavatvar
—x—y+2=0,

x+y—q=mq$2
a neni řešitelná.

c) ]e—lip i —l a q libovolné, má soustava jedno řešení (x,y), přičemž

4—2 pq—2p m+2=—, =x+2=—— 2= .
p+1y P p+1 p+1



Zkouška:

_M-29_pq_+_2+2= pq—2P—pq—2+2p+2_p+l p+1 p+1

4—2 pw+2 dp+D__q+2+m+4—wm—q
"p+1 p+1 p+1 p+1

0 o

Závěr: ]e-li p = —1, q = 2, má soustava nekonečně mnoho řešení
a vyhovují jí všechny dvojice čisel x, 2 — :, kde :: je číslo libovolné;
ie-li p = —l, 9 = 2, není soustava řešitelná. Ie-li p 75 —l, q libovolné,

4—2 m+2
másoustavaiedinéřešeníx=p+l,y= P+1 .

337. Jsou-li :, y neznámé a parametr p libovolné číslo,řeštea proveďte diskusi
řešení soustavy:
8)Px+y =l, b)2r+Py=3p+l,

5 _
x + py= 1; y : TPJ“ ;

c)(P*+1)x—P(p+l)y+(p“+l)=0,
(P'+l)x—(p+1)y—(P'+1)=0.

338. Ukažte, že soustava
px — 23: = 3 ,
3x + py = 4 ,

kde :, y jsou neznámé a parametr p libovolné číslo, má pro každou hod­
notu parametru jedno řešení.

*339. Řešte soustavu
! a

m+aU—2)—la m+y—l=24,
jsou—li:, y neznámé a parametr a libovolné čislo. Proveďte diskusi řešení.

[Návodz Zaveďte novou neznámou z = —1— .]x + 1

340. Rozdíl délek základen lichoběžníka měříqcm, jeho střední příčkapcm. Jak

gcké jsou jeho základny? Jak je nutno volit čísla ? a q, aby úloha mělaní?
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*341. Dvě JZD dodala stejná množství mléka, ale první z nich “utržilo za ně
o a Kčs více než družstvo druhé. Stalo se to tím, že první družstvo mělo
předpis dodávek menší než druhé v poměru b :c. Za každý litr mléka
dodaný nad předpis doplácí výkupna k normální ceně d Kč:. Na kolik
litrů mléka zněly oba předpisy dodávek?
Téžproa=2500Kčs,b :c=5 :6, d=0,50Kčs.

*342. V trojúhelníku,. jehož obvod je 30 cm, má největší strana délku 0 d cm

343.

344.

větší než prostřední strana a tato délkuo d cm větší než nejkratší strana.
Určete délky stran trojúhelníka a podmínku řešitelnosti úlohy.

Za 11Kčs bylo koupeno a metrů plátna a-b metrů vlněné látky, za týž
obnos u metrů plátna a 7)metrů této látky. Kolik stál metr plátna a kolik

'metr látky ?

Řešte soustavu a,: + b1y = :1 ,
aax + bay = c: ,

jsou-li x, y neznámé a parametry a„ b„ c„ az, b„ ::2libovolná čísla. Pro—
veďte diskusi řešenísoustavy vzhledem k daným parametrům.

|345-Í Těleso ze slitiny dvou kovů vyvážíme na vzduchu závažím pkg'a po
'_— ponoření do vody závažím o q kg menším. Těleso vyrobené z prvního
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kovu slitiny, které vyvážíme na vzduchu závažím [; kg, vyvážíme ve vodě
závažím o »:1kg menším; těleso vyrobené z druhého kovu slitiny, které
vyvážíme na vzduchu týmž závažím 19kg, vyvážíme ve vodě závažím
0 m2kg menším. Kolik kg každého kovu je obsaženo v tělese ze slitiny ?

Řešení

Nechť slitina obou kovů obsahuje :: kg prvého kovu a y kg druhého kovu.
Zřejmě platí rovnice
x+y=p,přičemžjex>0,y>0,p>0.
Platí však také rovnice

%x'ř %y=q,x>o,y>0>1> > 0: q>03 ml>0,m2>o,
neboťp = mlsl, p = mzsz,kde $„ .:2jsou po řadě hustoty obou kovů.

:: kg prvého kovu zaujímá objem g—: mp! a y kg druhého kovu zaují—1

má objem % = 122.2

Zbývá řešit soustavu
x +.? =P:
mlx may_.—+___= ,
p p q



které vyhovuje jedno řešenlx_ —PSÍ—%“) , y= P—rím—m—-)—za předpo—1 _
kladu, že m1 75 m,. Aby toto řešení vyhovovalo též úloze, musí být
splněny ještě tyto podmínky: a) je-li m1> m„ musí být m2 < q < m1,
b) je-li »:1< m2,musí být m2> q > m1. Vpřípadě, že »:1= m2, q = m„
q = m2, nemá úloha řešení. V případě, že m1= m„ q = m,—_ m,. má
úloha nekonečně mnoho řešení a vyhovují jí všechny dvojice čísel x, 13—x,
kde 0 < :: < 1).

Závěr: ]e-li m1= m2, q = m„ q = m„ nemá úloha řešení.
]e—lim1—_ m2, q = m1—= m2, má úloha nekonečně mnoho řešení
a vyhovuji jí všechny dvojice čísel x, ? —x, kde 0 < :: < p.

P(q _ m2).,
"li—mz

:_p—(m1_mq2_),přičemž P(q _ m2)_> 0, PO" _ q) > o .m,— m, _ m2 m1_ m2

]e-li 1111= m2,má úloha jedno řešení :: =

346. Mosazný předmět vyvážíme na vzduchu závažím 1,494 kg, ve vodě zá­
važím 1,314kg. Kolik kilogramů obsahuje mědi a kolik kilogramů zinku?
(Cu má hustotu 8,9 g/cma, Zn 7,1 g/c1n3.)

347. ]e—li: hustota slitiny, 31a :, hustoty součástí, určete poměr hmotností
součástí ve slitině.

348. Natočlm-li do vany jedním kohoutkem 42 litrů a druhým 30 litrů vody,
bude směs 25 “C teplá. Pustím-li však prvním kohoutkem 18 litrů,
druhým 54 litrů, bude směs 21 oC teplá. Jak teplá voda teče z jednotlivých
kohoutků?

8. SOUSTAVY LINEÁRNÍCH ROVNIC 0 TŘECH

A VÍCE NEZNÁMÝOH

349. Řešte soustavu a proveďte zkoušku správnosti:
a)x+y=37, b)x+y=13, c)2x+3y=l2,

x+z=25, x—z= 5, 3x+2z=11,
y+z=22; y—z= 2; 3y+4z=10.=

d)2x+3y=11,
3x+2z=l3,
3y+4z=29.
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350.a)x+y—z=l7,
x+z—y=l3,
y+z—x= 7;

351.a)5x+5y+z= 2,
3x—4y—3z= l,

—2x+y+ z=—l;
352.8)7x+6y+7z=100,

x—3y+ z= 0,
3x+y—Zz= 0;

*353.a)4x+3y—2z= 40,
6x—5y+3z= 50,
3x+2y+52=220g

b)x—y—z 5,
y—x—z l,
z—x—y=—15.

b) x+2y+5z=l,
3x+4y+7z=2,
6x+8y+9z=4.

b)3x+2y+3z=110,
5x—y—4z= 0,
2x—3y+ z= 0.

0,31:+0,4y+0,52=38,
0,4x+0,5y+0,7z=51.

x+l y+2 2+3 1: =4 =——_354'y+1 2, 2+1 ' x+1 2
3x+y_ „f_n +_x

x+y_ 1+2. +z
356.y—_—z—_10,x—y_9' x+5 l.

4 5 3 8 5 9 1.2 10357.—+—+—=4, — —+—=4, —+———=4.
:: y z x y z :: y z

[Návod:Zaveďtcnovéneznámé;už = u, za),l = 0, už = 1.1
_.7__ 2__ __3_._

2x— 33: lOz—3y sy—sz '

2 _ 3 l _
2x—3y lOz—3y 3y—8z '

5 4 7_ + :
2x—3y lOz—3y Ely—83

[Návod:Dosad'teml m—;=v,m—L=t.]2x— lOz—3y 3y—Bz

359. Zdůvodněte, proč nemají řešení soustavy:
a) 3+ y'— z: 5:

2x+2y—2z= 7,
x—3y+5z=l5;
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b) x+ y+ z= 5,
3x—2y+ := 3,
4x—y+2z=



300.Ř$tesoustavy
a)x+y=4,y+z=8,z+u=12,u+x=8;
b)x+y+z=l4,y+z+u=22,z+u+x=20,

u+x+y=
361.21)x+y+ 2+ u=10, b) x+y—z+u=ll,

' x+y—z— u=—4, x—y+ z+u= 3,
x—y— z+ u= 0, :::—u: 4,—x+y+-r+u=8: y+z=8;

c) x+2y+3z+4u=10, d) x+ y—2z+u= l,
2x+y—z+3u= 5, 2x+2y—z—u= 2,
3x+4y—z— u= 5, 3x+y+ z+u=l4,

—x—2y+3z+u=l; x—y+ z—u=0.
362. Tři čísla jsou v poměru 2: 3: 4. Jejich součet je 999. Určete je. Řešte

též rovnicí o jedné neznámé, za níž zvolte konstantu úměrnosti

363. Součet tří čísel je 100. Dělíme-h druhé z nich prvním, dostaneme podíl
5 a zbytek l. Týž výsledek dostaneme dělením třetího čísla druhým.
Která jsou to čísla?

384. Tři čísla mají tyto vlastnosti:
Zmenšíme-li první i druhé o tři, pak takto vzniklá čísla jsou v poměru
1 : 2. Zmenšíme—li první a třetí o čtyři, jsou nová čísla v poměru 1 : 3.
Zvětšíme-li druhé i třetí o pět, dostaneme čísla, jejichž poměr je 3 : 4.
Která jsou to čísla?

365. Trojciferné číslo N má ciferný součet 15. Napíšeme-li uspořádání číslic
tohoto čísla v opačném sledu, dosmneme číslo M, které je o 99 menší
než číslo N. Dělíme-li číslo R číslem S, kde R je zapsáno prostřední
číslicí čísla N, a S součtem krajních číslic číslaN ,dostaneme podíl 1
a zbytek také 1. Určete číslo N.

*366. Průvodčí v autobusu prodává jízdenky po 1 Kčs, 2 Kčs a po 0,50 Kčs.
Celkem prodal 880 jízdenek za 860,— Kčs. Počet jízdenek po 2 Kčs ku
počtu jízdenek &0,50 Kčs je v poměru 1:3. Kolik kterých jízdenek
prodal?

*367. Nádrž se plní třemi přívody, a to A, B, C. Přívody A a C se naplní za
jednu hodinu (jsou-li otevřeny současně), přívody A a B za 45 minut,
přívody B a C za 1 hodinu 30 minut. Jak dlouho by se nádrž naplnila
každým přívodem zvlášť?

368. Úsečku velikosti a cm rozdělte na tři díly tak, aby poměr jejich velikosti
byl 1: 2: 3. Řešte též úsudkem zpaměti.

369. Určete velikosti stran trojúhelnnta, jestliže součty velikostí dvou stran
jsou po řadě 38 cm, 46 cm a 42 cm.
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*370. Řešte soustavu

*371.

y + 2 = a ,
x + :: = b,
:: + y—= c, jsou-li x, y, z neznámé a parametry a, b, c libovolná čísla.
Proveďte diskusi řešení vzhledem k číslům a, b, c.

Jsou-li x, y, z neznámé a parametr p libovolné číslo, řešte soustavu
a proveďte diskusi jejího řešení.

a)x+y +z=6, b)x+y +z =3
x+Py=9, x+p(y+z)=5,

y=z—'l; y—z;=0
c)x+y+pz=p, d)x+py=l,

x+pz=0, y+pz=0,
y+pz=l; z+1>x=P­

ĚŽÉ Řešte soustavu:
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Px + y — z = 1 ,
x + py — z = 1,

—x + y + pz : l, jsou-li x,y, z neznámé a parametr p libovolnéčíslo.
Proveďte diskusi řešení této soustavy vzhledem k číslu p.

Řešení

Odečteme-li od rovnice druhé rovnici prvou, obdržíme
x(l —p) +y(p —]) =0apo upravenírovnici(p —l).(y —x) =0.
Dále zkoumáme tyto případy:
a) ]e-li ;: — l = 0 , má soustava tvar

:: + y — z 1 ,
x + y —z l,

—x +y + z—_ 1 a vyhovuje jí nekonečně mnoho trojic čísel x, 1, x,
kde x jeylibovolné číslo.

b) ]e-li p — l = 0, je y = x. Dosadíme—liza tento vztah do rovnice
třetí, obdržíme pz : 1 a prošetřujeme opět dva případy:

a) ]e-li p = 0, má soustava tvar y ——z = 1 ,
x — z = 1 ,

—x + y = 1
a nevyhovuje jí žádné řešení, neboť rovnice jsou ve sporu.

,8) Jestliže p 720, je z = %, x = = %, ovšem za předpokladu, že
1:+ 1 = 0.

Správnost řešení ukazuje zkouška.



*373.

374.

375.

l lPlatí:l ———=l_.+? P
1 1_ 1__-_-1p+ p '
l l_— —+1—1P+P

Zbývá vyšetřit ještě případ, jestliže 1) + 1 = 0.
Tehdy má soustava tvar
—x + y — z = 1 ,

x —y —z = 1,
x+ —z = 1 a vyhovuje jí nekonečně mnoho trojic čísel :, x, —1,

kde :: je libovolně číslo.

Závěr: ]e-li p = 0, nemá soustava řešení. Ie-li p = 1, má soustava ne­
konečný počet řešení a vyhovují jí všechny trojice čísel x, 1, :, kde :: je
libovolné číslo. ]e-li ;: = —1, má soustava také nekonečný počet řešení
a vyhovují jí všechny trojice čísel x, x, —1, kde :: je libovolné číslo.
]e—li;) = 0, p = 1, 19;L- —1, má soustava jediné řešení a vyhovuje jí

trojice čísel x = y = z = ; .
Řešte a proveďte diskusi řešení soustavy, jsou-li x,y, z neznámé a
parametr ;: libovolné číslo.
a)Px+y+ 47:1, b)x —Py+Pzz=“l:

x+py+ Z=Pa —p3x+y—pz=l,
x+ y+pz=p2; pax—P3y+ Z=1­

Do bazénu vedly tři přítokové roury. Byla-li voda přiváděna rourou A
6 hodin, rourou B 4 hodiny a rourou C 1)hodin, bylo v bazénu 390 m3
vody. Byla-li voda do bazénu přiváděna rourou A pět hodin, rourou B
dvě hodiny a rourou C p hodin, bylo v bazénu 305 ma vody. Byla—livoda
do bazénu přiváděna rourou A 3 hodiny, rourou B 2 hodiny a rourou C 1)
hodin, bylo v bazénu 255 ms vody. Kolik vody nateldo každou rourou
za 1 hodinu?

Opravář má v zásobě tři druhy matic. Z celkového počtu připadá čtvrtina

na matice střední velikosti, É na matice největší a-zbytek na matice
nejmenší. Kolik matic každého druhu má opravář pro běžnou potřebu,
je—lia) malých matic o p více než matic střední velikosti, b) malých matic
p—kráttolik jako matic střední velikosti?
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*376. V oboru reálných čísel řešte soustavu(a+l)x+y+z=a+ l,
x+(a+l)y+z=a+3,
:: + y + (a + l)z = -—2a—4, jsou-li x,y, z neznámé a a parametr.
Proveďte diskusi vzhledem k číslu a.

9. OPAKOVÁNÍ

377. Určete hodnotu výrazu:
a) Saba — (2a2b — [3abc — (4ab2 — azb)]) pro a = —2, b = —1, c=3;

2
b) abc— [3a2b—[4abc+(2ab2— 3a2b)]]moc: __5, b: __Š. ,

c= —4.
378. Jsou dány mnohočleny

A =5a4—8a3b+2a2b2—4ab3—b4,
B: 04 + 3a3b — 5a2b2— 6ch3 — 2b4,
C = —4a" + Saab — 7a2b2 + lOab3 — 5b4.
Určetevýraza)A+ B— C,b) —A+B+C, c)A —B+C.

379. Ukažte, že platí
a) (a—2)(a—3) +(a+6)(a—5)—2(a2 —7a+ 13)= lOa—50;
b) [9x— ! —5(3x — l) —2(— 3x+ 2)](x2—3) =0.

380. Proveďte:
a) (x2+ y— ťyzř + (sz, + xayzř—2(x2y+ řyz) (x*y—fw;

b) (1+ x)2++ (1 + x)3 ——x*(x+ 4;)c) (J:2+ x+ l)2— (:::z—x + l)2;
*d) (m — l) (m+ 2)4—(m+ l) (m — 2)'*.

381. Rozložte v součin trojčleny:
a) 2x2 — 6x ——20; b) azan:2— 02x — 90412; c) 41:2 + 6x — 4;
d) 11212— 5m: — 14; e) xys — 71312+ l2xy; f) Gyz +16y — 6.

382. Rozložte v součin výraz
a) a3—2a2—4a+8 b)a2x—abx+a3x—ab2x;
c) 5x43; + 10165:2+ 10x23!a+ Say.

383. Rozložte v součin výraz
[M(za + „a) + 31,092+ 4512 — [M(z2 — „a) + 272092— 4512­

384. Dokažte, že platí:
„vor—2)2+8xy +x(y —2)2—2(x +y)2 =(x +y)(x —2)(y —2).

*385. Rozložte v součin výraz
V = a*(c — b) + b2(a — c) + c2(b — a) a ukažte, že pro čísla a, b, c
navzájem různá je V st 0 .

|_.

54



388. Najděte největší společný dělitel a nejmenší společný násobek mnoho­
člcnůM=2a3—7a*+7a—2, N=4a3—8a2—a+2.

387. Po zvýšení počtu zaměstnanců 0 p procent měla továrna 71zaměstnanců.
Jaký byl stav zaměstnanců před zvýšením a kolik zaměstnanců bylo nově
přijato?Též pro n = 720,p = 20 .

388. Horník narubal v prvé polovině ledna : tun uhlí, přičemž odpracoval :
směn. V druhé polovině ledna odpracoval také : směn, ale zlepšil svůj
výkon 0 1: procent. Kolik tun uhlí narubal průměrně za jednu směnu
a) v prvé polovině ledna, b) v druhé polovině ledna, c) za celý leden?

389. Proveďte:
1—141 a—2:=+———.

(+x ) 1+x=+2x

5 _a+6 (a+3_a—2'12-2a 7a+6 a+6 a—6)
1 1 2 1 1

MW[<x+—IT>=(F+,?)+(—x+„s(;+;)l­

(a'+2a)*-—(2a+4)“_[2_a“+a—6(aa—zay—(za—aiy' 'a=+5a+6]'
xa+ya+2xy—z'_x*+z*+2xz—y*
za—xz—y3+2xy'ya—x3—z3+2xz'

[:t(í>+q)+1!>q+l]“—[:=(10q+1)+1>+q]Sl
(? + 4)2—(m + 1)a

393.

*394.]e dán zlomek:=

kde p,q jsou dana čísla.
a) Určete, pro která číslap, q nemá zlomek smysl.
b) Určete všechna čísla :, pro která je z = 0.
[Návod: K úpravě zlomku použijte substituce p + q = a, pq + 1 = b .]

395. Proveďte :

x+—l—
y 1

a) — ;
x+ !! y(xyz+x+2)yz+l

x—l y—l z—l

b) 3xyz _ x + y + 2
l 1yz+xz+xy _+_+_1_
:: y z
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396. Řešte rovnici
3 * l

(::—5) +4x—(x+4)(x+7)+14z.
397. Za traktorem, který jede rychlostí 12km/h, bylo vysláno o tři a půl hodiny

později osobní auto, které ho má dostihnout za 45 minut. Jakou rychlostí
jelo ?

398. Délka obdélníka je třikrát větší než jeho šířka. Zvětší—lise šířka o čtyři
metry a délka o pět metrů, pak se jeho obsah zvětší o 105 m2. Určete
rozměry obdélníka.

399. Řešte rovnici

1 1 x+1 x _
“)Tří—r :: —x+—1,

l x+4_ 6
b)x—5+x+1_x2—4x——5+l'

*4oo.Žák měl řešit rovnici ŠŠŠ—123= %. Opsal ji však s chyba­
mi. V čitateli na levé straně rovnice napsal chybně druhý člen a
ve jmenovateli na pravé straně rovnice místo znamení plus napsal minus.
Když chybně opsanou rovnici správně vyřešil, obdržel kořen rovnice
dané. Jaký tvar měla rovnice, kterou si napsal žák?

401. Nádižka se naplní jednim čerpadlem za 9 hodin, druhým za 6 hodin.
Má se zřídit pomocné třetí čerpadlo, aby se nádržka všemi třemi čerpadly
naplnila za dvě hoainy. Za jakou dobu by se nádržka naplnila jen třetím
čerpadlem ?

402. Určete všechna přirozená čísla x, která splňují rovnici

a) n(x — 3) = 7 —x; b) Šaj—3 + 1 = n, je-li parametr n přirozené
číslo.

403. Řešte a proveďte diskusi řešení rovnice:
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S—px 5+1: 8a —— —l=2 —3;b =l —') 3 P ? x )x'l' P +P,
_ 2 :

c)2x—p=2x 1; d)1_ 2 =2_+í_
? x—P (Jr—p)"

je—liparametr p libovolné číslo.



405.

40 .\.

408.

409.

410.

41 _

*412.

413.

. Která čísla x vyhovují rovnici

p_-_1:_x_: l “+ L , je-li parametr [) libovolnéčíslo;
Px P P + x

a—3'?_ i"
mx nx

Za osmdesát výrobků dvojí jakosti se utržilo celkem 175 Kčs. Jestliže
výrobek prvé jakosti se prodával po n Kč: za kus (n přirozené číslo)
a výrobek druhé jakosti po dvou korunách za kus, kolik kusů prve' jakosti
bylo prodáno ?

= 1 , jsou-li parametry a, b, c, m, n libovolná čísla?

. Za jak dlouho vyloží tři dělníci vagón uhlí, jestliže prvý by jej sám vyložil
za a hodin, druhý za b hodin a třetí za c hodin. Co musí platit o číslech
a, b, c, aby a) úloha měla řešení, b) sestavená rovnice měla řešení?

Řešte početně i graňcky soustavu
a)2x—5y=l, b)x+y== ,

x+3y=6; 3x—2y=2.
Řešte soustavu

2x+1_5—2y 2x—3y_
2 _ 5 , 2 _

Základna rovnoramenného trojúhelníka má délku 0 4 cm kratší než ra­
meno. Jeho obvod je 29 cm. Určete velikosu' jeho stran.

Rovnoběžné strany lichoběžníka mají velikosti v poměru 5 :6. Výška
lichoběžníka je 18 cm, obsah 693 cm?. Určete velikosti rovnoběžných
stran lichoběžníka.

l_3x—4y.

. Vnější úhel trojúhelníka má velikost 123020'. Rozdíl velikostí dvou jeho
protilehlých vnitřních úhlů je 10054'. Určete velikosti jeho vnitřních
úhlů.

Doly A, B měly stejný plán těžby a vytěžily dohromady 134tun nad plán.
Zásluhu o to měl však pouze důl A, který překročil plán o dvě procenta,
kdežto důl B zůstal o jedno procento pod plánem. Kolik tun měly oba
doly plánováno a kolik skutečně vytěžily?

Řešte a proveďte diskusi řešení soustavy
a)ax—y=—3, b)4x+3y=l

5x + 33!= 30; 2x + :
je-li parametr a libovolné číslo a x, y neznámé.

*414. Řešte a proveďte diskusi řešení soustavy
x+y=s, ax+2y=0,
jsou—lix,y neznámé a parametry :, a libovolná čísla.
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415. Řešte:
a)2x+3y—z=18, b)2x+9y+122=5,

3x—2y+z= 8, 4x+6y+ 8z=2,
x+2y+z=24; 6x+3y+ 82:2.

416.a) x+y =xy, b)x+y=2xy,
2(x+z)=xz, x+z=4xz,
3(y+z)=yz; y+z=8yz.

417. Tři dělníci A, B, C mají splnit určitý úkol. Dělníci A a B by jej dokončili
za 12 dní, B spolu s C za 20 dní, A spolu 5 C za 15 dní. Jak dlouho by
pracoval na úkolu každý z nich, kdyby pracoval [sámP Jak dlouho by
trvalo splnění úkolu, kdyby pracovali všichni tři společně?

418. Obiem kvádru je 900 cm3, jeho povrch je 600 cm2 a obsah jedné stěny je
60 cm“. Určete velikost hran kvádru.

419. Která tři čísla mají tu vlastnost, že součet převrácených čísel prvního

a druhého je % , prvního a třetího % a druhého a třetího % ?
*420. Řešte soustavu

ax + y + z = 4 ,
x + (W+ 3 = 3 ,
x + 2by + z = 4 , jsou—liparametry a, b libovolná čísla a x, y, z ne­

známé. Proveďte diskusi řešení soustavy vzhledem k číslům a, b.

421. Řešte soustavu
x+2y— z+ u= 9,
x—y+2z— u= 2,

—x+ y+ z—2u=—5,
21:—y— z+ u= 2.

422. Velikosti vnitřních úhlů konvexního čtyřúhelnlka jsou v poměru m : n :
: p : q. Jak jsou velké? Řešte též zpaměti pro poměr 1 : 2 : 3 : 4 .

423. Strany tečnověho čtyřúhelnika jsou a, b, c, d. Jak jsou velké, ie-li délka
strany a o 2 cm větší než délka strany b, délka strany 4:o 4 cm větší než

dělkastranybapoměr„b:d=%?
(Poznámka: Tečnovému čtyřúhelníku lze vždy kružnici vepsat. Dokažte,
že součty délek protilehlých, stran má tento čtyřúhelník stejně.)

58



1.

II. KVADRATICKÉ ROVNICE,

ROVNICE RECIPROKÉ A BINOMICKÉ

I. NEÚPLNÁ KVADRATICKÁ ROVNICE

Zpaměti: Jaký tvar má kvadratické rovnice aa:2+ bx + c = 0
proa)c=0, a=0, býčO,b)a9é0, catéO,b=0;
c)a;£0, b=0, c=0?

2. Řešte zpaměti rovnice bez absolutního členu:
a)x2—x=0; b)x2—5x=0;
c) 2x2+6x=0g d)5x2+l2x=0.

3. a) 2x“ = 4x; b) 31:2= 8x;
c) 61:2= — 15x; d) 3,51:2 : 7x .

4.a)x“+ax=0; b);y2—by=0;
c)ay2—2a3= 0, a=0 d)ax2—abx=0, a=0.
Prováděite vždy (i v dalších úlohách) zkoušky správnosti řešení.

5. Řešte rovnice:

a)x2+%bx=0; b)x2+%ax=0;
6 ..

c) 3x2—ípx=0; d)x-—0,6rx=0.
6. a) 0,419 + 0,12rx = 0;

.“

b)5ax3+7bx=0, a=,é0;
c) 20bx2=5a2b2x, a7é0, bačO;

d) o,7azb=x== 0,21až; b$0, „so.
? 2 Pa —x —— =0, O;)a qx 495
P qb —x=—_ =o, o, o;)q px 496 Pač

_? _ . P a _
C)::z —q—x—0,q960, d);x —px—0,q=,é0.

59



8. Která kvadratické rovnice má:
a) jeden kořen rovný nule;
b) oba kořeny rovné nule;
c) kořeny opačného znameni? Uveďte příklad.

9. Řešte rovnice:

a) x + a _ 2x —b2x —a _ x + b ,
(Neznámá je x.)

*10. Po kolika vteřinách je velikost dráhy tělesa při pohybu rovnoměrně
zrychleném rovna číselně násobku 7: jeho konečné rychlosti (n je číslo
přirozené)?

b) (a+aíx)2'=a2,b;é0.

[Návod: Dráha pohybu rovnoměrně zrychleného je s = % atz,
rychlost v = at, kde a je zrychlení, t je čas.]

11.Řečte zpaměti ryze kvadratické rovnice:
a) :: =;64 b) 152—— 144,
c)x3= 169, d)x2—1024=0.

9 312.3 —x2=5' b —x2—6=21'
) 5 , ) 4 ,

c) % :|:2— 3 380 = 0; (1) 0,093:2 = 0,006 084.

13. Řešte rovnice a proveďte vždy zkoušku správnosti řešení:
a) 79 — 7x:2= 16; b) 83:2— 0,75 = 0,53;

2 1050 15 810
c) —x = ; d) —x = __

3 7x 2 3x

14.a)x3=2; b)4x2=5;
c)39:1; d)2x2=1.

x2

15. a) ::2 — 125 = 0; b) 3 = 25;
2

c) 3%— 200 = 333 + %; d) 7,71;2+ 3,11 = 3,71:2+ 4,32.

51: 4 x -—316.3—=—' b---—=72:x+3'
) 4 5x, ) 6 ( ),

c x__1_3.: __13___- d) 5 = —3 2—0“+_9_)
13 (x+l3) x—9 x—9 225



[jí.—|Řešte rovnicí:(x+ m)2= (x+ „)2_
Řešení

Protože VF = |x|, dostaneme odmocněním|: + mi = |x + n'. Roz­
1išujme4případy:a)x + m > 0; b) :: + m > 0,x+n>0; x+n<0;
c)x+m<0, d)x+m<0,

x+n>0; x+n<0.
a)|x+ml=x+m, x+m=x+n

|x+n|=x+n, m=n
]e-lim = n, platí daná rovnicepro každéx .

b)lx+m|=x+m, x+m=—x—n,
Ix+nI=—x—n, x=—m+n;

2

c) —x——m=x+n. x=—m2+n;
d) —x—m=—x—n,m=nprokaždéx.

Závěr: Daná rovnice je splněna pro každé x, je-li m = n;

je—limgén,jex=_m_;»_n.

Zkouška správnosti řešení: a) pro m = n je správnost řešení patrna
ihned:

(x+ m?= (x+ mr; b) (—"+23 + „)L (_ 1? + „)2;
_ 2 _ _ 2

c><—m—%+m>=<—'f-—%+n>+(“ "H“ "+2 2 2

18. Řešte rovnice (uveďte podmínky pro a, b, aby rovnice měla řešení):
a)x2=a; b) x2=a2b2, c)ax2=b, agéO;
d)ax2—b2=0,a=0.

19. Řešte rovnice:

a) %x2—%=O;a$0, b:,é0,c=0,d7é0;b)nx2—l=0;n=0;
l

c)ax2—í=0;a=0; d)ax2—'%=0;a-—,£0.
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20. Řešte rovnice
1. po roznásobení jako rovnice ryze kvadratické;
2. užitím vlastnosti součinu dvou činitelů, jejichž součin je roven nule:

1

a) (x+-Š—)(x—í)=0; b)(2x—5)(2x+5)=0;
2 5 2 5 5 5 5 5c _ _ _ —— =o- d _ _ —-x—-—=o.)(3x+4)(3x 4) ' )(3x+6)(3 6)

21. Řešte rovnice v oboru čísel reálných:
a) (x2 — 16) (:= _ 25) = o; b) (1:2_ 5) (za _ 6) = o;
c)(x2—4)(x2+l)=0; d)(2x2—5)(x2+4)=0.

22.Řešterovnice:
a+b

a)x2—p2+2p—l=0; b) xz—az=—b2, agéztb;a—b
c) (x+a)2=a2+2ab+b2;
d) (a + bx)a + (ax — b)2 = 2(c12xa+ 172),|a| ;é lbi;

ax+b cx+d_ _
ta)a+bíc_t:+dx,ašdé b,c;£ d,

:: x 2“mh—rz;—
23. Součin nějakého čísla s jeho polovinou je 18. Určete toto číslo.

24. Součin poloviny nějakého čísla a jeho jedné třetiny je roven 6. Určete
toto číslo.

25. Stanovte, pro která :: platí vztahy:
a) x2=05 b) 5x2=0g c) ax2=0.

26. Dvě čísla jsou v poměru 3 :4. Rozdíl jejich druhých mocnin je 784.
Určete tato čísla.

27. Délky odvěsen pravoúhlého trojúhelníka jsou v poměru 5 : 12. Jestliže
a) přepona měří 221 cm, jak velké jsou odvěsny;
b) jeho obsah je 540 cm2, jak velké jsou odvěsny?

*28. Základna trojúhelníka má velikost 15 cm, výška k ní příslušná 20 cm.
Rovnoběžkou se základnou je odříznut trojúhelník, jehož obsah je čtvrtina
obsahu původního trojúhelníka. Určete výšku odříznutého trojúhelníka.
[Z podobnosti trojúhelníků: a1 : v, = 15 : 20.] (Řešte též úsudkem.)

29. Jak dlouho padá volně kámen z výšky 78,4 m (bez ohledu na odpor

vzduchu)? (Dráha volného pádu: s = 2 gtz,g = 9,8 m/s2.)
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30. Jak dlouho letí těleso svisle vzhůru, vystoupí—lido výše a) 180 m; b) s,
a nehledime-li k odporu vzduchu? (g = 10 m/s2.)

31. Obsah mezikruží je 100 cm2, poloměr vnější kružnice je roven dvojná­
sobku poloměru kružnice vnitřní. Určete vnitřní poloměr.

*32. V kružnici jsou vedeny dvě tětivy dlouhé 30 cm a 34 cm. Kratší z nich
má od středu dvakrát větší vzdálenost než delší tětiva. Určete poloměr
kružnice.

]*33.| Určete rychlost družice Země hmoty m pohybující se:
a) ve výšce h nad povrchem Země;
b) těsně nad povrchem Země;
c) ve výšce 200 km nad povrchem Země.

Řešení

a) Pri pohybu po kružnici o poloměru R + h (R je poloměr Země) musí
být odstředivá síla F0 = m v rovnováze se silou dostředivou,R+h
kterou je gravitačnísíla F—— >: mM z . Platí tedy L— =

_(_—MR+h) R+h
x—iaodmdv: (MjehmotaZemě.)Zfyziky

(R +102 Rx+—_h

xM , 3
je známo,žejepřib1ižně—RZ—=g_ 10m/s, takžev= RVR—n'

Závěr: a_)—gDružice se pohybuje ve výšce h po kruhové dráze rychlostí
v=R R_g_+h;b)7,9km/s,c)7,.884km/s

34. O kolik metrů musí být zmenšena vzdálenost elektrické lampy, která
visí 1,2 m nad pracovištěm soustružníka, má-li mít bod pod lampou

dvakrát větší osvětlení [E——%] ?

35. Ze dvou koulí má jedna dvakrát větší obsah povrchu než druhá. Určete
poloměr menší z nich, má—livětší poloměr 15 cm.

36. Na lavici fotometru ve vzdálenosti 4 m od sebe jsou umístěny dvě žá­
rovky se svítivostmi 100 cd a 60 cd. Ve kterém místě je třeba mezi nimi
umístit stínítko, aby byly obě jeho strany stejně osvětleny?

*37. Při zkoušení tvrdosti kovů se vtlačuje ocelová kulička o průměru D
(v milimetrech) silou F (v kilopondech) do zkoušeného materiálu. Tím
v místě tlaku vznikne v materiálu kulový vrchlík, jehož průměr je d mili­
metrů.
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3

40.

4_

s?

45.
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a) Spočtěte 2 D a d výšku kulového vrchlíku h, jeho povrch P i tvrdost

materiáluH3 = £.P
b) Jaký je průměr vrchlíku ve zkoumaném materiálu při D = 10 mm,

F = 3 000 kp, je—liH 3 = 96,2 kp . min—2?

Jakou silou musíme působit, aby při stejné tvrdosti materiálu jako v před­
chozí úloze průměr d byl poloviční? Určete tvrdost materiálu pro
D = 10mm, F = 3 000 kp a d = 6 mm. Jak velká je hloubka vtisknutého
důlku ?

Ocelová kulička průměru D = 2,5 mm byla vtlačena silou F = 31,2 kp
do mědi, jejíž tvrdost byla měřena. Měřením pod mikroskopem byl
zjištěn průměr vytlačeného důlku d = 0,975 mm. Určete tvrdost zkou­
maného vzorku mědi. (Brinellův způsob podle př. 37.)

Určete třipo sobě následující čísla v posloupnosti přirozených čísel 1, 2,. . . ,
n tak, aby čtverec prostředního z nich byl o jednu větší než součin obou
zbývajících.

2. ÚPLNÁ KVADRATICKÁ ROVNICE

._Zpamčti: Jak zní kvadratické rovnice a) v obecném tvaru; b) ve tvaru
normovaném ?

Jak dostaneme z obecného tvaru kvadratické rovnice ax2 + bx + c = 0
tvar normovaný?

Jakýtvarmárovnicean:2+ px + q = Oproza) p = 0; b) q = 0?

Uveďte na tvar normovaný:
a)3x2——4x+6=0; b)2x2—9x+4=0;

c)5x2——12x+64=0; d)Š-x2—4x—'3=O.
Uveďte na tvar normovaný:

2

a)í_í+5=o; b)2—2—x2—-gx+—2—=0;
4 3 3 3 3

c) 0,4x2 + 0,51: — 0,6 = 0; d) 3,51:2+ 0,75x + 2 = 0;

e) 0,13:2—0,le +0,2 =0; Děl:2 —0,75x—3 =0.



46. Uveďte na tvar normovaný:

a)ax2—4x+a=0; b)—Ž—x2+šx+l=0;
c) (a?—b2)x2+(a+b)x+a —b==0;
d) (a —p)2x2—rx+s =0;
e) (a2—l)x2—5x+3=0;
f)a_bx2— a x+l=0.Kdytobudernožné?

a a — b

|_47. Řešte rovnici x2 — 6x — 7 = 0 jako rovnici ryze kvadratickou (doplně­
— ním na čtverec).

Řešení

Danou rovnici upravíme na tvar a:2— 6x = 7 a její levou stranu na­
píšeme ve tvaru (x — 3)2.Tato mocnina však je o 9 větší, než je v původní
rovnici, a proto na levé straně této rovnice musíme stejně velké číslo
odečíst. Tím dostaneme formálně změněný tvar dané kvadratické rov­
mce.

(x — 3)2 — 9 = 7. Odtud (x — 3)2 = 16 a |x ——3| .= 4. Z toho dosta—
neme x] = 7, ::2 = —1.
Zkouška správnosti:
Vypočtené kořeny dosadíme do původní rovnice, čímž dostaneme
a)49—42—7=0; b)l+6—7=0.

48. Řešte doplněním na čtverec:
a)x2+2x=3; b)x2—2x=8; c)x2+6x=9l;
d)x2--6x+4=0.

49.a) x2—6x=16; b) x2—10x=24; c) x2+12x=64;
d)x2—l4x—15=0.

50, Doplňte tak, aby na levé straně rovnice vznikla druhá mocnina dvoičlenu:a)x2—8x+...=20+...;
b)x2—11x+...= —30+...;
c)x2—7x+...=—12+...;
d)x2—4x-—45+...=0+....
Řešte:

5l.a) x2+14x+24=o; b')x=+x+1=o; c)x2—o,8x=15,s4.
52.a)3x2+6x—9=0; b)5x2—20x=5; c)3x2+2x—8=0;

d) 5x2—15x+8=0.
53.3) 100x2—20x——63=0; b) 3x2—5x—2=0;

c) 4x2+x—3=—-0; d)5x2—8x+5=0.
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54.

55.

56.

57.

58.

5

60.

6 M

62.

63.

a) xz—Šx=82g b) x2—%x=3,84; c)x2+0,9x—0,36=0;
d) ac2+ 0,66x + 0,36 = 0 .
Proveďte vždy zkoušku správnosti řešení.

Pro která x je troičlen 4x2 + 4x + 1 roven a) nule, b) 4, c) —5?

Doplněním na čtverec řešte:

a)2x2+ax—a2=0; b)a2x2+ax—l=0,aÉ0;
c) x2+ax—a2=0; *d)x(a+b)=(x2+ 1)Vab.
Stanovte, zda jsou ekvivalentní rovnice:
a)x—7=3—x a (x-—7)x=(3—x)x;
b)x+2=3 a (x+2)2=3(x+2);
c)3x—l=5x+2 a (x—2)(3x—1)=(5x+2)(x—2);
d)x+2=5 - a (x—4)(x+2)=5(x—4);
e)(3—x)(x—l)=(x+l)(x—l)a3—x=x+1;
f)x2+5x+8=0 a x2+5x+6=——2;

x+1 3—x
g)x—l_x—Í a x+1_3—x.

. . , l . .

Rovmq x2 — l = x — l násobte vyrazem 1—1—. Tím dostanete rovmc1
x + 1 = 1. Jsou tyto rovnice ekvivalentní?

. Ve kterém případě při násobení obou stran dané rovnice dostaneme
rovnice neekvivalentní ?

Jak je možno najít snadno celočíselné řešení kvadratické rovnice (např.
x2 + 5x + 6 = 0) z vlastností kořenů této rovnice?
Jaké jsou kořeny rovnice ::2 + px + q = 0 pro a) q kladné, b) q záporné,
c) q rovné nule?

. Řešte rovnice (pomocí známých vlastností koeficientů a kořenů kvadra—
tické rovnice::l + x2 = —p, :ch2 : q):
a)x2—7x+6:0; b)x2+5x+4=0;
c)x2— x—l2=0; d)x2+4x—12=0.
a)x2—6x+ 8:0; b)x2+6x+ 8=0;
c)x2—9x+18=0; d)x2+9x+18=0.
a)x2—7x +12=0; b)x2—19x—20=0;
c)x2—10x+24=0; d)x2+llx+24=0.

64. Sestavte kvadratickou rovnici, jejíž kořeny jsou:
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—3 1 1'c—3'd—5—.4,)2„) ,265. a) —2,—4; b) —1,

l l l
66. a) 3,0; b) 0, —2; c) ——, —--; d) —0,1, 0,3; e) 0,—.

3 3 2

67 l- b)2 3- ) —2a' d)“ 3.a)a,a, a, a, ca, , í,a'
68. Podle návodu k úloze č. 61 rozložte na součin dvou činitelů troičleny:

a)):z—4x+3; b):x2—2x—35; c)x2—10x+9;
d) xz— 4x —

69.a) x2+4x—45; b) x2—13x+42; *c)x2—2ax+a2—l;
d) levé strany rovnic v příkladech č. 61, 62, 63.

*70. a) 3:4:2— ax ——10412; b) m2 — m — 56; c) a2 — l7a + 72;
d)y2—ay—6a2; e) y2+ay—2a2.

*71. a) x*—2ax+a2—b2; b) 4xz—2ax— 12:12;
c) ::2 — 6bx — (4a2 — 9ba).

72. Aniž řešíte rovnici, určete její druhý kořen, ie-li jeden známý:
a) x2—7x+10=0, x1=2;
b)x2+7x—2340=0, x1=45;
c) 3:2+ 0,93: — 0,36 = 0, :::l = 0,3;
d)x2—6x+7=o,x,=3+]/2.

73.a)3x2+1.0x—32=o,x1=2;
b)5x2—18x—8=0, x1=4g

b2 b

c) azxz—abx+—í=0, x1=—2;, 0750;
d)x2+ax—b(x+a)=0,x1=b.

74. Pro kteráp mádanárovnice kořenx,:
a)x3—px+10=0,xl=2;
b):z—px+6=0,x1=6;
c)x2+,px+15=0,x1=5;
d)x3+px+36=0,x1=xa?

75.a)x2+px—24=0,x1=—3;
b)x3+px+a2—b2=0,x1=a+b9é0;
c)px2—15x—7=0,x1=7;
d)px*+12x—3=0,x1=0,2.

76. Určete absolutni člen q rovnice, ie-li dán její jeden kořen:
a)x"+7x +q=0,x1= ;
b)x*+2,3x+q=0,x1=l,5;
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79.

c)x2—4ax+q=0,x1=2a+1;
d)x2—4x +q=0,xl=x2;
e) x2+l2x +q=0,x1=-—x2.

Dokažte, že rovnice an:2+ bx + a = 0 má kořeny, jejichž součin se
rovná jedné (a 75 0)._

. Muže mít kvadratická rovnice 3 celistvými koeficienty jeden kořen tvaru
x1———c, druhý tvaru ::2 = Vd, kde c, d jsou čísla nezáporná a d není čtverec
čísla?

Jeden kořen kvadratické rovnice 3 racionálními koeficienty je a) l +V2—;
b) 2 _ V3; c) V3 — 1. Určete druhý kořen.

80. | Pro která m bude mít rovnice 9x2 — 18mx — 8m + 16 = 0 jeden kořen

m“

68

dvakrát větší než druhý?

Řešení

Podle Vičtovy věty platí v normovaném tvaru kvadratické rovnice, tj.
i:2 +px + q = 0: ::1 + x2 = —p, x1x2———.qPro nás tedy

x1 + ::2 = 1321 : 2m, x1x2= 16——-8—m.
9 9

Kořen ::1 je roven dvojnásobku druhého kořene, tj. x,——-2x2. Proto

3x2——'2m, ::ch2= 2x: = !? ?!?!: 2 2Tm2. Odtud 4m2 = 8 -—-4m,
m2+m—2=O, ml= —2,m2= 1. Rovnice9x2+36x+32 =0

má kořeny, pro něž zřejmě platí xlac2= 392,x1 + x, = —4, tj. x, = —Ž ,

::2 = —%. Žovnice 29x2 — 181: + 8 = 0, tj. 1:2 — 2x + Š—= 0, má ko­

řeny x'1 = ? x; = ? . Obě dvojice splňují tedy požadavek úlohy, a to
pro 7711= —2, m2 : 1.

| Sestavte kvadratickou rovnici v normovaném tvaru, jejiž kořeny jsou

%, _ns_, kde r, s jsou kořeny rovnice ::2 + px + q = 0, n = 0.

Řešení

Hledaná rovnice nechťmá tvar ::2 + p'x + q' 0, kde o p' a q' platí:
, r s ,

—p'=r'+s', q'=r's', kdyzr'=;, s'=í. Potom—p=



=L+i=r+s,q'=r—Ž. Protožev původnírovniciplatilon n n n

—p=r+s,q=rs, jep' :'Ž' q' ='%. Hledanárovnicemátedytvar

x2+£x+íz=0.» n

Zkouška správnosti: Podle Vičtovy věty platí ve výsledné rovnici

r'+s'=_2_—_—__.r_.íf=.1+i,r's'=i=£=l.i_
;: n n n n2 n* n 1:

Řešení je tedy správné.

BH Pro kterámmaií rovnice 2xa —(3m + 2)x + 12 = 0 ,
4x3 — (9m — 2)x + 36 = 0 společný kořen?

Řešení
Mají-li obě rovnice společný kořen: = a, platí:

2a2—(3m+2)a+12=0, 4:12—(9m—2)a+36 =O. Společným

řešenímdostaneme a = pro m 75 2. Dosadíme-li do prvé rovnice,
m — 2

dostaneme:

_16___M+ l2=0,odtud—8m+24=0,m=3.
(m — 2)2 m — 2

Zkouška správnosti :

Prom = 3_znioběrovnice 2x2 — 111:+ 12 = 0,
4x2—25x'+36=0.

Prvniznichmákořenyx1 = 4, x, = % ,druháx; = 45x; = %.
Závěr: Obě rovnice mají společný kořen (x = 4) pro m = 3 .

83. Aniž řešíte rovnici :o:2— 2x — 15 = 0, vyjádřete:
a) součet druhých mocnin;
b) rozdil druhých mocnin jejich kořenů.

84. Jsou-li r, s kořenyrovnice 3:2+ px + q = 0, sestavte rovnici, jejíž kořeny
jsou ke kořenům r, s:
a) čísla opačná ; b) čísla 0 n menší ;
c) čísla převrácená (r = 0, s = O);
d) n- násobky;

l l
e)r+—r—,s+?.
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85. Dokažte, že součet převrácených čísel velikostí kořenů rovnice

x2+px+q=0ieroven-_q—p.
86. Dokažte: Pokud má rovnice aa:2+ bx + c = 0 (a st 0) kořeny, pak

3) ie-li c = —b, je součet převrácených čísel kořenů roven 1;
b) ie-li c = b, je součet převrácených čísel velikostí kořenů roven — 1;
c) ie-li c = a, jsou oba kořeny navzájem převrácená čísla;
d) ie-li c = —a, je jeden kořen převrácené číslo druhého s opačným
znaménkem.
Dokažte, že platí věty k a) b) c) d) obrácené.

87. Dokažte, že kořeny rovnice ax“ + bx + a = 0 jsou převrácená čísla ko­
řenů rovnice
cx2+bx+a=0 (a;é0,c;£0).

88. Jaké musí být p a q v rovnici ::2 + px + q = 0, aby její kořeny byly
také p, q?

89. Dokažte, že kvadratická rovnice mc2+ bx + c = 0 nemůže mít více než
dva kořeny.

90. ]e-li diskriminant kvadratické rovnice roven nule, pak levá strana této
rovnice je čtverec. Dokažte.

91. Má—likvadratická rovnice s racionálními koeficienty kořen iracionální

a + Ví, pak druhý kořen musí být též iracionální, a to a —-Ví. Dokažte.

92. Doplnéním na čtverec odvodte vzorce pro řešení normovaného tvaru
kvadratické rovnice.

2

(xf—gf <%)-q.>
Z něho pak odvodte vzorec pro řešeníobecného tvaru kvadratické rovnice

ax2+bx+c=0,ie-1i p=%, q=%, kdea, b, cisou reálnáčísla,
asaéO.

| 93. | Pro které hodnoty q má rovnice ac2— 2x + q = 0:
a) dvě řešení reálná různá; b) jediné řešení; c) nemá řešení v množině
reálných čísel?

Řešení .
a) ]e-Ii diskriminant (ve vzorci pro řešení kvadratické rovnice) kladný,

. 2

má rovnice dvě řešeníreálná různá. Pro nás tedy platí (%) —q = 1—q >



> 0, q < 1. b) Je-li diskriminant roven nule, tj. 1 = q, má rovnice dvě
stejná řešení. c) ]e-li diskriminant záporný, nemá kvadratické rovnice
v oboru reálných čísel řešení. V našem případě tedy 1 — q < 0, q > 1.
O správnosti tvrzení se můžeme přesvědčit řešením dané kvadratické
rovnice, když za q volíme hodnoty podle požadavku jednotlivých případů

' a), b), c). Proveďte sami.

94. Podle hodnoty diskriminantu rozhodněte, která z daných rovnic má dva
kořeny reálné různé, která dva reálné splývající &která nemá v oboru
reálných čísel řešení:
a):ca— 2x+ l=0;
c)x*+ 6x+ 9:0;
e):a— 2x— 3=0;
g)x2—l4x+49=0;

b)x2—10x+25=0;
d):xz— x— 6:0;
f)x2— 4x+ 3:0;
h)x3+ x+1=0.

95. Rozhodněte, která rovnice má kořeny různé, která má kořen jediný
(dvojnásobný) :
a) :::a= 2x + 4;
c) 2x2+3x—2=0;

b)2xa—9x+7=o;
d)2x=—3x+1=o.

96. Aniž řešíte rovnice, určete, která z nich má kořeny iracionální, tj. diskri­
minant je číslonezáporné, ale není roven druhé mocnině čísla:
a) x2—4x+4=0;
c) Sxa+2x—l=0;

.“

b)x2+2x—4=0;
d)2x3—9x+17=0.

Udejte podmínku, za které rovnice aa:2+ bx + c = 0, kde a, b, c jsou
čísla racionální, má kořeny iracionální (a al: 0).

98. Řešte pomocí vzorce všechny úlohy 94, 95.

99. Řešte rovnice a proveďte vždy zkoušku správnosti řešení:
a) x2+ 4x—96=0;
c)x3+22x=504;

100.8)x3—24x+140=0;
c)x*—l7x+72=0;

101.a) x*+0,9x—0,36=0;
c)213—3x+l=0.

102.a) 5x2—18x—8=0;
c)4x3+l7x=15;

103.a)35:3—74x+35=0;
c)100x3—20x—63=0;

Iota) í;—:::3+12.1t—222=0;

b)xa— 6x—216=0;
d)x*+27x+126=0.
b) x2+ 15x=216;
d)x2+43x+42=0.
b) 3x2 — 5x = 78;

b) 10x2+9x—9=o;
d)64x“—16x—35=0.
b)9x2—12x+9=o;
d)64xa—16x—3=0.

2

b)x__2x:3=x—+5_;
5 6
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c =
) 3 10 3

5(x—l)_x 6““T— 6+::
105.a)_2x2_lx=—Ž; b)Í—o,2x—o,09=o;

3 2 2 3

5 20 5 45c)—x2——x—12,5=0; d)—1:'+—x—50=0.
6 3 4 2

106. Řešte rovnice a proveďte vždy zkoušku správnosti řešení:
3)(x+3)(x+4)+(x—2)(x— l)=30;
b)(2x+l)(x—3)+(2x—1)(x+2)=4x—l;
C) (x — 3)2 + (x — 4)2 = (x — 2)2;
d) (: — 5)*I+ (2 + x)! = (3 + 1023
e) (4y — 3)2 — (óy + 4)2 = 29;
f) (Sz — 24)2 — (32 — 11)2 = 21;
g) (6z — 5)2 — (5z — 2)2 = 37;

*h)x(x—V3) —V3(x—1)—(5 +V3)=0.
107. Řešte pro přípustné hodnoty :: (i ve všech dalších cvičeních):

5_11_ 4x+5 12 _ _
a)x—;—í, 13) : —x_2—l,
c)x+3+x—l=4; d)x+3+x—6=2_l_.

1—3 1—5 :!:—3 x+6 5

108.3)5—3x 3—5x___2;
3—5x 5—31: 2

5 3 7b)—-+ — —o;x—2 x—3 x—l

c) 1 _ 4 +x2—20=0,
x+4 x—4 :**—16

1—3: x+l ::

109.a) 33“ _ 4 =4, b) 1 1 =3;+6 x—l x—l x+l 4x
1 4 4 5 4 5)—+ + =0; d)—+ = .
:: x+3 x—3 3—21: :::—2 x+l
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|110.| Řešte kvadratickou rovnicia+b l _b+l
u—u+L4 ;:T_h—ť'

Řešení

Rovnici upravíme na
a+b l _ b+l

2m+n—mm+n m+1—42—n
a+b l _ b+l

m+DQÍ5 a+l_Q—ÚJ
Daná rovnice má tedy smysl je pro a:$ 0, :: st 2, a $ —1. Za těchto
předpokladů se zbavíme zlomků tím, že celou rovnici vynásobíme vý­
razem
(a + 1) (2 —x)x $ 0. Dostaneme dm rovnici

—(a + b + 2)x + (a + 1) (b + 1) = 0. Odtud řešením, ti. dosa­

zením do vzorce např. 31,2= —% i (%)z —q , dostaneme 11 =a+l,x„=b+l.
Zkouška:

Dosadlme výsledky do původní rovnice.

_ a+b l _a+b l _
_2a+2—a2—a—a—l ;--í——l—l—a2a+l_

_b+l
_l—ať
_ b+l _b+l
“'u+2—ď—am-1_ÍŽŘ

L = P. Řešení je tedy správné. Zkoušku pro druhý kořen bychom pro—
vedli zcela analogicky.

Závěr: Daná rovnice má dvě řešení:
x1=a+1,x2=b+l.

111. Řešte (neznámá je x):

a) x + x —2_ 4
x — 2 :: —x(x —2)

x + a 'x _ a2
b) :: + x + a _ x(x++;a)
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x+3 x—3
c)x—3+5c—+—3=2“5

2.: :: b2d—+———=———.
)x+b x—b 4x2—4b2

112.a) 21“ +l2x2:(b2—xz)=b_xx—b x+b';
a—x x—b 4 ab

= —-— |a| ae Ibl;b)x—b—a—x a*—b2,

l a b
e);—Ě—í—í, a7é0,b$0,

l ld)a+x=;+;,a;£0.

113.Odůvodnčtevzorec: = W
+2bx + 4:= 0 a užijte ho pro řešení rovnic:
a)312—10:+3=0; b)3x2+22x+7 =0;
c) 35:3—74x+35=0; d)35x2+4x—63=0;
e)x'+l2ax—28a2=0; f) x2—14ax+49a“=0.
Proveďte zkoušky správnosti.

114. Řešte rovnice a proveďte zkoušku správnosti řešení (uvedte podmínky
řešitelnosti):

pro kořeny rovnice aa:2+

2b “a_ba _
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*116. Pro přípustné hodnoty řešte rovnice:

a)_f___L_ 802­x—a x+a_x“—a2'
:: 1 b 2__+ —=

)a ax—bx a*x—abx a—b'
1 1 a—x

C) — = ;cx+ux ac+au Zaať|

d) l _ 1 _ d(x—l) _aaa—csc2 a—c_a2—acx—ac+c=x'

(x—3a)x b _ x .
e) (:*—b2+1—a—b_b—a'

2— _2
f) 2 _ 2 _4x 4k k =0

k+2x k—2x tinca—k2
117. Pro která reálná čísla a mají dané rovnice kořeny:

a)shodné;
b)různé.
(5a—l)xa—(Sa+2)x+3a—2=0;
x2+3x+3+a(x2+x)=0;
4x2—(a—4)x+l=0;
2ax“—2x—3a—2=0.

118. Zpaměti: Pro které hodnoty b má rovnice :: + % = b reálné kořeny?

3. ROVNICEs NEZNÁMOUv oomocuEncl

119. Určete, zda jsou ekvivalentní tyto rovnice:
a)x—3=6—2x; b)8—x=2x—l;

Vx—3_=V6—2x; 8—x+V1—x=2x—l+V1—x;
c)x=l+3x; d)x+5=l;

'?=y'(.í“'37", V:?JÍŽ:VŠ.
120. Která z následujících rovnic má řešení (která nemá):

3) Vm=3; b) Vš+—2=—3; e) —VŠT3'=3;
d) —V:T3 = —3:e)VW =5; f) V2x—+l= —5;
g)—V2m= 6; h)—Vm= —6.
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121. Vyložte, proč nemohou mít řešení rovnice:

a)Vx+3+]/x—+l=0; b)Vx—+l—Vx_——l=0;
c)VxT7—Vš———x=3; d)]/x=—_í+l/ěcTí=—4.

122. Řešte rovnice a proveďte zkoušku správnosti řešení:

a)V;=2; b)V;—3=0; c)VŠc——_Š=5;
d)V2—x———7=5; e)3V4T—Í—T=2l;

f)4%—%V2x——|_-_6=1%5 g)„ym=p.

123.a) Vš——2=V'27__3; b) VMA/574;
c) Vin—39 = x _ 3; d) gym—&= 31/2751 ;

e) V3z — 17 = V133—— zz.

124.a)x—4=V2_x; b)x+4=V2_x; c)3Vx—+—5=x+5;
d)3V;——Í—_5=—(x+5).

125.a)3Vx—+5=x—5; b)3]/x_+_5=5_x;
c)x+1=1/'5?'+—1; d)x2+1/xTÍ"9=21.

126.a)x=306+1/š; b)?F—Ýš—6=o;

(dosaďtezaV; = y) (dosadtezaÍ/š = y)

c)Í/;+zí/;ž_3=o; d)v;_—3+e=sí/xT3;
(

(dosaďte za Vx — 3 = y)

*e)31:2+15x+2Vx2+5x+l=2.

127.a)VT—2+15=x+1, b)Vx—y=36,
x—y=30;

c)1/m—x2—á=—12;
*d)1/4x_2——14x+1=2x—5;*e)Vm=5x—4.

128.Řešte:

a) V5+x+V5—x=1/1_6; b) 1/5—+'š+V'5——2=4;
c) VE_š—VFT7=0; *d)V4x2—20x+25=x—1.
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129.2)V2x—5—V2x+2=l; b)V2x-5+1/2x+2=1;
c)—V2x—5+Vžx+2=l; d)—V2x—5—V2x+2=l.

15

130.a)Vx+5+Vx—2=7; b)Vx+4+VJc———1=W;
c) V;+Vx+9=9; d)Vx+3+V;=4.

131.a)VžZ+1=1/13+2x; b)Vx+27=2+Vx_——5;
c)V9+x—Vx—7=2; d)Vx+9—Vx+2=l;

e)Vx+—Ž—+Vx—%=2; f)V2x+9—V2x—7=2.

132 a)(Vx“+2)(1/'x_—l)=x+l; b) (Vš—_4)(Vš+7)=x—
——2Vx—3;

C)x+7+5Vx_+—l=0; d)(Vš—5)(Vš—7)=3­
133.a)Vx——_á=b; b)Va——š=a+b;

c) Vaz—J_x+VĚ_—_x=l/ŽÉ; d)Va+x+Va—x=VŽ.

134.3)Vác2+80x—9a2=a—x; b)Vx2+80x+16a2=2x—5a;
(x;/:O; '

kx

„) Vm+VTÍÍ=h k>0;
*d)Va2+bx+Va2—bx=l/2Ě_; a>0, b>0;
e) Va2—x+Vb2+x=a+b.
(V úlohách 133a 134 je neznámá x.)

4. SLOVNÍ ÚLOHY NA KVADRATICKOU ROVNICI

|135_ Velikosti stran obdélníka jsou v poměru 4 : 9. Zvětšímc-li menší; rozměr
tohoto obdélníka o 25 0/0jeho velikosti a současně zmenšíme větší rozměr
0 4 cm, zvětší se jeho obsah 0 204 cm2. Jaké rozměry má obdélník?

Řešení

Hledané rozměry obdélníka nechť jsou a, b. Potom a :b = 4 : 9,

% = %, b = 9: . Nový obdélník bude mít rozměry a' = a + a 126%=
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9a % — 16
=áTa,b'=b—4=í—4=— 4 . Obsah novéhoobdélníka

bude: P = a'b' = %-Qa; 19. Tento obsah je roven obsahu Pů­
2 _

vodního obdélníka zvětšeného o 204 cm2, tj. 9% + 204 = 543- 9“ 4 16 .
Po roznásobení a úpravě dostaneme %2 — 80a —-3 264 = 0, a z toho

al = 24; a2je záporné, tedy nevyhovuje. b = % . 24 = 54.

Zkouška správnosti: Menší rozměr druhého obdélníka bude 24 cm +
+ 6 cm = 30 cm, větší rozměr 50 cm. Jeho obsah tedy je 1 500 cm2.

Obsah původního obdélníka je 24 cm . 54 cm = 1 296 cm2, což je o
204 cm“ méně než obsah druhého obdélníka.
Závěr: Rozměry původního obdélníka jsou 24 cm, 54 cm.

136. U dvojcifemého čísla je druhá číslice zleva o dvě menší než první. Náso­
bíme-li toto číslo jeho ciferným součtem, dostaneme l 204. Určete to
číslo.

Odvěsna pravoúhlého trojúhelnňta je rovna 75 % druhé odvěsny. Určete
obvod tohoto trojúhelníka, je-li jeho obsah 48 cm?.

138. Zvětšíte-li délku strany čtverce o ], zdvojnásobí se jeho obsah. Určete
stranu tohoto čtverce.

139. Zvětšením strany čtverce se zvětšil jeho obsah 0 10,25 %. O kolik procent
byla zvětšena jeho strana?

140. Obsah lichoběžníka je 210 cm2. Rozdíl obou základen je 6 cm, výška je
o 2 cm větší než kratší základna. Určete velikost základen i výšky.

V rovnoramenném lichoběžnntu, jehož obsah je 180 cm?, je střední příčka
o 3 cm delší než výška. Určete výšku i velikost základen, jejichž velikosti
jsou vyjádřeny celými čísly.

142. Jeden ze dvou mnohoúhelníků má dvakrát tolik stran než druhý a o 135
úhlopříček více. Kolik stran má každý z nich?

143. Zvětšíme-li poloměr kruhu o 3 cm, zvětší se jeho obsah devětkrát. O kolik
procent byl poloměr zvětšen?

144. Zmenšíme-li obvod kruhu o jeho čtvrtinu, zmenší se jeho obsah 0 43,75 %.
Vypočtěte velikost poloměru.

145. Ve škole bylo přespolních žáků 0 8 více než domácích. Domácích žáků
je právě tolik procent celého počtu žáků, kolík bylo všech žáků. Určete
počet žáků.

13.“

14M .
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146. Ze dvou sil působících v jednom bodě ve směrech k sobě kolmých je
jedna o 1: větší než druhá. a) Jak jsou velké, je-li jejich výslednice k?
(Řešte pro: n = 14 kp, k = 26 kp.) b) Jak velké by byly obě síly, kdyby
výslednice byla 26 kp a n = 0?

147. Cena tkaniny (tisku) byla snížena o tolik procent, kolik korun stál jeden
metr před snížením cen. O kolik procent byla tato cena snížena, jestliže
se metr pak prodával po l6 Kčs? '

148. Výdělek učně se zvýšil o tolik procent, kolik set korun učeň vydělal pů­
vodně měsíčně. 0 kolik procent tedy se jeho výdělek zvýšil, když pak
vydělal 636 Kčs?

*149. Po dvojím snížení cen o stejné procento klesla cena fotografického aparátu
z 300 Kčs na 192 Kčs. O kolik procent byla vždy cena snížena?

*150. Počet obyvatelstva města vzrostl za dva roky 2 20 000 na 22 050 obyvatel.
Určete roční procento přírůstku obyvatelstva tohoto města za předpo—
kladu rovnoměrného růstu počtu obyvatelstva.

151. Obdélníková parcela o stranách a, b má být zvětšena of m2 tak, že na
všech stranách se její velikost zvětší o stejnou délku. Jak široký bude
přidaný pás? Řešte též pro a = 200 111,b = 120 m,f = 1 ha.

152. Dvě silnice se protínají v pravém úhlu. Po jedné z nich jede nákladní
auto průměrnou rychlostí ::1 (40 km/h), po druhé silnici osobní auto
rychlostí ::2(80 km/h). Za jakou dobu budou od sebe vzdálena na (asi
50 km)?

153. Přístroje na letišti L ohlásily nepřátelské bombardovací letadlo v místě A
ležícím 120 km severně od L. Letadlo letělo rychlostí 420 km/h v kursu
(směru) přesně východním. Šedesát šest vteřin poté vyletěla z L stíhačka
rychlostí 1 300 km/h v kursu SSV a brzy bombardovací letadlo dostihla
a zneškodnila na místě B. Obě letadla neměnila až do setkání kurs ani
rychlost. Vypočtěte dobu letu stíhačky i vzdálenost AB, LB.

*154. V sudě bylo 20 litrů čistého lihu. Část toho lihu odlili a sud doplnili
vodou. Potom odlili totéž množství směsi jako poprvé a opět doplnili
vodou. Tím vznikl v sudě 25prooentní líh. Jaké množství lihu odlili
poprvé?

155. Jakou dobu led k vrcholu své dráhy těleso vržené svisle vzhůru rychlostí
40 m/s, dosáhne-li výše 80 m?

156. Za jakou dobu dospěje koule vystřelená svisle vzhůru rychlosti c =
= 800 m/s (nehledě k odporu vzduchu) do výšky a) 14 km, b) 40 km,
c) největší výšky?

157. Součet druhých mocnin tří po sobě následujících lichých čísel je 155.
Určete je.
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159.

160.

16_

162.

163.

164.

165.

16

16.“

168.

169.
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Kámen hozený do šachty rychlostí 20 m/s bylo nahoře slyšet dopadnout
za 8 s. Jak je šachta hluboká? (Rychlost zvuku je 340 m/s.)
[Návod: dráha vrhu dolů : : ct + 0,5 g 12,kde c je rychlost vrhu, : doba
pohybu tělesa.]

Žáci pracovali na školní brigádě v úkolu. Za sklizeň 10 ha lnu měli dostat
odměnu 4 800 Kčs. Do jejich skupiny byli přiřazení další tři žáci, a tak
dostal každý žák odměnu o 80 Kčs menší, než by mu bylo připadlo pů­
vodně. Kolik žáků bylo ve skupině?

Jeden ze dvou bratrů vystačí na cestě s určitou částkou peněz o devět dní
déle než druhý. Když cestují spolu, stačí jim peníze na dvacet dní. Kolik
dní by mohl cestovat každý sám?

. Vzdálenost mezi dvěma stanicemi na železnici je 140 km. Rychlík ujede
tuto trať o 90 minut dříve než osobní vlak. Určete rychlost obou vlaků,
víte-li, že osobní vlak ujede za hodinu 0 30 km méně než rychlík.

Pro svoz a tun obilí od mlátiček do skladů bylo podle odhadu třeba za­
jistit určitý počet nákladních automobilů. Dva z nich však byly odvolány
na jinou práci, a proto každý vůz musel odvézt o l tunu obilí více, než
bylo předpokládáno. Kolik bylo vozů?

Součet čísla a jeho převráceného čísla je n. Určete toto číslo. Řešte též
pro a) n = 41 : 20, b) 71= 14. Při které hodnotě n bude toto číslo i pře­
vrácené číslo stejné? (Z diskriminantu.)

Dvě tělesa A, B se pohybují rovnoměrně. Rychlost tělesa A je o 2 m/s
větší než rychlost tělesa B. Těleso A potřebuje na dráhu 12 m o 3 sekundy
méně než těleso B. Určete rychlost obou těles.

Těleso A se pohybuje rovnoměrně rychlosti 0 2 m/s větší než těleso B.
Obě tělesa potřebují k proběhnutí dráhy 4 m různé časy, jejichž součet
je 3 s. Určete rychlosti obou těles.

Sadař koupil za 720 Kčs stromky. Kdyby byl každý stromek o 2 Kčs
lacinější, byl by sadař za tytéž peníze dostal o 5 kusů více. Kolik stromků
koupil ?

Z letiště vylétla současně dvě letadla do téhož mista vzdáleného ] 600 km.
Rychlost jednoho z nich je však o 80 km/h větší než druhého, a proto
toto letadlo přiletělo na určené místo o hodinu dříve. Určete rychlost
obou letadel.

Dvě města jsou vzdálena 100 km. Z jednoho vyjíždějí současně dvě auta
do druhého, přičemž první auto má rychlost 0 10 km za hodinu větší než
druhé, a přijede tedy do druhého města o 50 minut dříve než druhý vůz.
Určete rychlost obou vozidel.

Turista má vykonat cestu 45 km. Kdyby urazil za hodinu 0 0,5 km



méně, došel by do cíle o 1hodinu později. Určete rychlost turistovy chůze.

170. Povoz má ujet dráhu 108 km. Ujede-li za hodinu 0 3 km více, je u cíle
o půl hodiny dříve. Kolik kilometrů ujede za hodinu?

. Na dráze 240 m vykonalo přední kolo vozu o 20 otoček více než kolo zadní—
Obvod zadního kola je o l m větší než obvod předního kola. Určete
velikost obvodů obou kol.

172. Jeden dělm'k potřebuje na opracování určitého detailu 0 7 minut méně
než druhý dělník. Kolik součástek každý z nich tedy opracuje & 4 hodiny,
jestliže první jich za tuto dobu opracuje o 28 více?

173. Několika stejnými jeřáby vyložili 96 vagónů zboží. Kdyby bylo takových
jeřábů o 2 více, připadlo by na vykládku pro každý jeřáb o osm vagónů
méně. Kolik bylo jeřábů?

174. Trolejbus má trať dlouhou 15 km. Zvětši-li se jeho rychlost 0 3 km za
hodinu, spotřebuje na jednu jízdu tam i zpět o půl hodiny méně času.
Kolik času potřebuje trolejbus na jednu jízdu (tam i zpět) a jaká je je­
ho rychlost?

175. Státní statek měl do určité lhůty osít 200 ha polí. Denně však osel o 5 ha
více, než bylo plánováno, a proto ukončil setí polí dva dny před plánem.
Za kolik dní byl tedy statek s prací hotov?

*176. Žák uložil nastřádané peníze a po roce mu záložna připsala 15 Kčs úroků.
Přidal k nim dalších 85 Kčs a po dalším roce měl na vkladní knížce
i s úroky 420 Kčs. Jak velká částka byla uložena původně a kolikapro­
centní byl úrok?

177. Družstvo si připravilo 210 tun siláže na zimu. Protože však mimo plán
přikoupilo 10 kusů dobytka, zmenšilo dávku siláže o půl tuny na kus.
Kolik tun siláže plánovali v družstvu pro kus původně?

*178. Brigáda lesních dělníků měla za určitý počet dní zpracovat 216 m3
polenového dříví. První tři dny pracovala podle plánu, ale potom zpra­
covala každý den o 8 m3 dřeva více. Tak už den před plánovaným termí­
nem bylo zpracováno 232 m3 polen. Kolik ms polen měla brigáda zpra­
covat denně podle plánů?

179. Směs 8 kg kapaliny o hustotě 91se 6 kg kapaliny o hustotě 92 dá kapalinu
o hustotě 0,7 g/cma. Určete hustoty obou kapalin, má—liprvní hustotu
o 0,2 g/cm3 větší než druhá.

180. Parník potřebovalna cestu 48 km proti proudu a 48 km zpět, dohromady
pět hodin. Jakou rychlostí by jel pamfk v klidné vodě, byla-li rychlost
proudu 4 km za hodinu?

181. Dva dělníci pracující spolu mohli vykonat určitou práci za : h, přičemž

17_
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*184.

*185.
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*188.
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první sám by ji vykonal o 4 h dříve než druhý. Za jak dlouho by ji vykonal
každý sám?

Traktor zorá za 11h (8 h) o 1)ha (3,5 ha) více než kůň. Kolik ha zorá za
71h (8 h) kůň, zora-li traktor 1 ha 0 t h (14 h) dříve než kůň?

Dva výfuky dopravují obilí od mlátičky. Výkon prvního je o n tun za
hodinu vyšší než druhého. Kolik tun obilí dopraví každý z nich, jestliže
první potřebuje pro dopravu 1)tun zrna o : hodin méně než druhý?

Dvě tělesa se pohybují po obvodu kruhové dráhy. První těleso proběhne
dráhu o d sekund dříve než druhé. Pohybují-li se ve stejném směru,
setkají se každých ! sekund. Jakou část kruhové dráhy proběhne každé
těleso ?

V hledišti bylo celkem a sedadel v několika řadách. V každé řadě byl
stejný počet míst. Když přidali v každé řadě b míst a počet řad zmenšili
o c, vzrostl počet míst 0 10 % původního počtu míst. Kolik sedadel bylo
v každé řadě?

Dva světelné zdroje svítivosti 11—_ 50 cd a 12—_—75 cd jsou nad hori—
zontální rovinou ve výši '()1= 3 rn (zdroj S,), v„ = 2 m (zdroj S,).
Vzdálenost pat obou stožárů je 5 m. Kde na této spojnici způsobují oba
zdroje stejné osvětlení?

Potřebuje-li žárovka napětí 110 V a proud 0,2 A, kolik takových žárovek
zapojených vedle sebe lze zapnout do zdroje o výkonnosti 5 k a vnitřním
odporu R; = 0,29?

Mezi Zemi a Měsícem určete bod, v němž je vlivem přitažlivosti stav bez

tíže. (Hmotnost Měsíce m, hmotnost Země M, poměr £;- = 81,5,
vzdálenost středů obou těles d = 384 000 km.)

Najděte chybu v „důkazu“, že libovolné čísloje rovno jinému libovolnému
číslu: ta čísla aťjsou x, y; :: 75y. Sledujte:
©—w=—n©ť—ř—v=ý—ř—v;
of—m+w=f—x»wx :
d) přičteme—lina obou stranách rovnosti :: _; y ) , dostaneme

2

e) (ac—%y)t= (y —i%l) ,ztoho
íi£= _x+y

2 y 2f):c— ,atedyxŠy.



5. SOUSTAVY ROVNICE KVADRATICKÉ A LINEÁRNÍ

|1| Řešte soustavurovnic: 3x —2y —8 = 0,
J!::!+ xy + 33 + 1—= 0

Řešení

Předpokládejme, že existuje takové :: ay, které vyhovuje oběma rovni­
cím. K řešení použijeme metody dosazovad. Z lineární rovnice vyjádříme
jednu neznámou jako funkci druhé, dosadíme do kvadratické rovnice
a pokračujeme ekvivalenmimi úpravami. Tedy:

_ 3x — 8
2

::2+ (3 + x)3x— 8+ 1——= 0,

2x2+3x2—8x+9x—24+2=0,
5x2'+ :: — 22 = 0.

Řešení této rovnice je x, = 2, :, = —2,2, y1 = —1, _y2= —7,3. Obě
dvojice řešení vyhovují oběma daným rovnicím.

,

Řešte:

191.a)x+y=5, b)x—y=2, c):—y=7, d)x—y=%,
xy=6; xy=485 xy=30; xy=l

192.3)x2+y2=125, b) x+y2=5;, c) x2=40——y*,

193.3)3xz+y=74, b):za—ya=640, c)52:3+y=3xy,—2y= 1; :: y=7: 3; 2x—y=0.
194.a)2x=—3y=24, b)x(x+y)=25 C)5x"+y=3xy,

2x=3y; 2x+3y=10, y=0.
195.a)y:x=1:x, b)(x—2):(y—3)=l,

x:8=y:l; (x—2):l=l:(y—3);
c)Jr—atv+y2=7, d)x*—x:v+y'=7,

3x—2y=0; 2x—3y=0.
Řešte (a, b jsou vždy parametry):

196.3)x—y=a, b)x+y=2a, c)x+y=2a,
xy=b; xy=b; xy=a".

197.a)x+y a, b): +y=a+2b, c)'x*+y5=5a“,
ty:—20% xy=ab+b=; :: +y =3a.
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l$8.a)x+yx+y=7, b)2x—
xy+y2=l; 2xxy+c)x+y =

(x—l)(yl—1)=24
199.a)]/;+Vy=4, b)Vš+]/5=3, c)1/;+Vy=5,

xy+ 2y
+ 2y llll 4;

6.

xy=9; xy=4; W=6.
200.1l):|:2+ya=25, b)x2+y2=25, c)x'+y=6,

xy=12; ata—y: 5; x*y=3.
201.a)xy=4, *b)(x+2y)*—2(x+y)*=—

(x+y)*+(x—y)“=16; (x+2y)*+2(x+y)*=9.
202.a)xa+y2 =2a2, b)x2—yz=aa—b2,

J=y=a; x+y =a—b;a7£b;
x—y

C)m=a, (ai—l),
x—y*=0.
l l l l 4203.a———=—1, b———=——, cx: =b:1,); y )x y 5 ) .?
12ry=lg x—y=4; xy=a.

mangan, b) * —“+b=o,
y a—b y

l+a+-—1=a2,(a7é—l); x—y=0,(a7£b).

205. Stanovte, které soustavy rovnic nemají řécní nebo které mají řešení
nekonečně mnoho (i v úloze 206, 207, 208):
a)4x2—9y2=0, b)y2=x2—6x, c)x=4y,

š-_%=0; x+y=3; x2+2x+1=0.
206.3)x2—6x+9=y2, b)xz+2xy+y2=3x+5y,

x+y=3; x+y =3;
C)4x*+1=2zy—y,

2x —y=l.
207.a) 4x(x—1)=y=, b)Ví+1/5=2,

2x+y—1=0; xy+2=0;
C)x2+y2=—3,

x—y=l.
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208.

209.

21

21

21

21

214.

21

21

217.

21

21.

0.

1.

N

3.

5.

6.

G

a)x3+y2=l, b)x+y=xy=a; c)x2+y2=—a2,
3x+y=m; x—y=b,a9é0,b=;é0.

Počítejte rovněž přímo pomocí jedné neznámé (př. 209—215).

Číslo 100 rozdělte ve dva sčítance tak, aby součet jejich druhých mocnin
byl 5 018.

Součet druhých mocnin dvou čísel je 676, jejich poměr je 5 : 12. Která
jsou to čísla?

Dvojciferné číslo je rovno dvojnásobku součinu svých číslic. Které je to
číslo, když součet cifer je 9?

Dvě dvojcifemá čísla se liší jen pořadím číslic. Jejich součin je 1 300,
rozdil 27. Která jsou to čísla?

Zvětšíme-li čitatele o 6 a zmenšíme-li jmenovatele o 2, zvětší se hodnota
zlomku šestkrát. Zvětšíme-li však čitatele o l a zmenšíme-li jmenovatele
o ], nabude zlomek hodnoty rovné převrácenému číslu hodnoty původ­
ního zlomku. Určete tento zlomek.
[Návodz čitatel x, jmenovatel y. Užijte rozkladu x2 —y2.]

Součet dvou zlomků je %, součet jejich převrácených čísel je 5. Která
jsou to čísla?

Součin dvou čísel je 2, součet jejich převrácených čísel je 3—3. Která jsouto čísla? 2

Jsou-li a, b čísla kladná, nazýváme výraz p = %(a + b) jejich aritme­

tickým průměrem, výraz q : Va—Ígeometrickým průměrem a výraz

h : a—-+_-—6harmomckym pruměrem.

Řešte tyto úlohy o průměrech:
a) Je dáno p, q; najděte a, b, h.
b) Je dáno p, h; najděte a, b, q.
c) Je dáno q, h; najděte a, b, p.
d) Vyzkoušejte předchozí výsledky pro a = 8, b = 50 .
e) Dokažte,že p ; q ; h. Kdy platí rovnost?

Obvod obdélníka je 82 111,jeho úhlopříčka je 29 m dlouhá. Jak velké jsou
jeho strany?

. V pravoúhlém trojúhelníku je přepona 30 cm, výška na přeponu má
velikost 12 cm. Jakou velikost mají úseky na přeponě? Jakou odvěsny?

Strany obdélníka jsou v poměru 7 : 3. Zvětši-li se šířka 0 3 cm a zmenší—li
se délka 0 7 cm, vznikne obdélník o obsahu 63 cm2. Určete jeho rozměry.
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220.

221.

222.

223.

*224.

*226.

227.

229.

231.

86

Jedna hrana kvádru měří 12 cm, tělesová úhlopříčka má velikost 13 cm
a objem je 144 cm3. Určete velikost zbývajících hran.

Kouli o poloměru 25 cm je vepsán válec, jehož plášťmá velikost 12001:cm?.
Určete rozměry válce.

Komolý rotační kužel má výšku 5 cm, objem l40-rccmsa poloměr dolní
podstavy o 6 cm větší než poloměr podstavy horní. Určete velikost těchto
poloměrů.

Určete taková tři pythagorejská čísla, aby jejich součet byl roven 24
a součin dvou menších čísel 48. (Viz př. 34., kap. I.)

Dva vklady, jejichž součet je 10 000 Kčs, ůrokují se různě, a to tak, že
jeden vklad vynese 300 Kčs úroků ročně, druhý 240 Kčs ročně. Úroková
míra u druhé částky je o jedno procento vyšší než u částkyprvní. Na kolik
procent jsou tyto částky uloženy?

Na dráze 0,6 km učinilo přední kolo vozu o 100 obrátek více než zadní
kolo, protože má obvod 0 l m menší než zadní kolo. Jaké jsou obvody
obou kol?

Ze dvou míst vzdálených od sebe 57 km jdou proti sobě dva turisté
a potkají se za 6 hodin. Kolik kilometrů ujde každý z nich za hodinu,
jestliže jeden potřebuje na 9 km 0 12 minut méně než druhý?

Dvě party dělníků vyrobily stejná množství součástek. Práce jim trvala
při střídavých směnách 49 dní. Kdyby obě party pracovaly společně,
vyrobily by ono množství úhrnem za 24 dny. Za kolik dní práce by splnila
celý úkol každá parta zvlášť?

Jednou rourou nateče pětina nádrže o 20 minut dříve než druhou. Obě
roury společněnaplní nádrž za 2 hodiny. Za jakou dobu se naplní nádrž
každou rourou zvlášť?

Dva spotřebiče zapojené za sebou kladou elektrickému proudu odpor
500Q, při zapojení vedle sebe odpor 120Q. Jak velký je odpor každého
spotřebiče?

(Zákon Kirchhofl'ův i = 1—+ -1- .)R R, R,
. Osobní auto ujede ] kilometr o padesát vteřin dříve než nákladní a za

2 hodiny urazí o 100 km delší dráhu. Jaké jsou rychlosti obou vozidel?

Dva vlaky vyjíždějí současně po tratích, jejichž směry jsou navzájem
kolmé. Průměrná rychlost prvního vlaku je o 3 km za hodinu větší než
druhého. Po půlhodině jsou vlaky od sebe vzdáleny 43,5 km. Jaké jsou
rychlosti obou vlaků?



232. Určete vzdálenost předmětu a jeho obrazu od dutého zrcadla, jestliže
jejich vzájemná vzdálenost je 80 cm & ohnisková vzdálenost zrcadla je

f = 30 cm. [Návod: Užijte zrcadlovérovnice l + % = l, kde a je

vzdálenost předmětu, b je vzdálenost obrazu odazrcadla, f je ohnisková
vzdálenost zrcadla. ]

233. V jaké vzdálenosti od dutého zrcadla je světelný zdroj, je-li jeho obraz
o 60 cm zrcadlu blíže než světelný zdroj a je-li poloměr křivosti zrcadla

80 cm? [Jako v úloze předchozí. Zde všakf = % .]
234. Duté kulové zrcadlo má ohniskovou vzdálenost f = 20 cm. Jak daleko je

předmět i jeho obraz od zrcadla, jestliže jsou od sebe vzdáleny 75 cm ?

&. ROVNICEKVADRATICKÁs Řešením v oaonu
ČÍSEL KOMPLEXNÍCH

| .| Určete kvadratickou rovnici s reálnými koeficienty tvaru x“ + px + q =
= 0, jejíž jedenkořenje x1=2 —3i.

Řešení

Podle Viětovy věty platí v normovaném tvaru kvadratické rovnice
Ju:2+ px + q = 0: ::1 + ::2 = —p,xlxa = q, kde x„x, jsou kořeny daně
rovnice. Protože koeficienty p a q mají být čísla reálná, musí být kořeny
xl, :, čísla komplexně sdružená. (Součet a součin dvou čísel komplexně
sdružených je číslo reálné.) Je-li jeden kořen 2—3i, je druhý kořen 2 + 3i
a kvadratický trojčlen pak zni: [x — (2 — 3i)] [:: — (2 + 3i)] = ::2 —
-—4x + 13 .

Zkouška správnosti: Kořeny příslušně kvadratické rovnice :.:2—4x + 13 =

= 0 jsoux, , = 4—i—V16—_52—= Ě— = 2 + 3i, což splňujepřed­

poklad úlohy.
Závěr: Hledaná kvadratické rovnice zni ::2 — 4x + 13 = 0.

236. Sestavtekvadratickourovnici, jejížkořenyjsou: a) (2+ iV3, 2 —iVÚ;
b)x,=2i, x,.: —2i;c)x1=3—2i, x2=3+2i; d)a:1:ib,
e)li2i;f)2j;3 i.

237. Sestavte kvadratické rovnice 8 reálnými koeficienty, jsou-li jejich kořeny:
a)x1=3—5i, x,=3+5i; b)x1= V2—i,x2= V2+i; c)xl=
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— —- — .— 3 .— 3 .—
=V3+iV2, x2=V3—1V2; d) x1=5+1V5,x,=—2——1V5;

C)x1=_—lj%lvž,xz=l_34£;f)x1=2—3i,x2=3—2i.
238.Řeštezpaměti:a)x_2=a;b)x2=—a(a je čísloreálné);c)x2+4=0;.—

d)x2=—5; e)x2=—V2.
239.Řečterovnice:a)x2—2x+2=0;b)x2—3x+7=0;

c)x2—4x+5=0; d) 2x2—8x+9=0; e) 3x2—3x+5=0;
f)x3—2x+3=0; g)4x2—x+1=0.

240.a)x2+4x+5=0;b)x2—6x+13=0; c)x2+6x+18=0;
d)4x2—4x+17=0;e)36:2—48x+25=0.

x+4+2x+7=x+10_,241. Řešte rovnice: a)
2 x—6 4

l l l _ 2+3x_l—x_
b):x—2+x—ll_x—8' C)7x+2_x+2'

l l 1 l

d)::c—6+:c+2—x—7 x—4'

242. Dokažte, že rovnice (a2 + b2 + c2)x2+ 2(a + b + c)x + 3 = 0 nemůže
mít reálné kořeny, pokud a % b % c (a, b, c reálná, aspoň dvě vzájemně
různá).

|243_| Proveďte úplnou diskusi kvadratické rovnice:
_ (m—1)x2—(m—2)x+2m—1=0,kdemiečíslorcálné.

Řešení

m—2iV—7m2+8m
2 (m — l) '

1. Tyto kořeny budou reálné jen tehdy, pokud diskriminant bude nezá­

pomýa mý l, tj. m(8—7m)šO, cožnastávápro 0 <mg 8

Kořeny dané rovnice jsou: 151,2=

_7_ _

Musítedybýt0<m< 1,1<mgg.
2. Oba kořeny budou téhož znameni, bude-li q v normovaném tvaru

kvadratické rovnice kladné, ti. ::z — “LZ :: 2'" _ l = o,
m — l m — l

%>0, cožje splněnopro m>l a pro m<%.Vzbledem
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244.

24.

24.

cn

05

k podmínce ] jsou oba kořeny téhož znamení pro 1 < m ; g a pro

0 < m< ? .
. Jsou-li oba kořeny téhož znamení, mohou být oba kladné nebo oba

záporné. Který případ nastane, vyšetříme podle jakosti koeficientu při

lineárním členu normovaného tvaru. ]e-li —pkladné, tj. : : Í > 0 ,\
což nastává pro a) m > 2, b) m < 1, jsou oba kořenykladné. Vzhledem

UJ

k podmínce 2 to nastává jen v intervalu 0 < m < %. Oba kořeny jsou

záporné, je-li —p záporné, tj. 2+1 < 0, což nastává vzhledem

k 2 v intervalu 1 < m ; 7. Bude-li koeficientm = 0, má rovnice
tvar :* — 2x + 1 = 0 a řešení x = 1, což je jeden kořen dvojnásobný.
Pro m = 1 původní rovnice se změní na rovnici lineární a její řešení

je :: = —1. Pro m :; má rovnice kořen dvojnásobný, a to x = —3.
1 .

Konečně pro »: = 5- má rovnice kořeny ::1 = 0, ::2 = 3 .
Závěr: Rovnice (m — 1)Jc2— (m — 2)x + 2m — l = 0 má dvě řešení

reálná různá pro 1 < m 5 7 a pro 0 < m < 1, komplexně sdružené

kořenypro m > 7 a pro ml< 0. Pro m = 0 má kořen :: = 1, pro m =
= —, :.:l= 0, ac2= 3, pro ? < m < 1 má jedno řešení kladné, druhé2

záporné, pro 1 < m < Ě—má oba kořeny záporné a pro 0 < m < % oba7

kořeny kladné.

Proveďte diskusi řešení rovnic vzhledem k parametru a:
a)x2+6x+a=0;b)xz+4ax+36=0;c)x2+(a—4)x—2cz+

+ 13= 0.

Proveďte diskusi vzhledem k parametru m:
a) (m — 2)x2 ——(3m —6)x + 6m = 0; b) .v:2— 2(2m — B);: + 4m —
—3= O; c)ch2 + (2m — l)x + m =0; d)(5m + l);ac2+ (7m+3)x +
+ 3m= 0.

Proveďte úplnou diskusi řešení kvadratické rovnice:
a) x2+2(m—4)x+m2+6m=0;
b) (3+m)x2—3(6—m)x+5— 18m=0;
c) (m — Z):c2— (3m + 6)x + 6m = 0;
d)x=+2(m—l)x+3m2+5=0.
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WTI Řešte rovnici

248.

Im.

x2=a+bi, (1750,bqéO, a,breálná.
Řešení
V oboru čísel reálných nemůže mít tato rovnice řešení, neboť čtverec

žádného reálného čísla nemůže být číslo komplexní. Předpokládejme
tedy, že řešení je číslo komplexní :: = ::1 + ixz. Platí tedy (ac1+ ix2)2 =
= a + bi, xf + 2.7:le —xš = a + bi. Dvě komplexní číslajsou si rovna,
jsou-li si rovny části reálné i imaginární. A proto xš —xš = a, 2x1x2= b.
Jejich řešením dostáváme

__ T 2

Zb-, ::2= j; V—lg—g—ť , kde xl, x, jsou číslareálná.2

Podle toho řešme rovnici ::2 = 3 + 4i.

x1=

Její řešení nechť je číslo:::1+ ira. Potom x, = + VL'ŠWŽ , ti.
b 4 . .

::2= il, :::1:E, xl = IŽ = +2. Řešení dané rovmceje tedy

Zkouška správnosti řešení: (+2 +02 = 3 + 4i.
Závěr: Řešení rovnice :* = 3 + 3i jsou 31.2= =F(2+i).

Řešte rovnice:
a) x“=4+3i; b) x2=15+8i; c) x2=—5+l2i.
Řešte rovnici s komplexními koeňcienty:
xz —ix + 2 = 0.

Řešení

Nechť : = ::1 + ira, tedy (::1+ ixa)2—i(x1 + br,) + 2 = 0, xf —
—xž+ xz + 2 = 0, lexz _ xl : 0. Z toho x1(232_ l) = o.
Rozlišme dva případy:

2

l. :::1= 0, potom —(+x„)3 + :vc2+ 2 = 0, (191,2 = < 1 ;
l , l 1

2.212—l=0,x2='ž—,xl_z+í+2=0.
1

Z toho plyne, že :: = — 2-4—,a to nelze splnit, neboť xl, ::2 jsou čísla
reálná.Zpodm1nky! vyplývá::1=0ax, =2,ne'oo::1 =0ax, = —1.
Řešení dané rovnice tedy je :: = 2i, :: = —i. Zkoušku správnosti pro­
veďte sami dosazením do původní rovnice.
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254.

*256.

W

Řešte rovnici ::2 — 3x + (3 + i) = 0.

Řešení
(ac1+ :c2i)2— 3(Jc1+ xzi) + 3 + i = 0. Jejím řešením jako vúloze 249

dostaneme x: = l, ::2 = 1, x; = —l, ::1= 1, x; = 2. Kořeny dané
rovnicejsoutedyx= ] +i,x=2—i.
Dosazením těchto kořenů do původní rovnice dostaneme identitu.

Závěr: 1 +i, 2 — i jsou řešením rovnice .1:2— 3x + 3 +i = 0.

Řešte kvadratickou rovnici s komplexními koeficienty:
a) xz—(5—3i)x+4—7i=0;
b) x?-_ (5 — 5i)x _ 13i = o;
c) x2—(4—i)x+9—7i=0.

. Řešte rovnice: a) x2 + 6ix +15 = 0; b) 2x2 —(5 —i)x + 6 = 0;
c) (7+i)x2—5ix—1=o; d) xz—(4—6i)x+10—20i=0;
e) (l +i)x2—(2+i)x+3+i =0.
Sestavte rovnici třetího stupně s reálnými koeficienty, jejíž dva kořeny
jsou dány. ::1 = 2,1:2 = i. [Návodz (x — x1)(x — 3:2)(x — xa) = 0, kde
3:23: i i. PrOČPI

Určete rovnici čtvrtého stupně 5 reálnými koeňdenty, jsou—lidány ieií
kořeny:a)x1 = 1 — i, ac2= 3 + i;
b)x1=2,xa=—2,xa=l—i; C)x1=l+i,x2=2—i.
Jeden kořen rovnice je dán. Určete ostatní kořeny:
a)x4+x3+4x2+x+3=0, x1=i;
b)3x4—5x3+3x2+4x—2=0,x1=l+ig
c) x4—6x3+15x2—18x+10=0, x1=l—i;
d).x4—2x3+3x2—2x+2=0, x1=i.
Rovnice a:4+ mx? + m: + 7 = 0 má jeden koz'en::l = 2 —iVí. Určete
ostatní kořeny i m a n. [Návod: na:1+ mx2 + nx + 7 = (ac2— 4x +
+ 7) (:e2+ ax + b).]

7. RECIPROKÉ A BINOMICKÉ ROVNICE

Delinujte reciprokou rovnici pátého stupně. Řešte reciprokou rovnici
sudého stupně:

aux" + alaca'ť-1+ azxz'c—2+ . . . + azac2+ alx + a.) = 0 .

Řešení

Celou rovnici dělíme xk a spojíme první člen s posledním, druhý
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s předposledním atd. Tím dostaneme

a0(xk+171)+a1(xk—1+%) + +ak_1(x+%) +ao=0.

Za výraz :: + —x-zvólime novou proměnnou y. Potom (x + ;)2 = y“,

y2=x2+2+lz,a tedy::c2+—l—3=y2—2. Podobně
(x+ ?) ==y3 x3+3x+—Š+F,Ztohox3+£g =ya—

—3 (x + %) = y3 — 3y, atd. Nová rovnice vyjádřená v y neni už vždy
reciproká a je stupně dvakrát nižšího.

55.74 Řešte rovnici: 5x“ — 26x“ + 101:2— 261: + 5 = 0 .

Řešení

Je to rovnice reciproká čtvrtého stulpně. Podle úlohy 1 dělíme celou
rovnici:“ a potomnahradímex2+——=y2—2, x+l=y.

5(x2+— —26 x+-1— +10=0, 502—22)6x—26y+10=0,

5y2—26y=, y(5y—26)=,y.=0, yal=í
Vypočtené hodnoty y dosadíme do výrazu : + —x—= y aurčlme příslušná :.

3:1,2= ii, xs : 5, ::4 = ?. Kořeny xm a 1:3,4jsou čísla převrácená,
a jak plyne z dosazení do původní rovnice, dané rovnici vyhovují.

|___259__|Sestavte nejjednodušší reciprokou rovnici s reálnými koeficienty, jejíž
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jeden kořenje ::1= 2 + i.

Řešení

Daná rovnice musí mít i kořen komplexně sgružený, tj. :, = 2 —i,21:t
i kořenyk ::1a ::2reciproké, tj. xm:

Hledaná rovnice má tedy tvar

u—z—na—2+n(2

52ii

gix—WĚ)= “=
(:2—a+5x59— mu+9š =o,
5ť—24x3+42x*—24x+5=20.



260.

26_

Š!

263.

Zkoušku správnosti řešení proveďte samí tím, že vyšetříte, zda všechny
čtyři kořeny dané rovnici vyhovují.

Sestavte nejjednodušší reciprokou rovnici, jestliže jeden její kořen je:
. 3 41 2—3i l—5i

a)x1=l5"š b)x1= ; c)x1= ;
d)xl=iax2=1—ii C)x1=2—i,x2=l+i.

. Řešte reciproké rovnice:
a)x“—6x2+l=0;
b)6x4—513—38x2-—5x+6=0;
c) 8x4—5413+10112—54x+8==0;
d)2r'+3xa+5x2+3x+2=0;
e)6x4+5x3—38x2+5x+6=0.
Řešte reciprokou rovnici pátého stupně:
4x5+ 12x4+ lla:a+ 11x2+ l2x+4= 0.

Řešení

Sečteme souměrné položené členy rovnice, a to první s posledním, druhý
s předposledním atd. Z takto vzniklých dvojčlenů vytkneme před zá­
vorku společného činitele.
4;(x5+ 1) + l2x(x3 + 1) + llx2(x + 1) = 0 ,
(x+l)[4(x4—x3+x2—x+1)+12x(x2—x+1)+11x2]=0.
Z toho ::1 = —1. Rovnice 4x4 + 8x:]+ 3x2 + 8x + 4 = 0 je reciproká
čtvrtého stupně. Její řešení provádíme podle řešení úlohy 258.

4(x2+l2) +8 (x+l) +3=0, 12,3=:l(l iiVÉ), 1:4: —2,x x 4

x5=———.
2

Závěr: Rovnice 4x5 + l2_x4+ 11153+ 111:2+ 121:+ 4 :O má kořeny

acl= —1, xm = Lil—VIS, x4 : —2, 1:5= —Š—. Všechny kořeny

vyhovují dané rovnici, jak vyplývá z dosazení. Jsou kořeny xm a 1:4a ::5
reciproké? Přesvědčte se o tom.

Řešte reciproké rovnice:

a)2x3—3x2—3x+2=0; e)x'3+l_3žx2+l3žx+l=0;
b)x3+x2+x+l=0; f)3x3+4x2+4x+3=0;
c)x3—x2+x—l=0; g)15(x3—l)—49x(x—l)=0.
d)7x3+57x2+57x+7=0;
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264. Řešte reciproké rovnice pátého stupně:
a) 2x5—x4—4x3—4x2—x+2=0;
b)2x5+5x4—1313—13x2+5x+2=0;
c) 8(x5 + 1) — 51:01:a+ 1) — 83x20: + 1) = 0;
d)61:5+x4—43x3—43x2+x+6=0;
e)12x5+16x4—37x3—37x2+16x+l2=0.

265. Řešte reciproké rovnice:
a) 6x“+23x5—2x4—5413—2x2+23x+6=0;
b) 12x“ + 281? — 21x“ — 7413 — 21x“ + 281: + 12 = 0;
c) 10x“ + 4715—46x4— 16613——4r6x2+ 47x + 10 = 0;
d) 6xa—35x5+56x4—56x2+35x—6=0
e) 6:56— 5x5— 44x4 + 441:3+ 51 — 6—= 0. [Návod k d), e): Dělte
nejprve výrazem :“ — l .]

266. Jako rovnice reciproké řešte:
a) 3x3+26x3+52x+24=0g
b)x'— 2x3—2x2—6x+9=0;
c) x5+3x4+2x3— 4x2—24x—32=o,
d) logo:s + 1) — log 7 —logx = log (x + 1) — log 6. [Návod k b):

(x2+%)—2(x+%)—2=0]
|267.| Řešte binomickourovnici: :“ + 1 = 0

Řešení
Tento dvoičlen rozložíme podle vzorce a" + b" pro n liché. ::5+ 1 =
=(x+ l)(x'—x3+x2—x+ 1)=0.Ztohox1= —lapod1eřešeni

úlohy 262 dostaneme ::m = š-(l + Víš—+i VID — 21/75), ::.,5 =

= %(1 — V5—j: iVIO + 2VŠ). Kořeny xmmm vyhovují dané rov­

nici. Přesvědčte se dosazením.

268. Řešte binomickou rovnici šestého stupně: :“ — l = 0 .

Řešení
VýrazJ:“- 1 rozložímena (x— l)(x5+x4+x3+x2+x+ l). ]e-li
tento součin roven nule, potom x, — l = 0, nebo x" + :“ + x“ + a:2+
+: + 1 = 0. Řešením této reciproké rovnice dostáváme kořeny ::2 =

= —l,xa,4=-_l—Ízi—Vš, xu= l———i2iV3.ŘešenírovnicexG—l =0'
jsme mohli provést i rozkladem (J:3—21) (xs + 1) = 0, z čehož plyne,
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že za — l = 0, ::s + 1 = 0. Kořeny těchto rovnic můžeme zjistit z dal­
šího rozkladux3—1=(x-—1)(x2+x+1), x3+ l =(x+ l)(xa—
— x + 1). Řešení je pochopitelně v obou případech stejné. Ověřte to.

269. Řešte rovnici:
a)x4+1=0; b)x4—l=0; c)x5—l=0.

270. Co možno soudit o kořenech binomické rovnice lichého stupně typu
x" + 1 = 0 (která má jeden kořen reálný)?

271. Řešte binomické rovnice:
a)x4—3=0; b) Baca—1:0; c) 8x3+1=0;
d,32x5—1=o; e)x4+64=0.

4 _ c _ ':—
[Návod k a): Položte :: = V3 . Vl, kde 1/1 jsou kořeny rovnice ::4 — l =

= o,)
272. Řešte binomické rovnice:

a) 16x“ + 81 = o;
b) 271:3— 125 = o;
c) 81x4—25=0.

273. Jako binomickou rovnici řešte rovnice:
a) x3+6x2=—12x+117; b) x3+3x2—x—3=0;
c) 14—4x3+6x2—4x= 15; d) (x—4)5=64;
e) (2x—l)5—(x+2)5=0.
[Návod: pro a): Doplňte na třetí mocninu dvojčlenu.

pro b): Rozložte na součin.
pro c): Levou stranu rozložte na čtvrtou mocninu dvojčlenu.]

\274.| Řešte binomické rovnice pomocí komplexních čísel v goniometrickém
tvaru:
a)x“—1=0;b)x2—l=0; c)x3—l=0;d)x'-—l=0;
e) ť—1=O;f) x7_-—1=0.

Řešení a):

Komplexní číslove tvaru goniometrickém má tvar :: = r(cos <p+i simp),
kde r je modul, goamplituda daného komplexního čísla. Komplexní číslo,
jehož modul je 1, je komplexní jednotka a má tvar :: = l(cos <p+ isintp).
Řešení rovnice x“ — l = 0 tedy zní (cos (;D+ i sin <;o)a= 1. Levou stranu
této rovnice upravíme podle Moivreovy věty na cos 699+ i sin 69). Číslo 1
na pravé straně rovnice je též číslo komplexní, jehož obraz v rovině kom­
plexních čísel má složky cos(O + 2k-rc)= 1, sin(0 +2k1t) = 0.

Platí tedy

cos 692+ i sin 692= cos(O + 2k-rr)+ i sin(0 + Zim), a tedy
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275.

27

cos 6qv=cos2k1c, óqo=2k1t, (P=k.Trr_ Řešení rovnice 15— 1 :O
k . k,

má tedy tvar xk -———cos£+i sm %, kde k :O, 1,2, ....5. Dané
rovnici vyhovují tedy hodnoty:

x.,=cosOo+isin00 : l;

x1=zc05600+isin 600—1+ lví;_? 2

x: : cos 1200+isin120o = —%+—%-Š,
Jc_..=c03180o+isin180" = —1,

:vc4,=cos240““+isin240o=;l—Ě,
]

xs =cos300o +isin 3000=; —1—!—3.

Obrazy těchto komplexních čísel tvořívrcholy pravidelného šestiúhelnika,
vepsaného do kružnice o poloměru 1 se středem v počátku pravoúhlé
soustavy souřadnic (rovnice pro dělení kruhu).

Řešte binomické rovnice pomocí komplexních čísel v goniometrickém
tvaru:
a)x3+l=0; b)x4+l=0;c)x5+l=0; d)x“+l=0.
Řešte tak i úlohy 271 a 272.

. Řešte binomické rovnice:
a)x2—i=0; b)x3—i=0; C)13+i=0; d)x5+i==0;
e)x9+i=0; f)x7—i=0

, _ '900+k.3600 _ _ 900+k.3600
[Návod:x"=0+1,xk=cos——n——-l—ism—;—',
k = 0,1,2, . . ., (n — l).]

8. OPAKOVÁNÍ

Řešterovnioe:
5 13 4x 5 12

a)x+—=—; b) + — —1;
x 4 : :::—2

9 :::—3 x—2 l
c)2x—-x_7_14,5, d)x—5+x+4=_2_
Nmpomíneite na zkoušky správnosti řešení.



278. Řešte rovnice:
a) a:2+ 0,91: — 0,36 = 0; b) ::2 — 0,1x — 0,01 = 0; c) 0,6x'-' +x +
+ 0,02 : o; d) 1,13:2+ 1,2x — 1,3 =*0; e) 2,1x2 _ 1,25x + 4,19 :

27
. Pro ktltgáx platí:_21 4 . 7 5

a) '— __ ——=12—
x—2 x x—3,b)2x--3+x—1 ,

c)(x—4):12+(2x—22):(x—6)=(16—x):4; d)2x
:::—3

—2
+

x+l_3x+ll_ 3x+l_5x—-14_t_l—2x
x—l" x+l * x—3 x—4 x—2;

2 ] x—4
“ 152—4—x(x—zf x(x+——2+=)

. Řešte rovnice:
a)(x+a)(x—b)+(x-1b)(x—a) 2a2—2ab;
b) (a+x)(a+2x)— (a—x)(a—2r)=(a+ 3x)2—a2—9b2;

c)2x—(a+b)=2xL_a; d)?_ (L+.l_) =

*28

a b
1

—x—__(—a_*_b)(a$0,b-/ŠO).

Které číslo má tu vlastnost, že zvětší-li se o a, zmenší se číslo k němu
převrácené též o a?

. Zvětšením strany čtverce se zvětšil jeho obsah 0 21 %. O kolik procent
byla zvětšena strana?

28 ._

28N

283. Na ramenech pravého úhlu se pohybují rovnoměrně dvě tělesa vycháze­
jící současnč z jeho vrcholu. První má rychlost 10 cm/s, druhé rychlost
0 30 % větší. Za jakou dobu budou obě tělesa od sebe vzdálena 10 m?

. Řešte a proveďte diskusi pro hodnoty parametrů a,“b:
a) x2—2(a+l)x+4a=0; b) (az—b2)x3—24x+l=0;

*28B

:: —b 20 8412

C):: —a+2=o d):c—a_x+a_x2—a2'
x—a x—b 4ab

e)x—b_:c——a+raz—baza

285. Sestavte rovnici, jejíž kořeny jsou převrácená čísla kořenů rovnice:

a) x2—5x+6=0; b) 3x2—8x+4=0; c) x2—2 3x—1=0.
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*286. Sestavte kvadratickou rovnici, jejíž kořeny maji součet —l a součet
převrácených čísel jejich kořenů je roven 0,5.

287. Aniž dané rovnice řešíte, určete zpaměti znamení jejich kořenů:
a)x2—4x+4=0; b)x2+2x+l=0; c)x2—6x+5=0;
d)x2—10x+16=0; e)x2+4x—5=0; f)4x2—5x—l=0.

288. Napište kvadratickou rovnici, jejíž kořeny jsou 2x1, 3x2, kde x1, ::2 jsou
kořeny rovnice :::2— 5x + 6 = 0.

289. Určete p v kvadratické rovnici 3:2+ px + 28 = 0 tak, aby součet
druhých mocnin jejich kořenů byl 65. Potom tuto rovnici řešte.

*290. Určete hodnotu reálného čísla p tak, aby rovnice VŠ:?+ 2p2 = 2px — l
měla kořen x = 1. Pro toto číslo pak řešte tuto rovnici. '

291. Kořeny xl, Ji:2rovnice 3:2+ px + 12 = 0 vyhovují podmínce a:1— xz =
= 1. Určete koeficient p.

*292. Jsou-li x„ ac2kořeny kvadratické rovnice x2 + px + q = 0, najděte
kvadratickou rovnici, jejiž kořeny jsou a:1+ x„ x1 . x,.

*293. Pro která r má daná rovnice dvojnásobný kořen:
a)x2—4x+r=0; b)x2+l2x+r=0; c)x2+rx+36=0;
d) 2xz+(1:—9)x+r2+3r+4=0; e) 2(r+2)x2—24x+r+
+ 3 = 0. Ulohy a)—c) řešte zpaměti.

*294. Pro která 7 má daná rovnice kořeny reálné, pro která imaginární:
a)x2+rx+ 10:0; b)x2+10x+r=0ř

295. V rovnici (k2 — 5k + 3):c2+ (3k — 1)x + 2 = 0 určete hodnotu para­
metru k tak, aby jeden kořen této rovnice byl dvojnásobkem druhého.

296. Pro kterou hodnotu parametru a má daná rovnice 12 —TSx + a2 = 0
jeden kořen, který je druhou mocninou druhého kořene?

297. Určete všechna číslaa, pro něž rovnice ::2 + ax + 1 = 0, x2 + x + a =
= 0 mají jeden kořen společný.

298. Stanovte hodnotu a, jestliže součet čtverců kořenů rovnice 3:2— 3ax +
+ a2 = 0 je 1,75.

299. V rovnici ax2 + bx + c = 0 jsou koeficienty a, b, c čísla reálná, a al: 0,
b2 — 4ac > 0.

a) Jaká je nutná a postačující podmínka pro to, aby kořeny x„ ::2 této
rovnice byly v intervalu mezi čísly p, q (p < q)? b) Jaká je nutná a posta—
čující podmínka pro to, aby jeden kořen této rovnice ležel v intervalu
(p, q) a druhý ne?

300. Ve kterém intervalu leží číslo a, mají—lioba kořeny xl, ac2rovnice a) 1:2—
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30

30

*303.

30 .

30

30

30

31

31.

1.

P

h

5.

_.

0.

_

—2ax+a*— ] =0 být v intervalu(2,4); b) 4x2—2x+a=0
v intervalu (—l,l); c) (2a + 3)Jn:2+ (a + l): + 4 = 0 v intervalu
(—2,0)?

Pro která a je rozdíl kořenů rovnice 2x2 — (a + l)x + a + 3 = 0
roven 1?

Pro která k bude jeden kořen rovnice ::2 — 7x + 2k = 0 dvakrát větší
než kořen rovnice ::2 — 5x + k = 0?

Pro která čísla a mají rovnice (1 — 2a)x2 — 6ax — l = 0, cm2— x +
+ 1 = 0 společný kořen?

Pro která čísla m platí dané nerovnosti při každé hodnotě proměnné x:
a)x2+2x+m>10; b)mx2+12x—5<0; c)x2+2(m+l)x+
+9m—5>0; d) (5—m)x2—2(l—m)x+2(l —m)<0;
e) (4—m)x2—3x+m+4>0?
Dokažte, že trojčlen ::2 + 5x + 16 pro žádné celé číslo :: není dělitelný
číslem 169. [Návodz 40:2 + 5x + 16) = (2x + 5)2 + 39.]

Sestavte kvadratickou rovnici, jejíž kořeny jsou:

a)x1=3_Š,x2=3+lÉ; b)x1=2—i,x2=3—2i;
—1+4iVš _—1—4ij/75_ _2—i—'3'—'x2_ 3 'd)xl_1+i

Sestavte kvadratickou rovnici s reálnými koeficienty tak, aby jeden
kořen byl: a) 3 — 4i; b) —5i; c) p + qi; d) 2(cos 30Q — i sin 300);
e) cos 240Q+ isin 2400.

c)xl= ,x2=l+i.

. Najděte reálná čísla x, y z rovnice:
. 6 .

(x+y)2.1—i—=x—y+51(x+y)—l.
. Pro která reálná čísla b má daná rovnice imaginární kořeny: a) i:2 +

+bx+4=0; b)x2+4bx+64=0; c)x2—5bx+25=0?
Najděte všechny kořeny rovnice 4x4 — 24.1:a+ 571:2+ 181: — 45 = 0,
je-li jeden její kořen 3 + iVó.

Sestavte rovnici s reálnými koeficienty, jejíž kořeny jsou:

a) xl=l——il/Š, 1:2: 1 +i1/í; b) x1=2+-;—V3_,x2=2—%V3T;
i i_ _ i i

c>x1=V2—2»xz=V2+'5;d)x1=1—3,x2=l+í.
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312. Řešte rovnici:

313.

31h

315.

316.

317.

31©

3_

*320.

100

9.

a)x2—2x+4=0; b)x2—4x+%=0;
_ 9 10.

c) x2—2V2x+-I=0; d) x2—2x+í=—'
Řešterovnici:

a)x2+3+4i=0; b)x2+6i—8-—-0;8)x2—16+30i=0;d)x2+8i—15=0; e) x2—9+40i=
. Pro která :: je splněna rovnice:

a)x2—Žxi—l=0; b)x2+2xi—í=0;
6 4

c)x2—xi+6=0; d)x2—Šxi+l=0?
Určete hodnotu x, která vyhovuje rovnici:

a) 1:2—(4+i)x+6+2i=0; b) x2+(i—4)x+5+i4=i0;c) x2—(3+2i)x+5+i=0; d) x*+(2i—4)x+7—41=0;
e) x2+(4i—3)x—l—5i=0.
Normální jízda plně obsazené kabiny lanovky stojí 72 Kčs. Kolik osob
měla skupinka turistů, kteří si vyžádali zvláštní jízdu, přičemž každý
z nich zaplatil o 4 Kč: více proto, že do úplného obsazení kabiny chyběly
tři osoby?

Čitatel zlomku je o tři menší než jmenovatel. Sečteme-li tento zlomek

s jeho převráceným číslem, dostaneme l;:- . Který je to zlomek?
. Žák násobil dvě čísla, z nichž jedno bylo o 94 větší než druhé, ale zmýlíl

se a zmenšil cifru na místě desítek o 4. Při dělení výsledku chybného
součinu větším z obou činitelů dostal podíl 52 a zbytek 107. Která čísla
násobil ?

Jeden závod vozil z hromady uhlí na dole od 1. září denně a tun uhlí,
druhý od 10. září b tun uhlí denně. Večer 25. září byla na té hromadě
polovina původního množství uhlí. Kdy bylo odvezeno uhlí, jestliže
každý závod ho odveze stejné množství?

Dva traktory různé výkonnosti začaly s orbou 14 ha pole v 7 h a skončily
práci současně. Kdyby první z nich zoral o 0,1 ha/h více a druhý začal
práci o hodinu dříve, pak by práce byla skončila o lh 12 min dříve.
Kdyby druhý traktor za hodinu zoral o 0,1 ha více a první začal práci
o hodinu dříve, byla by práce skončena o 1 h 4 min dříve. Kdy tedy
sk0nčíly oba traktory práci?



321.

322.

323.

32:“

325.

326.

327.

32CD

Dva vodiče, jejichž ohmickě odpory se liší o 3 Q, mají při spojení vedle
sebe odpor 2 Q. Jaký je odpor každého z nich ?

Dva spotřebiče spojené m sebou mají odpor 32 (2, při spojení vedle sebe
69. Jaký je ohmický odpor každého z nich?

Železný kvádr, jehož hmotnost je 1 000 kg, má být vyválcován na ll m
dlouhou tyč s obdélníkovým průřezem. Jaké rozměry má profil, jestliže
jeho strany se liší o 8 cm?

Jsou-li koeficienty rovnice axz + bx + c = 0 čísla celá, přičemž je b
číslo liché, nemůže mít rovnice dvojnásobný kořen. Dokažte. (a i 0)

Určete všechna čísla a, pro něž rovnice
::2+ ax +1 = 0 a ::2+ x + a = 0 mají stejný kořen.
[Návod: Odečtčte obě rovnice.)

Pro která :: je splněna rovnice:
a) 6x3+13x2—26x-—48=0; b) 6x5—35x5+5614—56x2+
+35x—6=0; c) 6x4+7x3—36x9—7x+6=0; d) 6x4+
+35x3+62x2+35x+6=0.
Řešte:
a) 16x3+255x4—16=0; b)x3—15x'—16=0; c)x“==l;
d) x4—25x2+ ] =0.

. Najděte hodnoty parametru a, pro něž nejsou ekvivalentní rovnice:
a2+2x _ x—a3) , (cz+2x)(a+x)=(x—a)2;
:: — a x + a

b)“+*= l ;, (a+x)(a—1)=ax+x2;
aa:2 x(a — ]) a(a — l)
aa:a

c)——Í—2a=a2+l, ax2—2a(x—l)=(a2+l)(x—l).x —

Stanovte ty hodnoty parametrů a, b_,pro něž jsou ekvivalentní rovnice:
(x—ař + x(x—a) + x2 19a =— 6x— 2—13 _

)(x—a)2—x(x—a)+x2 7' ( a) x(x a)+

+6x==0; b)?iza—q.x+“=?_%x_+2a——b,
“gb—“ x+b b 2x+2b_a

-<x+2b—a>;c>'3“—*.3*—b=9a—b.w,—x 3x—a 9b—a 81—3a+3b
“'“—*) “JC—b) (9b—a) (8x—3a+3b>= (3b—x) (3x—a).
(„a—b)(8x+3a_ b). _
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330. Najděte množinu reálných čísel x, která vyhovují rovnici:

a) Vš+V61——x=11; b) Vác'R+Ví—7=7;
c) VLTI—Vm=ví——š; d)Vax—+1+ Vílí =
= Wm; e)Vm --Vm = 2,
f) %: + 3 —4Vx_1—1+ Vx+8—6Vx——_l = 1.

331. Pro která reálná :: jsou splněny rovnice:

a) lxa—xl =2; b) |x2—4| :S; c) lxz—3l =1;
ac2 |2x—3

d>|9x2—1|=2; e) ;_—2.=1—2x;f)| x, \=1;
l x+l2x—— =1' h =l?

g>| | L. , >x2+1|
332. Pro která reálná čísla :: jsou splněny rovnice:

a) 2x—l=1; b) _x+1=1;
:: xz+l

2 __c) _x_=|1_2„|;d)%__3=1p
:::—2 ::2

333.Dokažtc:
2 _ 2 2

(E22) + (EIZ—x) =x2. “1;“ . [aječísloteamu

334. Řešte algebraicky i goniometricky:

a) x4—81=0; b) x“—64=0; c) x“—256=0.

335. Která :: vyhovují rovnicím:
a) 6x6—35x5+68x'—70x3+68x2—35x+6=0;
b)x“-j-15x2(x2+l)+l =7(x2+1);
c)8+8x4+14x3——69x2+l4x=0;

d) x'+3x3—lí9x2+3x+1=0.
336.Řešterovnici:

a) 2 2210875021044:+ 7) _ 9 . zimozmz + 1) = —2;
x19103'2:+101

W.,—„— = 10“x'““““'“"_x 0"
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337. Řešte graficky rovnice:

a)ÍŽ_E=5; b)Ž+ĚŽ=3; c)2x+2=í—4;
5 x 4 x 7x—2 x+4

d) lo—==Š— 4-; e)V;+6=x; f)y2=x2.x—2 x x—3

338. Které celočíselné hodnoty x, y vyhovují rovnicím:
a) 5x2 + 23:2= 133, 2x + 33; = 16; b) 31:2— 23! = 23,
4x + Sy = 22; c) 31:2—7y2= 35, 3x + 5y =4l; d) 2:2+y2 =89,
xy=40; c) x2—3xy+y2=44, xy ———-20;f) 4x2+5y2=389,
7x2 — 33;2 = 105 .

339. Která :: a y vyhovují soustavě rovnic:
a) 5x2 + 33:2= 17, 4x2 — 63;2= —20; b) ::2 +„y2 = 40, x : 3y;
c) 2:2 — 33;2= 6, 3:1:2— 2y2 = 19; d) 3:2+3;2 = 130, xy = —12;
e)x2+y2—xy=l9,2x+3y=0; f)x2+y2+x+y=18,

12_ 2 _ = . _ _ _ = _ =
x y+x y 6,g)x y 4,x+y 6.

340. Smísíme—lia litrů lihu prvního druhu a b litrů druhého druhu, dosta­
neme líh k procentní. Smísíme-Ii b litrů prvního druhu a a litrů druhého
druhu, dostaneme líh t procentní. Kolikaprocentní je líh prvého druhu
a kolikaprocenmí je líh druhého druhu?
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|||. ČÍSLA REÁLNÁ

|. čÍSLA RACIONÁLNÍ A IRACIONÁLNÍ

l. Počítejte zpaměti:
a) Teploměr ukazoval ráno 2 c'C, v poledne stoupl o 5 0C, večer klesl

o 10 oC. Kolik stupňů ukazoval večer?
b) Hladina řeky byla prvý den v týdnu 6 cm nad normálem, druhý den

klesla o 8 cm, třetí den klesla o 2 cm a čtvrtý den stoupla o 3 cm.
Jak vysoko stála vodní hladina čtvrtý den vzhledem k normálu?
Znázorněte též na číselné ose.

c) Olovo se taví při 332 ('C, rtuť mrzne při teplotě o 371 0C nižší. Při
kolika oC mrzne rtuť?

d) Od založení Říma až do roku 1966 uplynulo 2 719 let. Kdy byl Řím
založen?

2. Praha má zeměpisnou délku 14025'57" východní délky od Greenwiche.
Lisabon leží od Prahy o 23036'57" na západ. Jaká je zeměpisná délka
Lisabonu?

3. Jaký je rozdíl zeměpisných šířek Prahy (5005'19" s. š.) a Rio de Janeira
(22055' j. š.)?

4. Znázornčte na číselně ose obrazy racionálních čísel —3; 5; —7; 2;
—4; 4 a vypočítejte zpaměti, oč je větší a) číslo 5 než číslo —3, b) číslo 2
než číslo —7, c) číslo 4 než číslo —4.

5. Znázoměte na číselně ose obrazy racionálních čísel 5%; —7%; _2í ;

1%; —6%; 4% a vypočítejte zpaměti, oč je menší

a) číslo —7l než číslo 5%; b) číslo —2% než číslo 1%; c) číslo

—6l než číslo 4?'

i menší než číslo2% ?Znázoměte na číselné ose.

7. Určete aritmetický průměr čísel (—2) a 3 a zaznamenejte jeho obraz
na číselné ose. Jakou polohu má tento obraz na úsečce, jejímiž koncovými
body jsou obrazy daných čísel?

6. Které číslo je o
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l
8. Znázoměte na číselné ose obrazy čísel —SZ a 6% a vyznačte na ní

obrazy všech celých čísel, která leží mezi nimi. Stanovte aritmetický
průměr těchto celých čísel.

9. Které z čísel (—2)2, —(2)2, —(3)2je největší a které nejmenší? Znázor­
něte na číselné ose.

10. ]e-li m libovolné přirozené číslo, kolik přirozených čísel leží mezi číslem
(m—l)a(m+6)?

ll. Ukažte na ose číselné, že platí :

a) 4 + (—5>+% = 4 +; + (—5);

b) (5—3) + 4%=(5+4%>-- 3.
Které zákony tu ověřujete?

12. Převeďte na zlomky desetinné:

a) i 2 l 3 _3 21 172' 5' s' š' 22.5,2.5=*28.5'
2

31 3 5

23 . 52 ' Š ' 16 *

2 8 5 3 17 233 43

3' 9' 33,11' 90' 990'165'
Které z nich se dají psát ve tvaru ukončeného desetinného čísla, které
jsou ryze a které neryze periodické?

13. Dokažte, že zlomek, jehož jmenovatel je 5", kde n je libovolné přirozené
číslo, lze psát ve tvaru ukončeného desetinného čísla.

14. Dokažte, že zlomek, jehož jmenovatel je 2", kde n je libovolné přirozené
číslo, lze psát ve tvaru ukončeného desetinného čísla.

15. Dokažte, že zlomek, jehož jmenovatel je 2". 5'", kde n, m jsou libovolná
čísla přirozená, lze psát ve tvaru ukončeného desetinného čísla.

b)

16. Napište ve tvaru desetinných čísel zlomkyě a %, výsledky sečtěte
a porovnejte s desetinným zápisem součtu zlomků:

2 5 l 1 l l
a -—+—; b — —; c —+—.
)5 12 ) 4 + 6 ) 3 6
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17. Převedte na zlomky obyčejné tato desetinná čísla:
0,12; 0,75; 3,8; 23,45; 1,05.

| 18. | Převedte ryze periodický desetinný zlomek 0,54 na zlomek obyčejný.

Řešení

0% = 0,324324324........ (1)
Násobíme—li obě strany rovnice (l) číslem 103, dostaneme rovnici

1000 . 0,3_24= 324,324324........ (2)
Odečteme-li od rovnice (2) rovnici (l), dospějeme k rovnici

— . — 324 12
999 . 0,324 = 324, odkud je 0,324 — Ě _ 3—7.

Správnost výsledku snadno ovčí-ímeobrácením postupu:

_12_= 12:37=0,ít.

Závěr:0,1%= B .

TĚ Převedtenerýze periodickýdesetinnýzlomek0,25 na zlomek obyčejný

Řešení

0237 = 0,2373737........ (1)
Znásobíme-li obě strany rovnice (1) nejprve číslem 103 a potom číslem
101, dostaneme rovnice
1000. 0,2í = 237,373737.......... (2)

10. 0,2? = 2,373737.......... (3)
Odečteme-li dále od rovnice (2) rovnici (3), dospějeme k rovnici

990.0,2? = 235, odkudje 0,2š= É = L .
990 198

Výsledek je správný, neboť 11970-= 47: 198 = 0,2? .

Závěr:0,2? = 3 .
198

20. Převeil'tena obýčejné zlomky: _ _
a) 0,27 ; b) 0,6; c)_2,345 ; d) 0,1234 ; e) 0,72 ; f) 0,136 ;
;) 0,727 ;h) 3,3985.
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21. Proveďte:_ _ _ _
a)0,4_+0,l2_; 07+ 035 o,47+_o,;023
b)0,47+0,023; o,5354+o,s5;2,35—1,231;1,25—o,773.

*22. Proveďte.

*23.

24.

25.

2 .

27.

3_

32.

a) 152.15; b) 0,32. 1,3 .

Řeštgovnici; _
a) 0,251:+ 0,23: = 1i3;
b) 2,64x — 3,48 = 1,48x.

O kolik procent je číslo 0,28 menší než číslo 0,28-?

Určete druhé mocniny čísel73, 86, 59, 92, 99, 29. Kvý'počtu užijte vzorce
(a + b)2= a2 + 2ab + b2nebo vzorce (a —b)2= (:2— 2ab + b2.
[Návod: Např. 292—_ (20 + 9)2 nebo 292—-— (30 — l)*.]

Vyhledejte v tabulkách druhých mocnin:
a) 3,42; 622; 8702; 0,262; 0,0482 ;
b) 6,282; 38,92; 9522; 4 3802; 0,7332 ;
c) 2,4522; 29,842; 0,358 82; 0,045 792.

Z tabulek vyhledejte druhé mocniny čísel 36, 73, 24, 87, 92 a pomoci
výsledků vypočítejte: 3642, 7363, 2472, 8752, 9252.

Jako mocninu trojčlenu určete: a) 1112; b) 1092.

Proveďte a) zpaměti: 34,44, 54, (3); b) písemně. 454, 6,14 0,244.

Vyhledejte v tabulkách třetích mocnin:
a) 173; 2,83; 523; 0,433 ; 0,743;
b) 2313; 3,163; 74,23; 8553; 49,63;
c) 112,2s ; 2,3563 ; 132,63.

. Rozhodněte, kterými číslicemi mohou být zakončeny a) druhé mocniny,
b) třetí mocniny přirozených čísel.

Stanovte hodnoty těchto výrazů:

a) 54,82 — 9; 2,372 + 0,016; 0,3242 + % ;
b) 9,242 + 1,32; 2, 642 — 1,582;

c)0,,322+132+ll,12;0,2,32+06342 2—0;

d) 1,5a -—0,252; 12,1a + 3,42 — Š .
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33. Jak zjistíte výhodně hodnoty výrazů:
a) 1,62 _ 0,72; b) 24,82 — 21,22; c) 7,362 _ 6,262;
d) 0,3a . 0,052; C) 1,22 . 0,82; f) 5,542 : 0,62 ;
g) 1,32 . 0,32 -—0,382.

34. Proveďte:

a) (4_ + 2%)175—_ (3,52_ 252) - 3,25;
b) (9,252 —-6,152)2 —-(8,352 _ 6,65'2)2;

15:652 — 9,352 + 25 + 10,5

25,742 — 14,262 — 2B — 25: 10'

| 35_| Dokažte, že Víje iracionální číslo. Stanovte dále její přibližnou hodnotu
na 3 desetinná místa a) aproximováním, b) odmocňováním a zkontro­
lujte výsledek pomocí tabulek.

Řešení

l. V3 není číslo přirozené, jelikož neexistuje takové přirozené číslo,
jehož druhá mocnina by se rovnala číslu 3.

. Ví není zlomkem tvaru %, kde p, q jsou přirozená čísla navzájem
to

nesoudělná a q $ 1. Důkazptohoto tvrzení provedeme nepřímo takto:
Předpokládejme,ze V3 : —,kde zlomek—? má uvedené vlastnosti,

a je tedy v základním tvaru.

Potom platí vztah ŠJ,—:= ,

přičemž zlomek p—z: u je také v základním tvaru (jakse dá snadno

dokázat), neboť čísla pz, q2 jsou nesoudělná a q2 75 ].
Vzniklý spor (zlomek v základním tvaru s jmenovatelem různým od 1
se nemůže rovnat číslu 3) ukazuje, že předpoklad nebyl správný, z čehož

plyne, že Vínení zlomkem tvaru % .
Závěr: VŠ není číslem přirozeným, není zlomkem, není tedy číslem

racionálním.

a) Určeme dále přibližnou hodnotu V3 na 3 desetinná místa aproxi­
mováním.
Postupně platí:

1<V3“'<2,nebof1<3<4;
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1,7 < V3—< 1,8, neboť 2,89 < 3 < 3,24;
1,73 < V3< 1,74, nebot 2,992 9 < 3 < 3,027 6;
1,732 < V3—< 1,733, neboť 2,999 824 < 3 < 3,003 289;

17320 < 3_3'<1,7321, nebot2,999 82400 < 3 < 3,000 17041.Závěr. __17,3.2

b) Určeme V33na 3 desetinná místa odmocňováním.
V3_=1,7320...

200: 27 . 7
1100: 343 . 3

7100: 3462 . 2
17 600: 3464

Závěr: Vši 1,732.
Př_esnějšíhodnota uváděná v matemat. tabulkách:
V3 = 1,732 050 81.

36. Dokažte, že Vš"je číslo iracionální.

37. Dokažte, že (VŽ _ 1) je číslo iracionální.

38. Dokažte, že číslo 51/27je číslo iracionální.

39. Jestliže přirozené číslo m není druhou mocninou žádného přirozeného
čísla, potom Vm je číslo iracionální. Dokažte to.

40. Znázorněte_na číselné ose obrazy čísel VŽ, V3, V5_. __
[Návodz V2 je délka úhlopříčky čtverce, jehož strana je 1, V3 je délka
dvojnásobné výšky rovnostranného trojúhelníka, jehož strana je 1, V5 je
velikost přepony pravoúhlého trojúhelníka, jehož odvěsny jsou 1 a 2.1

41. Uspořádejtepodle velikostičísla. 14141,4_171;1412141ZVŽ

42. sin 600: V—3, cos 450: V—22—,tg 30“: L; .Vypočítejte hodnoty těchto
funkci na 52desetinných mzíst a zkontrolujte si výsledky s hodnotami,
které jsou uvedeny v tabulkách.

43. Proveďte:

a) V6—4+V3_6;b) vm; c) V6Í+ 36; d) 64 + V36.
44. Určete:

8) VW; b) VŠČ; <:) VWOO; d) VŠFS; e) V773; f) V76—1,Ž;

;) V9868; h) V0.1355; 01/6555; MB,—8073;k)l/Ž2,—85.
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4

46.

4 .u

49.

50.

5 .

$" Určete z tabulek:

a) lí; lol/W; c) Í/s_o;col/W; e) “vm 017W; 9175197;

h) lat—9573;ole—583;017W; lol/(W; 1)lm;

mim—sm .
Obdélnik má rozměry 15,2 cm a 9,5 cm. Udejte velikost strany čtverce
stejného obsahu.

Čtvercová síň je vyložená 4 900 čtvercovými dlaždicemi, z nichž každá
má obsah 225 cm2. Udejte rozměry síně.

. ]e dána krychle, jejíž hrana má délku 6 cm. Určete délku hrany krychle,
která má povrch pětkrát větší.

Určete délku hrany krychle, jejíž objem je a) dvakrát, b) pětkrát tak
velký jako objem krychle o hraně délky 6 cm.

Jsou dány dva čtverce, jejichž obsahy jsou 29,4 cm2 a 48,5 cm?. O kolik cm
je délka strany druhého čtverce větší než délka strany čtverce prvého?

Určete délku strany čtverce, jehož obsah je roven součtu obsahů dvou
čtverců, jejichž délky stran jsou a = 6,25 dm, b = 7,43 dm.

52. Určete tloušťku bukového trámu (g = 0,7 g/cma) čtvercového průřezu,

55.

5 ._.
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délky 4 rn, jehož hmotnost je 175 kg. (Objem V = a2 . v, kde a je strana
čtvercového průřezu a 7)délka trámu.)

Vyhledejte z některých přesnějších tabulek hodnoty čísel n a ; a za—
okrouhlete je na 7 desetinných míst.

Který z výrazů se nejvíce blíží číslu n:
—————2 3 _ _.

a) 4+(3—%); b);(3+1/5); c)0,26Vl46?
U malých transformátorů se počítá s proudovým zatížením měděných
vodičů 2A/mm2 (tj. proud 2 A na každý čtverečný milimetr průřezu
měděného vodiče). Jaký průměr '(0) drátu s kruhovým průřezem
musíme volit při proudu a) 1 A, b) 0,5 A, c) 2 A?

. Objem rovnostranného válce je 7411:cm3. Určete velikost jeho poloměru.
(Objem V = 21tr3; v = 27.)

Určete velikost poloměru koule, jejíž povrch je
a) 21,8171:cm?, b) 54,85 cmz. (Povrch S = 41tr2.)



59.

60.

6 ._

6

63.

!“

65.

67.

69.

. Určete velikost hrany krychle, která má stejný objem jako koule o polo­

měru r. (Objem koule V = Šuf-".)

Určete velikost poloměru koule, jejíž objem se rovná ] m3.

Určete uspořádanou dvojici čísel [x, y), která řeší soustavu
5x+4yÍ= l4,973_;_—99x=28.
Je x i V2, y = V3? Mohou tvořit řešení této soustavy čísla iracionální?

2. NEROVNOSTI

Jaké geometrické útvary vyplňují na číselné ose obrazy čísel J:, pro něž
platí: a)x25, b)x>3, c)x<l, d)xg —2,e) —5<x<4,
f) —8$x<6, g)0gxg2,5?
Jaké útvary vyplňují na číselné ose obrazy čísel :: $ 2?

Na číselné ose vyznačte obrazy všech přirozených čísel J:, pro něž platí:

% < :: g 5 .

Jak umístíte na číselné ose, na které není ještě zvolen počátek, obrazy
čísel x a y, víte-li, že platí :: < y? Jaký geometrický útvar vyplní obrazy
všech čísel y při pevně zvoleném obrazu čísla x?

Za a, b, c volte libovolná určitá čísla a ověřte si tak správnost pouček:
a) ]e-li a < b, je a + c < b + c, b) je-li a < b, je —a > —b.Využijte
též číselné osy.

. Platí-li 0 < a < 1; co platí o číslu %?
. ]

Platí-11 —1 < ? < 0, co platí o číslu a?

Co mcř'- i o znamení čísel a, b, jestliže platí:

a) a+b>u, b) ab>0, c)%<o, d)%>0?
Za kterých podmínek platí, že součet a + b je a) menší než jeden sčí—
tanec, b) menší než kterýkoli sčítanec? Kdy je součin ab menší než
kterýkoli činitel?

U. ete, které z těchto nerovností jsou ekvivalentní:

a)_x+3>3p+2; b)px>4,p>0;
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c)2x—3p+l>0; d)x>%€—l;p>0;

e) %p—x<%5 f)3p—2x>2; g)p2x<4p.
70. Člslem : násobte obě strany nerovnosti:

a)—Š—>—l,c=6; b)——Š—>—1,c=—6;

c)a2>b,b<0,c=b; d)x3<x2,c=%,x$0.
71. Zvolte na číselné ose s počátkem P obrazy dvou libovolných kladných

čísel a, b, přičemž a > b. Jakou polohu na číselné ose má obraz čísla

a ;- b vzhledem k číslům a, b? Jaký vztah platí mezi čísly a, b, 0—32?

->a?
72. Pro která čísla b je a ;- b

_b>b?73. Pro která čísla a je “

74. Pro která čísla a má zlomek 30 _ 2 hodnotu větší než ]?

75. Pro která přirozená člsla a má zlomek 5a _ 4 hodnotu menší než !?

Vyznačte obrazy všech čísel a udané vlastnosti na číselné ose.
76. Jaký vztah plati mezi součiny ac, bd, jestliže čísla a, b, c, d jsou

a) kladná, b) záporná a v obou případech je a < b, 6 < d?

77. Mezi vzdálenostmi a, b předmětu a obrazu od čočky nebo kulového

zrcadla platí' vztah % + % : i, kde f je velikost ohniskové dálky
přístroje. Určete nerovnost pro b, jestliže platí: a) a > 2f; b) f < a <
<2f,a>0; c)0<a<f.

78. Je dán pravý zlomek % , přičemž je a > o, b > o. Přičteme-li k čitateli
i jmenovateli tohoto zlomku totéž číslo c > 0, zůstává zlomek pravý.
Dokažte to.

+
79. Jsou-li a, b reálná číslaa a < b, potom platí a < a—2b < b. Dokažte.

80. Jsou-li a, b, c, (! kladná čísla a platí-li nerovnost & < % , pak platí takéb

nerovnost% < 2——1- ;d< —D.okažte.
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81. Jsou—lia, b reálná čísla, dokažte, že platí:
l 4a+3

: . . < —
a)a+—a222,a;£0, b)l a9—4,
c)a“+b222ab; d)a2+b22ab.

82. ]e-li p > 0, q > 0, dokažte, že platí:
1 la + —+— 24;

)(P q)(p q)

b)102+qz ; (? +q)2_2 2

m a) Platí-li mezi reálnými číslym, n, p, q nerovnost mp + nq > mq + np,_ pakiem>n,p>qnebom<n,p<q.
b) ]e-li m > 71,p > q nebo m < n, p < q, přičemž m, n, p, q jsou reálná

čísla, pak platí nerovnost mp + nq > mq + np. Dokažte to.

Řešení

a) Upravuime postupně nerovnost mp + nq > mq + np takto:
mp+nq—mq—np>0,
'n(1>—q)—n(p—q)>0,
(p—q)(m—n)>0..................................... (l)
Nerovnost (l) je ekvivalentní s nerovností mp + nq > mq + np a je
splněnatehdy, je-lip—q>0, m—n>0 nebop—q<0, m—
—n<0,tedyprop>q,m>nnebop<q,m<n.

b) ]e-li p>q, m>n, je p—q>0, m—n>0 a součin(p—q).
. (m —n) > 0; z této nerovnosti ekvivalentními úpravami plyne
nerovnost mp + nq > mq + np.
]e-li p<q, m<n, ie p—q<0, m—n<0 a,součin(p—q).
. (m —n) > 0. Z této nerovnosti plyne nerovnost mp + nq > mq +
+ np.

Závěr: Obě věty jsou platné. Věta b) je obrácená k větě a).

] Dokažte,že pro všechnareálná číslap, q plati:
P'+q'š(P*+qz)—P4­

Řešení

Upravuime postupně danou nerovnost takto:
?“+ 9“z (192+ q2)pq,...................................... (1)
p*+q*—pq<p*+qz>zo,
P4+ď—Paq—Pq320,
PKP—q)—q“(P—q)_-20,
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85.

87.

*90.

*91.

114

(p—q)(p“—ď)20
(p —-q)(p—q)(p*+pq3+q2)20
(p—q)2(p+2—+ Í—q2>0............................ (2)
Nerovnosti (2) a (l) ]SOUekvivalentní, nerovnost (2) je však splněna pro

všechna reálná číslap, q, neboť (,v—q)2; 0, (p + _)24+—3—q2?_.0.
Stačí tedy postup obrátit, ti. vyjít z nerovnosti (2) a dospět ekvivalent—
ními úpravami k nerovnosti (1), aby daný vztah byl dokázán.

Závěr: Jsou-li p, q reálná čísla, platí mezi nimi vztah
“+ďš(ď+qz)pqo

Dokažte, že pro reálná čísla a, b, : platí vztah:
a) a2+b2+czšab+ac+bc;
[Návod: Obě strany nerovnosti násobte dvěma, potom nerovnost
anuluite a upravte na součet druhých mocnin.]
b)a2+b2+czš2(ab+ac+bc)—3;
c)(a+b+2c)zš4(ab+ac+bc).
Dokažte, že pro reálná čísla a, b, c, d platí vztah
3(a2+b2+cz+d2)š2(ab+ac+ad+bc+bd+cd).
]e-li p > O,q > 0, dokažte, že platí:
a) (? + q)(pq + 1)2 4m;

[Návod: Danou nerovnost upravte na tvar q(p — l)2 +
+P(q—1)2š0—]
p*+q“ 1>+<13

b) _—2 g(_——2).
. Dokažte, že pro všechna čísla a > 0 platí:

a:, + ] š a + a2.
z a

Jsou-li číslaa, b přirozenáa platí-li a_ < 2, pak platí také (iz—b >2.
b2 a + b

Dokažte. .

Je-li a,\ 0, b > 0, potoma10+ b10$a—ul7+— D.okažte.

[Návod: Nerovnost upravte na tvar (a —bb) (a11—b“) z 0 a sledujte
případy a = b, a > b, a < b.)

Dokažte, že pro každou trojici kladných čísel a, b, c platí vztah
_ l l ]

(a+b+c) (—+—+—)29.a b c

Kdy nastane rovnost?



92.

93.

*94.

95.

V praxi se často používá tzv. průměrných hodnot vytvořených z několika
hodnot naměřených nebo pozorovaných. Tak např. aritmetický průměr

čisel p, q ie ? 1- *!, geometrický průměr Vp—q,harmonický průměr

_13_.
P + q .

2

Dokažte, že geometrický průměr číselp, 4 je větší než průměr harmonický
a menší než průměr aritmetický (p > O, q > 0, p :X:q).

Dokažte, že v pravoúhlém trojúhelníku, jehož odvěsny mají délky a, b,
přepona délku : a výška na přeponu délku 0, platí:

a)f'_í_Ž_<__c;magi; c)4v=<c2+2ab.
V2 2

Obdélnik má délky stran AB = CD = a, BC : DA = b a délku
úhlopřlček AC : BD = 2r, kde 7 je poloměr kružnice obdélníku
opsané. Průser úhlopřlček je S. Veďte kolmici AP z vrcholu A na
úhlopříčku BD a jeji patu označte P, dále kolmici PQ na úhlopříčku AC
a její patu označte Q. Vypočítejte velikost úseček AP, AQ, PQ a zdů­
vodněte nerovnosti:

a) APgAS=r; b) AD>AP; c) PQ<AP
d)a+bg2rV2_; e)2AP2<2r“+ab.
Řešte nerovnosti a příslušnou množinu čísel zobrazte na číselné ose:
a)4x—3>5—2x; b)2+5x<2x—6;

3 _ _
c)——x—5>0; d)2x 3+3 x>0;

4 12 16
2 1—21: 2x—5 7e4——x<0' f__.+—<__.

) 5 , ) 3 2 6,
2 2

g);(x—4)—l>0; h);(x—l)—3<0;
. x—3 1—2 :: .::—5l) —— >————;

2 3 2 3
. 5 — _,) +x_3x>l 5x; k)x—5x 3<3x+5.

2 3 8 8

Řešte:

a)2(5+3v)<8+6'v; wxjžš;
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)2n—l<n+6; d)5(p—l)_l>2_(u-l);
3 2 6 3

e)2+3(_x___+l)< __x—l;
8 4

f)_3:c—l_13—:'c>1:f_ll(.7c-+3).
5 2 3 6

97. Určete všechna přirozená čísla, která vyhovují nerovnosti:
2+27x 5 l2x+la)———<-+——;

6 2 3
4x 2b—g—+x- c3x ;)3 3 , )(

d) (3x — S): + (4x — na > (5x — 4)2;
7 — :: 2x — 3 l — 2x

e) —— > .— ————-.
2 4 5

98. Určete všechna celá čísla záporná splňující nerovnosti:
l 3

a) 6y+1>2(y—5)—15 b);(1+2y)ššy+1;
10—

c) ž+4>—2y-+1; d)4<y+2)+3(y+1)—7y>o;

e) —x—2“+6>4“——_2; f) 2(z—7)>2—“_105.
2 3 5' 5

99. Určete všechna reálná čísla J:, pro která mají tyto výrazy hodnoty kladné:
a) 5(x + 1) + 2(x + 2) _ 3(1 _ 3);

mail—3:34; c)7(x—2)—7x.
100. Určete všechna reálná číslay, pro která mají tyto výrazy hodnoty záporné:

2 4
any—+ +3<y+2); b)3y—2<y+1>+3(1—y>.

101. Určete všechna reálná čísla v, pro která mají tyto zlomky hodnotu
kladnou:

a) ; b)2_v; C) _4.
8 + v 12 20 — l
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102. Řešte nerovnosti a proveďte diskusi řešení vzhledem k parametru m:
a)m(x—l)>x'—2; b)x+m>2mx—m2;
c)(x+m)2<x2+l_; d)(x+2m)2>x2+4;

mx + 1 4m — :: me)—+———<—;
3 2 6

f)í+l+3x>x+2,maé0;
m 2 4m

g)—íx——'Ž(—x+—l)<1,m$2.
2 — m 2 — m

103. Řešte soustavy nerovností:
a)2x+8>3x—4, b)3x—8<2(2x—5),

5x—+7<2x+7; 5x+2>9(l—-x).
7 3

104. a) (2x + 1)2; 4x2 + 3, b) 2(x2 — 1) + (3x + 3)2 > (6x-— 1)2 —
x—l<3x+1; —(5x—2)2,

5x+2<0.
105.a) 5(x+ 1)+6(x+2)>9(x+3),

7x—3(2x+3)>2(x— 18);
b) (x—3)(x—4)<(x+1)(x+2),

x(x+l)+x(x+2)>(2x—l)(x+3).

106.2— 3<3——+4x—4,
2 5

šx+5(4—x)<2(4—x).
3x+5 10—3x>2x+7_

107. + 5 3 8,

7x 11(x+3) >3x—l 13—xí—T>T_T'
108.x+2>2x+3>3x+5.

3x—4 5x —1109.——+::x<— <3—2x.
2 3

110. Určete všechna čísla celá splňující soustavu nerovností :
3 _

a)1—%88>5x,
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4x+5 —%(25x + 29,5)<0;
2x—ll 19—21:b)—— + —— < 2x,

4 2

_2 15>x+1x(—1)+;;—9 >5
111. Určete všechna reálná čísla J:, pro která platí:

:: — 5 x — 5 3 — 2x
a . > 0' ' c > 0 '

) — l , , ) 2x — 5 ,
3 _ _ _

d)———2x<0; e)3x 7>O; f)3i—'-7<0;
2x — 5 3 — 2x 3 — 2x

a: — V3 —V3s) _ > 0;
2x + V2 2x + V2

112. Určete všechna reálná čísla a, pro která platí:
3 1 _a)a—+l>0; b)5 _2a>0; c) 5 4a<0,
2 — 6a 8 + Sa 7 + 3a

113. Určete všechna reálná čísla :: splňující nerovnost 3:2+ x — 6 z 0.
Řešte v oboru reálných čísel:

ll4.3x*—3x+4>2xa+2x—2.
115.3x2—19x+6 <0.

[Návod: —l9x : —x — 18x.]

116.2x2+3x—5g0.
[Návod: 3x = 5x — 2x.]

117.3x2—2x—l>0.
118.6x2—7x+2>0.
119.3x2—7x—6>0.

120. (x —3)(x —7) <5(x —3).

121. aktaúžte, že nerovnost ::2 + 2x + 5 < 0 nemá v oboru reálných čísel

[Návod: Upravte levou stranu nerovnosti na součet druhých mocnin.]

122. Dokažte, že nerovnost 4x2 — 121:+ 9 > 0 splňují všechna reálná čísla

xgéí.
2
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IIZJ. Určete všechna reálná čísla :, která vyhovují nerovnosti
5 — 1 4x

:: + +
2x — 2 2x + 2

Řešení

Upravujme danou nerovnost postupně takto:
5 — 1 4x

& + +
2x — 2 2x + 2

<5—x)(x+ 1)+(1 +4x)(x— 1) <1
2(x _ 1) (x + 1) *

5x—x2+5—x+x+4xz—l—4x

<1.

<l, ................................ (1)

<l,
2(x—l)(x+l)

2

3x2+x+4 1, 3x +x+4 —l<0,
2(x—1)(x +1) 205—1)(1+1)

3x2+x+4—2x2+2 <0 x2+x+6
2(x—l)(x+l) ' 2(x—l)(x+l) '

2

(x+ l) + 522 4
-—————— < 0
2(x — 1) (x + 1)

2

Jelikož výraz (x +% + 5% je kladný pro všechna reálná čísla :,
musí být výraz (x — 1) (x + ]) záporný, aby nerovnost (2) byla splněna.
Snadno lze zjistit, že nerovnost (2), a tedy také nerovnost (l), splňují
jen čísla —1 < : < 1. (Nerovnosti : — 1 > 0, x + 1 < 0 nelze sou­
časně splnit; nerovnosti :: — 1 < 0, x + 1 > 0 lze splnit pro čísla
—1 < :: < l.)

Závěr: Danou nerovnost splňují čísla —1 < :: < 1.
2 _

124. Určete všechna reálná čísla J:, pro která má zlomek J;_ ; hodnotu
kladnou.

2 _

125. Řešte v oboru reálných čísel nerovnost xJp_Í==3_+_2> 0.
2x—l7 x—5

126.3—-x_5 >x_2.
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x2 + 5x + 4

x2 — x — 6

*128. Určete všechna reálná čísla J:, pro která je splněna nerovnost

12x2—36x+27>í
8x2 — 18 2

129. Určete všechna reálná čísla x, pro která platí:

127. < 0 .

2(x — ])Wšl,x$l,xg£—l.
*130. Určete všechna reálná čísla J:, pro něž platí:

2

l + x g 2, :: $ 1.
(l — x)2

[Návod: Upravte nerovnost nejprve na tvar ::2 — 4x + 1 g 0, potom
na tvar (x — 2)2 —(V3)2 g 0 a proveďte rozklad levé strany nerovnosti
podle vzorce a2 — b2 = (a + b) (a — b).]

131. Určete všechna reálná čísla J:, pro která mají smysl odmocniny:
—_2__
::2 — 5.1:+ 6 '

132. Čitatel i jmenovatel zlomku jsou čísla celá, přičemž jmenovatel je
o 2 větší než čitatel. Zvětšíme—ličitatele i jmenovatele tohoto zlomku

o číslo 1, nabude zlomek hodnoty, která je větší než %. Zmenšíme-lí
. . . . . 2

jeho čitatele 1 jmenovatele o císlo l, nabude hodnoty menší než ? .

a) Vx2—3x—4; b)

Určete tento zlomek.
133. Délky stran trojúhelníka jsou vyjádřeny přirozenými čísly. Jedna má

velikost 8 cm, součet velikostí zbývajících dvou je 32 cm. Určete je.

*134. Kolik litrů vody musíme přilít do 10 litrů 90% —92% lihu, abychom
dostali líh 40% —42%?

*135. 10 litrů vody 13 0C teplé smísíme se 12% litru vody teplejší tak, aby
směs měla teplotu větší než 25 0C a menší než 30 c'C. Jakou teplotu musí
mít teplejší voda?

136. Délky stran trojúhelníka jsou vyjádřeny přirozenými čísly. Jak jsou
velké, měří-li jedna z nich 3 cm a rozdíl zbývajících dvou 1 cm?

137. Kdyby traktorista zoral denně 0 2 ha více než plánoval, zoral by za 5 dní
více než 80 ha. Kdyby zoral denně 0 2 ha méně než plánoval, zoral by
za 6 dní nejvýše 84 ha. Jaký byl denní plán orby?
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Ú V rovnici 2 —p—— 2p 1ie :: neznámá a p parametr. Řešte ji a pro­
veďte úplnou diskusi řešení vzhledem k parametru 19.

Řešení
Vyloučíme—liz řešení kořen x = 1, můžeme danou rovnici upravovat
takto:
(2—P)(x—1)=2P,
2x—Px—2+P=2p,
x(2 —P) = 2 + P.

a) ]e-li [: = 2, má rovnice tvar 0 = x Ž 1 a nelze ji splnit pro žádné
číslo x.

b) Ie-li [: = 2, má rovnice jediné řešení :: = 2%). Toto řešení je
kladné pro — 2 < p < 2, p = 0, neboť pro toto řešení musí být
splněnynerovnosti2+p>0, 2—p>0 nebo2+p<0, 2—
—[: < 0, přičemž nerovnosn' 2 + 1) < 0, 2 —1) < 0 nelze současně
splnit.
Řešení je záporné, ie-li p > 2 nebo p < —2, neboť pro toto řešení
musí být splněny nerovnosti 2 + p > 0, 2 —19< 0 nebo 2 + 19< 0,
2—p>Q
Řešení rovné nule má rovnice pro p = —2.

Závěr: ]e-li p = 0 nebo p = 2, nemá rovnice řešení; pro p :,é0, p 75 2

má rovnice jediné řešení :: = ŠÉF. Toto řešení je kladné, je-li
—2<p<2,zápoméprop>2nebop< —2anulovéprop= —2.
Záznam na číselné ose (obr. 2):

1?
? 1? p

=_ _ : _14 _ _. _f\ ň
: < 0 ( 1 > 0 W : > 0 ( x < 0

nulqvé řešení nemá řešení nemá řešení

Obr. 2

139. Proveďte úplnou diskusi řešení rovnic, je-li :: neznámá, a parametr:

a)x+a_x—5 b) a 3
::5 a 3+1:
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c)a—4+L=o; d)(“—_—l)ř=1—ax—l a
x : x—a

)E—2= x—_+2, f):c—1— :: '
: a+x

g)3x—a_3x—l'

140. Pro která čísla : mají následující rovnice jedno řešení kladné:
a)4x=3:—15; b)2x—l=4+5t;

! 3 2

(az—';, d)4—l—le—.

|14l.| Proveďte úplnou diskusi řešení soustavy
y = 1 + 21,
Px + y = 2:
jsou-li x, y neznámé a p parametr.

Řešení

Odečteme-li od druhé rovnice soustavy rovnici prvou, dostaneme
rovnici px = 1 — 2x, odkud

x(p + 2) = 1
a) ]e—lip= —2,másoustavatvary= 1 +2x, —2x+y=2. Rovnice

jsou ve sporu a soustava nemá řešení.

. . 2 :_p—+ 4—/-_ = :
b)]e-lip-,- 2,)ex P+2, 1 p_+_2 —-P'—'+2

má jedno řešení. Toto řešení tvoří dvojice kladných čísel (: > 0,
y>0),je-1i p+2>0, p+4>0, tedyp>—2. Rešenítvoří
dvojice záporných čísel (a: < 0, y < 0), je-li p + 2 < 0, p +
+4>0, tedy—4<p< —2.Řešeníx>0,y<050ustavanema,
jelikož nerovnosti p + 2 > 0, ;: + 4 < 0 nelze současně splnit.
Řešeníx<0,y>0másoustavatehdy,jc-lip+2<0, p+4<0,
tedy pro 1)< —4.Řešení (x = ,y) soustava nemá. Řešení (x,y = 0)
másoustavaprop = —4.Nulovářešení(x: 0,y = 0)soustavanemá.

Závěr: Soustava nemá řešení pro p = —2. ]e-li ;: = —2,'má soustava

jedno řešení :: = P—_—*l_——2—, y = Š—Ě—z , které tvoří dvojice kladných čísel
(x > 0, y > 0) pro p > —2, dvojice záporných čísel (: < 0, y < 0)

a soustava
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pro —4<p < _2,_ Řešení : < 0, y >O má soustava pro p < —4,
řešeníx,y=0prop= —4.
Záznam na číselné ose (obr. 3):

“f '? ? p

“0 x<0 I>0
7>0 y<0 \ y>a

Ly =0 nemá řešení

Obr. 3

142. Proveďte úplnou diskusi řešení soustav
a)ax+y=7; b)3x+y=10,

3x—2y=7, x—3y=a,
jsou-li ;, y neznámé a a parametr.

143. Určete všechna reálná čísla a, pro která má soustava
a)5x—ay=21, b)3x+7y=a,

3x—6y=2; 2x+5y=20
řešeníx>0,y>0.

144. Určete všechna reálná čísla k, pro která má soustava
a)3x—y=10, b)3x—2y=5, c)3x—6y=l

x—3y=k; kx+2y=2; 5x—ky=2
řešení:: < 0, y < 0 .

145. V oboru reálných čísel proveďte úplnou diskusi řešení rovnice ::2 —
—2(P + l): + 2(_p+ 5) = 0, je-li :: neznámá a p parametr.

Řešení
a) Rovnice nemá řešení v oboru reálných čísel, je—lijejí diskriminant

D=(P+1)*—-2(P+5)=P*+2p+l—2P—10=P*—9=
=(p+3)(p—3) <0. Tonastanetehdy,je-li—3<p<3.

b) Rovnice má jeden dvojnásobný kořen, je-li její diskriminant D = 0,
což nastane tehdy, je—lip = 3 nebo 1: = —3.

c) Rovnice má dva reálné kořeny různé, je-li3její diskriminant D > 0,což nastane tehdy, je-li ;) > 3 nebo 1)< —3
. Tyto dva kořeny jsou kladné, jsou-li splněny podmínky D > 0,

.7:1+ 12 > 0, 1:1. x: > 0, kde xl, xa jsou kořeny naší rovnice. Zřejmě
musíplatittéžnerovnosti(p +3)(p —3)>'0,p +1 >0,p + 5 >
> 0, neboťxl + xs = 2(p + 1) a 11. ::2= 2(p + 5). Jelikož uvedené
tři nerovnosti musí platit současně, lze je splnit jen pro čísla 1) > 3.

2. Tyto dva kořeny jsou záporné, jsou-li splněny podmínky D > 0,

|_.
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Jc,+:v:2<0, x1.x2>0, tedy i nerovnosti(p+3)(p— 3)>0,
p+l<0,p+5>0.Tonastanejenpročísla —5<p<—3.

. Tyto dva kořenymají rozdílná znamení, platí-li D > 0, II + ::2> 0,
1:1. x„ < 0 nebo D > 0, :::l+ za < 0, x,:t, < 0, tedy i nerovnosti
(p+3)(p—3)>0,p+ l >0,p+5<0nebo(p+3)(p—3)>
> 0, p + 1 < 0, 1: + 5 < 0. První trojici nerovností však nelze
současně splnit, druhou pro všechna čísla 1: < —5. Nutno ještě
podotknout, že dva reálné kořeny opačné daná rovnice nemá pro
žádnou hodnotu 1).(Pro p = —1by přešla v rovnici ryze kvadratickou,
která však nemá řešení v oboru reálných čísel.)

(1)Rovnice má jeden kořennulový, druhý nenulový, je-li 1:+ 5 = 0, tedy
pro p = —5. V tom případě přejde daná rovnice v kvadratickou
rovnici bez absolutního členu a má tvar x2 + 8x = 0.

Závěr: ]e-li —3 < p < 3, nemá daná rovnice v oboru reálných čísel
řešení. ]e-li p = —3 nebo 1) = 3, má jeden kořen dvojnásobný. Je—li
p > 3, má rovnice dva reálné kořeny různé kladné, pro —5 < p < —3
má oba kořeny záporné, pro 1: < —5,má dva reálné kořeny rozdílných

U)

znamení. Je-li p = —5, má rovnice jeden nulový a jeden nenulový
kořen.
Záznam na číselné ose (obr. 4):

'.5 '? .0 ? p

x1>0 x1<0 nemá řešení „> 0
x2<a 'z<0 '2>0

1, - 0 dvojnásobný kořen dvojnásobný kořen

Obr. 4

*146. V oboru reálných číselproveďte úplnou diskusi řešení rovnice (p — l):a—
—(P—2)x+(2P— 1)=0>
je-li :: neznámá a p parametr.

147. Pro která čísla a má rovnice aa:2—2(a + 2)x + 4(a + 5) = 0 dva reálné
kořeny různé a kladné?

148. Pro která čísla 71má rovnice :|:2— 2(n — 4)x + (10 —-Sn) = 0 dva reálné
kořeny různé a záporné?

149. Určete, pro která čísla m má rovnice
1:2+ 2(m + 4)x + rn2+ 6m = 0 jeden kořen kladný a jeden kořen
záporný.

*150. Dvě nádoby mající objemy a, b litrů obsahují právě c, d litrů kapaliny.
Do prvé přitéká e litrů kapaliny za minutu, do druhé ] litrů kapaliny
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m minutu. Za jakou dobu bude v obou nádobách stejné množství kapa­
liny? V jakém vztahu jsou udaná čísla, má-li mít úloha řešení?

151. Obvod obdélníka měří 25cm. Zvětšíme-li jeden jeho rozměr 0 e cm
a druhý o ] cm, zvětší se jeho obsah 0 d cm!. Jak velké jsou rozměry
obdélníka? Jaké vztahy musí platit mezi udanými čísly, má-li mít úloha
řešení?

152. Smíslme-li a litrů vody 3 b litry vody, přičemž jsou jejich teploty různé,
dostaneme směs o teplotě toC. Smísíme—lib litrů první vody s a litry
druhé vody, dostaneme směs o teplotě u c>C.Jaké jsou teploty obou
smíšených kapalin? Určete vztah mezi čísly a, b, :, u, aby úloha byla
řešitelná.

153. Z místa A vyjelo auto rychlostí c, km/h; o jednu hodinu později vyjelo
za ním jiné auto rychlostí c, km/h. Kdy dohoní druhé auto auto první?
Proveďte diskusi.

*154. Je dán čtverec ABCD, jehož strana má délku a. Vepište mu čtverec
MNPQ, jehož obsah je P. Jaký vztah musí platit mezi čísly a, P, aby
úloha byla řešitelnáí
[Návodz MN : VP. Vrchol M rozděluje stranu AB na úseky :: a
(a —x); platí vztah :* + (a — ::)a = P.]

*155. Obdélníkový plech má rozměry a, b, přičemž a > b. Má se z něho vy­
střihnout obdélník, který má poloviční obsah, aby vznikl na všech stranách
rámeček stejně široký.
Vypočítejte šířku rámečku a zjistěte podmínky řešitelnosu' úlohy.

3. ABSOLUTNÍ HODNOTA REÁLNÉHO ČÍSLA

156. |a| definujeme takto: je-li a _2_0, je |a| = a, je-li a < 0, je |a| = —a.
Deňnujte la — bl , la + b| , |ab| .

157. Platí—li|x| < a, platí též —a < :: < a. Dokažte to.

158.Proveďte:a) a —-6— + 12
I—5l I—2l —|—3I

b) !(—2)3| — |(—2)'| — I—2P;

C) lólz — I(—2)'|' — 8I2I'.

159.JakouhodnotumávýrazlS—xlprox=5,x <5,x>5?
160. Znázoměte na číselně ose čísla n a lnl, je—li a) 1: < 0, b) » > 0. Jakou

hodnotu má součet n + Inl?
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161. Počítejte zpaměti:
3) Pro která čísla :: nabude výraz |12x| hodnoty rovné šesti?
b) Pro která čísla3; nabude výraz |y + ll hodnoty rovné dvěma?
c) Pro která čísla z nabude výraz |22 — ll hodnoty rovné pěti?

162. Dokažte, že platí |ab| = jal . lbl, kde a, b jsou reálná čísla.

163- Dokažte, že Platí: lxjyl + Ixyzl = |x| .Iyl - (|x| + lyl), kde x,y isou
reálná čísla.

164. Dokažte, že platí: lxyl + |le % |x(y + z)|, jsou-li :, y, z reálná čísla.

. Řešte v oboru reálných čísel nerovnost |x —2| ; 5.

Řešení
Uvažujme dva případy:

a) ]e-li x—ZŠO, tedy 1:22, je |x—2l =x—2 a naše nerovnost
má tvar a: — 2 g 5, odkud : g 7. Přihlédneme-li k předpokladu,
splňují nerovnost všechna čísla2 g x ; 7.

b) ]e—h'x—2<0, tedy x<2, je |x—2l =2—x a naše nerovnost
má tvar 2 —x g 5, odkud :: z —3. Vzhledem k předpokladu
splňují nerovnost všechna čísla —3S :: < 2.

Shrneme-li oba případy, je zřejmé, že danou nerovnost splňují všechna
čísla —3S:: S 7.
Závěr: Danou nerovnost splňují všechna reálná čísla —3g x g 7.
Záznam na číselné ose (obr. 5):

x<2

Obr. 5

166. Řešte v oboru reálných čísel nerovnosti:
a)|x+2|<8; b)|x—l|+x<2;
c)|x—4|g3; d)|x—3|>5.

167.a)x>|x+l|; b)x<|x+l|,'
c)2x>|x+ll; d)lg_|x—3lg5.

168. Určete všechna přirozená čísla x, která vyhovují nerovnosti:
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169. Určete všechna reálná čísla :: vyhovující nerovnostem:
3—

aa)—l——513>5-b)|———2x_x2;|<1_3 <3.: _ 1 ' 2 — c) |3—x— 2!

170. Určete všechna přirozená čísla :: splňující soustavu nerovností:
|x—-2|<5, |x+4| >9.

*171. Řešte v oboru reálných čísel nerovnosti:
a)l2x—3lš|3x—2l; b)lx|+|x—1l>2;
c)|x|+|x—5[<7; d)|2x+l|—|3—xl<x;
e) [7 —x| >]1 —x| +3jxl.

172. Řešte nerovnosti:

a) |x=—ug%(x+1); b) |x=_1|>2x+1;
c) lze—2xl >x2— |2x| .

113. Určete všechna celá čísla : znázorňující nerovnost

Ixi— 1 z _1_
x* — l 2

|l74.| Řešte početně i grafickyrovnici 2|x| = x + 3 .

Řešení početní
Uvažujme dva případy:
a) ]e-li : > 0, je |x| = x a řešíme rovnici 2x =x + 3, jejiž kořen

:: = 3. Kořen je kladný, vyhovuje předpokladu a zřejmě danou
rovnici splňuje;

b) ]e-li :: < 0, je lxl = —x a řešíme rovnici —2x = x + 3, jejíž kořen
:: = —1. Kořen je záporný, vyhovuje předpokladu a danou rovnici
splňuje.
Závěr: Daná rovnice má dva

kořeny: :.:1= 3, :.:2= —1 .

Řešení grafické (obr. 6)
Grafem funkce y = 2|x| je 10­
mená čára, která se skládá ze
dvou polopřlmek, z nichž jedna
ležív prvémadruhávdruhém
kvadrantu. Obě polopřlmky
mají počáteční bod v počátku
soustavy souřadnic a jsou ur­
čeny např. body ME (l; 2), “2
N E (45 4) o.,..s *o"1 5-3



[Funkcemáprox>0tvary=2x,prox<0tvary= —2x.]
Grafem funkce y = x + 3 je přímka, kterou určují např. body A E
EKO; 3), B E: (—3; 0).
Grafy obou funkci se protnou v bodech P a Q, jejichž souřadnice : řeší
úlohu.

175. Řešte početně i graficky rovnice:
1

a>|x|=5x+2; bnx—změ; c>|x|—x=1;
d)x—|x|=1; e)ix|=x+2; f>|x-—2|—|xn=o.

176. Řešte početně i graficky rovnici |x + l| — |x — ll — x = 0 .

177. Řešte jen početně rovnice:
a)!x+l|+|x—l|=4; b)!l—x|+|x|=—
c) |x+l| —|x—l| ———-2.

*178. a) |:: + II + 3|x — ][ = 2|x| + x;
b) |X+ ll +3Ix— ll =2|x| +3—x;
c) |x+ l| —|x|+3lx—ll =2]x—2| +x+2.

*179.Řešte rovnici :; + 2x 24
1x2—9x-+ 20|

[Návod: Rozložte v součin trojčleny v čitateli a jmenovateli zlomku.)

180. Řešte soustavu rovnic |x — II + ly — 5| = 1 ,
h—H+5 =y­

—1.0

Řešení

Odečteme—liod prvé rovnice rovnici druhou, dostaneme rovnici
ly — 5| — 5 = 1 —y
Dále uvažujme dva případy: ,
a) Je-li y—520, je |y—5I =y—5 a řečimerovniciy—10=

=l—y,odkudy=%.
Z druhé rovnice soustavy plyne vztah |x — l| = y — 5. Proto

3
?.

b)]e-liy—5<0,je|y—5|=5—yařešimerovnici5—y-—5=
= 1 —y, kterou však nesplňuje žádné čísloy.

1 . . .

|x—1|=—2-,t]. rovmce,kterévyhow11&slax=%ax=

Závěr: Soustavamá dvě řešeni: a)x= %, y=—121;
3 11b x=—- =—_) 2,y 2
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*181.Řeštesoustavua)lx+y|=3, x—y=l;
b)x—Iy+ll=1x+y=35
C)|x|+lyl=4,lxl+lx—2l=y+5;
d)|xl+|y|=l 2|x|+y=2

182. Ukažte, že soustava |x| + lyl = a,x+y=b
nemá pro b > a > Ořešení.

11834Řešterovnici: | 1| = |:: + 1|.x _
Řešení

.Protože |a| = a pro a > 0, |a| = —a pro a < 0, musime uvážit
čtyři případy:

a)x—l>0,x+l>O.VtompřIpadědanárovnicezn1x—_1Í=
=x + 1 a jeji řešení je x„ = :!:V2. Případ a) ale vyžaduje : > 1,
vyhovujetedy jen kořenx—_ V2.

b)x—l<0,x+l>0. Nynímá danárovnicetvarlel =
=x+ l. Odtud x=0. x=0 leží v intervalu—1<x<l, tedy
:: = 0 musí dané rovnici vyhovovat.

—l
c)x—l<0,x+l<0.Danárovnice pakmí;_—l=—(x+l),
z toho :: = ÍVŽ : musí_všakbýt v intervalu (—oo, —l), vyhovuje
proto jen kořen :: = —V2.

d) x—1>0,x+ ] <0nelzesplnitžádnýmx.
Zkouška správnosti: _Vy'počtenéhodnoty dosadíme do původní rovnice
adostanemeL =V2+1,P=V2+l.

Závěr: Daná rovnicemá řešeníx, = 0, x,., = 115.

*184. Řešte rovnice: a) |xa —xl = :; b) |::3 —xl = |x|;
c) |xz—2x+ 1|=|x—1Íš
d) |x2—2x+3| =-|x—4|.

*185. Řešte rovnice: a) |x! + 2x + 2| = |x|; b) |:: —2x + 2| = 5;
<=)It“—21 =I3—xl; d) lx—2I'I =Ix—4I—

1"186.Která :: splňují rovnici:
3) MJ:—3) = 1 + |x|; b) IF—16l+|x2—9l =7;
c) 1x“—3x 41 + |x—2l =x+l;
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1 l

+lx—l|=1š c>Í1T3_I_|x_—Ííl=2;
1

|x2—3x—4l —lx—4l '

d)

0
lx—2I

3

*187. Řešte rovnice:

a)xa+2lx—l| —6=0; b) x—|y+l|= ], x2+y=10.
*188. Dokažte:

Cihly; (LLMY ==::2, ie—li:: reálnéčíslo.2 2

*189. Určete reálné číslo 1) tak, aby rovnice VxTzŠo—z= px — ] měla kořen

: = 3. Pro toto p pak rovnici řešte.

*190. Řešte rovnice:

a) x+ VíxÍWl = 1; b) Vx'——p=: —p, kdep jeparametr,
Proveďte diskusi řešení vzhledem k parametru p.

4. NEÚPLNÁ ČÍSLA

191. Zaokrouhlete na desetiny, setiny, tisíciny &desetitislciny čísla:

a) V5= 1,41421......
b) Ví = 1,73205......
c) Vš = 2,236068.....

192. Zaokrouhlete uvedená čísla tak, aby ieiich číslice měly stejný řád, potom
je sečtěte a součet mokrouhlete v případě a) na celky, b) na celky,
c) na desítky, d) na desetiny.
a) 3,632 5 b) 14,96. . . c) 44,96. . . (1) 0,235 7

7,962. . . . . 18,3. . . . 121,..... 1,23......
15,6....... 1,579.. 17,2.. . . 0,125.....
4,973..... 21,37.. . 1,357.. 0,432.....

193. Zaokrouhlete uvedená čísla tak, aby jejich číslice měly stejný řád, potom
naznačené úkony proveďte a výsledek zaokrouhlete na desetiny:
a) 15,26. .. b) 723,. .. c) 49,75. .. d) 452,. ..

—7,s41.. —255,2.. +63,8. . .. +264,l. .— — —l7,965.. —l27,63.
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194. Ludolfovo číslo n = 3,141 59. .. se při počítání úloh zaokrouhluje na

hodnotu 3,14 nebo 272. Jaké prosté chyby se v obou případech do—
pouštíme a která ze zaokrouhlených hodnot je přesnější? Určete relativní
chyby čísla 1: v obou případech. (V procentech.)

195. 28 žákům jedné třídy byla zaslána odměna za brigádnickou výpomoc
352,80 Kčs. Kolik bude vyplácet pokladník každému žáku v celých
korunách, jestliže bylo rozhodnuto drobné mince připadající na každého
žáka věnovat do třídní pokladny? Kolik dostane pokladna?

196. Při měření rozměrů obdélníkové podlahy místnosti byly naměřeny
tyto hodnoty v decimetrech:
délka: 50,8; 50,3; 50,2; 50,6; 50,8; 50,4;
šířka: 30,6 ; 30,9; 30,2; 30,6; 30,5; 30,8 .
Určete na tři platné cifry a) střední aproximace obou rozměrů podlahy
a jejich prosté chyby, b) relativní chyby obou rozměrů a relativní chyby
v procentech.

197. Opakovaným vážením předmětu byly zjištěny tyto hmotnosti v g:
25,8; 25,3; 25,2; 25,6; 25,6 .
Určete na tři platné cifry střední aproximaci číselné hodnoty hmotnosti
předmětu, její chybu absolutní i relativní.

198. Střední aproximace neúplného čísla je 87,3, prostá chyba 0,2. Určete
dolní a horní mez.

199. Dolní mez neúplného čísla je 26,56, horní mez 26,62. Určete jeho střední
aproximaci a jeho prostou i poměrnou chybu.

200. Střední aproximace neúplného čísla je 15,4, poměrná chyba dvou­
procentní. Určete horní a dolní mez.

201. Kdo váží přesněji, lékárník, který se dopustil při vážení 2 g léku chyby
0,03 g, nebo Uhelné sklady, které dodaly 7 q uhlí s přesností na 10,5 kg?

202. Ze zásilky 10 000 kusů skleněných ozdob se při určitém způsobu balení
rozbilo cestou 63 kusů. Při jiném způsobu balení se 11další zásilky rozbilo
z 3 850 kusů stejných ozdob pouze 21 kusů. Který způsob balení byl
vhodnější? (Určete poměrnou chybu ztrát v procentech.)

203. Jaké relativní přesnosn' (v procentech) můžeme dosáhnout při vážení
na mincíři, vázímve-li těleso s hmotnosti 12 kg a musíme počítat s prostou

chybou 21!—kg?

204.1sou-li A = 94,53, B = 73,52 zaokrouhlená čísla, určete A + B a
A —B. (Též pro A = 624,2;B : 72,5.)
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205.

206.

207.

208.

209.

210.

Utvořte součet A + B a rozdíl A — B, je—li
a) A = 14,20 1 0,08 , B = 12,40 j; 0,06;
b)A=148:1:0,8, B=98,2j;0,4.
Sečtěte a odečtěte po řadě neúplná čísla a, b, jsou-li dány jejich dolní
a horní meze al, a„ bl, b,:
a) a1 = 15,4; a2 = 15,8; b1 = 26,3; b, = 26,6;
b) 01 = 235; a2 = 238; b1 = 172; b2 = 174 .

Jsou dána zaokrouhlená čísla a = 6,2 a b = 3,8. Určete čísla : = ab a
d=í.

b

Určete čísla c =ab, d= %, je-li a =23,5 10,1 a b =37,3 4 0,2.

Určete součin 1t . V2, je-li V2 = 1,414 2 a: 0,000 05 a vt = 3,1416 i
i 0,00005.

Je-li a = 102,0 i 0,2, b = 7,76 i 0,02, určete čislo :: = % . Určete
dále relativní chybu čísla :: v procentech. '

|211.| Průměr kruhu D nebyl změřen přesně. Byla zjištěna jeho střední aproxi—
'— mace d a prostá chyba a. Jakou prostou a jakou poměrnou chybu má

132

a) obvod, b) obsah tohoto kruhu ?

Řešení
Zřejmě platí nerovnosti

d+ašDšd—a, .................................. (1)
přičemž obě meze jsou kladná čísla, neboť a: je číslo vzhledem k á velmi
malé.
a) Znásobíme-li obě strany nerovnosti (l) číslem rc, dostaneme nerovnost
“K(d+a) ; nD Šn(d— 01),
kde nD znamená obvod a uvažovaného kruhu.

Tt(d + a) — 1t(d — a)
2Prostá chyba obvodu a je 5 = = na, takže

obvod a lze zapsat číslem nd 1 1:01.

Relativní chyba obvodu a je % = %, tedy právě taková, jakou má
průměr D. “
b) Umocníme-li obě strany nerovností (l) dvěma a potom znásobime

Tť .

číslem í , dostaneme nerovnosn
2

%(4+a)2gf%gÍ-<d—a>=,



kde 1% znamená obsah P uvažovaného kruhu.

E(dz + Zond+ 0:2_ d2 + 2ad — 0:2)

Prostá chyba obsahu P je y = 2 =
2

, takže obsah P lze zapsat číslem 7% j; .lt—ŽŠ. Relativní chy­
_ Tťd.d

n.m.d_1td2 2a
ba obsahu P je 2 . T = 71—. Ie patrno, že relativní chyba ob­
sahu P vzhledem k relativní chybě průměru D se zvětšila, jelikož tu jde
o násobení neúplných čísel D . D = B*, při němž se relativní chyby sčítají.

Závěr: Prostá chyba obvodu uvažovaného kruhu je na, poměrná
a
"Z o

l 2

Prostá chyba obsahu tohoto kruhu je 5 nad a poměrná chyba % .
212. Jak velký je obsah čtverce, jehož strana má délku a = 2,5 cm, je—li

a číslo zaokrouhlené? Jaká je relativní chyba obsahu?

213. Jak velký je objem krychle, jejíž hrana má délku a = 2,5 cm, je-li číslo a
zaokrouhlené?

214. U kolikáté mocniny čísla a = 1,2 1 0,1 bude poměrná chyba 50% ?

215. Změřte rozměry krabičky na zápalky s přesností udanou na milimetry
a vypočítejte její objem.

216. Auto spotřebuje průměrně (10 3; 2) litry benzínu na 100 km. Kolik
spotřebuje celkem na jízdu z Prahy do Bratislavy a zpět, je-li vzdálenost
obou míst (400 i 20) km?

Určete poměrnou chybu čísla :: = abcd, je-li a = 15,2 i; 0,1; b =
= 2,6350,1;c = 3,8Í0,1;d= 1,43:0,1.

218. Jaká je hmotnost bukového trámu čtvercového průřezu šířky a =
= (25 :t 0,5) cm a délky d = (4 3: 0,01) m, je—lihustota bukového
dřeva 9 = (0,7 1 0,1) g/cm3?
[Návodz Objem trámu V = a2 . d.]

219. Jaká je hmotnost olověné koule o průměru d = (10 1 0,1) cm, je-li
hustota olova g = 11,3 g/cma, přičemž 9 je zaokrouhlené číslo.

[Návodz objem koule V = % rtf-",kde r je poloměr koule.]

chyba

21u.

220. Cyklista jede rychlostí (15 i 5) km/h. Kolik km ujede za minutu a kolik
za vteřinu? (Měnitel 60 je číslo úplné.)
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221. Je-li jeden rozměr obdélníka a = (26 3: 0,5) cm a obsah P =
= (760 i 5) cm?, jak velký je jeho druhý rozměr?

222. Jaká část a) obsahu podlahy, b) objemu třídy připadá ve třídě na jednoho
žáka, je-li plánovanýpočet žáků30 iz 2?
(Obsah podlahy ?: (48 :|: 9,6) m2, objem třídy V = (204 zl:92) ma.)

23. Určete velikost poloměru kruhu, který vznikne svinutím drátu dlouhého
(1 1 0,01) m.

224. Železný předmět má hmotnost (184 i 0,5) g. Jeho objem je (23,6 i
:1: 0,1) cms. Jaká je hustota železa?

225. Pryž na gumování má tvar kvádru, jehož rozměry jsou 4,1 cm, 2,6 cm
a 1,0 cm (zaokrouhleno na milimetry) a váží 15 g (zaokrouhleno na celé
gramy). Určete hustotu pryže.

226. Silážní jáma školního statku má tvar válce, jehož výška v = 5 m a průměr
dna 3 m. Jestliže silážní hmota v jámě dosahovala určitého dne do výše
v, = (1,10 j: 0,05) m, určete zhruba, kolik centů silážní hmoty je
v jámě, počítá-li se, že 1 ma siláže váží (7 i 0,3) q.

227. Vypočítejte obsah plochy omezené elipsou o poloosách a = 5,4 cm,
b = 3,6 cm, jsou-li čísla a, b zaokrouhlená.
[Obsah elipsy P = nab.]

228. Dodávkový vůz Uhelných skladů obsahuje 5 stejných příhrad. Naplněn
uhlím (váha vozu se nepočítá) váží (36 :i; 1,8) q. Kolik uhlí obsahuje
jedna příhrada, liší-li se jejich váhy nejvýše 0 5 %?

5. ČÍSELNÉ SOUSTAVY

Zpaměn':

229. Vyjádřete desetinný rozvoj čísla: a) 312 80310; b) 470,510; c) 4 209,0410;
d) 0,728110 .

330.1 Které číslo v desítkové soustavě je vyjádřeno ve dvojkové soustavě
číslem 1110 11012?

Řešení
Jako v úloze 229 rozvineme dané číslo z dvojkové soustavy ve tvaru mno­
hočlenu.111011012 =
=1.27+1.26+1.25+o.24+1.2=+1.22+0.21+1.20=
=128+64+32+8+4+1=237w.

Závěr: 1110 11012 = 23710 .



|231.

232.

2.33.

234.

„50

Které číslo v desítkové soustavě je vyjádřeno číslem 210 212 v soustavě
trojkové?

Řešení

Dané číslo v trojkové soustavě vyjádříme jako mnohočlen o základu 3.
Tedy 210 2123 ==2.35+1.34+0.33+2.32+1.31+2.30=
=2.243+81+2.9+3+2=590.

Závěr: 210 2123 = 59010.

Pro snazší a rychlejší výpočet mocnin číselného rozvoje v soustavě
dvojkové, trojkové, pětkové a osmičkové užijte tabulky:

20= 1|2a =256 30= 1 37= 2187 50= 1lso= 1
21= 220= 512 31= 339=656151= 5 sl= &
2== 4 210= 1024 3== 9 39=19663 5== 25 s== 64

2== & zu= 2048 3== 27 310=59o49 5== 125 s== 512

24= 16 21== 4096 34= s1 54= 625 &= 4096
25= 32 21== 3192 35=243 55= 3125 85= 32768

20= 64 214=16334 30=729 5'=15625 50= 262144

27=123 57=7s125 sv=2097152

Které číslo v desítkové soustavě je vyjádřeno v trojkové soustavě číslem:
a) 2103; b) 2 0123; c) 12 0123; d)21201,; e) l 122 0123?

Číslo vyjádřené v soustavě osmičkové vyjádřete číslem v soustavě
desítkové:
a) 1253; b) 31 4123; c) 20 5448; d) 6 453 7163;
e) 12 562g; f) 24 713, .

Kolik číslic &které můžeme použít v soustavě:
a) osmičkové;
b) pětkové ;
c) dvojkové?

Vyjádřete v desítkové soustavě čísla daná v soustavě pětkové:
a) 105; b) 125; c) 315; d) 42315;
e) 341235; f) 2314205; g) 230425 .

Číslo ze soustavy trojkové přepište do soustavy desítkové:
a) 21022,; b) 112223; c) 2212013.
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237. Ze soustavy dvojkové převeďte do soustavy desítkové:
a)11012; b) 101112; c)1101112; d) 11111012;
e) 10011101002; 0110011100112.

|238. Ze soustavy dvanáctkové převeďte do soustavy desítkové čísla:
a) 3e 7t 412; b) 673 3etlg; c) t3 e 1412;
d) 1t5 e 1212,přičemž e je 10 a t 11.

Řešení

a)3e7t4=3.12'+10.123+7.122+1_1.121+4.12"=
=20736.3+10.1738+1008+132+ 4=
=8063210.

239. Přeměňte na číslo v soustavě desítkové: a) 11 1112;
b) 110000000002; c)11110112; d)1111111112;
e) 1010112; 011101112; g) 1110110110110012.

*240. Číslo zapsané v desítkové soustavě zápisem 79 je v jiné soustavě zapsáno
číslem a) 142; b) 304; c) 117. Ve které?

[ŽÍIT Přeměňte číslo 460 ze soustavy desítkové na číslo v soustavě dvojkové.

Řešení

Nejprve najdeme z tabulky na str. 135 mocninu čísla 2, nejbližší
číslu 460. (28 = 256.) Zbytek je 460 — 256 = 204. Z téže tabulky
zjistíme nyní velikost mocniny 2 nejbližší číslu 204, tj. 27 = 128. Ob—
dobně dále 204 — 128 = 76; 2“ = 64; 76 — 64 = 12; 23 = 8; 12 —
—8=4; 4=22 a zbytekje 0. Proto číslo46010=1.2"+1.27 +
+1.2'3+1.23+1.22;460lo =1110011002.

242. Vyjádřete ve dvojkové soustavě čísla ze soustavy desítkové:
3) 1105 b) 2103 C) 5105 d) 18103 c) 21103 f) 69510­

243. Vyjádřete v soustavě dvojkové: a) 51110; b) 1 53610;
c) 411410; d) 23 92110; e) 1 23910; f) 10 26310 .

244. Daná čísla v soustavě desítkové vyjádřete v soustavě trojkové:
a) 827,0; b) 1 64710; c) 21 78110; d) 6000010.

|245_l Přeměňte na desetinný rozvoj čísla: a) 73, 2435 b) 221, 123;
_“ c) 110,11012.

Řešení
a) 73,248=7.81+3.80+2.8—1+4.8—2=

=56+3+3+í = 59+2—0-=59,3125„.
& s2 64
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246. Přeměňte na čísla v soustavě desítkové: a) 0,110
b) 110,112; c) 111, 01112; d) 10001 ,112; e)11;,001 11112.

247. Daná číslapřeměňte na čísla v soustavě desítkové: a) 21, 2015;
b) 112, 568; c) 6,0%; d) 32t, ee812. (Viz př. 238.)

248. Daná čísla v soustavě pětkové vyjádřete čísly v soustavě dvojkové:
a) 105; b) 125; c) 315; d) 1245 .

|249.Í Vyjádřete v soustavě osmičkové čísla: a) 0,37510; b) (Š) „,
Řešení
Postup si objasníme na obecném příkladě. Nechť zápis desetinného

čísla v soustavě o základu z je ve tvaru A = a.1 . a“1 + a_2 . rz +
+ a_3 . Z““ + . . ., kde a_k jsou čísla, jejichž velikosti jsou 0, l, 2, . . .,
z——.lZápis toho čísla A v soustavě číselné o základuc nechť zní
A——b-,. c1 + b_2. c—2+ b-,. (:“3+. (1)
kde b, jsou čísla, jejichž velikosti jsou 0,1, 2, ., c—l. Násobíme-li
rovnost (]) číslem c = 0, dostaneme A. c = b- + b_zc'1 + b_sc“2+
+ b..4 C'3 + . . . , přičemž b_1 je koeficient minus prvního řádu hleda­
ného rozvoje, b_2c—1+ b-, . t:“2 + b_4c—a+ . . . = B1 desetinná část
čísla Ac. Násobme číslo B znovu číslem c,a tak dostaneme Bl. : =
= b_2+ b.3c—l+ b_4c“2 +. ,kde b.2 je koeficient minus druhého
řádu. Násobením desetinného zbytku čísla Blc číslem c dostaneme b-„
atd.

V naší úloze tedy bude:
a) 0,37510 = b.1 . 8—1+ b_2 . 8—2+ b-, . 8—3+ . . .,
0,.3758——b.. + b_281 + b_382+ ...,aproto
3,000=b_ +1b_28—_—1+b,82+.

b, jsou číslacelá kladná,je tedy b.,—:-3,desetinný zbytek Bl——b_28* ++b_,82+. DáleBB—b_2+b_381+.=0„0atak
b.2 : 0, zbytek rovněž nula. Platí tedy 0,37510= 0:33­

3

b) (_B') : X9 .10

Sledujte a vysvětlujte úpravy: 8 8——3 + 0,0; 0,0. 8—_ 0,0.

Je proto (%) = 0,33., 10

Vyjádřete podle toho v soustavě a) dvanáctkové, b) dvojkové čísla
0,37510; 0, 736,0; 0,310 .

250. Vyjádřete v soustavě dvojkové: a) 0,021 875,0; b) (%) ; c) (Lg-) .10 10
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© Sečtěte v soustavě dvojkové: 7,12510+ 13,62510.

Řešení

Obě čísla vyjádříme v soustavě dvojkové. Součet obou cifer napsaných
pod sebou je pak bud' číslo sudé (0 + 0 = 0, nebo 1 + 1 = 10), nebo
liché(1+0=0+ 1:1).
7,12510 : 111,0012, 13,62510= 1 101, 1012. Zápis obou čísel pod sebe
provádíme jako u čísel desetinných.

1111001 Sečítání provádíme od posledního sloupce: 1 + 1 = 10,
1 101,101 píšeme 0 a zapamatujeme si 1. Tuto 1 přičteme k dalšímu
sloupci, takže dostaneme: l + 0 + 0 = ], píšeme 1. Ve sloupci třetím
od konce je 1 + 0 = ], píšeme ]. Ve čtvrtém sloupci 1 + 1 = 10,
píšeme 0, zapamatujeme si 1. Tuto ] přičltáme ve sloupci pátém, takže
v něm máme ] + 0 + 1 = 10, píšeme 0 a zapamatujeme si jedničku,
kterou připočítáme ve sloupci šestém. Zde tedy je: 1 + 1 + 1 = 11,
píšeme l a zbývající jedničku sečítáme s ciframi sloupce sedmého, tj.
1 + 1 = 10, píšeme 10. Celkový výpočet tedy zní:

111,0012 Zkoušku správnosti provedeme porovnáním výsledku
l 101,1012 v soustavě dvojkové a v soustavě desítkové.

10 100,1102 10 100,110, ; 20,75010 .

2. + 22 + 2—1+ 2—2; 20,75; 16 + 4 + 3 + 1 = 20,75. Výpočet
je tedy správný. 2 4

252. Sečtěte v dvojkové soustavě: a) 101 1102 + 1 110 OH,;
b) 100,1012+ 101,11,; c) 11011,012 + 1001,0l„;
d) 100 011,0112 + 1011,0012. Výsledky ověřte v desítkové soustavě.

253. Sečtěte v dvojkové soustavě: a) 1012 + 112; b) 1 0012 + 1012;
c) 10112+ 11012; d)10101012 + 1001103; e) 1001001113 +
+ 11 001 0102 .

254. Sečtěte v dvojkové soustavě: a) 9m + 1510; b) 1110+ 1310;
c) 45310 + 116,0; d) 295,0 + 202,„; e) 62810 + 1 02310.

[2—530 kolik je v dvojkové soustavě 1 023lo větší než 628,5?

Řešení

Odčítání v soustavě dvojkové provádíme tím, že k danému číslu
menšitele přičteme číslici 0 nebo 1 tak, abychom dostali číslice menšence
v příslušném sloupci.
1023lo = 1 1111111112, Postup odčítání je patrný ze zápisu:
62810= 1 001 110 1002. Začínáme posledním sloupcem a v každém

sloupci sečítáme na cifru menšence.
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l 111 111 111 Závěr: Číslo 102310 je větší než 62810
— l 001 110 100 o 110 001011„. Ověřte zkouškou.

110 001 011

256. V cze: 1 110,1012 — 111,0102 počítáme takto:
1, odpověď 0 + 1 = 1, píšeme 1. Ve sloupci druhém:
10, odpověd l + 1 = 10, píšeme 1. Ve sloupci třetím:
1, odpověď 1 + 0 = 1, píšeme 0. Ve sloupci čtvrtém:

_ 10, píšeme 1, ve sloupci pátém 1 + 1 + ? = 11, píšeme 1.
e sloupci šestém 1+ 1+ ?=ll, tj. 1+ 1+ 1 =11, píšeme 1.

Celkový výpočet tedy zní:
1 110,101 Zkouška správnosti v desítkové soustavě:

úl
0+?
1+?
1+?
1+1
V

;M - 5
111,011 1 110,1012: (MĚL,

1

111,0112= (72) ,
5 1 3 8 10

(14—) _ (7—) = (7_) ' VÝPOČCIje tedy správný.8 10 4 10 8 10

257. Odečtěte v soustavě dvojkové: a) 1 0102 — 1112; b) 110 1102 ——11 0102;
c) 1001100112 — 11001 1012; d) 1010101012 — 101010102 .

258. Odečtěte v soustavě dvojkové: a) 100, 002 — 1,112; b) 111, 112—10,102;
c) 111, 100112 — 10,1112; d) 11011,012 — 1010,012;
e) 10101,110s — 1001,0012; f) 10,1112 — 111,100112 .

259. Proveďte v soustavě dvojkové: a) 2410 — 11,0; b) 4:9710-- 20210;
C) 1 02310 — 39510; d) 30710 _ 10210; C) 34110 _ 17110;

260. Proveďte v soustavě dvojkové:
3

a) (7—) —2,510; b) ( 52 3) _ (411) ;c) 21,750lo —9,12510;4 10 4 10 2 10

d) 569,210 _ 453,210 .

|261.| V soustavě dvojkové určete součin 2910. 3810.

— Řešení
Násobení provedeme tak, jak je obvyklé v soustavě desítkové. Musíme

ovšem dbát na spoje platné v dvojkové sousmvě: 0 . 0 = 0, 0 . l ==l.0=0, l.l=l.
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11 101 . 100 110 Zkouška: 29 . 38 = 1 102,
11101 210+20+23+22+21=1024+64+8+
111010 +\4+2= 1102.

10001001110 Závěr: Součin čísel (29 . 38)10 je ve dvojkové
soustavě 10 001 001 110 .

262. V soustavě dvojkové proveďte: a) 11 1112 . 102; b) 10,1%;
c) 112; d) 11101012.1100102; e) 11,1%; f) 11,12 .

263. Proveďte v soustavě dvojkové: (381 . l3),„.

6. DĚLITELNOST PŘIROZENÝCH ČÍSEL

264. Najděte největší prvočíslo, kterým je dělitelné číslo
a) 2652; b) 4812.

265. Kolika způsoby lze rozepsat číslo 60 jako součin dvou nesoudělných
přirozených čísel?

266. Obsah obdélníka je P = 196 cm2. Jak velké jsou jeho rozměry, jsou-li
vyjádřeny přirozenými čísly? Vyšetřete všechny možnosti a vyberte
z nich rozměry toho obdélníka, jehož obvod je nejmenší.

267. Kolika způsoby lze rozepsat číslo 21 jako součet tří prvočísel?
210 270

268. Pro která přirozená čísla 11jsou zlomky a) 27:- ; b)1 rovny271 — l

zase přirozeným číslům?

269. Platí—limezi přirozenými čísly a, b, : vztah a = b + : a jsou-li dvě
z těchto čísel dělitelná přirozeným číslem k, je i třetí číslo dělitelné
číslem 12.Dokažte to. [Poznámkaz Věta platí i tehdy, jsou-li čísla a, b, c, !:
celá a k :,6 0.]

Kolika způsoby lze rozepsat číslo 60 jako 'součet dvou nesoudělných při­
rozených čísel? [Návod: Označíme-li hledaná nesoudělná čísla x, y,
pak platí vztah : + y = 60. Z rovnice plyne, že i číslo :: je nesoudělné
s číslem 60.]

. Jsou-li čísla x, y, z, 14přirozená a výrazy (x — 2), (y — u) dělitelné při­
rozeným číslem :, je i výraz (xy — zu) dělitelný číslem :. Dokažte.
Lze rozšířit platnost této věty i pro libovolná čísla celá?
[Návod: xy —zu : xy —yz + yz —zu.] Ověřtenaněkolika příkladech.

*272. Dokažte, že platí vztah n = “£ , kde a, b jsou libovolná přirozená

27.

27_

140



*273.

274.

275.

27.

277.

278.

27.

n

.]e-1i n přirozené číslo liché, potom zlomek Šni ;

čísla, D jejich největší společný dělitel a » nejmenší jejich společný
násobek.

Nejmenší společný násobek čísla 2 190 a trojcifemého čísla :: je 13 140.
Určete číslo x.

Přední kolo vozu má obvod 25 dm, mdní 3,2 m.. Po kolika otočkách
předního kola zaujmou obě kola totéž vzájemné postavení?

V místnosti jsou dvoje hodiny, jejichž doby kyvů jsou 0,8 a 1,2 vteřin.
Po jaké době splyne vždy tikot hodin?

Na jednom místě v Praze se sjíždějí vozy pěti pouličních tratí elektrické
dráhy v intervalech 5, 6, 5, 8, lOminutových. Setkají—lise v uvedeném
místě náhodně vozy všech tratí, pak se "toopět stane za 2 hodiny, bude-li
doprava pravidelná. Zdůvodněte to.

Určete dvě čísla, jejichž největší společný dělitel D = 6 a nejmenší
společný násobek n = 72

Určete dvě čísla, jejichž nejmenší společný násobek n je o 7 větší než
jejich největší společný dělitel D.

Dokažte, že číslo 20 1937 + 3 0277 je dělitelné číslem 540.

[Návod: ]e-li 71číslo liché, platí vztah a" + b" =

= (a + b) (a"'1 — an'zb + a""3b2. . . + b"“1).]

lze krátit čtyř­

mi. Dokažte.

Určete všechny dvojice přirozených čísel x, y, pro něž platí vztah

x y 2 '

Řešení

Upravujme postupně danou rovnici takto:
_l_ l

2 y

y——2
: 2—y

2—y_2y—4+4 2(y—2)+4 2+
y — 2— y —2 = y — 2 = y —4_2

x bude číslem přirozeným tehdy, bude-li splněna také některá z rovnic:

Rll—RI—
,

x:—
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y—2=1;y—2=2;y—2=4. Jinémožnostinejsou.Proy=3
jex=6,proy=4jex=4aproy=6jex=3.

Závěr: Danému vztahu vyhovují 3 dvojice přirozených čísel. Jsou to
dvojice:x=6,y=3;x=4,y =4;x=3,y =6.

282. Určete všechny dvojice přirozených čísel x, y, pro něž platí vztah

a)2x+3y=25; b)—Jlí+%=l.
283. Je dáno prvočíslo p. Určete všechny dvojice přirozených čísel x, y, které

vyhovujívztahu
l l l+2p— + ——+2=--——­P+x P+y P

284. Žák A má zaplatit žáku B částku 44 Kčs, má však jen tříkoruny a pěti­
koruny. Kolikerýrn způsobem může uvedený obnos vyplatit, nemá-li
žák B žádné peníze na vracení?

285. Určete nejmenší počet tříkorunových a pětikorunových státovek, kterými
lze rozměnit částku 64 Kčs.

286. V závodě s 25 zaměstnanci se vyplatilo v jednom měsíci na rodinných
příspěvcích na nezaopatřené děti celkem 1 270 Kčs. Příspěvek na jedno
dítě obnášel 70 Kčs a na dvě děti 170 Kčs. Kolik je v závodě zaměstnanců,
kteří příspěvky nepobírají, kolik zaměstnanců pobírá příspěvek na jedno
dítě a kolik zaměstnanců pobírá příspěvek na dvě děti? (Zaměstnanci
s třemi a více nezaopatřenými dětmi v závodě nejsou.)

287. Určete všechny dvojice přirozených čísel x, y, pro které platí vztah:
a) x2 —y2 = 15;

[Návod:x2—y2=(x+y)(x—y)= 15.1 =5.3.]
b) dxz,—y2=22; c) y(2x+y)=65.

[Návod : Řešte substitucí y = z —x.]

288. Velikost stran pravoúhlého trojúhelníka je dána přirozenými čísly.
Má-li jedna odvěsna délku 5 cm, jakou délku má druhá odvěsna a pře­
pona ?

289. Určete všechny trojice přirozených čísel _x,y, z, které vyhovují soustavě
rovnic

x + y + 2 = 6 ,
x+4y—2z=3.

290. Ve skladu mají nádoby pětilitrové, šestiIitrově a osmilitrově. Kolikerým
způsobem lze stočit do patnácti nádob hektolitr oleje?
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*291. Kolika způsoby lze v naší měně rozměnit padesátihaléř na základě pěti­
haléřů, desetihaléřů a dvacetipětihaléřů?
[Návod: Označte počet pětihaléřů x, počet desetihaléřů y a počet dvaceti­
pětihaléřů z. Potom platí 5x + 103;+ 25z = 50. Tuto rovnici řešte
v oboru nezápomých čísel celých za předpokladu, že z ; 2.]

292. Kterými ciframi jsou zakončeny dekadické zápisy všech mocnin na,
kde n je přirozené číslo?

293. Kterými ciframi jsou zakončeny dekadické zápisy mocnin 7", kde n je
přirozené číslo? Roztřidte tyto mocniny vzhledem k zakončení jejich
dekadického zápisu stejnou cifrou.
(Návod: Sledujte dekadické zápisy mocnin 74k—3,74k—2,WH, 7415,
kde k je libovolné přirozené číslo.)

294. Trojciferné číslo, jehož číslice v dekadickém zápisu jsou po řadě a, b, :,
lze napsat ve tvaru a . 102+ b. 10 + c.
a) Zapište v tomto tvaru n-ciferné číslo, jsou-li jeho číslice zprava doleva

a„, a1, az, aa, . . . . ]akých hodnot může nabývat každá z uvedených
číslic?

b) Zapište v tomto tvaru n-cifemé číslo, jehož první číslice je x, druhá y
a ostatní jsou rovny nule.

295. Je-li přirozené číslo zakončeno cifrou 5, pak jeho druhá mocnina je
zakončena dvojčíslím 25. Dokažte to.
[Návod: Uvažované číslo označte lOa + 5, kde a je nezáporné čislo
celé.]

[zasl Číslo :: je přirozené číslo pěticifemé a čísloy přirozené číslo trojciferné,
_ tvořené ze tří poslednich cifer čísla x. ]e-li číslo :: násobkem čísla 53, je

i čislo y násobkem čísla 53 a obráceně. Dokažte to.

Řešení

Čísla x, y je možno napsat ve tvaru :: = a + 10b+ 10%+ load +
+ lO'e, y = a + 10b + 10%, kde a, b, c, d, e jsou nezáporná čísla celá
menší než 10. přičemž c = 0, e = 0.
a) ]e-li číslo :: násobkem čísla 53,pak platí vztah :: = a + 1017+ 100: +

+ lOOOd+ 100004: = k . 53, kde k je vhodné přirozené číslo.
Z tohotovztahujey=a+10b+100c=k.53—1000d—
—10000e = 53(k—8d _ 80e). Činitel k —8d —some o, neboť
kdybynastalopak,bylobyk = Bd+ 80e= B(d+10e)ax = k . 53=
= ] 000(d + lOe), e = 0, odkud je patrno, že c = 0 proti před­
pokladu. Čislo y je tedy také násobkem čísla 53.

b) Je-li člsloy násobkem čísla 53,pak platí vztah y = a + 10b + 10%-=
= r . 53, kde r je přirozené číslo. Z tohoto vztahu je :: = r . 5, +
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+ load + 10*e= 53(r + 8d + 80e), odkud je patrno, že také čislo ::
je násobkem člsla 53.

Závěr: Obě věty platí.

297. Trojciferné přirozené číslo M je dělitelné číslem 18 a lze je napsat jako
součet čísla dvojcifemého & jeho padesátinásobku. Určete všechna
čísla M této vlastnosti.

298. Které dvojciferné přirozené číslo se po vzájemné výměně cifer zvětší
o a) 37; b) 36?

že jedno ze dvou po sobě jdoucích přirozených čísel sudých je
_ dělitelnodvěmaa druhé čtyřmi

Řešení
Označme jedno z obou čísel a = 2k a druhé b = 212+ 2 = 20: + 1),

kde k je libovolné přirozené číslo.
Uvažujme dva případy:
&) Ie-li k čislo liché, je číslo (k + 1) sudé, číslo a je dělitelné dvěma

a číslo b je dělitelné čtyřmi.
b) Je-li k číslo sudé, je číslo (k + 1) liché, číslo a je dělitelné čtyřmi

a číslo b je dělitelné dvěma.
Závěr: Poučka je správná.

_ Dokažte, že jedno ze tří po sobě jdoucích přirozených čísel je dělitelné
__ třemi.

Řešení

Čísla uvedené vlastnosti označme a, a + 1, a + 2 a uvažme, že ze tří
čísel 312— 2, 3k — l , 312,kde k je libovolné přirozené číslo, je jen číslo 3k
dělitelné třemi.

a) ]e-li a = 3k, je první z čísel dělitelné třemi 3 tvrzení je správné.
b) ]e-li a = 3k — l, je a + 1 = $k a druhé z čísel je dělitelné třemi.
c) Je-li a = 31;— 2, je a + 2 = 3k a třetí z čísel je dělitelné třemi.

Je tedy vždy jedno z čísel a, a + 1, a + 2 dělitelné třemi.
Závěr: Tvrzení je správné.

301. &) Dokažte, že součet dvou dvojciferných čísel přirozených, která se liší
jen pořadím cifer, je dělitelný jedenácti.

b) Dokažte, že rozdíl dvou dvojciferných přirozených čísel, která se liší
jen pořadím cifer, je dělitelný devíti.

c) Dokažte, že rozdíl přirozeného čísla trojcifemého a čísla, které vznikne
z tohoto záměnou krajních cifer, je dělitelný 99.

302. Kterým číslem je dělitelné každé čtyřcifemé přirozené číslo, jehož číslice
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na místě jednotek je rovna číslici na místě stovek a číslice na místě desítek
se rovná číslici na místě tisícovek?

303. Tři mocniny čísla 2, jejichž exponenty jsou tři po sobě jdoucí přirozená
čísla, mají součet dělitelný sedmi. Dokažte.

304. Dokažte, že číslo M = 102 + 2, kde :: je číslo přirozené, je dělitelné šesti.

305. Dokažte, že součet třetích mocnin tří po sobě jdoucích přirozených čísel
je dělitelný třemi.

306. a) Dokažte, že číslo utvořené z rozdílu třetí mocniny přirozeného čísla n
a tohoto čísla je dělitelné šesti.

b) ]e-li číslo n liché, je uvažovaný rozdíl dělitelný číslem 24. Dokažte.

307. Je—lipřirozené číslo :: liché, je výraz V = J::3+ 3x2 — x — 3 dělitelný
číslem 48. Dokažte to. [Návod: Rozložte výraz V na součin jednoduchých
činitelů.]

308. Dokažte, že výraz V = 5x:3+ 153:2+ 101: je dělitelný číslem 30 pro
každé přirozené číslo x.

309. Dokažte, že výraz M = n5 — 57:3+ 411je dělitelný číslem 120 pro každé
přirozené číslo n.

*310. Dokažte, že číslo N = ab, kde a = (n + l)2, b = n4 -—37:3+ 2712,je
dělitelné číslem 48 pro každé přirozené číslo 11> 2.

311. ]e-li 71číslo přirozené, je číslo N = na + 271dělitelné třemi. Dokažte.

312. Je-li 11číslo přirozené, je číslo N = na + lln dělitelné šesti. Dokažte to.

313. Dokažte, že výraz U = 105W+ 5 . 10“ + 5. 10" + 25 je dělitelný
číslem 225, jsou-li čísla x, y přirozená.

*314. Dokažte, že aspoň jedno z přirozených číselp, q, p + q, p — q je dělitelné
třemi. [Návodz Uvažujte dva případy: a) aspoň jedno z čísel p, q je
dělitelné třemi; b) ani číslo p, ani číslo q není dělitelné třemi.]

*315. Dokažte, že číslo M = a"+4 — a" je dělitelné číslem 120 pro všechna
přirozená čísla a a přirozená čísla 7:> 2. [Návod: M = (a — l) . a.
. (a + l) (a2 + 1) . a"“1.]

*316. ]e-li 7: číslo sudé, potom číslo N = 3" + 63 je dělitelné číslem 72.
Dokažte. [Návodz 3" + 63 = 3" — 32 + 72.]

*317. Dokažte, že číslo N = 2"+2+ 3%“ je dělitelné číslem 7 pro všechna
přirozená čísla n. [Návodz N lze postupně upravit na tvar 7 . 2" +
+ 3(9" — 2").]

FHS—:|Má-li být P = 2? — l prvočíslo, je nutno, aby i číslo 19bylo prvočíslo.
_ Dokažte.
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Řešení

Předpokládejme, že číslo 15není prvočíslo. Potom jde o dva případy.
Bud' [: = 1 a P není prvočíslo, nebo p = q . 71,kde q a 11jsou přirozená
čísla,přičemžq> l an>l. V tom případěje výrazP=2“" —l =
: 20n_1n : (za _ 1) [2a(n—1)+ zam—2)+ + ]]
Zřejmě je tedy P dělitelné číslem 24 — l 76 l a není prvočíslem.

Závěr: Není—ličíslo 19prvočíslo, není ani číslo P prvočíslo. Aby tedy
číslo P prvočíslo bylo, musí i číslo p být prvočíslo.

*319. Každé prvočíslo p s výjimkou čísel p = 2, p = 3, lze napsat ve tvaru
(6n + 1) nebo (671— 1), kde n je vhodné přirozené číslo. Dokažte to.
Jak by zněla věta obrácená? Uveďte některé příklady určitých čísel, na
nichž je vidět, že obrácená věta neplatí. [Návodz Uvažujte čísla p — 1,
p, p + 1, kde p je prvočíslo.]

320. Zmenší-li se druhá mocnina prvočísla ;) (p % 2, p $ 3) o jednu,
dostaneme číslo, které je dělitelné číslem 24. Dokažte. [Návodz Vy­
užijte výsledku předchozí úlohy.]

7. OPAKOVÁNÍ

321. Které desetinné číslo periodické nutno přičíst k číslu 0,5, abychom
dostali číslo 0,6?

szz Dokažte, že platí: 0,55. 0,83 = 0,2.

323. Jsou dána čísla Vš; 2,5; 2,25. Uspořádejte je podle velikosti.

324. Vypočítejte Vl—Šna tři desetinná místa a porovnejte výsledek s hodnotou
uvedenou v tabulkách.

325. Určete na 5 desetinných míst hodnotu výrazu 2 — V3 a porovnejte jí

s hodnotou tg 15o uvedenou v matematických tablulkách.l , 1 . .

326. Oč se liší velikost výrazu v = 0,3——l_—00— %0 od cisla ;, jsou—11

čísla v a Fl zaokrouhlena na 4 desetinná místa? (Užijte tabulek.)

327. Řešte v oboru reálných čísel nerovnosti:

a)í+x—2<x—3 x+5 3—21: 5x+2
2 5 2

+ ;b 8>
3 2 3 ) +
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328. Řešte v oboru reálných čísel soustavu nerovností:

a) (5x + 5)2 + (12x — 2)2 > 169352,3x + 5 < 0;

3—7x+x+ l>3__7—3x
10 2 5

7(3x—6)+4(l7—x)>ll —5(x—3).
329. Dokažte, že pro všechna reálná čísla :: platí nerovnost

b)2— ,

&)6x+8;9; b) (4x2+x—2)2š.4x(2x—l)2—8x.
x* + 1

330. Dokažte, že platí

241 ( . . _
a) l + a: e. 1, kde a je hbovolné reálné číslo,

6

b)1+Ě=V1+ag ago.
331. Řešte v oboru reálných čísel nerovnosti a proveďte diskusi řešení

vzhledem k parametru p:
a) (p—x)2<l+x2; b)p2+x>p(2x— l).

332. Pro která reálná čísla :: je zlomek

a)::t—2_ 2x—1kladný?b
:: + 1 , ) 2 — x

333. Řešte v oboru reálných čísel nerovnosti:
a) x2—3x—4>0; b)x2—2x+ l >O; c)x2—4x—5<0.

334. Určete všechna reálná čísla m, pro něž platí: m22 m.

335. Určete všechna celá čísla 1),pro něž platí: pa ; p.

335. Pro která reálná čísla a má smysl 1/5a2 — 8a — 4 ?
[Návod: —8a = —10a + 2a.]

337. Určete všechna reálná čísla :: splňující nerovnost

:: + 2 > 1 _ 3
x — 5 x — 2

338. Délka přepony pravoúhlého trojúhelníka je větší než 10 cm. Určete
délku jeho větší odvěsny, která je o 2 cm větší než délka odvěsny kratší.

339. Proveďte úplnou diskusi řešení rovnice
(a — 4) (x — l) + 5 = 0, je—li:: neznámá a a parametr.
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340.

341.

*342.

343.

347.

34

*350.

35

352.

_

*354.

*355.

148

Pro která čísla p má soustava
4x + y = 12,
x —2y = p
řešení 1:> 0, y > 0?

Pro která čísla p má rovnice ::2 — 2x + (p — 3) = 0 oba kořeny různé
3 kladné?

Největší strana trojúhelníka ABC je c = AB, výška k ní příslušná je v.
Vepište mu obdélník, jehož obvod je 25, přičemž jedna jeho strana leží
v AB. Proveďte diskusi vzhledem k číslu :.

Určete délku úhlopříčky čtverce, jehož strana má délku
a = (6 1 0,1) cm. (V2 = 1,41 i o,oos.)

Poloměr podstavy rotačního válce má velikost r = (25,4 1 0,2) cm,
výška v = (38,2 ;]: 0,2) cm. Jak velký je objem válce?
[Objem válce V = nravJ

. Jak velký je poloměr kruhu, jehož obsah P—— (1 i 0,01) m2?

Zvuk se šíří průměrnou rychlostí (340 j; 5) m/s. Výstřel nepřátelského
děla je slyšet na pozorovatelné A za 18,3 s, na pozorovatelné B za 27,5 8
po záblesku. Jak daleko je nepřátelské dělo od pozorovatelen A a B?

Průměr kulového plynojemu byl odhadnut na (23 1 0,5) m. Vypočtěte
hmotnost svítiplynu v něm obsaženého, je-li jeho hustota 1,25 . . . kg/ms.

[Objem koule V = gin-rs, kde r je poloměr koule.]

Řešte v oboru reálných číselnerovnosti:
a)x+l<|x—3|; b)|2x+ll+l>|2xl+2x.
a)l4x—5|>6x—5; b)|x|+|2—x|<2.
Určete všechna reálná čísla x vyhovující nerovnosti:
|2x2 + 5x| > 3 .
[Návod:2x2+5x—3=(2x—l)(x+3), 2x2+5x+ 3=
= (x + 1) (2x + 3)-1

.Řešterovnici12x+l|+|2x—l|=3.
|2x+ll—l2x+l|=2x.

.l2x+l|—!3—xl—x=0.
|x-l-ll—'.xl+3lx—l|—2!x—2|=x+2.
Řešte graficky rovnici
3|x —1l—2lx|+jx+ l! =x.



356.

357.

359.

360.

36_

362.

*363.

364.

36.01

366.

367.

368.

369.

37.©

Řešte soustavu |x —yl : l,
x+y =5.

Určete všechna přirozená čísla x, která splňují soustavu
1

Ix—l! <2, [x*—2x:< 2

Určete všechna celá číslay, která splňují soustavu
(y+2)2—16<0, (y—3)2—16<0.
Řešte rovnici x2+ 2lx —1|— 6 = 0.

l+ ==l.
|x|+l x—l

Řešte rovnici

. V soustavě desítkové napište číslo:
a) 110112; b) 10010002; c)100101102; d) 44445; e) 21 2123;
f) 712068; g) 20 eltm.

Vyjádřete v soustavě dvojkové:
a) 14110; b) 148010; c) 784310.

Vyjádřete v soustavě dvojkové číslo:
a) 25,68; b) 43,25; c) 0,2113.

Sečtěte ve dvojkové soustavě:
a) 11 110,012+ lOOl,ll2; b) 101 110011,112 + 1011011,01;
c) l3eOt12+ 37,8„.

Odečtěte v soustavě dvojkové:
a) 10100001 13) 101110,100 c) 111110001

—1 110011; —1011,001; 100100111.

Ve dvojkové soustavě spočtěte objem kvádru o rozměrech:
a) 5101:b = 7101:C = 1501915 b) a = 25101.:5 = 40101: C = 301015
C) a = 12,510), b = 12,510), C = 20010) ­

Určete všechna prvočísla, kterými je dělitelné číslo 21 648.

Dvě ozubená kola s 24 a 40 zuby zasahují do sebe. Kolikrát se musí
otočit první kolo a kolikrát druhé, aby určitý zub prvního kola přešel
opět do téže mezery kola druhého?

Kruhovou dráhu stadiónu objede jeden cyklista za 8 minut, druhý
za 10 minut a třetí za 12 minut. Vyjedou—livšichni současně z téhož místa
startu a jedou-li stále svou rychlostí, za jak dlouho projedou znovu sou­
časně místem startu? Kolikrát objede každý z nich stadión?

Určete dvě čísla, jejichž největší společný dělitel D = 2 a nejmenší
společný násobek n = 12.
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371. Dokažte, že číslo N = 1715+ 9215 je dělitelné číslem 84.

372. Určete všechny dvojice přirozených čísel x, y, pro které platí vztah
5x — 73; = 9.

*373. Určete všechny dvojice přirozených čísel x, y, které vyhovují rovnici
5x + 73:2= 800.

374. Rozměry kvádru jsou udány přirozenými čísly a a b v centimetrech.

Číslo určující jeho povrch (v cm2) se rovná číslu, které udává jeho objem
(v m3). Určete velikost čísel a a b.

Tři druhy plechovek se součástkami byly dopraveny v bedně. Plechovky
měly hmotnosti 2 kg, 3 kg, 5 kg a objemy po řadě l drna, 4 dm3 a 6 dms.
Celková hmotnost zásilky bez bedny byla 81 kg, celkový objem ple­
chovek 93 dma. Jestliže počet nejtěžších plechovek byl největší, kolik
plechovek každého druhu bylo v zásilce?

. Najděte všechny trojice přirozených čísel, jejichž součet se rovná jejich
součinu.
[Návodz Označíte-li největší z uvažovaných čísel 2, pak platí xyz_Š 3z.]

. Najděte trojcifemé přirozené číslo, jehož dekadický zápis má tu vlastnost,
že součet druhých mocnin jeho cifer je 118 a součet jeho cifer se rovná
číslu vytvořenému z posledních dvou cifer uvažovaného trojcifemého
čísla.

378. a) Dokažte, že součet dvou po sobě jdoucích lichých přirozených čísel
je dělitelný čtyřmi.

b) Dokažte, že součet tří po sobě jdoucích přirozených čísel sudých je
dělitelný šesti.

379. Dokažte, že čtverec lichého čísla zmenšený o l je dělitelný osmi.

380. Dokažte, že výraz M = 10' + 5 je dělitelný číslem 15 pro každé při­
rozené číslo x.

381. Číslo P = p2 — 1, kde p je přirozené číslo větší než 1, je prvočíslem jen
pro p = 2. Dokažte. [Návod: Výraz rozložte v součin a uvědomte si
definici prvočísla.)

382. Dokažte, že výraz N = Sn4 + 10113— 57:2— 1011je dělitelný číslem 120
pro každé přirozené číslo n.

+11

383.Dokažte,že vým V=10' +2.101+2.1ov+436
přirozená čísla x, y číslo celé.

384. Dokažte, že číslo :: = 1,719+ 1917 je dělitelné číslem 36. [Návod:
:: = (1719— 1717)+ (1717+ 1917),výrazyvzávorkáchrozložtevsoučinJ

37S"

37G

37_.

je pro všechna
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IV. MOCNINY A ODMOCNINY

I. MOCNINY S CELOČÍSELNÝM EXPONENTEM

. Deňnuite mocninu a", je-li a libovolné reálné číslo a 11číslo přirozené.
Na základě této definice dokažte, že platí a) a“ z 0, b) az“1 2 O,
ie—lia g 0, a“H < 0, ie-li a < 0.

Porovnejte hodnoty: (—1)2*; (—l)2k“1; (—1)2'f+3; (—l)'“; (—l)*+1;
(—l)2'“+2, ie-li k libovolné přirozené číslo.

. Uspořádeite sestupně podle velikosti čísla:
22, (_2Ýa _(—2)2: —(—2)89_(_24) '

Proveďte: a) (-2)3 . (—1)a . (—4)=; b) —(—3)2 . (-—1)a. (—2)= . (—4) .

. Proveďte: a) 2:13— “:'(—a)5+ (—a)3 + 2(—a)s — (1%
b) (—b)7 + 2(—b)a — 3(—b)7 + (——b)9— b8 — 2b7 + b“;
C) (—:|:)2. (—x)'. + x“: 13 + 3(x2)3 — 5(—x)“;x si: 0 .

Proveďte a určete podmínky, při kterých mají tyto výrazy smysl:
(x+y)3(x+y)' a3.173.a*'.b5 1a_: 1+*;b—— ;

) (x+y)5 ( „ )ava'bz “'"-bz
agreed? .. warm-e... 24 .
43 944 b“ ' nr" 2x"*y2 ' 4m2x '

e) <—v)= . <—v)6_ vs , ) m=<—m)t _ (—m)6
“v“ (—v)2 ' "!(—"05 'm2(—M)3 '

(r—s)2.(s—r)2 73.53_ 8 _ 4. ___—___.—
a)<x y).<y x), b) „„ r_s.

» w(+r- edr- (an

“=>[“““-(šíře? d>(z:—::)(%):

) [3(zz)aM____“ O 25(2b“r*£,
(3zzv)' , 2 . (2b . x2)= '

(2p2q3)4. (34%)8. (25352 ; b) (2.48va : (2142715. andi?
(6p3r)3. (2 . 5 . p . W 12 (away

151



aab 9ch 14:8 2ch—.—. :—r-'.
352 7a' 3_ab “3

10 [(ŽY. 9_bi_(ĚYTŠSŽ' %$ 43 3a, ' 3a '

11 [_242 .É ŽĚE “.[(5_“)2 5_“]2' (Sb)2 4c 3a]' 4b 8b2 '

12. Za předpokladu, že 71je číslo přirozené, proveďte:
n n+1 n+2 (_ '2n_ _ 2n+1_ _ 211—1a)2'2 .2; b)_3, (3) (2)__;

22.23 —3
".b". ".b"

C)(—a)2"+“=aan; ové 0; d) a—aba ; ab?é 0;
e)(a—b—c)2".(b+c—a)2"+1.(b+c—a).

13. Za předpokladu, že k je číslo přirozené, proveďte:

)a_2'=_ Šk bada b) (::—5)2 x2—4(„) („) (?); —2_]„]
(1 HY_ a _ xzk—2xk+l_ ::2

“*W, ““—xs—-(,„_„a­
( b )
_ Z+y+l z+y+1

a „(ca .;:FÍz/b) (x,y jsou (5313přirozená).

15. Proveďte za předpokladu, že 11je číslo přirozené;
\ n

a"+1.b a „. „+2 1 n+2 x* x
a) a.b"+1 + (í) * w x ' (5) _ 35 (3)

„+1 __ „1+1 _ 204-2
(x + y) . (u v) . (x y) (a je číslo přirozené).

14.(

*16.
(u _ „)na-1 (1.2_ y2)aa+1 (u _ „)a

* “2- " [(x2 —y*)"']" a — b '" _ „ „_ ,

". [(x —y)"] ' (a + b)m ' (x + y)"] (m,n jsou cisla pnrozena).

amsv . b*z—Waw . bu—cv'

x, y jsou čísla přirozená, :: > 2y.
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[19.| ]e-li k libovolné přirozené číslo, dokažte, že platí:

3 . 2'“+s— 2 . ?" + 2k+4: 2k+5, přičemž k je přirozené číslo.

Řešení

Upravujme postupně výraz A = 3 . 2'“+a— 2 . 2'“+2+ Zk+“ takto:
3.2"+3—2.2k+2+2k+4=3.23.2k—2.22.2'f+24.2k=
=24.2k—8.2k+16.2k =32.2k=25.2'“=2k+5.

Závěr: Daný vztah platí.

20. Dokažte, že platí:

a) 5 . 3:5+2— 3 . 33+1 = 36 . 32 (x je číslo přirozené);

b) (x" —x"y" + yzn) (x" + yn) : na" + ya" (n je číslo přirozené).

. Rozložte v součin (exponenty všech mocnin jsou čísla přirozená):

a) x . am +ya2m; b) :sz+1+ a; c) 43+1 — 45; d) 45 — l;

e) a2m+1_ a; f) pn+2 _ faqs; g) xr+3 _ x'ya;

h) xan+s _ya _ xayan+3; i) yn _xn+4 _ xnyn+4;

i) aa" + az" — a" — l . [Návodz ai"I = a2".a".]

N |—

22. Deňnuite mocninu an, ie-li n = 0 a mocninu a“", je-li 7:číslo přirozené.
Z jakého důvodu nejsou tyto mocniny definovány pro číslo a = 0?

23. Počítejte zpaměti:
2 —1 1 —= ­

a) 2—8; 193—4; c) (;) ; d) (;) ; enom—8;
—4 —3 —4

f) (2%) ; g) (2% h) 3—8. 32; i) 2—2_2—;
. 40.5“2 5—2_5—a.5'4.59

]) 52 . 30 ' k) 2—5 '

24. Napište jako desetinná čísla:

a) 104; b) 3 . 104; c) 17 . 10:5; d) 6 . 10—55
c) 125 . 104; f) 2,25. 104; g) 0,7 . 10—1.

25. Napište desetinnými čísly velikost koeficientu roztažnosti:
a) 12 . 10—0(železa); b) 1,6 . 10—5(mědi); c) 3 . 10—6(zinku) ;
(1) 8,1 . 104 (skla).

26. Klidová hmotnost neutronu je 1,67 . 10—24g, hmotnost elektronu
9,1 . 10—23g. Určete poměr obou hmotnosti.
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27. Elektron má hmotnost 9,1 . 10—23.Vodíkové jádro má hmotnost asi
1 840krát větší. Určete ji.

28. Průměr atomového jádra je řádově 10—13až 10—12cm. Převedte na
milimetry. Napište výsledek ve tvaru desetinného čísla.

29. Jakou hmotnost má mezon, je-li jeho hmotnost 80krát větší než hmotnost
elektronu ?

30. Proveďte a udejte, za jakých podmínek mají tyto výrazy smysl:

a>3-(%)“*—%;mer-%; ma)—=

a—b _ e)(a—b)—2_ ) l__
(a+b)—1, a+b ' a—b 4'
1 2 (0+b)

8)? + ? + 3:1:0.
31. Dokažte, že platí:

3

a) (3x2)—3:(2x4)s = %) , jestliže :: st 0;

b) (ax2+bx). :c—3=——:i„ pro x$0;
z __

c) (a—b—l)2=“2—bžabi—I, je-li bgeo.

32. Proveďte a uveďte podmínky, za kterých mají tyto výrazy smysl:
a-abz —z. 3x-2y-a —5_ xoz-a —4.

“(?—Ta), b>(sz——a)' „(P),
2b—4 -3 gab—3 —2 1 —2

d) (___a ) :( ) ; e) [—] .(x+y—“.c—3. d—= c—2d—a (x + y)—a

33. (a-=.b—7.c0)—4_ (a2.b—3.c—4)—2.a“s . b“11 . c13 a“ . b7 . co

1 -2 l —3 l 2

“ (Mí) "(b—í)“(“—Jj
35. [( —x)—'m : (—.1c)'3"—1]—2. [( —.vc)3"+1. (—::c)"2"+1]—a; n je číslo přirozené.

36. (at:—""U"“—1. (xm)"' . x*; m je číslo celé.

a_f+ a—z)—1_(az— a"z)2_ (an— 1)—2_(a" + l)—1_ x,y jsouM+b—5 y_b-v bav_1 ' bW+l čislaoelá.*37. (
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2 . ODMOCNINY

fl

38. Jak definujeme VZ, je-li a g 0 a n číslo přirozené? Bylo by možno
2x-1

definovat tuto odmocninu pro a < 0 a n liché? (Je platný vztah V; =
2k—1

= —VÍŠ, kde a < 0 a k přirozené číslo?)
39. Jak velká je přepona pravoúhlého trojúhelníka, jehož odvěsny mají

délkya=261cmab=380cmř
40. V kružnici o poloměru 78 mm je vedena tětiva délky 125 mm. Jakou

vzdálenost má od středu kružnice?

41. ] e dán čtverec, jehož strana má délku 5 cm, a obdélník o rozměrech 6 cm,
4 cm. Který z nich má delší úhlopříčku?

42. Kvádr má rozměry a = 12,8cm, b = 21,5 cm, : = 36,4 cm. Jak dlouhé
jsou jeho úhlopříčky stěnové a jakou délku má úhlopříčka tělesová?

[Návod: Tělesová úhlopříčka kvádru u = l/a2—+—bz+—c2.]

43. Určetevýpočtemi z tabulek hodnoty: VW; V1—5376;VW;
Vším;VW; VH.

44. Proveďte:

3) VŠ+ 31/37—(2Ví+ 3Vš— IE);

b) 5(V5+ Ví) —4(V3 —Ví) —3(3V5 — V3),

,) 2m %Vš—gwš—Vš)- Šmu— ve),
coal/3+ 5Vš—7VZ+4VZ—6Ví-3VZ+Vš; agmxgo;
e) 4(]/E+ Ví) —2(Va_—Ví) —ó(31/ET VD + 161/2;ago, bg 0;

f) a(Vš+ Ví) —VRa—b)—0V3+5Va_,020,bšo;

g)zv; _ [aj/; _ (svz _ z'vz)+ “m _ v; _ c(v; _ j/z), ag 0 .
45. Proveďte:

,) V5 V3 » vw VE Vs—o-,) “Vs—o172—0d) (vm V3) V5,

e) (V2 + V3)V3,f) (V3 + Vimr —Vž),s) Vza Vzb Vaba> 0
bzo, h)V2a.V3b.Va.Vab,a20, bzo,

i) VW. n. V2mn_—*.l/llem'ln—__a.
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46. Odmocnčte částečně: s a
a) V5; V5; V5; vm; VŠI—5;b) V4—8;VZS—0;VĚŠ; c) VW;
VW; a z o,b; o; a a—
d) V27a95ne21,a g 0, b z o, c ; o; V8a7b8;Vam.

47. Nejprve odmocněte částečněa potom proveďte:_ ..— a_ _
a) SVÉ _ 21/175; b) 2V16 + 121/54 + s1/250;_ _ _ a_ a__ _
c) 12VÉ+ 12VÉ — 21/27 — V32; d) 31/12 _ 6V3 + 6V24 — 131/3;

e) VÉ+Ví—V4_8+ zj/W.
48. Rozhodněte, které z čísel je větší: a) 51/5 nebo zl/É;

o) 9Vínebo 111/5?

49. Dokažte, že součin dvou odmocnin tvaru tal/tí, erÍ, kde u, 7)jsou čísla
racionální, V777,V1? čísla iracionální, která nelze částečně odmocnit,
přičemž narzí tu, není Édy racionální číslo.
[Návodz Ukažte, že an je číslo iracionální.)

50. Zjednodušte výraz ZxVx — 3Vx2+—153be a udejte podmínky, za jakých
má smysl.

[Poznámka: V? = |x|; jelikož : > 0, aby daný výraz měl smysl, je
|x| = x.]

51. Zjednodušte výrazy: a) xVZ _ yVa—3+ 4/5; b) V; + VZ:?+ V? +
+ VF+VĚ+VF+VÉ;
: _ a _ s _ s _ 8 __ 8 __ 3_

c) Va+Va2+Vař+VaÍ+Va5+Vao+Va7gn—l n—l

*d) Va—7'— xVa — (a — x)Vx ,

*e) byl/x_n“ — stal/x_n + 3y1/x—"+4—13va a udejte podmínky, za
kterých mají smysl. '

52. Za předpokladu, že odmocniny v následujících výrazech jsou definovány,
proveďte:

a) (VaTb + WWE; b) (Va—%+ V519) (Va—“%— VaTř) ;

c) (V3 — Ví)Va“—b“; d) V; (V17+ V?) + V?:(Ví — V3) ;

o (W + “vn—m+ “W) (jz —“vw ;

f) (jg + Von) (im,—„=_ Vor—„o+ 1%).
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53. Dokažte, že platí

V(r—l)(r2—1)+1/9r2+913+V4+4r=(4r+ I)Vr+ 1.
Jaké omezení tu plad pro číslo r?

fl 1!

Upravte výraz V113%"+3+ Vba, ie-li n číslo přirozené, a z 0, b z 0.
Jakou hodnotu má tento výraz pro n = 3, b = 2, a = 1?

55. Vyjádřete jako odmocninu výraz: :
_ _ _ T * - =— T—. .. . _; 22;32;4 __;

a) 3V2,_2V3, 51/53,41/53 b) V V V128
<=)x*yVy;y_2 0;

d)4(x+y) Š+yi y= Ox>y;

e) n(x _1)Vn—3(x—_-—l)3;n>o,x>l'
56. Proveďte:

ís „___ —7 ._ _
a) V—; b) Vo,oos; c) V1- ; d) V180:V5;25 9

3

e) V4—8zVí; f) 18:45? ; g) VajízVĚž;
3 3

h) a_2__1,:'l/a_b_ i) V_3—_—ab=.VÍSab a>0 b? 0­3c c , _—V_—5 : ' :" '
3

i) 35—05:VĚC? .3—3 25a2b

57. Proveďte:

3) (6 _ 2V5+ 4Vg—7VÉ) : VŠ;

b) (Vš—VÉ+ Ví—5)=V5—;
c) (a + 3sz 215- Vš); (V5—V5).
[Návod: Dělence upravte na tvar VŠ(VŠ — V2) (l + VŽ).]
8__ 8_ __ _

ss. (Vďb + Vab' — Í/a2b2): Vab .

r s_""_1 7 .
59. —V „_1:W—) ; r > 0, s > 0, n čislophrozené.: r s
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60. Proveďte:

a) (W; (var; (“Vzr;(vu m; (vš—var; (: + Vír;

b) (Výří (VŠ?, x g 0; (VŠ?, n z 0;
c) (VZ+21/192,a20,b20;(1—V71)> azo.

61 a) (1+1/2+1/_)a b)(Vž'+Ví+1/5)* c>Vz+Ví. Vž—'—V3

d)(Va+Vb+V —Vb), bzo, aazza,

e) (x+ sz— Vx)(x—an— Vac),::21.
62. Vyjádřete jedinou odmocninou:

a) VÍ/š; b>V1/—í; QVŠĚ; chvil/Ego;& s ___ 3 T
“ — ' T— :: x . .

C)VSV“ 01/31/3155 8) VŠVÍ'HÉO'C Í
h) VVTŽŽ;a>O,b>05 i) Va'.Va2Vc_z;aš05

» Vž-Vž-VT"„„o.
63. Proveďte: , .

a)Vč-Í/ž; b)M, ov—Vf“V——53; d)„VŽ—VŽ
V3 V51—1 szz,

64. Zjednodušte a udejte podmínky, za jakých má tento výraz smysl:

„__—___;V:: V? Vxá- b)Vic—V;._.,
„ “Ví „ W=

c)( if: ?):ng;
d)Í/x'.Í/F.V;Í/_x_-“:VFI.
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65. Upravte tak, aby imenovatel zlomků neobsahoval iracionální číslo:
1 4 2 3 3 2a

073 b),—; C):—š CDS—';e),—; f)—;a=,é0.
V? vz VTó V3 V? V;

1 1 1 _ 1 _

EV? MVL—1;mír? d>v——V3,

3—V1_5g)3____V2+2V3 a+b
6?T; f) _, —:——'_,

c)V15-V12 )Vš——V'3 3Vž—2V3 h)Va+Vb
aZOHb>0mMa>ObŠO;

66. a)

DVŽ+IIŽITŠ ago: 520,09517;Va

) %iŽ—IIKSTÍ a>0, b>0, a>b,a a

IQM; 122.
Vx+—Ž—Vx——2

67.2jednodušte:

1+Vš_ b)V_3__—_V__2+V3+V2
2+Vš' V3+V2+V3—V2

_ d)l—V:c+ 3Vx _3+V;_
c)V2+V3—V5' d)1+VEE+1—VÉ l—x'

V3+1
e)Ví+l/2—l/3—l
[Návodz Jmenovatele zlomku rozložte na součin (V2—— l) (Ví + 1).]

„ IÍVÉ—Vlš

a)l+

(Návod: Násobte čitatele'1 jmenovatele zlomku

VýrazemV6 —(V3 + V511

|____—.|Proveďte &rozhodněte, pro která čísla a má smysl výraz

:=[VaQ/a —l) + 1 —a] _ _d—(1—Va")Í/a' % *“2'
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Řešení

a) Upravuime postupně výraz x takto:

=[Va(Va—l)+l—a]2: £:
5342)an V_V942 v—a— a+1—a 9—a2 l— a _2

=[(1_Vjí/;a_z] “ Va: [Ef/ZJ '
Víí“= [É] “3.7% (vwVEF

= aVa V9V—_aa= V9 —a2 ;
b) aby výraz : měl smysl, je především nutno, aby bylo číslo a > 0,

neboť pro a < 0 by neměla V; smysl a pro a = 0 by neměl smysl
dělenec výrazu x.
Dále je nutno, aby číslo a = 1, neboť pro a = 1 má imenovatel
dělence výrazu :: hodnotu rovnou nule. Jelikož však V9 — a2 je ve
jmenovateli dělitele výrazu :: a musí být definována v oboru reálných
čísel, je nutno, aby (9 — az) > 0, což nastane pro —3 < a < 3.
Shrneme-li všechny podmínky, musí platit 0 < a < 3, a 72 1.

Závěr: Upravený výraz :: = V9 —až, přičemž je nutno, aby 0 < a <
< 3,a = 1.

[ 9. | Proveďte a rozhodněte, pro která Čísla :: má smysl výraz

1+; 1+1:2 l—x 1+1:2
(vá—lm) —(mV—l—l—_7;)­

Řešení

a) Upravujme daný výraz postupně takto:

(1+_v_;_ Výf— (1_ v; _ [mg)—2:V1+x 1+V1 Vl+x l—Vx

1+2V—+x—l—x] 2_[_l_—2V;+x—l—x]_2=(1+V_)V1+_—x (1—VDVÉ

=[(l +;xJĚÍ/l+J-a— _[(l —VZŠVV—Í—+—x_—]-2=
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[(1 + VII/)yl+ x]2_ [(1 —%>va2 x —2Vš

_ “ 471/320+x) _ (l—VÍ)2(1+x) :
_ 4x 4x

=l:;xo+2V;+x—l+2V;—x)\=!%Ž.4V;=(_1++)l/x'
b) Aby daný výraz měl smysl, musí pro číslo :: platit tyto podmínky:

a)x>0; b)x7': l; c)x> —1.

Závěr: Upravený výraz má tvar , přičemž pro číslo ::

musí platit vztah :: > 0, x =,61.

(1 + x)]/ÉE
x

| 70. ; Upravte výraz:

a) VŠ.Í/F+4Í/m—hVV—TÉ+3xVÍ/—T_g x>0;

b) %Š'Vaz'í/č-Ví;vóíga>0;2 3.1/a5

c) Í/asbo+ 415) . Í/aQ/ízb_ gym; „ ; o, b ; o;s—_3—— ._
d)Vx.|/y'15Vy2.VF+Vy:y;x>0,y>0.

'— — _ ' ' +y
*na) (Wy- Vxx.)=(__í_+_y:_x_ );VHV;v ny+y ny ny

x>0,y>0,x.—/_-y;

b)(M—Va)z(a—b)+ _2Vš_;Va+Vb Va+Vb
a>0,b>0,a;áb.

72. Dokažte, že platí vztahy:

„vrah—warm?
b) V——l/Ě=V? —V“2—__'

kde 7 = Va= — b, jsou-li a, b přirozená čísla, přičemž a2 ; b.
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73.Zjednoduštevýrazya)VW? ; b)Vím podle;vzorcůúlohy72.

74.Použijtevýsledkuúlohy73ak úpravěvýrazu:: = W? .
75. Dokažte, že platí vztah a2 + b3 = cz, ie-li

a=%(V5-+ 1), b=ŠV1T——2Vš_,c=2r,
76. Dokažte, že platí vztah

(Vn+p+Vř)(Vn+p—Vř)=n;n+pšo,pšo.
Vztahu je možno užít k rozkladu racionálního čísla v součin, který má
činitele iracionální. Zkuste např. pro n = 3, p = 4.

77. Dokažte, že výraz v = (x + 2) + V(x —2)2 má hodnotu v = 2x, je-li
1:2 2, a hodnotuv =4,je-1i :: <2.

78. Jsou—ličísla a, b nezáporná, dokažte, že platí vztah

Vaa+b2—2|/%20.
79. Určete všechna kladná čísla x, která splňují nerovnost

il/ílxa ; 1.Prokteréčíslo:: nastanerovnost?
80. Určete všechna reálná čísla x, která splňují nerovnost

1+ : _YŠŠVZ'

3. MOGNINY S RACIONÁLNÍM A IRACIONÁLNÍM
EXPONENTEM

m

81. Jak definujeme mocninu a;, je-li n číslo přirozené a m číslo celé? Platí
tato definice pro všechna reálná čísla a? Rozhodněte, kdy platí pro čísla
ašO,kdypročíslaa>0.

82. Zpamčti:

Podle definice nahraďte mocniny odmocninami a obráceně:
1 1 1 1 a

a) 252; b) 83; c) 5.16“; d) —2.273; e) 83;
1 1 _1 _a

f) 24.64'; g) 3—2.s11»5; h) 64% i)100 *; i) 31 *;
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k) (š)—š; 1) 64%; 111)Í/ř; n) 1/37; 0) V?; mii/ím;
l.

q) V7“­

Ě Určete na dvě desetinná místa přibližnou hodnotu mocniny 21-075.
Řešení

l,875=l+0,5+0,25+0,125=1+—Š—+%+.Š__
1 1 1 1 1 1 _ c_ a

Je tedy21-sv==21+*+*+“=2.2*.24.2'=2.V2.V2.Vč.
Vyhledáme-li hodnoty odmocnín v tabulkách, přičemž

Í/Ž = 2%= zšzz=1/2—sz= VVŠ, 2%;= Vílí , dostaneme:

Vít 1,414,í/íi 1,189,Vši 1,090.
MocninaFmi 2 . 1,414. 1,189. 1,090á 3,66.
Závěr: Zumá 3,66.

84. Určete na dvě desetinná místa přibližnou hodnotu mocniny
a) 31.15; b) 28.15

85. Proveďte a výsledek uveďte desetinným čislem zaokrouhleným na dvě
desetinná sta:

a>[(2%.2%>=2—=1%;>——

86. Proveďte a uveďte podmínky, za kterých mají smysl výrazy:

a)a%.<1%a%; b) 2%.zž.z%; c) (x—y)%.(y—x)%;

d) „* : 13; e) u_i: „%; f) (což; g) (f)—%; h) (i)—%.

37,a) (4%)š.(a%)šz (až %; b) 3.a%.a%.2a%:aš;

c) (0% . b%)%:(aš . bš)% ; d) ( abšriz (b“1 . a%)%.

88. a) (aš+ l)a— (aš— l)z; b) (až + 1) (až —l)—-(až— ly;
a —l a ——l

c)1 1 .
aa+l aa—l
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89. Dokažte, že platí:

B 2 2— 2
a)1 al _.a_+—a—=——, a>0,a:/_-l,

1+0: a—l _
_ 1

b) Í L1_ Í+b1=2(ab)a;a=,áb,aaé—b,ašo,bšo.
a8_b8 aa+ba

_ x'"+y—" -=. . 3 1
„.Proveďte.(].-i'm) ,je-11x=4,y=z, „:?-.

*91. Proveďte:

a) [(É —x1)1.(a—x)—

—1

+x1] .2—1.(ax) “ ,xs

X2

b) [x(l — ac)—%+ „] : (1 — ý. (1 — 2x + aa)-1;(1 — x)“

c) [(CZ—+P —(l —a)—1]-alj_agl;12)z[(a +1041%.
_ . _ _

92. a . a2 . aa . .
|——| Upravtevýraz:: = VK V převodemodmocmnnamocmnysra­;

cionálnimi exponenty.

Řešení
_ = _ 4 _ 1 1 1 .! _8 _9 &!

Va Vaa Vas a2 a3 a4 a12 012.012 a“ 1—3. . . = . . = . = __ ___a“ = a"_ a 1_1 u '
Vau a" „12 „12

Výraz 1 má smysl jen pro čísla a > 0.
Závěr: Daný výraz má hodnotu :: = a, ie-li a > 0 .

93. Převodem na mocniny s racionálním exponentem proveďte:
__ 8 __ C _ G _

„) Va.Va.Va=.1/a6_ b) Va5.Vb. Í/F1 _ , o
Vas va
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94. a) Dokažte, že pro všechna čísla a > 0 platí vztah

' hííí/211_3­

í/aT-r

b) Ie-li číslg > O, dokažte užitím mocnin s racionálními exponenty

= al—z;kde :: ie libovolné racionální číslo.

m —V = vz.
a

95. Pro která čísla a je definována mocnina a", kde n je číslo iracionální ?
96. Proveďte:

a) al+Vi . abyi ; b) (4101/2- , ;
bVř

„ M; d)(amvam-va.
Vš—i::

Uveďte, za kterých podminek maji tyto výrazy smysl.

97. Určete na tři desetinná mista hodnotu výrazu:

a) (wmvmu b) (loa'nwawn

[Návod: sin 450 = cos 450 = M23.]

: VŠH y Vš—i

Upravte (;) - _x- . Jaký předpoklad musíme učinit o číslech
:: a y, má—limít tento výraz smysl?

99. Proveďte:

2e _ 3Vš-1 3e+1 _ 2e-2 7! av; _ bVŠ Vš

“) ???; (2m 3M) > C)(Ta—V')' ' a . b '

d) (i:—_KŽYIŠ cVš+Všeny; ' '

(a—b) . (a+ b)" V—' „„ „ “*100-3)_;L—bz—; b) M ;
bCOB60. . bsan

c)Qi? -W“
ry
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4. OPAKOVÁNÍ

101. Proveďte:

&) 0,5ambnc8;(_ % a*bc) ; a $ 0, b $ 0, c 36 o;

b) l,5x'"+1y"—1: 3xm'1y"—*; :: 7': 0, y ?S 0 .

242173. mb"c*.6 "*“. *Wšx$o:y$o,b$oš
5an bn+acn+8 307!—1bn+1

6xn—4yn—azn-a-zxnynzn+1, a % o, b ?e 0, x % 0, y $ 0, 2 $ 0

102. a)

b)

3 4—3 ISC—ad—z 2b—3 d——2

103) SEZ—w,“ 354—a_1; 0750,b7é0,c:,ÉO,dqéo;
9:1'3.b—a 48c—3d—4 —1 2—5 a—lb—ab —. :—. 'a 0,b7é0,c$0,d7':0.

) wed—= (27a—5b—3) 3—2 dec—1 ' $

04—211_ (,a—zm c3—nd4—m -|—1 . al—ans—m .

1M. [ ca“"d4—2n ' ac-nba—smj ' cl—Zmdl—Sm' a * 0, b * 0, c + O,

d7é0;n,mceláčlsla.

*105. Dokažte, že pro každé reálné číslo :: = al_ 1 , a ?S 0, a % 1 má výraz

1 + (a +_—x)—1 1 — (a2 x*) _
l—_ (a + x)—[1— _2ax—+_] hodnotuaa2.(a —1)1

106. Proveďte: a) (i;-)o— (%)—2+ (— %)4 —(—2)"'š
_.1 _1 _l __1 1..

w (s) %> %$) wrc—5)
A 1 z 1 1 a

c) 55.125.25—0'4.52; d) 7.33+ 6.813—8.9'— 5.279;

„=

c) (a%+ aš+ aš) (aš— “%)5 a 760 .

107. ll — [x(l + „,)—%]“l-l _(1 + x2)—1[:ť3(1+ x*)%_ 130 + x2)—Š]_
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1 1
2 2

a b a bl . Jakou hodnotu má tento výraz pro108“ a 1 1 _ 1
a"+ aa.b" a4+b4

„:i, :ip
16 81

109. Proveďte a udejte, pro která reálná čísla :: má smysl výraz
—1 l —1

_ 3x a ::a __ _ (1— 2x)—1y * * 1 3x—2 'xs_ 2x'31í xs _ xs

110. Zjednodušte výrazy:

a) Vaši/F; a>0; b)Vayavgga>0;
va—l V?

upravte:

c)(1+1/í)2+(1—1/27)*. d) (1+V5)*— (1 —Vž)*.
zVž ' 21/5 '

e) 51/5 + 4Vš _ 61/17)
VÉ+VŠ Ví6+ VE Vš+ V?

111.Í/Vň—z.Í/VÉ+2+Í/7+V2_2.Í/7—VZ.

Vš+ V3 Vš—V'š ' 3 _ *
Vš—Vš+Vš+ V3)+ (2+v3+3v3)'
23 '— '— '—

113. ——,—:. [Návodz 3 _ V4 = V27 _ V4; dále využijte vzorce
3 — 4

*112. (

(a—b)(a*+ab+b“)=a3—ba.]

114.x = V14+ sVš— Vm _ all—5.
[Návodz Utvořte :“ a po úpravě určete St.)

115.Upravtevýnz
(: b _

a)v= aV:+ : HV“ ; a>0,b>0,a7éb;
É b a
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.

b)Va"3.Va_3.Va—3.b*.VaT;a>0,b>0;
. —1 1 1 z

c) a 2.b-'.a“.b_' a—'.b3; a>0,b>0;

d)82%.Vy_š.quš.VaÍ/;; a>0, y>0.
ns. Dokažte,že výraz !: =V? + V(x_ máma hodnotu v = 2(x _ 1) pro

xš2, hodnotu9:2 pro ogx<2 a hodnotuv=2(l —x) pro
x<0.

117. Dokažte, že pro všechna reálná čísla : > 0 platí*__
Vx +x1 1 g %

118. Určete všechna reálná čísla a, která splňují nerovnost

a) val/174; b)i/aaTl < 173.
119. ]e—lip libovolné reálné číslo, dokažte, že výraz

l l

1+VFŠLT+p+1+VpTF—p
má hodnotu nezávislou na čísle p.

120. a) Určete všechna reálná čísla x, která splňují nerovnost

6x—5Vš+1_ S0.
l'—Vx _

[Návodz Položte V; = y; potom 6y2 — Sy + 1 = (By — ]) (2y — l).]
b)Upravtevýmz:

“L + 4—1: a Stanovtejehohodnotupro a=l a
a+Va—x3 a—Va—xí'
„JE

_ 2 _
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l.

2.

u

:“

01

.“

10.

11

V. MNOŽINY

Čísla udávající výšky žáků vaší třídy (v cm) jsou prvky množiny N.
Jsou správné zápisy 1606 N, 167e N, 1806 N, 182$ N, 165$ N?

Předměty, kterým se ve vaší třídě vyučuje podle rozvrhu v úterý, jsou
prvky množiny Q. Zapište značkou, zda matematika, dějepis, chemie
a ruský jazyk je či není prvkem množiny

. Čísla udávající počty osob ve vagónech určitého osobního vlaku jsou
prvky množiny H. Může být množina H též prázdná? ]akými čísly

jsou vyjádřeny prvky této množinyP'7

Rozhodněte o číslech a) 0,66; b)2—76; c)%:——8; d) 2%:, zda patří nebo
2

nepatří do intervalu I = < 3 , oo).

. Rozhodněte, zda jsou správné zápisy množin:
a) [M;C ;D; Z; F) = (Z; M; D; F, CH);
b) (D; M, F; 2; L): (M; Z; D, N; L).
Písmena jsou značky vyu čovaného předmětu.

Rozhodněte, která z uvedených množin je konečná:
a) Množina všech prvočísel; b) množina všech přirozených čísel x,

která splňují nerovnost :: < 100; c) množina všech přirozených
čisel x, která splňují nerovnost :: < 1; d) množina všech reálných
čísel :, která splňují nerovnosti —1 _Š_x g 1.

Určete množinu všech uspořádaných dvojic přirozených čísel, které

b) x = “2—— l a rozhodněte, zda jesplňují rovnici a) x = 5 — — 32 ,
tato množina konečná.

Označme M množinu všech dvojcifemých přirozených čísel dělitelných
šesti a N množinu všech dělitelů čísla 210, kteří jsou různí od čísla 1
a čísla 210. Určete, která z množin má větší počet prvků, & vypište
všechny prvky, které mají obě množiny stejné.

Vypište prvky množiny P všech uspořádaných a) dvojic, b) trojic při­
rozených čísel, jejichž součet je 9.

Podle komutativního zákona zapište součin abc všemi možnými způsoby.
Tvoří tyto zápisy množinu?

.Jsou dány množiny U E (l; 2; 3; 4) a V E (S; 6; 7). Utvořte mno­
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12.

13.

1h

15.

16.

17.

18.

19.

170

žinu M všech uspořádaných dvojic čísel tak, aby prvé číslo ve dvojici
tvořil prvek z množiny U a druhé číslo ve dvojici prvek z množiny V.
Každá z těchto uspořádaných dvojic určuje v soustavě pravoúhlých
souřadnic bod, jehož souřadnice udávají čísla dvojice. Sestrojte tyto body
na základě prvků množiny M a sledujte množinu N všech různých
pravoúhelníků, jejichž všechny vrcholy jsou v těchto bodech. Kolik
prvků má množina N?

Z písmen A, B, C, D lze tvořit dvojice spojováním těchto písmen po dvou.
Přihlédněme při tomto tvoření k pořadí písmen v každé dvojici, takže
např. AB a BA jsou dvě různé dvojice.
al Vypište prvky množiny M všech takto vzniklých dvojic.
b) Jsou-li písmeny A, B, C, D označeny po řaděrůzné body na přímcep,
utvořte množinu Q všech různých polopřímek, které mají uvedené body
za počáteční. Který ze zápisu Q = M, Q sú M je správný?

Jsou-li x, y souřadnice libovolného bodu X v soustavě pravoúhlých
souřadnic ny, potom množina M všech bodů X, o jejichž souřadnicích
Platí: 3)x>0; b)yšo; C)x=y; d) xěy; e)y—x=2;
f) y —x < 2; g) y —-2x ; 3 jsou bud' vnitřními body poloroviny, nebo
body poloroviny, nebo body přímky. Ověřte to.

. Je dán obdélník ABCD. Označte E střed jeho strany BC a vypište
prvky množiny M všech různých trojúhelníků, které mají vrcholy
v bodech A, B, C, D, E. Přihlédnete-li ke shodnosti těchto trojúhelníků,
můžete vytvořit čtyři různé podmnožiny množiny M. Vypište jejich
prvky.

]e dán pravidelný pětiúhelník ABCDE. Určete prvky množiny L všech
různých trojúhelníků, jejichž vrcholy jsou v bodech A, B, C, D, E.
Roztřiďte dále tyto trojúhelníky tak, aby vznikly dvě skupiny trojúhel—
níků navzájem shodných; těmi jsou určeny dvě množiny K a R. Zapište
jejich prvky a vztahy mezi množinami K, L a množinami R, L.

]e-li M množina všech rovnoramenných trojúhelníků a N množina
všech trojúhelníků rovnostranných, rozhodněte, který ze zápisů M c N ,
N G M, N : M je správný.

P je množina všech dělitelů čísla 12a G je množina všech dělitelů čísla 48.
Zdůvodněte správnost zápisu P C G

M1 je množina všech kvádrů, M2 množina všech kvádrů, které mají
dvě stěny čtvercové a M, množina všech krychlí. Zapište vztahy mezi
těmito množinami.

]e-li n přirozené číslo větší než 3, pak hodnoty výrazu V = n + 2



20.

21.

22.

23.

25.

26.

27.

28.

určují množinu M všech přirozených čísel větších než číslo 2 a hodnotya _
výrazu U = ';—_—Žmnožinu N.
a) Je správný zápis M C N ?
b) Určete množinu čísel 11,pro něž platí M = N.

Určete, ve kterých případech je správný zápis A C B, je-li:
a) A množina všech prvočísel a B množina všech čísel lichých;
b) A množina všech hodnot výrazu V = 2", B je množina všech hodnot
výrazu U = 2n, kde n je číslo přirozené; c) A je množina všech hodnot
výrazu Q = 271,Bjemnožina všech hodnot výrazu N = 271— 1, kde n
je číslo přirozené. Stanovte množinu čísel 71,pro která platí A = B.

]e dána množina M všech reálných čísel x, která splňují nerovnosti
0 g x g 1a množina N všech reálných čísely, která splňují nerovnosti
0 ; y < 1. Která z obou množin je částí množiny druhé?

P je množina všech dvojcifemých přirozených čisel dělitelných číslem 12
a G množina všech dvojciferných přirozených čísel dělitelných číslem 18.
Vypište prvky množiny R, která je sjednocením množiny P a G a prvky
množiny 5, která je průnikem obou množin.

„Bramborové“ brigády se účastnilo M žáků jedné třídy, „lesní“ bri—
gády N žáků téže třídy. Určete sjednocení a průnik obou těchto množin.
Proveďte i pro údaje z vaší třídy.

. A je množina všech přímek, které procházejí bodem M E (2, 3) a B
množina všech přímek rovnoběžných s osou x. Určete množinu C =
= AnB.
Určete průnik a sjednocení množin z úlohy 16 a 20.

M je množina všech reálných čísel x, která splňují nerovnosti —2 <
< :: < 5, N je množina všech reálných čísely, která splňují nerovnost
|y| <. 4. Určete množinu R = MUN a množinu S : MnN

A je množina všech přirozených čísel dělitelných dvěma, B množina
všech přirozených čísel dělitelných třemi, C množina všech přirozených
čísel dělitelných šesti a D množina všech přirozených čísel dělitelných
čtyřmi. Kontrolujte správnost zápisů:
ACC, ACD, BCC, BCB, C=AnB, A=AUD, C=CUD,
0 = an B.

Určete výsledný interval a znázorn
a) (2,5)U(4,7), b) (—2,3)U (3,6);čtc) (—1,2)n(2,3),
d) [(—00,3)U(3 5)]n(2 5)
[Návodz Používejte číselné osy.]
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30.

31.

32.

Znázorněte a určete výsledný interval:

3) (2:3)U(195)Š b) (_132)n(2,3)i C) (3:7)U_(738)Š
d) <—10, —2>n <—2,0); e) (—1; 1,4) n <V2,3);
f) (a, a + 2)n(a — l, a + 1), kde a je číslo kladné.

Jsou dány tři kružnice kl =;—(8511), k2 E (S,; rz), la:3E (S„; ra) tak,že
r1 > 72> r:, a S3 E T, kde T je bod, ve kterém se kružnice kl, k2 do­
týkají vně. Označte po řadě M1, M2, M3 množiny všech vnitřních bodů
kružnic kl, kz, ka a vyznačte šrafováním body množiny:

a) A : MIU M2, b) B : MIUMa, c) C : MZUMa,
d) D = M1U(M2UM3),e) E : Mlan, f) F = MlnMa,
E) G : Manna: 11)H =(M1nM3)U(Mana)­

Jsou dány množiny A : (1,2,3,4,5,6),B : (2,4,6,8,10),C : (5,6,7,8,9).
Napištemnožinua) AU BU C; b)An BnC;c)An(BUC);d)
(A n B) U (A n C). Které z těchto čtyř množin jsou stejné a proč?

Je dána kružnice k 5 (S; r), její libovolná sečna p a úsečka SR, kde
R je pata kolmice vedené z bodu 8 na přímku p. Označte M množinu
všech vnitřních bodů kružnice k, N množinu všech bodů přímky p
a P množinu všech bodů úsečky SR. Určete množiny: a) A : MU N,
b) B : MnN, c) C : MOP, d) D = NHP, e) E : MU(PnN).
Narýsujte.

. Nakreslete kružnici k -:—:(S;r). Množinu všech bodů uvnitř kružnice
označte A. Nakreslete rovnostranný trojúhelník ESD, jehož jeden
vrchol je ve středu dané kružnice a délky stran jsou rovny velikosti
jejího průměru. Množinu vnitřních bodů toho trojúhelníka označte B.
Dále sestrojte osu úhlu ESD a množinu bodů této přímky označte C.
Nakreslete samostatné obrázky pro:
a) (AnB)UC; b) (AUC)n(BUC);c) (AnB)U(BnC); d) (AUC)nB.
(Obr. 7.)
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34.

“.

*37.

Pro která :: je interval: a) (2x, :: + 3) částí intervalu (2,7); b) (x, 5)
částí intervalu (—l,x + I); c) (x,x + 3) částí intervalu (5,8);
d) (x, 2x — 1) částí intervalu (—2,5) ; e) (3x, 2x + 1) je částí inter­
valu (3,6)P

M je množina všech reálných čísel x splňujících nerovnost a < :: < b,
N množina všech reálných čísel y splňujících nerovnost 1 < y < 8
a G množina všech reálných čísel z splňujících nerovnost 1 < 2 < 5.
Určete reálná čísla a, b, platí-li Mn N = 9.

V soustavě pravoúhlých souřadnic ny vyznačte šrafovánim ty body X
množiny M, jejichž souřadnice x, y splňují nerovnosti 1 g x g 3,
—1; y ; 5; který geometrickýútvar body X vyplňují?

Je dán trojúhelník ABC, jehož úhel < BAC = a, <IACB = y,
<; CBA = B. Vyšetřete množinu M všech bodů X tohoto trojúhelníka,
pro něžplatí AX ; BX ; CX.
Pomocí velikosti stran a úhlů trojúhelníka ABC vyjádřete podminky
pro to, aby: a) množinou všech bodů X byl pětiúhelník ; b) množinou
bodů X byl právě jeden bod; c) množina bodů X byla prázdná.
[Návod: Množinou bodů X, pro něž platí AX ; BX, je polorovina 038,
kde a, je osa úsečky AB.]

M je množina všech diváků určitého divadelního představeni, N množina
všech prodaných vstupenek na toto představení (v předprodeji i 11po­
kladny). Popište, kdy jde 0 zobrazení množiny M do množiny N, kdy
přejde toto zobrazení v zobrazení množiny M na množinu N a kdy ve
vzájemné jednoznačné zobrazeni množiny M na množinu N. Uveďte
příklady.

Řešení

a) 0 zobrazení množiny M do množiny N jde tehdy, je—likaždému
diváku uvedeného představení přiřazena právě jedna vstupenka. Není
tedy např. na závadu, jestliže si někdo koupil v předprodeji vstupenku
a pak na představení z určitých důvodů nepřišel, aniž by jinému vstu­
penku předal; není totiž divákem, takže se zmenšil jen předpokládaný
počet prvků množiny M, nikoli však konstantní počet množiny N.
Nebude to však zobrazení, jestliže mezi diváky bude divák, který nemá
vstupenku („čemý“) nebo budou-li jednomu diváku přiřazeny např.
dva lístky. (Přítel, pro kterého divák A G M vstupenku koupil, se do
divadla nedostavil.)

b) Jde o vzájemné jednoznačné zobrazeni množiny M na množinu N,
je-li diváků právě tolik, co prodaných vstupenek a různí diváci vlastní
různé vstupenky.

c) Jde 0 zobrazení množiny M na množinu N, nikoli však vzájemně

173



jednoznačné, je-Ii např. dvěma divákům přiřazena tatáž vstupenka
' (matka s dítětem na jednom sedadle).

39. A je množina všech občanů ČSSR, B množina všech dat od r. 1870.
Přiřaďte každému občanu množiny A datum jeho narození. Uvedte
příklad, kdy: a) přiřazení nebude zobrazením; b) bude zobrazením
množiny A do množiny B; c) bude zobrazením množiny A na mno­
žinu B; d) půjde o vzájemně jednoznačné zobrazení množiny A na
množinu B. .

40. A je množina všech předsedů třídních výborů vaší školy, B množina
všech učitelů na vaší škole vyučujících. Proveďte zobrazení množiny A
do množiny B tak, že každému předsedovi přiřadíte jeho třídního učitele.

41.'Množinu N tvoří příjmení všech žáků vaší třídy, množinu V jejich
jména. Zobrazte množinu N na množinu V. (V případě, že jde o dva
žáky téhož příjmení, připište k příjmení označení podle stáří.)

42. Jsou dány množiny M = (1,2, 3; 4) a N = (x; y; z). Uvedte alespoň
jeden příklad na zobrazení množiny a) H do množiny N; b) množiny N
do množiny M; c) množiny M na množinu N. Přiřazení naznačte
šipkami.

43. V rovině narýsujte dvě různé úsečky a E AB; b E CD: a) rovnoběžné;
b) různoběžné neprotínající se; c) různoběžné protínající se v bodě D.
Sestrojte zobrazení (prosté) a na b.

44. Každému reálnému číslu :: je přiřazena právě jedna hodnota mnoho—
členu M = x2 + x + 1. Je toto přiřazení zobrazením? Napište několik
vzorů a jejich obrazů.

45. a) Každému bodu X v prostoru je přiřazen právě jeden kótovaný
průmět X1 na průmětně n a každému kótovanému průmětu X1 na prů­
mětně n právě jeden bod X v prostoru. 0 jaké zobrazení tu jde? b) Jaké
zobrazení představuje pravoúhlé promítání na dvě k sobě kolmé prů­
mětny a jaké kosoúhlé promítání na jednu průmětnu?

46. Kolik je všech zobrazení množiny (a, b, c, d) do množiny (1,2)?
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VI. FUNKCE

I. POJEM FUNKCE A FUNKCE LINEÁRNÍ

1. Vyslovte definici funkce a definičního oboru funkce. Zjistěte pak, zda
v následujících předpisech jde o funkci:

a)y=x+ 1; b)y=m; c)y2=ax,a>0; d)y2+x2=25;
e)y=x=—9; f)y=VFTš; g)y =2x2—3x+5;h)y=a.lř,

kdelgags,b=2; i)y=V—l_+x8;j)y2=1/;—2.::

Do které množiny oboru funkce z úlohy a), —i) patří číslo 0?

2. Rozhodněte, který z předpisů značí jedinou funkci:

_ 2proxe (1,3) _ 2+xproxe(0,2)
a) f(x) _ (x — 1 pro xe (—2,l); b) f(x) _ (31 — 1 pro xe(——3,0);

an:a Ju:2

c) f(x) : i? pro xe (—3,—2) d) f(x) ___í? pro xe (—3,—2)21:pro x 5 (0,2) ; 2x pro :: & (—2,1);
13__ _ _ 2x+1roxe —2,l

c)f(x)=í3proxe( 3, 2) f)f(x)=£ ! p ( >2x pro x E (_2,1); :: pro :: G (0,3) .

3. | Určetedefiničníobc-rfunkcey : JL;— .
__ ac)/2—x —::2

Řešení

Tato funkce je deňnována pro všechny hodnoty proměnné :: $ 0,
pro které je výraz pod odmocnítkem kladný. Proč? Platí tedy: 2 — x —
—1:3> 0, (x + 2) (l —x) > 0. Tato nerovnost je splněna pro —2 <
< :: < 1. Načrtněte.

Závěr: Funkce y =

(—2,l), kromě nuly.

3 — . .

2x 1—1 )e deňnována pro x 2 mtervalu:: —x—x

4. Určete množinu čísel, na níž jsou deňnovány funkce:
a)y=x; b)y=3x; c)y=3—x; d)y=a (a je čísloreálné);
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1 — 1 . —

c)y=;; f)y=Vx; s)y=V—;;h)y=x“;1)y=l/x2;
— _L. ='—_—. = 1
vai—V?, k);v V:“ 1, by VŘTI'
Určete, kterých hodnot nabývá daná funkce pro všechny hodnoty pro­
měnné :: z deňníčního oboru (obor funkčních hodnot funkce).

5. Určete definiční obor funkcí:
4_ 8_ 8_ __

a)y=Vx*; b)y=Vx; C)y=Vx2; d)y=V5—2x; e)y=
_2 2x _ _2__,=1—V1—x;f>y=m> s>y=Vx—4x+3š

h)y =sz+ 2x+2; i)y =sz —4x+ 5; i)y =V6x—(x=+11).
6. Určete definiční obor a obor funkčních hodnot funkce:

a) y =3 —x2; b)y = (3x —2)2—4; C)y = |x|; d)y =x —|x|;

l+x 215—3
e)y=lll—|x; f)y=V'l—_xi 8)y=;3—;—4;2š1 — __
b =————'- ' = _ _ 2 '
)y 1—V1+2x' 1)y Vx 1+2l/1 x+Vx+l,

. :::—2 l—x _ 1
')y—Vx+2+V1+x' k)y'l/““2“3x+2+1/3+2x—x='

7. Jakou funkcí času je dráha tělesa, které se pohybuje rovnoměrně tak,
že a jednu vteřinuurazí dráhu a) 10cm, b) lm, c) 4ka

8. Vyjádřete závislost velikosti úhlu (ve stupních), o který se otočí a) velká,
b) malá hodinová ručička na době : (min).

9. Na trati dlouhé 5 km je celkové převýšení 55 m. Vyjádřete vzorcem zá­
vislost výšky místa na trati na jeho vzdálenosti od výchozího bodu, je-li
stoupání trati konstantní.

10. Pro převod teploty to ze stupnice Celsiovy na teplotu ve stupnici Fahren:

heitovč platí vztah t;- = —5—to + 32. Jakou funkci teploty v Celsiově
stupnici je teplota změřená ve stupnici Fahrenheitově?

11. Při složeném úrokování závisí konečná velikost vkladu a„ na počtu úro­
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12.

13.

14.

l

1

$"

?“

fl

kovacích období n a na procentové míře;) vztahem a„ = a.) . (l + _p_) ,100

kde a.) je velikost počátečního vkladu.
a) Jaká je to funkce? b) Určete a., jako funkci ostatních veličin.

Část louky tvaru pravoúhlého trojúhelníka, jehož velikosti odvěsen
jsou a, b, má být zastavěna budovou s obdélníkovým půdorysem tak,
aby jeden roh měla ve vrcholu trojúhelníka, protější roh aby ležel na
přeponě daného trojúhelníka. Jakou funkcí jednoho rozměru budovy
bude druhý rozměr?

Do koule o daném poloměru r je vepsán rotační válec. Vyjádřete objem V
válce jako funkci jeho výšky 7).Pro která v je V definováno?

Do koule o poloměru r je vepsán rotační kužel. Vyjádřete jeho plášť Q
jako funkci jeho strany s. Ve kterém intervalu proměnné : je Q defino­
váno?

Kouli o daném poloměru r je opsán rotační kužel. Poloměr jeho pod­
stavy je x, jeho výška v, objem V. a) Vyjádřete hodnoty v, V jako funkce
proměnné :: a rozhodněte, pro která :: jsou tyto funkce definovány.
b) Vyjádřete V jako funkci v a proveďte podrobnou diskusi.

Vyjádřete délku matematického kyvadla jako funkci jeho doby kmitu.

[NávodzT : 21tVš ]
*17. Jakého tlaku b„ vzduchu dosáhneme v pneumatice, jejíž objem je V,

po n tazích hustilky objemu 0?
[Návod:(V+ v)b=Vb1;(V+2v)b= Vb2,.. .,(V+ n.'v)b= V. b„.]

*18. Jaká je závislost tlaku b pod recipientem vývěvy, jehož objem je R, na
počtu zdvihů pístu, pod nímž se vytvoří v krajní poloze objem V?
[Návodz Rb = (R + V)b1, Rb1 = (R + V) b2, .. . .]

19. Zpaměti:
Ve kterém kvadrantu leží obraz bodů, jejichž souřadnice jsou:
a) (M); b) (a,b); C) (—a,b); d) (a,—b); e) (—a,—b), (a,b isou libo­
volná čísla reálná)?

20. V pravoúhlé soustavě souřadnic jsou dány body: A s (2,3), B _=_(-—2,3),
C E (Z,—3), D E (—2,—3), E 5 (—1,3), FE (—1,0), G 5 (2,0).
Které z těchto bodů jsou souměrné položeny podle osy x,y, podle po—
čátku?

21. Stanovte, jaký útvar vyplní body, jejichž souřadnice splňují podmínky:
a)x=2,y>—2; e)—lěxě2,yš—2;
b)yš—l,x=3; f)—2gygl,x>2;
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C)yš3,x<2; g)0gxš4,y=0­
d)ng=l,Ogyg2; Znázornčte.

22. Sestavte tabulku hodnot proměnné :: a sestrojte graf funkcí:
! l

a)y=x;y=3;y=—2—x;y=—íxš xe (—l,5)
b)y=x+3;y=x—3;y=x+0,6;y=—x+2
(x je číslo celé, kladné menší než 10);

2 l
c)y=2x—0,5;y=-šx+4;y=—2—x—0,5;y=—2x+4.

23. Uvedte na tvar y = kx + q a sestrojte graf funkcí:

a)2x+3y—6=o; d)%x+%y=1;
b)3x—2y——6=0; e)10x+l4y=35;
c)4x—5y=20; f) l4x—l2y=2l;

xe(—5,10).
24. Narýsujte graf funkce, která je určena předpisem ceníku osobní dopravy

SD do vzdálenosti 20 km.

25. Pro které hodnoty proměnné : nabývají funkce z úlohy 23 hodnoty
nula? Co znamenají tyto nulové hodnoty geometricky?

26. Ze stanic A, B, vzdálených od sebe 30 km, vyjíždějí současně proti sobě
dva autobusy, oba stejnou rovnoměrnou rychlostí 45 km/h. V místě C,
vzdáleném od A 12 km, mají oba autobusy lOminutovou zastávku.
Rozhodněte podle grafu, kdy a kde se autobusy potkávají.

27. Z obou konečných stanic vyjíždějí trolejbusy v lOminutových inter­
valech. Doba jízdy je 40 minut. Kolik trolejových vozů potká na trati
každý vůz? Řešte graíicky. (Vozy nevyjíždějí z konečných stanic sou­
časně)

28. Použijte grafu předchozí úlohy a zjistěte, kolik trolejových vozů potká
chodec, který ujde celou trať za 2 hodiny, a kolik vozů jej předjede.

29. 'Znázorněte graficky následující lineární funkce. Všimněte si, které přímky
jsou rovnoběžné, popřípadě splývají. Protínají se některé z nich na osách
souřadnic? Které z těchto funkcí mají graf procházející počátkem?

a)2x+3y=0; b)-;—+%=0; c)x+l,5y=0;

d)%+y=4; e)3x+4y=16; f)y—2x=3;
g) 3y+8=21g h) 3x=12; i) 3x= —12;
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*30.

*31.

i_32;|

34.

j)y=-Š—x—3; k)x—2y=6; l)y—2x=6;
m)x+3=0; n)y—6=0.
Dokažte, že funkce
a) F(x) : 6z vyhovujerovnici F(x + 2) —7F(x + 1) + 6F(x) = 0;

b) GU) = (%)„ vyhovujerovnici 2G(y + 2) + 5G(y + 1) _ 3G(y) =T0
Pro tlak nasycených vodních par platí empirický vzorec p—= a. bc+T
kde a, b, 4:jsou kladné konstanty, T absolutní teplota. Vyjádřete T jako
funkci p.

Sestroite graffunkce
=|x+l|—|x—l|.
Řešení

Tato funkce je lineární nebo konstantní a je tedy definována na mno­
žině všech čísel reálných. Definiční obor této funkce rozdělíme tak, aby
platiloa)x+l>0,x—l>0; b)x+lšO,x—lgo; c)x+
+1 <0, :: —l <0. V případě a) je xe(l,oo), v případě b) xe
e (—l,l),vpřípadě c)xe(—oo,—1).Potom-pro a)platíy = |:: + 1| —
—|x—l|=x+1—(x—1)=2(neboť|a|=aproa>0).

b)y_=x+ ll —(—x+ ]) =:: +1 + x — l—— 2x,
neboť |a|= —a pro a < 0.

C)y=—(x+l)— (—x+ 1)=
= —x—l++x —1—_ —2.

Graffunkcey=|x+l| —
——|x — II se skládá tedyzetří
částí (obr. S):
a)y =2proxe(l,oo),
b)y = 2xproxe (—l, l) ,
c) y = —2 pro xe (—00, —1).

Zobrazte průběh funkce

C)y=3—l2—xl; d)y=2lx+l|—3Ix—l|;
e)y=|x—3|—2|x+l|+2|x|—(x—l).
Zobrazte množinu bodů A E (x,y), o jejichž souřadnicích platí:
Ix—ylgl, |x+ylgl, |x|+|y|gl. [Návod:Uvažtevšechny
možnostizx—yš0,x+y= Oncš myš 0.1
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35.

!36-1
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Určete koeficientylineární funkce y = ax + b tak, aby:
a)prox=2byloy=3aprox=4byloy=7;
b)prox= —lbyloy=laprox= l byloy=3;
c)prox=0byloy=0aprox=3byloy=3;
d)prox= ——lbyloy=3aprox=0byloy=0;
e) sestrojte graf těchto funkcí a odečtěte z něho funkční hodnoty y přl­
slušné hodnotám proměnné a: pro a) x = —2, b) x = 1,5, c) :: =
= —2,5 apod., udejte hodnoty proměnné :: příslušné funkčním hod­
notám, d)y = 0, e)y = ——1,f)y = —l,5.
Sestrojte průsečíkový nomogram závislosti dráhy na čase pro rovno­
měrný pohyb. Rozměry nomogramu nechť jsou 10 cm . 10 cm, obor
proměnných : &(0,140) m, z6 (0,10) s, :: 5 (0,14) m/s.

Řešení

Závislost dráhy na čase pro tento pohyb rovnoměrný je vyjádřena
vztahem s = c . :, jestliže čas začínáme počítat od okamžiku, kdy pohyb
začal, tj. s = 0. Grafcm té závislosti jsou přímky procházející počátkem.
Souřadnice druhého bodu grafu pro různé hodnoty rychlosti c jsou vy­
počteny pro t = 10 v tabulce:

: |0|1|2i3i4|5|6'7|8|9|10|11I12|13|14
: | o|10|20|30j4ol5ol60|70|80j9o|100l11o|120l130|14o

Viz obr. 9. 140 + C 18 16 14

130

12

: i
100 10

90

70

60

30

20

10

Obr. 9 O 10
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3 .

40.

41.

Má-li obrázek rozměry 10 cm. 10 cm, má stupnice pro proměnnou
: délku 10 cm. Časovému intervalu 1 s odpovídá tedy úsečka dlouhá
lcm. Svislá stupnice pro závisle proměnnou : má rozsah od 0 do
140 metrů. l40m odpovídá na nomogramu deseti centimetrům, jed­
nomu metru pak 0,07 cm. (Výška grafu bude proto 9,8 cm a nikoliv
10 cm.)

Velikost dráhy pro t = 3,5 s a různé rychlosti můžeme odečíst na prů­
sečíku přímky vedené bodem : = 3,5 s rovnoběžně s osou souřadnic :
s příslušným grafem pro danou rychlost. Pro hodnoty rychlosti, které
nejsou vyrýsovány, je třeba souřadnice průsečíku přímky : = 3,5 s
s grafem odhadnout. V našem případě pro : = 3,5 s a c = 4,5 m . s—1je
dráha 15,75 m, pro : = 3,5 s a c = lm . s—1je dráha : = 3,5 m, pro
: = 6 5, c = 7 m . S"'1je s = 42 m atd. Takovéto obrazy' závislosti mezi
třemi veličinami se nazývají průsečíkové nomogramy. Pro snazší jejich
rýsování i spolehlivější odčítání souřadnic průsečíků se užívá před­
tištěných stupnic a graíických papírů. Pro sestrojení dalších nomogramů
použijte milimetrového (graňcke'ho) papíru.

. Sestrojte tabulku hodnot obsahu a z ní průsečíkový nomogram pro obsah
obdélníka o rozměrech a, b, pro a ; 20 m, b ; 50 m. Nomogram má
mít rozměry 10 cm . 5 cm.
Z nomogramu určete pak: 25 . 10; 37 . 8; 45 . 11, atd.
[Návodz Vodorovná stupnice: 50d . . . 10 cm, ld . . . 2 mm;

svislá stupnice

proP. lOOOd...10cm, ld...100 mm,
a je parametr.]

Sestavte tabulku hodnot pro objem válce a podle ní pak sestrojte průsečí­
kový nomogram. (Volte rovnoměrné dělení stupnic pro nv, V a r užijte
jako parametr.)

Sestrojte průsečíkový nomogram závislosti řezné rychlosti v na soustruhu
pro průměr obráběne' součástky d, při počtu otoček vřetena 71za minutu.
Volte pro d 6 (0,200) milimetrů, pro 0 < 1: g 50 m min—1,přičemž n je
parametr a nabývá hodnot 80, 160, 300, 500, 800, l 200, l 600.

Sestrojte průsečíkový nomogram pro výpočet částky m, která je rovna
19%zdanéhozákladuz.(0<pg l0,0<zg 5000.)
Určete průsečíkový nomogram pro stanovení hektolitrové (měrné) váhy
zrní a semen, je-li G G (200,300) kp pro V = 1001. (Volte 1 cm . . . 20 kp,
1 cm . . . 5 l.)

42. Deíínujte funkci prostou, rostoucí, nerostoucí, klesající, neklesající
v intervalu (a, b).
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|*43.| Ie dána funkce y = %. Určete obor této funkce a dokažte, že je to

*46.

182

funkce a) lichá, b) funkce klesající.

Řešení

a) ]e-li funkce y = f(x) lichá, platí pro ni f(—x) = -—f(x). V naší úloze

má tedy platit: y = _—x= ——x-. To je jistě správné pro všechna ::
definičního oboru. [x (5(—oo, 0) U (0, oo).]

Funkcey = —íje tedy funkce lichá.

b) Funkce y = ; je deňnována a) v intervalu (—oo, 0) U (0, oo).
Budeme proto při vyšetřování rozlišovat dva případy:
1. x &(—oo, 0) ,
2. x 6 (O, oo) .

. ]e-li y = f(x) klesající v intervalu (xl, xz), kde xz > xl, pak v celém

tomto intervalu musí být f(xl) > f(xz). Pro nás tedyx——> 3 ,pro
x2>x1>0. Protozí >-í vyplývá
2. (ac2— xl) > 0, neboť xlx2 > 0 a násobením nerovností kladným
číslem se nerovnost nemění. Výsledek xh ::1 > 0 souhlasí 3 před­
pokladem. Také obráceně z podmínky ac2> ::1 lze dospět k tvrzení.

Nechť je 0 > ::2> xl. Potom je opět ::le > 0 a nerovnost

& > & násobena číslem::le > 0 dá zase 2(1c2—xl) > 0, tj. :::2> ::1

což je ozpětpředpoklad. I zde platí věta obrácená. Dokažte sami.

Závěr: Pro všechna x = 0 je daná funkcey = % klesající.

|_­

.“

Která z daných funkcí je rostoucí, která klesající:

a)y=2x+1; b)y=—2x; C)y=3; d)y= 2—2;
e)y=2V;; f)y=x“—l; g)y=—x2;
h) y = 4. 1079.Dokažte. Načrtněte jejich graf.

Z grafu zjistěte, ve kterém intervalu jsou funkce z předešlé úlohy prosté.

Která 2 funkcí úlohy 44 je lichá, která sudá? Jakou vlastnost má graf
funkce sudé a jakou funkce liché? [Všimněte si grafu b) a g).]



47. Dokažte, že funkce a) y = —ax + b je pro a < 0 rostoucí, pro a > 0
klesající v celém definičním oboru.

b) y=V1—x3 je rostoucí v intervalu (—1,0) &klesající v intervalu
(0 1)­

*48. Rozdělte definiční obor daných funkcí na takové intervaly, v nichž je
daná funkce rostoucí, klesající, nerostoucí ani neklesající:
a)y=3—x;b)y=x2; c)y= 4x2—9;d)y =—9+12x—4x2;

G_)Jlř=lx:5f)y= |x|—1; g)y=lx|+|x+ ll; h)y=|x+l[—x—l

*49. Která z daných funkcí je sudá:1 _—
8) f(x) = 25; b) f(x) = f(az + aa); C) f(x) = V1+ : +.xa —

—Vl —x + x*; d)!(x) = sin x; c)!(x) = x —sinx; f)f(x) = cosx.

2. FUNKCE KVADRATICKÁ, LOMENÁ, INVERZNÍ

50. Na jednom obrázku, tj. v jedné pevně zvolené pravoúhlé soustavě sou­
řadnic, sestrojte graf funkce:

a)y=x2; b)y=%x2; e)y=2x2; d)y =3x2; e)y=—x*;
f)y=—-Š—12;g)y=—2xa;h)y=—3xa.

51. Sestrojte na jednom obrázku graf funkce:
a) y = x*; b) y ::::a + 2. Jak se liší graf obou funkcí? Pro kterou
hodnotu :: má funkce y : :::2+ 2 nejmenší hodnotu? Pro která z je
hodnota této funkce rovna nule? Pro která :: je tato funkce záporná?

52. a) Sestrojte na jednom obrázku graf funkce:
a) y = 1,5x2; 6) y = 1,515“— 6; y)y = —l,5:u:a+ 6.
b) Určete z grafu, pro které hodnoty proměnné : je y rovno nule, jedné,

3
c) Pro která :: mají tyto funkce nejmenší hodnotu?

53.2gmfufunkcíy= 2x*+3,y=—3x3 y=—4x*+3najděte
hodnoty:, případněy, pro něž: a)y—= 2 (nebo 2) , b) x= 1 (nebo
—l). Nalezené hodnoty ověřte výpočtem.

54. Sestrojte graf funkcey = 0,519. 3) Z něho pak určete funkční hodnoty y:
:: = 0,5; x = 2,5; x = 3,5; x = ——l,5;: = —3. Určete hodnoty pro­
mčnnéxproy=l;y=3;y=3,5;y=—1;y=—2.
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55. z grafu funkcey= Vx určete hodnoty V1,5, V2,V2,5, V2,&,V3, V3,5.
Srovnejte výsledky s hodnotami v tabulka

56. Načrtněte graf funkce y_=a.1c2 a z něho pak (opět od ruky) graf funkce
y= aa:2+ c, kde a,c jsou daná čísla reálná. (Kladná, zaporna nebo
nula. )

57. Co zlnamenaii geometricky nulové body kvadratické funkce?

58. Načrtněte graf funkce y = aa:2 a) pro a větší než jedna; b) pro a menší
než jedna, ale kladná; c) pro a rovno jedné ; d) pro a záporná.

59. Sestroite graf funkce:
a) y =2x2+ 2, b)y : _:c2—3, c)y =ax2+ c(a,cisoučíslareá1ná
téhož znamení) a ukažte, že pro y = 0 kvadratické rovnice nemají reálné
řešení.

60. V kvadratické funkci y = x2 + ax + b určete koeficienty a, b tak, aby:
a)y=lprox=0, b)y=lprox=—l,

y=3prox=1; y=5prox=l;
c)y=2prox=0,

y=4prox=2.
61. Vkvadratické funkciy : w::2+ bx + curčete koeficientya, b,:tak, aby:

a)y-———lprox=0, b)y=17prox=l,
y=3prox=l, y=39prox=2,
y=6prox=2; y=llprox=—2.

[62.I Sestroite graf funkce y =Jc2 — 5x + 2.

Řešení

Daná funkce je definována pro všechna čísla reálná. Vyjádříme ji
v ekvivalentním tvaru:

y 2

V 2 4
a' 2

= ( i) —u, „5,__ 2 4
x

1 : % 2

-1 0 5 y + H-_(x —í) .-, 4 2

_2 Posv'uneme-li nyni počátek sou­
stavy souradmc do bodu

"3 = (2 _1_7)“4 ___,__+_š'_ Obr.m _ 2 , 4 ,
>: 3: 41



dostaneme rovnici y' = x'2. Její graf je už známý z úlohy 50 a 51. Je to
parabola s vrcholem v novém počátku

2 4

Výsledek zobrazení ověřte grafem z tabulky hodnot původní funkce.

63. Co nejjednodušeji sestrojte graf funkce: a) y = x2 + 3x + 1; b) y =
=x2—x—-2; c)y=x2—2x—3; d)y=2x2—x+5; e)y=
= —x2 + 2x — 6; f)y = —El»:c2+ 5x —-l. [Návodz Narýsujte přesně
graf funkce y = 1:2na milimetrový papír, vystřihněte a okopírujte na
tvrdší papír. Funkce typu a), b), c), e) lze potom snadno narýsovat. Při
správné orientaci stačí okopírování.] Jak zjednodušíte úlohy typu d), f)
pro grafické zobrazení?

64. Do téhož obrázku sestrojte graf funkcey = a;:3pro a = 2, i, -—2,—l.

17

M E (_, — ——a osou rovnoběžnou s osou y. (Obr. 10)

2 2

Jaký vliv má znamení koeficientu této liché funkce na průběh grafu té
funkce?

65. Sestrojte graf funkce a) y = |:: — 212; b) y = —|x2 — 2|; c) y =
= x . |x| .

66. Sestrojte graffunkce a)y = x*" pro n = 0, l, 2, . . ., 5;
b)y=x2"+1pron=0, 1,2,..., 5.

|B7.| Pletivo dlouhé 8 m má ohradit obdélníkový záhon, jehož jednu stranu
—— tvoří zed. Jak by měl být záhon dlouhý, aby jeho obsah byl co největší?

Řešení

Obsah hledaného obdélníka označme y, jeden rozměr obdélníka ať je

:: metrů, druhý je pak 82;x metrů. Potom pro obsah platí:
8—x ::2 ..

y = x —2——= 4x — í . Tuto rovmcr přepíšeme ve tvaru
l . l

y=——ž-(x—4)2+8, tj. y—8=——E(x—4)2.
Její graf je parabola s vrcholem V E (4, 8) a osou rovnoběžnou s osou —y.
(Přesvědčte se o tom tabulkou hodnot.) Maximum dané funkce y =

= 4x — a; nastává tedy pro x = 4 a má velikost8. Druhý rozměr hleda­
ného obdélníka je _. m = 2 m. Záhon bude tedy dlouhý 4 m

a široký 2 m.

*68. Objem 1 cm3 rtuti při teplotě : oC (: 2 0 c“C)se dá určit podle vztahu
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70.

*71.

72.

73.

74.

7.“

7

78.
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V, = 3 . 10—a. t2 + 2 . 10—4. t + 1. Jak vysoko musí vystoupit teplota,
aby se objem rtuti zvětšil na 1,001 cms?

Do kužele o poloměru podstavy r a výšky v vepište válec. Určete objem
válce jako funkci jeho výšky vl. Pro které hodnoty 01 je tato funkce de­
ňnována?

Ze všech pravoúhlých trojúhelníků daného obsahu určete ten, jehož
délka přepony je minimální.

Danou úsečku a rozdělte na dvě části tak, aby součet obsahů rovno­
stranných trojúhelníků sestrojených nad oběma úsečkami byl mini­
málni.

Do rotačního kužele vepište rotační válec, jehož plášť je největší.

Řeštegraňcky:a)x2—7x+10=0; b)x2—3x—4=0;
c) xz—Sx—l4=0; d)x2—l3x+42=0;
e) a:2— 5x + 2 = 0. [Návodz Danou rovnici x2 — 5x + 2 = 0 upravte
na x* = 5x — 2. Položte y = x*, y = 5x — 2 a zobrazte obě funkce.
Souřadnice průsečíků obou grafů vyhovuji dané rovnici. Proč ?]

Řeštegralicky:a)x2—x—42=0; b)4x2—4x— 15=0;
c) 2x2—3x+8=0; d) -—2x2+x—l=0;
e) —3x2+2x+1=o.

2

Pro které hodnoty proměnné :: je hodnota funkce y = % menší než
hodnota funkcey = 2x? (Řešte graficky)

. Podobně jako v úloze 73 řešte graficky:
a)x3=8(x—1);b)x3—3x+l=0; c)z3—4x—1=o;'
d)x4—4x+1=0.
Řešte i tak, že najdete souřadnice průsečíků grafů příslušné funkce
sosoux.

Řeštegraňcky:
a)x3+2x2—5x—6=0; c)x3—5x2+3x+9=0;
b)x3—7x2—8x—12=0; d)x3—2,5x2—4,5x+9=0.
[Návod:pro a) x(x2+2x—5)=6,y=x2+2t—-5,xy=6.]
Sestavte tabulku hodnot funkcí a sestrojte graf funkcí:

l 2 2 3,5_
„Ji—';, b).)i—í, C)y——;» d)y——'?a

l 2 ae =—;f =—-—; =—.
)y 2x )y 3x g);v x

(a je číslo reálné. Rozlišujte a > 0, a < O.)



Sestrojte graf funkce y = % . Z grafu pak určete hodnoty y pro x =

= ——2-,x=2,3,x=—5.

80. Vzduch ve válci má objem 4 drna při tlaku 760 torr. Sestrojte tabulku
pro tlak jako funkci objemu tohoto vzduchu při stálé teplotě. [Ze zákona
Boyleova: Součin objemu a tlaku plynu je při stálé teplotě konstantní.)
a) Propočtěte tabulku pro 0,5 dm3, l dms, 1,5 dma, . . ., 4 dms.
b) Napište vzorec. (Nepřímá úměmost.)
c) Narýsujte graf, v němž ldma je vyjádřen úsečkou 2 cm, 100torr

úsečkou 1 cm.

Čtverec o obsahu 2,25 m2 má být přeměněn v obdélník o stejném obsahu.
Vyjádřete jednu stranu obdélníka jako funkci druhé a určete oba roz—
měry, je-li jeden z nich vyjádřen celistvým počtem metrů.

82. Obdélníková parcela o rozměrech a = 24 m, b = 15 m má být vy­
měněna za stavební místo stejné výměry (také obdélníkového tvaru), a to
s jedním rozměrem a) 5 m, b) 30 rn, c) 90 m. Určete druhý rozměr.
Znázoměte graficky.

83. Pumpou čerpající 3,5 litru vody za vteřinu se vyčerpá stavební jáma
za 10 hodin. Jak dlouho bude vodu čerpat pumpa, která vyčerpá za
vteřinu 7 (10,5, 6; 25) litrů vody?

84. Ze dvou ozubených do sebe zapadajících kol má jedno 42, druhé 119zubů.
Kolikrát se otočí první, když druhé udělá 12 (30, 270) otoček?

85. Převodník u jízdního kola má 28 (36) zubů. Převodové kolečko na zadním
kole má 8 (10) zubů. Kolikrát se otočí zadní kolo, šlápneme-li oběma
nohama 112krát (180krát)? Kolik metrů tim ujedeme, má-lí zadní kolo
obvod 175 (190) cm?

86. Jedno rameno páky je 80 cm (q cm) dlouhé a je zatíženo břemenem 20 kp
(Q kp). Jakou silou je možno udržet toto břemeno v rovnováze, má-li
rameno síly délku 10 cm (1)cm, 20 cm, 50 cm, 800 cm, 120 cm, 400 cm)?

87. V uzavřeném elektrickém obvodu se zdrojem, jehož vnitřní odpor je
zanedbatelný, a s odporem SQ teče proud 4,2 A. Jak se změní proud,
zmenšíme-li odpor o IQ? (Proud je nepřímo úměrný odporu.)

l

7 .

_

las, ' Sestrojte graf radonální lomené funkce y = :?:—2. _

Řešení

Tato funkce je definována na množině x e (—00, 2)U(2, co) a nabývá
hodnoty &(—oo, l)U(l, oo). Provedeme-li naznačené dělení, dostaneme:
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y—l=xl—2,kdex9é2. Položmey'=y—1,x'=x—2a pak
daná funkce má tvar y'- —%,. Její graf (jak plyne z tabulky hodnot)
je rovnoosá hyperbola s větvemi v prvním a třetím kvadrantu. Její
asymptoty tvoří osy souřadnic x', y'. V původní soustavě souřadnic má
tedy střed hyperboly souřadnice 0' E (2,l).

x+ 1
II — ll '[LQ—JSestroite graf funkce y=

Řešení

Definiční obor této funkce jsou všechna čísla reálná kromě l. Rozlišujeme
tedy dva případy: a) :|: > 1, potom |x — l| : x — 1; b) :: < 1, pak
|x — 1| = —(x — l). Graf funkce v případě a) je hyperbola rovnoosá,
jejíž větev leží v prvním a třetím kvadrantu a střed O' E (1,1). V pří­
padě b), tj. pro x < 1, platí

_ x+ 2 . __
y_:(x——1)=_l+_—x+l= —Tl, anOhy+l—

— % . Střed této hyperboly je v bodě O"—=—(l,—l). Jeií graf

y'=——, kdex'=x—l,y'=y+l.Větvetétorovnooséhyper­
boly se středem O" leží ve druhém a čtvrtém kvadrantu.

Závěr: Graf celé funkce y =|—::_x+ i| se skládá tedy ze dvou částí.
Jednu část tvoří větev rovnoosé hyperboly v prvním kvadrantu (pro
:: > 1), druhou část větev rovnoosé hyperboly ve druhém kvadrantu

se středemv bodě 0" E (l, —l).]
90. Sestroite graf funkce: a) y =

] _ x+l
"5—35b)y=—2, e)y= _2;

x—3_ _x+2_ _x—5
d)y= x———2+l;e)y=x __29 DJ,—É: g)y— 2: '

6x ) _6x—42,cy— —9x'91. Sestrojte graf funkce: a)y = ŠŠŠ—:::; b)y =

_ 14135—1_
92.Sestroytegraffunkce.ab)—m, b)y___|x+ll,

_lx—u
)y—x+l'

93. Defmuite inverzní funkci. Určete inverzní funkci !( funkci y = Jr2— l.

c) _x_—y— x+l :
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Řešení

Definiční obor dané funkce y = x2 — 1 jsou čísla z intervalu (—oo,oo).
Pro vytvoření inverzní funkce musíme však tento interval zúžit tak, aby
v něm daná funkce byla prostá. Takový interval pro naši funkci je např.
xe ( O,00). Pro :: z tohoto intervalu nabývá pak funkce y = x* — ]
hodnot ye (—l,oo). Inverzní funkci k funkci dané vyjádříme takto:
]. Zaměníme nezávisle proměnnou x za závisle proměnnou y a také
yzax,tj.x=y2—— 1.
2. Tuto závislost vyjádříme ve tvaru y = f(x), tj. pro náš případ y :
=Vx + 1. Tato funkce inverzní vůči funkci daně je definována na
množině :: e (—l, oo) a pro
všechna :: tohoto definičního
oboru nabývá hodnoty y 6 (O,

3. Z tabulky hodnot sestrojíme
graf původní i inverzní funkce.
Grafy obou funkcí jsou zřejmě
souměrné podle osy prvního a
třetího kvadrantu. (To vyplývá
i z toho, že jsme zaměnili pro­
měnné :: a y.) Definiční obor
původní funkce je proto týž
jako funkční obor funkce in—
verzní a také obor funkčních
hodnot inverzní funkce je týž
jako definiční obor funkce pů- Obr „
vodní. (Obr. ll.) '

94. K daným funkcím určete. funkce inverzní, najděte jejich definiční
a funkční obor a nakreslete jejich grafy: _
a)y=2x+3;b)y=x3;c)y=21—l;d)y=Vx,x__20;

e)y=—x—;f)y=x2+l; g)y=sz—1­

3. OPAKOVÁNÍ

95. Do koule o daném poloměru r je vepsán rotační válec. a) Vyjádřete jeho
objem V jako funkci jeho výšky x. Pro která :: je objem V deňnován?
b) Určete množinu čísel, jichž nabývá objem válce pro všechna :: z defi­

ničniho oboru.
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96. Vlak se rozjíždí pohybem rovnoměrně zrychleným podle vztahu s =
=at“+ bt+ :. Určetezávislostdráhysnačaset,víte-1i,žeza4surazi
dráhuSOm,za10sdráhu305m.

97. Který mnohočlen třetího stupně má pro x = ——1, 0, l, 2 hodnotu
y = 9,2, ], 12?[Návod:y =axa + b:::!+ cx + d.]

98. Vlak vyjel ze stanice A a pohyboval se rovnoměrně zrychleně. Po 2 km
dosáhl rychlosti 40 km/h. Touto rychlostí jel pak rovnoměrně.
Sestrojte graf dráhy 3 jako funkci 'msu :. (Sestavte nejprve příslušnou
funkci. Uvažte, kde bude vlak za dobu : při rovnoměrném pohybu.)
Ověřtesi výpočtem údaje grafu též pro některé další hodnoty :. Například
pro : = 2,5 h, t = 4,5 h.

90. Vyjádřete vzorcem funkce, jejichž grafy jsou na obr. 12.

Obr. l2

100. Následujíd lineární rovnice vyjádřete ve tvaru funkce y = k:: + q,
sestrojte graf a určete několikdvojic :, y, které vyhovuji dané funkci:

a)5x-—8y=4x—9y+3; c)x+y_x—y=x—l
5 4 10

b) (x —y)5 =4(x—y) + 2;
101. Bronz se skládá z mědi, zinku a olova. Na 17 dílů mědi připadá 1 díl
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olova a dva díly zinku. Kolik kilogramů mědi, zinku a olova je v 4 q
bronzu ?

102. Pro které a bude graf funkce y = ax + 1 rovnoběžný s grafem funkce
y = —2x+ 3?

103. Kolo o průměru d se otočilo na dráze 60 metrů n-krát. Vyjádřete závislost
počtu obrátek kola na jeho průměru a zobrazte to graficky.

104. Vodorovný trám určitého průřezu, na jednom konci upevněný, na druhém
konci zatížený, unese při délce 4 m na volném konci 200 kg. Únosnost je
nepřímo úměrná délce trámu. Jak by musel být trám nejvýše dlouhý, aby
unesl a) 500 kg, b) 400 kg, c) 100 kg, d) 25 kg?

105. Určete funkci vyjadřující závislost velikosti úhlu v obloukové míře na
velikosti úhlu :: měřenéhove stupních. Jak velký je úhel v mířestupňové,
je-li jeho velikost v míře obloukové rovna l?

106. Dokažte, že mají nekonečně mnoho řešení soustavy rovnic:

a)x—y=5, b)x+y=3, C)x=4——y,

3x=15+3y; %+0,5y=1,5; y=4—x
Početně i graíicky.

107. Dokažte početně i graficky, že nemají řešení rovnice:
a)x+y=l, b) x—y=4, c)x+_y=3,

:: __y__ _ 2x — y = 5; _ 7 — 2x
"2 + 2 _ 2 ' y — 2 '

108. Sestavte tabulku hodnot a sestrojte graf funkce:
a)y= |x|—x; b)y=—|x—2I; C)y=|2x—1|+Ix—2I—x­
Udejte interval, v němž je daná funkce rostoucí nebo klesající, popřípadě
konstantní.

109. Sestrojte průsečíkový nomogram pro funkci z = x + y, když volíte z
zaparametr. (Např. proz = 0, 1, 2, . . . , 10.)
Určetepak zněho hodnoty z pro: a) x = 2, y = 3,

b) :: = 1,7, y = 2,5;
c) :: = 4,8, y = 6,3.

110. Podle předchozí úlohy sestrojte průsečíkový nomogram pro výpočet
nákladů na drobné opravy, je-li celkový náklad na opravu dán výrazem
z = 2,241:+ 1,15y, kde :; je cena materiálu, y odměna za práci se všemi
přirážkami. Z tohoto nomogramu určete pak cenu opravy pro
a) :: =3,l=OKč3ay 28,50Kčs, b) x=2,ó9Kčsay=14,80Kčs.

ll . Zpaměti: Jak zní kvadratická funkce, jejíž graf je parabola s osou v ose_
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+y a vrcholem v počátku? Jak zní rovnice této paraboly, je-li její vrchol
posunut: a) o 2 jednotky ve směru osyy;

b) o tři jednotky ve směru osy —y;
c) o jednu jednotku ve směru osy x, o čtyři jednotky ve smě­

ru osy —x.
Jak bude znít rovnice paraboly v případě c), jestliže osa paraboly je
rovnoběžná s osou —y?

na ZpaimětizUrčete:f(a), f(—x), f(x + 1),f(x) + 1,f(%) pr0f(x) =— ::=l+x'
113. V podstřeší, jehož nárys má tvar rovnoramenného trojúhelníka o délce

základny b a výšce velikosti v, se má stavět obytná mistnost ve tvaru
kvádru. Vyjádřete obsah čelné stěny jako funkci proměnné výšky míst—
nosti. Sestrojte graf té funkce.

114. Která kvadratická funkce má tu vlastnost, že f(l) : 3, f (2) = 1,
f (3) = 2? Sestrojte její graf.

115. Řešte graňcky:
a)x“—4x+3=0; b)x2—x—2=0;
c):3—2x—3=0.

116.3)x2+x—2=0; b)4x2—4x—15=0;
c)2x2+x—6=0; d)2x2—5y—3=0.

117. Řešte graficky:
a)2x2—5x+2=0; b)x2+x—l=0;
c)4x2—7x+3=0; d)xy=10,x+y=7.

118. Určete početně i graficky extrémní hodnoty funkci:
a)y=2x*—4x+5; b)y=—12+3x—l;
c)y=0,3x2—0,9x+8; d)y=3x2—8x+7.

119. Sestrojte graf funkce:1 ___
a)y=x+;; b)2y=:tV100—x*;
c)y=j:xV100—x5; d) y=iV—x—2.

*120. Z plechové desky tvaru kruhu o poloměru velikosti r je vyříznuta kruhová
výseč se středovým úhlem 9) a svinuta do tvaru nálevky. Při které veli­
kosti úhlu (pje objem nálevky největší?

*121. Obvod kruhové výseče je 100 m. Při kterém poloměru je její obsah nej­
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122.

123.

124.

125.

*126.

*127.

*128.

129.

Zdánlivý odpor oscilačního obvodu, v němž jsou spojeny v sérii cívka
5 indukčností L a odporem R (i s přívodními dráty) s kondenzátorem
s kapacitou C, je dán výrazem:

___—___2
Z .= |/ R2 + (Lu) Cín) , kde w = 2th je úhlová frekvence oscilací.

Určete, jakou frekvenci musí mít oscilace, aby odpor oscilačnlho obvodu
byl nejmenší.

Které z těchto předpisů znamenají tutéž funkci :“
x

a) f(x) =—x 400 = 1;

ť+x2+x+l
b)f(x)=""_xT_T_T——,g(x)=x+ lš

23 3 1

C)f(x)=2É%—3,g(x)=m­

Lomená racionální funkce y : %Ž— má tu vlastnost, že f1 = 3,
f2 : l, ]3 = 2. Určete ji a seen-ojtejejí graf.

. x — 5 2x — 3
SestrOjtegraffunkce:a)y : 2x ; b)y : Ě;

3x — 1 ::
c)y=2—x——5,“:m­
Poměr intenzity záření dopadajícího II a záření odraženého 12při kolmém

dopadu na rozhraní dvou prostředí se označuje R = % . Při průhled­
1

ných prostředích (vzduch, sklo) a pro relativní index lomu n platí_12
R= 2+1) .Sestrojtegraftétofunkceprol<n<3.

: _
Funkce y : :a—+% určuje závislost mezi indexem lomu ;: dané
látky a její tloušťkou 9, která je veličiněy přímo úměrná. Sestrojte pokud
možno přesně graf této funkce v intervalu 1 < n < 2,5.

2$““
b)y = —V2(x—|x —2|).

Určete hodnotu parametru 1) tak, aby funkce y = ::2 — 4|x — l| —;:
nabývala hodnoty 1 pro tři různé hodnoty proměnné x.

Sestrojte graf funkce a) y =
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*130. Určete parametr 1) tak, aby funkce y = x—ZÍ—ZZ—í—íbyla definová­
na pro všechna reálná čísla :: a aby nabyla své největší hodnoty pro
x = 2. Dokažte, že graf této funkce je souměrný podle středu S E (1,0).

*131. Ukažte, že graffunkcey = % (|1 + V4 _ x2| + |1 —V4 _ zil) v in­
tervalu —2 g x g 2 se skládá ze 2 úseček a kruhového oblouku.

132. Určete vertikální osy souměrnosti grafů funkcí:
l l

a)y=ax*+bx+c; b)y=;;+(l—_T)a;
c)y=Va+x+Vb—x.

133. Určete středsouměrnosti grafů funkcí: a)y = ax + b;

_ax+b_ : _l_ _i _l
b)y_cx+d' c)y —;_l+x—Ž+—3;

8

d)y=l+l/x—2.

134.Řeštcgraňcky:a)x3—3x+2=0;b)ť+—21—x—0,5=0;

c):3—10x+2=0; d) xa—Šx—0,7=O;
e)x3+x3—4x—6=0; f)x3—6x*+llx—6=0.
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VII. LOGARITMUS

|. FUNKCE EXPONENCIÁLNÍ, DEFINICE LOGARITMU,
FUNKCE LOGARITMICKÁ

l. Určete hodnoty funkcey = 21, je-li :: = —3 ;—2; —l; 0; l; 2; 3 azo­
brazte její graf.

2. Určete hodnoty funkce y = 2“ pro celá čísla x = 0 až 8 a sestrojte
její graf tak, že souřadnice x budete vynášet v centimetrech a souřad­
nice y v milimetrech.

3. Sestrojte grafy funkcí y = 23 a y = 33 a určete z nich
a) hodnoty obou funkcí pro x = 1, 5;
b) čísla J:, pro něž dané funkce mají hodnotu y = 8.

4. Sestrojte graf funkce y = 102 v centimetrovém měřítku a určete odmě­
řením hodnoty této funkce, je—li

ox=il,wx=il 1

2 "3“ _'
l

c)x=:l:—, d)x=:tó4

2
2 I

5. Sestrojtegrafyfunkcíy = (%) ay = (í) . V jakém jsou vzájemném
vztahu? Pro která čísla :: nabývají obě funkce stejných hodnot?

6. Načrtnětesi grafyfunkcey = azproa = l;2; 3; . . . ,a =Ž; 3 ; %;
. a sledujte jejich průběh, roste-li kladné číslo a.

7. Pro která kladná čísla a jsou funkce y = az, y = (%)z rostoucí, pro
která klesající a pro která konstantní?

8. Sestrojte grafy funkcí y = Zim, y = 21“1a srovnejte je s grafem funkce
y = Z:. V jakém jsou vzájemném vztahu?

9. V téže soustavě pravoúhlých souřadnic sestrojte grafy funkcí tvaru

y = k . 23, kde k = 1; 2; %. Porovnejte je.

10. Sestrojte grafy funkcí y = 21 a y = 2—5a z nich grafy funkcí y = 21 i
3; 2—1.

20— Z

11. Pro která čísla a je funkce y = ( 1) rostoucí?
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12. Pro která číslaa je funkcey = (%$) klesající?

13. Na základě přibližných náčrtků grafů funkcí rozhodněte, které z čísel je
větší nebo menší než 1:

2 2_ S)? (z)—%. (a)—%a)(g), b)(í , c) “5— ,d) 5 .

14. Jaký vztah je mezi čislyman, jestliže platí:

4 m 4 „. (3)m (3)n.“(?) <(í)' “*? < í'
5 "' 5 "

c) (0,5)"'>(0,5)"; d) (3) > (3) .

15. Pro která kladná číslaaje platný vztah:
a 1 1 1 _1 a

a)a“<a“; b)a'>a3; c)a 4>a“?
16. Pomocí logaritmů proveďte zápis rovnice:

a) 53:25; b)2'=16; c)53=125; d)3—*=š;
1 % %

e)25=32; 'f) 2—1=—2—;g)9 =3; h)27 =3;

i) (* —l_ 2 ,

17. Ověřte si ekvivalentním zápisem správnost rovnice:
a)log„4=2; b)log,8=3; c)log525=2;

d)log,%=—3; e)log101000=3; f) log,-Š—=—l.

18. Počítejte zpaměti:
a) Určete logaritmus 100 při základu 10.
b) Určete logaritmus 625 při základu 5.
c) Určete čislo, jehož logaritmus při základu 7 je 2.
d) Určete číslo, jehož logaritmus při základu 5 je roven 3.
e) Při kterém základu ie logaritmus 16 roven 4?
f) Při kterém základu ie logariunus 16 roven 2?

19. Určete:

&) log7 49; b) 103%; c) logu 0,1 ; d) log100,01 ; e) log!l 4 .I
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20. Stanovte číslo 1, platí-li:

&)logsx=4g b)logmx=—15 C)loglx=—2;
8

d)logV;x=4; e)log5x=0; f) log6x=1;
g)log.21x=—l; h) logo_1x=—1.

21. Pro který základzplatí:
] l

a) log,216=3; b) log,? = 3; c) lngífÍ : __3;

d)longŠ=%; e)log,10=6; f)log,3=3;
]

g)logz—=í; h)loszn=n?
22. Která celá čísla tvoří horní a dolní aproximaci logaritmu:

a) log2 6; b) log„ 30; c) log,., 0,5; (1) log2 —lš-?

23. Určete logaritmy těchto čísel při základu 2: 2; 8; 32; 64; 256; 512; 1;

%; 1—16;1—_—024 &těchto čísel při základu 10:

10; 100; 1000; 1000000; 1;0,1;0,001.

24. Určete:

a) log, V2; b) log2 VŠ; c) log2 V2; d) log., V2;

e) log10V10; f) log10Vl_0; ;) log10Vl 000; h) log10V10000.

25. Určete hodnotu výrazu ::

a)x=log,243+log4—2—ó+log„004;
1

b) x = (log5 É —logš2729)8 ;

c) :: = l<>g.,_20,0016 + 310g; 0,125;

d) :: = Vlogš 0,25 —log„5 16;
c)x= 32—103327;
f) log„logzló .

26. Jaký tvar má inverzní funkce 1:funkcí y = 22 a v jakém vztahu jsou grafy
obou funkcí ?
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27. Sestrojte grafy funkcí y = a“ a x = aV, ie—lia = 1, a určete souřadnice
jejich společného bodu.

1 .

28. Sestroite grafy funkcí y = 2x, y = ? x + 1 a grafy funkcí, které jsou
k těmto funkcím inverzní.

29. Sestroitc pomocí grafu funkce y = 103 graf funkce y = logx a určete

z něho l
log l , log 2 a log 5. Z grafu určete také čísla, pro něž platí: a) log : = -2—,

1

b) log :: = —í . '
30. Sestroite grafy funkcí y = 2—2a x = 2—7a určete přibližně souřadnice

jejich průsečíku M.

|3T| K funkciy = M + 1určetefunkciinverzní.
—— - 101 + 104

Řešení
Upravujeme danou funkci takto:

y=103—104+l_10$—10““'+103+10—'__ 2.10“
103+ 104 105+ 104 _ 1 _

105+ W

=3£ M=(—oooo)N=(Ooo)Funk!: "lO"+l' _ , , _ , . ce tétofunkamvcrz­

ni v tomto oboru má tvar :: = 102.11121,1, který lze upravovat takto:
x.lO“"+x=2.10W,
102V(2—x)=x,

::1021'=
2 ,

::
log2_x =2y,

] x .
y _?10g2—_—x,př1čemž0<x<2.

1 ::

Závěr: Funkcey = ? longx , 0 < :|:< 2, je k danéfunkciinverzní.
32. Je dána funkce3; = HP“. Stanovte k ní funkci inverzní.

33. Určete inverzní funkci k funkciy = 1 + log (: + 2) .
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34. Která inverznl funkce patří k funkci y = _I—ĚF ?
35. Narýsuite do téže soustavy pravoúhlých souřadnic grafy funkciy = logax,

= log.,x a porovnejte ie. Jaký je „modul“ (poměr ŠŠŠ:;) pro každé
z obou logaritmických soustav?
Která čísla maji v obou logaritmických soustavách logaritmus rovný
číslu l ? [Návod: Narýsuite rovnoběžku s osou : ve vzdálenosti 1.]

[36.l Dokažte,že platí vztah logbn=%2—Ž—b, ie-li a>0, b>0, n>0,
a = 1, b 9': 1.

Řešení

Nechť je log„n = x, log, n = y, loga|b = z; potom plati vztahy:
bz = n, a" = n, a' = b. Prvé dvě rovnice maji pravé strany stejné,
z čehož plyne vztah bz = av, přičemžb = a'. Je tedy (cz): = a', z:: = y,

loga n
loga b '

Závěr: Daný vztah plati.

Porovnejte grafy funkci y = log2 : a y= log x a stanovte modul obou
soustav. [Návod: Využijte úlohy 36.1

38. Určete modul logaritmické soustavy Napierovy a Briggsovy.
[Návod: Základem logaritmické soustavy Napierovy je iracionální číslo
: = 2,71 828 . . ., jehož logaritmus má v logaritmické soustavě dekadické
přibližnou hodnotu 0,434 29. Soustava Briggsova má za základ číslo 10.

39. Dokažte, že platí vztah

_! :
x—z alogbn

3.“

log„m_logbm
logon—logon,kdea>0, angel,b>0, b=l,n>0,n9£-l,
m>Qm$L

40. Dokažte,že platí: logab.logba = 1, a >O, b >O, ast l, b= l. Na
základě platnosti tohoto vztahu určete:

a) log2 S, ie-li log„ 2 = a; b) log„ 8, ie—liloga 3 = % ;
c) log, 72, ie-li log725 = _m; d) log, 10, je-li log 2 = 0,301 03.

Dokažte, že plati vztah
atmo"=y'0801,kdea > 0,a = 1,1:> 0,y > 0.

42. Dokažte, že platí: logub.logbc.log,a = 1, ie-li a > 0, b > 0, c > 0,
073 l,b5£ 1,4:751.

4 .„
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*43. Dokažte, že platí:
log,x.logbx=—-—, 0 0, , 1.

105,01: logax+logbxa> ,b> x>0a9él,b$
[Návodz Pište logax = m, logbx = n, loga„x : p a hledejte vztah mezi
m, ", p']

*44.Dokažte,že platí: loga„x= % za obvyklýchpředpokladů.

|_45_—| Určete obor, ve kterém je definovánafunkcey= logzx, z > 0, z 72 l,
jee-li

x_u4—13u2+ 18__l_ ___—18 .
Rešení

Jelikož jen člsla kladná mají logaritmy, musí platit nerovnost
_ i

u“ 131;+18+1>0.
Tuto nerovnost postupně upravujeme takto:
u“ — 13142+ 36 > 0 ,

(u2—4)(u*—9)>0,
(u—2)(u+2)(u—3)(u+3)>0.
Tento součin má kladnou hodnotu tehdy, má-li:
a) všechny činitele kladné;
b) všechny činitele záporné;
c) dva činitele kladné a dva záporné.
Z úvahy plyne, že musí být 14> 3 nebo u < —3 nebo —2 < 14< 2.

Závěr: Daná funkce je definována pro všechny hodnoty 14,které splňují
některou z těchto nerovnosti u > 3, 14< —3, —2 < u < 2.

46. Určete obory, ve kterých jsou definovány funkce:

*47.Iedánočlslon=:_
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3
a)y=log.(2x+3>; b)y=log,íf5;
c)y=log,Vx—4; d)y=log,Vl—x',

e)y= logz—V__9—x_
2+1 =x4—25x'+72

1 * kde z 72

Určete všechna čísla :, pro která existuje logaritmus číslan.



2. VLASTNOSTI LOGARITMÚ,
LOGARITMUS DEKADICKÝ

48. Proveďte, ic-li číslo a > 0, z > 0, z 5:51:

a) log, az; b) log, azz; c) log, ; ; d) log, ;; e) log, z Va—;

f) 103;Ve? ; g) log;

49. Proveďte, ic-li a > 0, 17> 0, 2 > 0, z až 1:
z _ __ 6__

a) log, a*b ; b) log, % ; c) log, a Vb ; d) log, Va3 . Vb“;

V; az2 4?2 1.72

C) 103: “í,—š f) 108: T; E) 108: a_bž; 11) lOBz —czl/T;
8

i) log, Vag ; i) log,

50. Proveďte za předpokladu, že logaritmuiete kladná čísla a 2 > 0, z 75 l.
a) log, abc; b) log, 5 cd; c) log, 3 (x + y) : d) log, (a:; —ba) ;

e)log„2(x2—y*)s 010193203; 9% ŠŠŠ;
s(s—a)(s—b)(s—c)_ . , _ . 2m3 _

h)Ing—ĚÍc——, 1)log,l2ab3c5,))log'EKT1),
zz“_t_g<zz10(a2 —b2)_

abc

. __
k) log,—— l) log,W , m) log,3411/3172;

“Horal/š; 0)105zV8(S—a)($—b)($—C);
5 6

p) log, aa Vaa (a + &% q) log, 15 r* V2 r* <p — q>=;

3m2n _ 6aV2c(a —b) _ T)“I') logz4V5m.n, 9103; _5—(a——b)í_, !) 108;(1/5 ,
l

a? 8

u 10 (V:) .
) & V319

51. a) log, (9a2— 4b2), b) log, (25azb'— 16:3), c) log, (ď —P);
d) log, (27a3— 8:3), e) log, (a2+ &; + 9),
f) log,(25,„z_ 60m+ 361:').
[Návodz Výrazy, které máte logaritmovat, nejprve rozložtc v součiml
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52. Určete log, x, je-li:a _ _
a)x=Ž—J/=L_a; b)x=a'2.b—3; c)x=3a—2.Vb;

b3.Vc
12 8__ 1

d)x=3m—1.n—2.p; e)x=a2ba; f)x=Va—3. ?;
___— 38—— _

g)x=%Val/b; h)x=7VaVa; i)x=VV%;
„+1

WWW—"'; k>x= Veď-VF; l)x=(VZ)V5;

m)x=aW'_5; n)x=m.n“"; (>)x=m_3
„Ví '

Ve všech případech uvedte, za kterých podmínek můžete určit 103, x,
ie-líz > 0,z $ ].

Logaritmovánim kterého výrazu :: vzniklo:
3) log, :: = log! a + log, b + log, :;
b) log,.: = logza + logzb —logzc;
c) logzx = 3logza + 210ga + 1 ;
d) logzx = Blogza + (n + 3)logzb —3;
e) logzx =alogzb+ blogza —logzb—logza;

] 7:

f) logzx= žlogza—Élogzb;

g) logzx= -Í—log,a+%logzb—%logzc?

54.51)loga::Š(logza+logzb)+%log,ab—4—log,5;
b) log,: = 210g, (a — 2) + 3103, (a + 2) — 210g, (a2 — 4);

c) logzx=logz(a—b)+%(2logza+ 3logzb);

d)logzx=logza+nlogz(a+b)—%logz(a—b);

e) logzx=logzb—%logz(b—c)+mlogz(b+c).

'55. a) 10311:= 1 logza + logzlogzb;

202

4



b) log, x = y (log, a + logzlogzb);
1

c) log, :: =y log, a + ? logzlog, b;

d) 103;x = n logz n + log, log, n

[53] Platízje-lilogza=logzb,a >O,b>0,z>0,z=,é l,iea =b.
Na základě platnosti uvedeného vztahu dokažte:

V_a___Vas =1Va_5,a>0.
Va Va

Řešení
_ 0—

. . . , Va .V45 .
Logantmmeme—h vyraz : = v sousmvě o základu 2, dosta­

VaV?
nemc:

l —-—l—loa+íl a—l—l —ll a 4Flo +
ogzx '— 3 gz 6 og: 2 03:0 4 Og: =12 gta

10 6 3 _ 5 _ 1%__
+Élogza— 1—21ng“ň—logza—ňlogza—logza _­

18—

=logz Vas. 8—0— 8_.__
Je tedylogZVa—'V_ai=logleŠ,odkudjeVa'st =V'Ě,a>0.

' Val/a Val/a
Závěr: Daný vztah platí.

57. Dokažte, že platí:

a)Í/a2V—=Va;a>0,
a).?Va_V—a 3

a a

C)LÉ=1VFIJ>W
Vav;

(Návod: využijte postupu, který je uveden v úloze 56.1
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58.

59.

61.

N

65.

6\.

204

Platí—livztahx : %, je logzx = —log,y,odkudx = —y. Kde je chyba?
1 2 1 a 1 * 1 *

Platí-11vztah (2) > (2) ,)(31032(2) > 1086(2) , odkud

210g,—Š>310g,% a2 >3.Kdejechyba?
1

Platí-li vztah 210g,% > log, —2—,což' se dá psát ve tvaru

1 2 1 . 1 1 .

log, (2) > log, -2—,je 3—> 2' Kde je chyba?

Určete:

a) log 10; b) log 100; c) log l 000; d) log l 000 000;e)log 1000 000 000;
f) log 0,1; g) log 0, 01; h) log 0, 001; i) log 0, 000 001; j) log (—10);
k) log 1.

Vyhledejte z tabulek hodnotu log 2 a stanovte hodnoty:
a) log 20; b) log 2 000 ; c) log 0,2; d) log O,002; e) log (—2).

. Co můžeme říci o číslech, jejichž logaritmy mají:
a) stejnou charakteristiku;
b) stejnou mantisa?

. Určete ze čtyřmístných tabulek logaritmy čísel:
a) 40,85;4,132;0,735'2; c) 2,356; 15,94;3528;
b) 74, 64; 128,5;0, 392 5; d) 88,64; 328,6;0, 359 6;
e) 3 590;0, 008 793;o, 000 006 954;
f) 326, 586; 7 396 524, 5; 0, 012 345 678 9;
g) 10, 325; 106, 56;0, 110 45.

Určete z pětimístných tabulek logaritmy čísel:
a) 50234; b) 0, 17006; c) 269,65; d) 4, 998 7;
e) 0,007 2497; f) 113700; g) 24,317.

. Víte-li, že log 3 = 0,477 12, určete čísla, jejichž logaritmy mají hodnoty:
a) 1,47712; b) 3,477 12; &)0,477 12 _ 1; d) 0,477 12 — 3;
e)_—0, 522 88; €) — 1, 522 88; g) —2, 522 88.

. Z čtyřmístných loagaritmických tabulek vyhledejte čísla k těmto loga­
ritmům:

a) 0, 6191 ; b) 0, 7226 ; c) 1, 9823 ; d) 3, 3927 ;
e) 6,4409 ; f) 0, 5900; g) 1,9928 ; h) 2, 0338 ;
i) 5, 6582; j) 0,4985— 2; k) 2, 9452; 1) 0,8640— 1.



6 .

7 .

71.

Z pětimístných tabulek vyhledejte čísla k těmto logaritmům:
a) 0,98722; b) 2,28870; c) 0,59384—1;
d) 3, 77122 ; e) 0, 73 2.76; f) 1,95 097 ;
g) 0,89799; h) 3,86336; i) 0,75300—1;
i) 0,64401—1; k) 0,53080 —3.

Vyhledejte čísla k těmto pětimístným logariunům:
a) —0, 31562; b) —1, 46 208 ; c) —2, 30 567 .

Z pětimístných logaritmických tabulek určete
a) log log 2; b) log log 3 .

Z pětimlsmých logaritmických tabulek určete

a) log-rt; b) logš .

72. Z pětimistných logaritmických tabulek určete log e, kde e je základ přiro­

73.

74.

7 .Gn

7

78.

zených logaritmů.

Určete přirozený logaritmus čísla 10.
[Návod: Využijte vztahu loga 10 . loglo e = I.)

Určete přirozený logaritmus čísla 2.

log2][Návodz Využijte vztahu loge 2 = log e .

Existují iracionální čísla, jejichž dekadické logaritmy jsou racionální?
Uveďte některá z nich.

Dokažte, že log 3 je číslo iracionální.

[Návodz Předpokládejte, že log 3 je racionální čislo £, kde p, q jsou

nesoudělná přirozená čísla a snažte se dospět ke sporu.] q

. Jak se změní dekadický logaritmus čísla a a) zvětši—lise toto čislo 71krát,
b) zmenší-li se toto číslo 1:krát?
V obou případech je a > 0, n > 1.

3. UŽITÍ LOGARITMÚ K VÝPOČTÚM

Víte-li, že log 2 = 0, 30 103 a log 3 = 0, 47 712, vypočítejte log 4, log 8,
log 16, log 6 a log 12. Výsledky srovnejte s hodnotami uvedenými
v tabulkách.
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79. Vite-li, že log 2 = 0, 30 103, vypočíteitc log 5.
[Návodz 5 = 10 :2.]

80. Víte-li, že log 5 = 0, 69 897, vypočltejte log %, log %, log 500, log 25
a log 1,25.

81. Užitím tabulek pětimístných logaritmu vypočlteite:
a) 2,64 . 38,9; b) 1 256 . 27,3; c) 44,53 . 0,053 6;
d) 2,356 8 . 19,64 . 256,12;
e) 0,025 3 . 0,159 42 . 0,003 56; f) 726 : 15,8;
3) 796,8 : 0,328; h) 8,96 : 25 432;
1) 1,954 :465; i) 1 :28,356.

82. Užitím tabulek pětimístných logaritmů vypočitejte:
&) 39,15 . 14,69 + 0,596 . 326,81;
b) 6,864 . 29,165 — 17,9 . 5,280 1;
c) 7 468 . 972,5 — 23,65 : 0,94 .

83. Užitím tabulek pědmistných logariunů vypočíteite:

) 23,15 . 9,24 . 2,724 . 8,362 _ c) 0,695 s . 7: _
13,9 ' 0,054 . 3,71 , 28,3 . 0,459 82 '

43 s . 1548 “ =_­
e) (W) 5 f) V97334š

V1125.1188 _ i)1/_5___.l/13—5

45,3; ' 031/7—3567 '

i) V2—5—,,.4 7,28 k) 55,431 _ 1) | /17,22 . 16,421
Š __ a _ > —-4_ '

148 53 V2,96 . Vo,796 8'4

84. Užitím tabulek čtyřmístných logaritmu vypočíteite:

d) (37,4 . 0,03s)4 ;

3) 2,45 V0,082 82 ; h)

a) 4,6950.7,82_ 4,.985 0,9.814 44,15 ) (0,35)2_12,35.0,59s' 8—3,.514,95. 0,957 ' T,25 '
3

d) (1_7,950. 42,28)“_ €) 3,38*.64,5' _ 425 _832,50 ' 79s ' 127,4"

g) 'V4,2s.7,258; h) 17,960V0,19s; i) %V—z;,

28,4_
Vo,596 '
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85. Užitím tabulek pětimlsmých logaritmů vypočítejte:

a) V2 V5; b) V24,32=— 18,48'; c) V3,7ls= —3,572';

d)Í/l244+3124; e) V6433—24V5; QVÍ/š—Í/Z;

g) V4_____7——,65+ 7,8. V6—56,&,
568,47 '

86. Užitím tabulek čtyřmístných logaritmů vypočltejte:
!

—6_ s
a) V3 . V3 . V3 ; b) V17,9= — 8,249;

3 T'—_—:
c)V15,3a—É;5_; d)VV2+V3+V5.
Užitím pětimlsmých nebo čtyřmístných logaritmů počltejte příklady 10
až 44. Výsledky zaokrouhlete.

87. Vypočtěte geometrický průměr čísel a = 13,5 a b = 8,64. Určete tento
průměr také konstruktivně, jsou-li a, b délky úseček.

88. Vypočtěte : z úměry a : b = c : :: (čtvrtá měř. úměrná), je-li a = 15,9,
b = 24,5, c = 8,85. Zjistěte také :: konstruktivně, jsou-li a, b, c délky
úseček.

88. Jaké je rozloha obdélníkové zahrady dlouhe 33,5 tn a široké 12,8 m?

80. Jak velký je obsah trojúhelníka, jehož základna má délku 23,9 cm a výšku
18,8 cm?

91. Jak velká je přepona pravoúhlého u'ojúhelníka, jehož jedna odvěsna má
délku 15,-,9emadruha247cm?

g_z.Jak velká'je výška v pravoúhlého trojúhelníka, vytlná-li na přeponě úseky
délek 51= 15,9 cm a ::a= 22,4cm? Jak velký je jeho obsah P a jak
dlouhé jsou jeho odvěsny? Řešte také konstruktivně.

91. Vypočtěte obsah P trojúhelníka, jehož strany mají délky a = 83,5 cm,
b =68,4em,c =78,6em.UžijteHeronovavzoroe

P= Vs(s—a)(s—b)(s—c),kde:= $.
Vypočtěte ta výšky v,., vb, v.,.

84. Určete obsah pravidelneho šestiúhelnlka, který je vepsán do kružnice
o poloměru 5 cm.

207



97.

99.

100.

101.

. Ke kružnici o poloměru r = 8,65 cm vedeme z daného bodu M tečnu
délky : = 18,2 cm. Jakou vzdálenost má bod M od středu kružnice?

Vypočtěte:
a) délku kružnice;
b) obsah kruhu o poloměru r = 15,2 cm.

Vypočtěte průměr rovníku, který je o 43,6 km delší než průměr polední­
'kové kružnice, víte—li,že zemský kvadrant měří 9 982,5 km.

. Jakou rychlosti se pohybuje při otáčení zeměkoule (r = 6 370 km) bod
na jejím povrchu
a) na rovníku,
b) v severní šířce Prahy (severní šířka 9) = 500)?

Vypočtěte obsah P mezikruží o poloměrech r1 = 13,9 cm a r2 = 6,3 cm.

Stanovte hmotnost plechu tvaru mezikruží o poloměrech r1 = 12,6 dm,
r, = 5,8 dm, má-li 1 dm2 plechu hmotnost 0,19 kg.

Jaká je hmotnost železné krychle (g = 7,7 g/cm3) o hraně a = 8,55 cm?

102. Jakou hmotnost má vzduch ve vaší učebně, je-li jeho hustota 1,293 kg/m3?
103. Určete hranu pravidelného čtyřstěnu, jehož povrch je P = 88,4 cm?.

104. Litrová nádoba má tvar rovnostranného válce (tj. průměr podstavy je

105.

106.

107.

108.

108.

110.

208

roven tělesově výšce). Určete rozměry nádoby.

Jaký by byl průměr drátu trolejového vedení 5 kruhovým průřezem,
kterým má procházet proud 625 A, počítá-li se se zatížením 2 A na 1min*?

Jaká je hmotnost ( v tunách) měděného trolejového vedení na elektrifiko­
vané dvoukolejové trati z Prahy do Košic (685 km, nepočítáme-li více
vedení ve stanicích), je—liprůměr troleje 13,82 mm?

Jaká je hmotnost železného plynového potrubí 30 km dlouhého, jehož
podstavou je mezikruží (r1 = 22 cm, r2 = 21,5 cm), je—lihustota litiny
g = 7,45 g/cma?

Určete objem' V rotačního kužele, je-li poloměr podstavy r = 5,98 cm
a výška tělesa v = 12,5 cm.

1

Jaké množství plechu (v tunách) 5 mm silného bylo třeba na pokrytí
kostry kulového plynojemu o průměru 10 m? (Hustota plechu g =
= 7,5g/cmi)
Určete povrch a objem Země, považujete-li ji za kouli o poloměru
r = 6 371 km.



_11

112.

113.

114.

11

116.

117.

118.

119.

120.

12_

$"

. Vypočítejte objem Země, kterou pokládáte za zploštělý rotační elipsoid
o poloosácha =6378 km a b =6356 km

(Objem takového tělesa se počítá podle vzorce V = Š—nazb.)

Těleso vyvážíme na vzduchu závažím 12, 96 g a ve vodě závažím 11,22 g.
Určete hustotu látky, z níž je vyrobeno.

Jakou dráhu proběhne těleso padající volným pádem ve vzduchoprázd­
ném prostoru za 1,2 s?

Z jaké výše padá těleso ve vzduchoprázdnu po dobu : = 0,8 5?

Za jakou dobu urazí světlo (c =“ 299 000 km/s) dráhu ze Slunce na Zemi
(s = 149 504 201 km)?

Rameno síly dvojzvratné páky je dlouhé 45,8 cm, rameno břemena
27,6 cm. Jaké břemeno udržíme v rovnováze silou 12,5 kp?

Auto s hmotností 960 kg ujede dráhu dlouhou 1,5 km (podle mapy)
0 stoupání 6 0/„ (tj. stoupnutl šesti dílků na vodorovném úseku
100 dílků) za 3 minuty.
a) Jakou práci (v ]) musí celkem motor vykonat?
b) Jaký musí být motor? (Výkon v kW.)

Jakou tlakovou silou působí těleso s hmotností 25 kg na nakloněnou
rovinu výšky 3,75 m a délky ve vodorovném směru 3,75 m?

Jakou silou
a) ve směru vodorovném,
b) ve směru roviny udržíme v rovnováze těleso s hmotností 12,5 kg na
nakloněné rovině výšky 60 cm a délky ve vodorovném směru 1,25 m?

Jak se liší délky kolejnice při teplotách
:, = —100C a ):2= 30 0C, je-li při to = OGC její délka I.)= 25 m?
[a = 12 . 104 deg—l, !, = !o (1 + on).)

. Závislost rychlosti šíření zvuku na teplotě je udána vzorcem

: = 331 V1 + 0,004: ms—l.
Jakou rychlostí se šíří zvuk při těchto teplotách: a) 0 “C; b) 15 0C;
c) 25 (,C?
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4. VÝPOČTY POMOCÍ LOGARITMICKÉHO PRAVÍTKA

122. Vypočítejte:

123.

12A

125.

126.

127.

128.

la.

130.

210

a) 1,68 . 3,85; b) 2,62 . 3,15; c) 0,144 . 52,5;
d) 24,6 . 3,28; e) 8,2 . 3,94; f ) 425.52;
g) 7 250 . 282; h) 2,74z jako součin; i) 5,252 jako součin;
j) 2,26 . 3,32 . 4,35; k) 211. 4,85; l) n. 2,22.

Vypočítejte:
a) 8 :4; b) 9,2 : 3,4; c) 5,45 : 1,74; d) 4,25 :7,05;
e) 39,8 :'72,5; f) 0,356 :4,54; g) 7,25 :0,328; h) 7,45 :n;
i) 0,356 :0,735; i) rc :2; k) 5 480 :0,842.

. Vypočítejte:

) 8,3 . 1,86 _ b) 7,64. 3,22 c) 86,5 . 28,4 _
a 3,7 ' 5,25 ' 5,35 '

d) 384 . 5,5 _ ) 52,5 . 0,64 _ ) 3,56 . 44,2
8,2 ' e 32,4 ' 2,64 . 0,735 '

Vypočítejte:
a) 1,922; b) 5,252; c) 7,232; d) 22,12; e) 48,53;

f) 3582; g) 0,582; h) V4,2 ; i) víz—5; i) víz—5;

k) Vo,425; 1) Váš; m) V12,6; n) V033; 0) Vo,0756.

a) (2,35 . 3,25)2; b) (0,46 _2,08)a; c) (6,3 . 3,8)3;

&33 * (o 84 )=
2 2. a _ , .

d) 2'8 ' 3,1 * e) (3,58) ' 0 123“ '
1328.64a _ _

) ,T76=,_š 11)V2»7- 6,4; :) V62,5 . 0,37 ;

9,2i)1,.4
Při řešení příkladů 127 až 146 užijte logaritmického pravítka.

Cyklista jede průměrnou rychlostí 15,8km/h; kolik ujede za 2% hodiny?
Jakou hmotnost má fůra hlíny objemu 1,35 m3, je-ll hustota hlíny
1,6 g/cm3?

Jakou práci vykonal-motor jeřábu, vyzdvihl-li břemeno 85 kg do výše
18,5 m?

Kolik ma hlíny je nutno odkopat na základy stavby 25,6 m dlouhé
a 10,5 m široké, je—lihloubka výkopu 1,4 m ?



131. Ve třídě 0 28 žácích jsou 3 žáci s vyznamenáním, 2 propadající a l je
neklasifikován. Vyjádřete v procentech.

132. Jak dlouhá je strana čtvercového náměstí v C. Budějovicích, je-li jeho
obsah 1 ha78328m2?

133. Vypočtěte délku úhlopříčky stránky vašeho sešitu, jehož šířku a délku
zjistíte odměřením.

134. Jakou postupnou rychlostí se pohybuje bod na obvodu kola o poloměru
r = 18 cm, jehož frekvence otáčení je 95/rnin?

135. Jakou řeznourychlostíje na soustruhu opracovavánhřídel z d = 85 m
při frekvenci otáčení 325/min?

136. Sestavte tabulku obsahů kruhů pro poloměry r = 1; 1,5; 2; 2,5; atd.
až po 10 cm.

137. Jakou hmotnost má ocelová tyč (g = 7,8 g/cm3) délky 8,5 m, má—li
obdélníkový průřez s rozměry 14 mm a 22 mm?

138. Na dvojzvratné páce je rameno síly 68,4 cm, rameno břemena 15,5 cm
a břemeno má hmotnost m = 65,4 kg. Jakou silou je udržíme v rovno­
vaze?

139. Jaký výkon lze získat využitím vodopádu výšky 11= 75 rn při průtoku
300 rn vody za sekundu?

140. Sestavte tabulku drah volného pádu pro dobu : od 0 do 10 s.
141. Jak vysoká je věž, padá-li z ní kámen 2,7 s?
142. Jak dlouho by padal kámen z výše 61,5 m, kdybychom mohli zanedbat

odpor vzduchu ?
143. Jaké kinetické energie nabude cihla (m = 4,5 kg), padá-li z výše 24 111?

(W): : mgh.)

144. Jaká je doba T kmilu matematického kyvadla délky ! = 0,84 m, platí-li

vzorec T = 21t % ?
145. Jaké osvětlení vyvolá žárovka se svítivostí ! = 60 od na rovinné ploše

' vzdálené r = 1,5 m v místě paty kolmice (E = %)?
146. Sestavte tabulku trvalého proudového zatížení měděných drátů s prů­

měryd = 0,1;0,2;0,3; atd., . . ., 1; 1,2; 1,5;2mm elektrickýmproudem,
je-li povolená proudová hustota 2 A/mm'.

(Výsledný vzorec: I—— —1 .da .)
147. Příklady 89, 90, 91, 99 z předešlého článku řešte pomocí logaritmického

pravítka.
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5. ROVNICE EXPONENCIÁLNÍ A LOGARITMICKÉ

148. Račte rovnice:
1 ' 1

a)2==64; b)4z=a; c)1oz=0,01; d)(7)=—3;
c) (0,1)1 = 0,0001; f) 4%—2= 256.

3 z 81 _ __ 1 _ (3)'_ (s)“_140.a) (1) _íš'š' b)2 '? c) 3 _ 5 ,

vain (%>( a>=+=<a>=
3+2 z+

g) V277= Ví; h) Vzw—== V(0,5)=—=.

150. 8) 281+1 2zz+8= 251+1 22%; b) 282_482-8 : satu ;
— — 256

c) V3=+=m. Vaz—8m= 27; d) (0,25)=—== Tm ;
c) 3"-1 + 3"—* — Ein—'= 315;
f) 2:—1+ 21“' + 2“—3= 448;

g) 4 . 33+1 — 72 = 3“+a + 3“—1.

151. a) 22 = 100; b) 24 = 1,8; c) 42+4= 1000; d) a“ = :;
e) 3“ = 533; f) 105-375= 27—21;

2 5+1 3 1+1 1 z 1

g) (3) '(í) '(F) = 9—6;
11)35 + 3z+1 + 3z+8 : 52 + 51+1+ 5:+2;
i) 4z+3z+4=4z+a_3z+a_

45 1—2 l+2
152.3) E = = ? = ; b)az—1+b.az+1=a.bf—*+a3.b'—1._ _!__.
153. 4 V254: = V2. V48—M.
154.3. 31+4. 3z+1+ 5. 32+==405. 2M.
155. a) 5='—sz+w= 625, b) 10='+=z+4= moou—=;

nz
c) 5 ' 2 = Vš.

64 a L 125)*“'
_ —1= _

15625(5):3 (512
._Řcšte rovnici3922+ 1) = 92%+ 92—1.
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158.

15

iso.

16

16

l.

.a) logxa—logx'+logx5=8; b) logx3+%logx2+ 7logx' +N

Řešení

Danou rovnici upravuime postupně takto:

3.9u+3=92.9z+Ž,
27.9"+27=729.92+9z,
27.9%—730.9Z+27=o................................ (1)
Jestliže? =y,ie 9" =y2arovnice(l)mátvar

27y2 — 730y + 27 = ngořeny této rovnice jsou y1 = 27, y2 = 21—7.
Uvažujme dále dva případy:

3 l 3
a)9'=27,odkudx=í, b)9z—2—7,odkudx=——2—.
Zkouška:

3) Je-li x=%, pak je levá strana dané rovniceL=3.(93+1)=

=3.(3'+1)=37+3apravá stranadanéřovniceP=9ž+9š=
=37+3.JetedyL=P.

b))e-lix=%,ieL=3.(9—3+l)=3.(3—'+l)=3—5+3a
1 _!

P=92+9 *=3+3'5.TakétuieL=P.

Závěr: Daná rovnice má dvě řešení: ::1=; a ::2 = —%.

162—1+4(41—384)=0.
1__ 2z_
V81—8(V81—2)=l.

]. I

23.28(z—1)+21—z_(í) =l.

ť—x—1=3 (1+x—z).

+64=0š '_
c)3logx+logx'—long=5;
mím Í/F—Žlo 1—11—5 g 2 gx— '

1 x7 100

e)510glw+log?—logx=0.
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2+logx l __ _ l+x
163.3) logx _ 2—logx _l, b)logl_

=2.

164. a) log(4x+ 6) —log(2x — l) = 1;
b) log(x + 3) —log5 =log(x —3) —log2;
c) log(x + ]) +log(x —1)—logx =log(x + 2);
d) 2 + log 5x =log (6x + 7) + log 25;
e) log(2x+ 9) —2103x+log(x —4) =2 —log50.

165. a) log (zc2— l) — log(x + 1) = 2;

2(3x l)_ _ logx __ _
b)log——__2—_l, c)1—log2_2'

log(x*+7)_
d) log(x+7) _2'

166.a) 2.log3x*+ 3103413=4log2x2+ 4log6x;

logĚ—(x—2)b)—3—=
log(x—2)

167. a) log V::+ —long -—4= log 12 —log4;
b)long+ 1+long— ] =2—log2.

2

168.a) log(b)s + logL—= 103—b_2—logb—;a>0,b>0;neznámáiex;
bx2

2

b)logax+logaf—x—2=loga;— log;;a>0,;b>0 neznámájex.g2x..Řešte rovnici—( 4x_15)=2.
Řešení

Jelikož logaritmy mají jen čísla kladná a log 1 = 0, může dané rovnici
vyhovovat jen ten kořen x, pro který platí: 2x > 0, 4x — 15 > 0, 4x —

— 15 ;L- 1. Kořen dané rovnice musí být tedy větší než IT,?-a různý od
čísla 4.

Z dané rovnice plyne:
log 2x = 2 log (4x —15),
log 2x = log (4x — 15)3,
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2x=(4x—15)2,
2x = 16x“ — 120x + 225,
16x2—1227:+ 225= 0. .................................... (l)

Rovnice (1) má kořeny xl = 4%, :::2= 3%, z nichž však jen kořen xl
může být podle předpokladu kořenem dané rovnice.

log9 _log9_210g3__2 P=L
Zkouška: P = 2; L : log (18—15)_ log3 _ log3

Závěr: Daná rovnice má jediný kořen : = 4% .
170. Řešte:

lng—m=
171. log (2x + 10) = 2 log (x + 1).

172.10gV3x _ 2 +logV4x —7 =log 13.

173. l +10cha = 10 .
logx

174.log(x+ l) +log(x —]) —log(x —2) =log8.
175. n log2 :: — (nz + 1) log : + n = 0; n je přirozené číslo.

. _—

176. a) zlo" = 1/10; b) 3108102= 81 ; c) 3210" = 729;
d) 82—103:= 0,125; e) 1521055 = 3 375 .

177. Určete všechna přirozená čísla :: splňující rovnici 13441031 = 10 . x“ .

178. Určete všechna racionální čisla :: splňující rovnici 1:10" + 10x40" =

179. Určete všechna přirozená čísla :: splňující rovnici 3 . 410" —25 . 2logz +

180. Určete všechna racionální čísla :: splňující rovnici xm 1—1= lOOxí.

181. Určete všechna přirozená čísla :: splňující rovnici

xm" —1 = 10(1 — xii,).
llszl Řešte soustavu: xy = 400, 1:10“= 16.

Řešení

Logaritmujcme-li obě strany každé z obou rovnic, dostaneme:
logx+ logy =log400 = 2+ 2log2,
logy.logx=log16=4log2;x>0,y>0.



Po zavedení substituce log :: = u, log y = 1:má soustava tvar
u+v=2+2log2,
u.v =4log2
ařešení:a) u=2, v=2log2=log4,

b)u=2log2=log4, v=2.
Platítedy: I. logx = 2;x = 100; II. logx = log4;x = 4;

logy=log4;y=4; logx=2gy=100.
Zkouška:

I. ]e-lix=100, y=4, je L1= 100.4, P1=400, takže L1=P1;
L2 = 1001034= 16,ielikožlog L2 = log 4 . log 100 = 2log4 =
= log 42 = log 16, P2 = 16, takže L2 = Pa.

II. Je-li x=4, y=100, je L1=4.100, Pl=400, takžeL,=Pl;
Lg = 4103100=42 = 16, P2 = 16,takžeL2 = Pa.

Závěr: Daná soustava má dvě řešení:

a) x = 100,y = 4;
b) :: = 4, y = 100 .

183. Řešte soustavu: log : + logy = 5 ,
loga:—logy =3.

184. ar'/+1= 125,

( *)“ 1x 5 '

185. Í/a—z.Va_= asi/Z,

Vani/Zm = a4. Í/Ě; a > 0. Neznáméjsoux,y.

186. Určete všechny racionální kořeny soustavy rovnic:
310“ + 210“ = 11,
31081110“ = 18.
[Návod: 310" = u, 210“ = v .]

187.10gx+ logy = 2,
zmmlou =všz.

188.10gx+logy=5,
2103x 3logy
logy log ::
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1—1

*189. Vím : 2v+z,
z+1

V974= 3M.
[190.l Pro která čísla a: je splněna rovnice_,

l l
logz2.logzz2=log„2;x>0,xgél, xaéí, x$í?

Řešení

Jelikož platí vztah log„ a : loglab , je možno danou rovnici upravit
takto:

_1___I—_;
loga: 103221: _ log2 4x ,

1 1 _ 1

logzx loga 2 + log2:: _ log, 4 + log, :: '
l l l

W. l+logax_ 2+log2x'
Další úprava vede k rovnici
2 + loga: = loga::+ logšx,
odkud log; :: = 2

log„x=;tl/í.T
xl =2V2 , za =2_y2.

Zkouška:

. Vz— . l l 1I. 11=2 L=__"_T—=——_,
IC.; ,'e V2 V2+1 2+V2
P=—l—_,takžeL=P.

2+V2
. —v5 . 1 1 1II. 11=2 , L=—_=..—__=—_,

Je'x le V2 1—V2 2—1/2
lP=———-,takžeL=P.

2—15
Závěr: Rovnici vyhovuje číslo ::1 = 21!2a číslo x, = 2_V2 .

*191. Určete, která čísla : splňují rovnici
a) 103,16 +103., 4:3 = 4; b) 103.,8 +103“ 36 = 3;
c) logza2+log4x = 1.

z
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*102. Řešte soustavu rovnic:
a) 33.2"=576, b) log,(x+y)—loga(x—y)=l,

losaU—x)=2; 13—y3=

2 ]x—y'[Návodz Z druhé rovniceplyne: :: + y =

6. OPAKOVÁNÍ

193. Určete definiční obor funkcí y = log ::2ay = 2 log x.
Pro které hodnoty :: platí log ::2 = 2 log x?

aJB + a—5
2

1

194.Dokažte,že platívztahl —(3) = —2,je-liy1= ? a ya =yr yr
az—a—z

2 .

195. Najděte definiční obor funkce a funkci k ní inverzní:

) ————l ­a y_ log(x—2)'
b)y3—l +logz(x— l)=0­
[Návodz Nejprve vyjádřete tuto funkci ve tvaru y = ] (x).)

196.Dokažte,žeplatí:logzm+logz%=0; m>0, z>0, zač-l.

197. V logaritmické soustavě desítkové určete logaritmus výrazu :,

_v=—vb„___ 'Va—Wic—liax—__,
) 4VCd _ & CTI,43——L2 '

jsou-li a, b, c, d čísla kladná.

198. Logaritmováním kterého výrazu'vzniklo:
a) 3loga+ (5—n)logb—logc—logd;

b)loga—log2+ 23logb—2logc—2log3+—32logd?
199. Kolikamístné je číslo32100?

200. Dokažte, že platí (3 VŠ)V3= (Vš)3V3; které desetinné čislo udává hod­
výrazů?
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201. ]e-li číslo a > O,určete číslo :: tak, aby se číslo a rovnalo svému logaritmu
při základu :: .

202. Nad místnosti, jejíž šířka je 3,2 m, je kruhová klenba 1,2 m vysoká. Jak
velký je její poloměr? (K výpočtu užijte logaritmické pravítko.)

203. Kouli lze těsně vložit do krabice krychlového tvaru. O kolik procent je
objem krabice větší než objem koule?

*204. Dokažte, že platí:

logloglog 1010“= logn + logp;n > 0,p > O.

[Návod: log 1010“ = low .)

*205. Dokažte, že log, %b = %(mgz a + log, b), je-li a2 + b2= 7 ab ,
a>0,b>0,z>0,z-—,£l.

:

[Návodza2+b2+2ab=9ab; (a;—b) =ab.]

*206. Zvětši—li se číslo :: o číslo h, zvětší se jeho dekadický logaritmus

o log (1 + %) . Dokažte to.

*207. Zvětši—li se dekadický logaritmus čísla :: o číslo m, zvětší se číslo ::
o x(lOm — 1). Dokažte.

_, 4 z 27 '“1 2
208.Řešterovnic:(í) . <?) = í'
209. log(x + 13) — log(x — 3) = 1 — log 2 .

210. 65+1+ 614 = 13 .

211. 993—1+ 7 = 4(33—1+ 1).

212. Určete všechna přirozená čísla :, která splňují rovnici log xu" V“ +
+ log x—2= 3 .

*213. Určete všechna racionální čísla x, která splňují rovnici

4: _ 38—13: 3x+Š _ 22x-1_

*214. Řešte rovnice:

a) log16:: + log„ :: + logzx : 7;

b) loga (: — 1)2 — log.,_5 (x — 1) = 9 .

215. Při kterém základě z je log, 216 o 3 větší než log, 64? Úlohu zobecněte.
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*216. Určete čísla x, která splňují rovnici

log,8—log„8=%.
*217. Řešte soustavy rovnic:

y : " y
a)27:27:13, b)2log„x—3log,y=1,

3log(2v—z)= 1; xy = 100000 .

1

[NáV0d. logzy : Ex— .]
*218. Řešte soustavu logz logalog, y = 0 ,

log„ 9 = 1 .
*219.10ng+y = 7,

x" = 512.

*220. Pro která čísla : je splněna nerovnost:
logax+log22+2 50, x>0, 37/51?

*221.logax+loga(x+l) <loga(2x+ 6); a>0,a7él.
*222. Která čísla :: splňují nerovnost

atm—“'1> 9 x, 1: > O?

*223. Dokažte bez užití tabulek, že platí:

log,-n:+ loga: < ;—.

[Návodz log,-r: = 2103. 1: .]
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VIII. VEKTORY A KOMPLEXNÍ ČÍSLA.

I. VEKTORY

Je dán pravidelný šestiúhelník ABCDEF se středem S v počátku soustavy
souřadnic Sxy. Dokažte, že: a) BC = FE; b) BA : DE; c) vektory SA
a SD, CD a FAjsou opačné. Která jsou další umístění téhož vektoru AB?

2. Posuňte obrazec z úlohy l o: a) v do polohy A„ B„ C„ D„ E„ F,;
b) —v do polohy A282C2D2E2F2ve směru osy prvního a třetího kva­
drantu. Co platí o umístění a velikosti vektorů: a) AA„ BBI, CC1: B) AA„
BB„ CC,; 'y) C1C2, DIDZ, Flřz? Jaké jsou vektory CD a FA, CC2 a BF„
BB1a DD„ CCl a BF2?

Je dán rovnoramenný lichoběžník ABCD, AB : 2CD. Strana AB je
rovnoběžná se stranou CD. a) Co platí o velikostech vektorů AD, BC.
b) Platí AD : BCP

4. V soustavě souřadnic ny zvolte libovolný nenulový vektor PM, kde

.“

.“

.“

©

59

10.

M E (a„az). Které souřadnice má vektor, který je k vektoru PM sou—
měrně sdružený podle: a) osy x; b) osy y; c) počátku; d) osy prvního
a třetího kvadrantu.

V soustavě souřadnic ny jsou dány vektory FM a PN. Sestrojte vektor
PM+PNiPM—PN.
Cyklista jede za bezvětří rychlostí 40 km/h, což je největší rychlost,
kterou může vyvinout. Jaká je jeho rychlost, jede-li: a) proti větru;
b) po větru, jehož rychlost je 1 m/s?

Z úlohy ] a 2 sestrojte výsledný vektor: a) AB + BC + CD;
b) AB+BC+CD+DE+EF+FA; c) AD+D£+EF+FA;
d) AB+ sc + 6141+ czsz.

. ]e dán kosočtvereco středu S. Dokažte, že platí: a) AB + DC + BD :
=AC; b) AD+DC—AC=0; c) AB+B$ + $C=AD—CD.
Helikoptéra letí za bezvětří směrem jižním rychlostí 1;= 60 km/h. Jakou
rychlostí a kterým směrem by letěla při západan větru, jehož rychlost
je 5 m/s?

Na těleso T působí v jednom bodě dvě stejně velké síly 50 N. Určete
graficky velikost výsledného vektoru R, svírají-li obě daně síly úhel 600.
[]eden z obou uvažovaných vektorů umístěte do kladné poloosy x sou­
stavy ny. Jaký úhel svírá výsledný vektor s osou :? (Směrový úhel.)]
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11.

12.

13.

*14.

15.

l .
17.

l

20.

2_.

22.

23.

222

Loď se plaví po řece ve směru kolmém na tok vody rychlostí 16,5 km/h.
Jakou rychlost má vodní proud, je—lirychlost lodi v klidné vodě 18 km/h?

Na těleso T působí v jednom bodě tři stejně velké síly, jejichž vektory
ležící v jedné rovině svírají mezi sebou úhly 1200.Dokažte, že výslednice
všech tří sil je nulový vektor.
Letadlo letí za bezvětří rychlostí 800 km/h. Jaká je jeho cestovní rychlost
při kursu severním (letí k severu), je-li rychlost větru 15 m/s směrem
západním? Jaký úhel svírá přitom osa letounu se směrem jih-sever?
Na dvou ocelových stejně dlouhých lanech je zavěšeno těleso váhy
8 000 kp. Jaký musí být průřez lan, iná-li každé délku 5 m, jsou-li
závěsy ve stejné výšce, je—livzdálenost závěsů 6 m a dovolené namáhání
v tahu 40 kp/mmzř
Velikosti tří vektorů a = BC, b = AC, : = A8 jsou délky stran troj­
úhelníka ABC. Pomocí a, b, : vyjádřete vektory AM, BN, CP, kde M,
N, P jsou středy stran BC, AC, AB.
Vyjádřete těžnice troiúhelníka z úlohy 15 pomocí vektorů a, b.
Ze středu S šestiúhelníka z úlohy l působí ve směrech PA, PB, . . ., PF
stejně velké síly. Určete velikost jejich výslednice.
V soustavě souřadnicny sestrojte vektory:
PK, PQ, PR, PM,_ PN, PU, PZ, je_-liI_(= (—2, 5), Q E (6, 0), R_=
= (z,—5), M = (V2,3), N = ( —3V2,ya), v = <—6,0), z = (4, V5).
Které z nich jsou opačně?_[Návod: V2 je velikost úhlopříčky čtverce,
jehož strana má délku 1; V5 = Vla + 2“.]
Je dán vektor v základní poloze: a) PA,; b) PA„ kde A, —=—(2, 3), A, =
.= (3,1). Který je koncový bod tohoto vektoru při takovém umístění, při
němž jeho počáteční bod je: a) B, =.(——3, —l); b) B2 = (2, 3)?
Je dán vektor PA v základnípoloze: a) A, = (2,3); b) A2= (3, l). Který
je počáteční bod tohoto vektoru při takovém umístění, při němž jeho
koncovým bodem je bod B : a) B1 =(3,—1), b) 82 = (2,3).
V soustavě souřadnic Pay zvolte libovolný nenulový vektor PM a jeho
souřadniceoznačme a„ a,. Které souřadnicemá vektor, který je k vekto­
ru PM souměrné sdružený podle: a) osy :: = 3, b) osy y——a; c) osy
druhého a čtvrtého kvadrantu?

Vektor a = PA v soustavě souřadnic ny [A = (a„ a,)] má velikost 1.
Který vztah platí mezi čísly a„ a,? Uvedte aspoň dvě hodnoty a„ a„
které vyhovují této podmínce.
Pomocí vektorů znázorněte:
8) (2,3) + (—1, 2); b) (——4,2) + (3, —2); C) (3, —2) + (2, —1);
d) (233)_ ('"29 +1)­



24.

2_)

".W
131

3 .M

32.

33.
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35._l

V soustavě souřadnic ny jsou dány vektory a = PA, b = PB. Koncové
body vektorů 0, a, a + b, b tvoří rovnoběžník. Stanovte středy úseček
omezených dvěma sousedními vrcholy toho rovnoběžníka. Kterou větu
lze vyčíst z výsledku?
V soustavě souřadnicny jsou dány vektory a = PA, b = PB, : = CP.
Koncové body vektorů 0, a, a + b, a + b + :, b + c, c tvoři vrcholy
šestiúhelm'ka, jehož každé dvě protější strany jsou rovnoběžné. Stanovte
středy úseček omezených vždy středy protilehlých stran. Co znamená
výsledek geometricky?
Ověřte graficky, že v soustavě souřadnic ny jsou nenulové vektory

*=-(a„ a,) a PM = (—a„ a,) k sobě kolmé.

V soustavě souřadnic ny určete velikosti a směrové úhly vektorů
PA = (—2,2), PB = (_3, _3), PC = (3,3V3). Které směrové úhly
maji vektory k těmto vektorům opačné? [Směrový úhel vektoru PA je
orientovaný úhel, jehož základní rameno leží v kladné poloose x a druhé
rameno v polopřimce PA.]

Dokažte, že směrový úhel nenulového vektoru PN _=_(ka„ ka,) nezá­
visí na čísle k.

Ověřte správnost identity (a + b)2 + (a — b)2 = 2(|a|2 + |b|2).

. Stanovte velikost vektoru a = 3 m — 4n, vite-li, že m, ti jsou navzájem
kolmé.

Řešení

|al_—=Vl—aF—— V(3m — 4n)2= V9m2— 24m . n + 16n2 = V9+—16 = 5,
neboť m. n =

Spočtěte délku úhlopřlček rovnoběžníka sestrojeného nad vektory
a = S? + 2 mb = p —3 q,ie-1iznámo,želPI=2VŽ|qI =3a<pq) =

T!

4 .

Určete velikost úhlu mezi vektory a -= 31: + 2q a b = p + Sq, kde
p, q jsou jednotkové vzájemně kolmé vektory.

Určete velikost úhlu jednotkových vektorů :, t, jestliže je známo, že
vektoryp=s+ 2ta q = 5: —4tjsounavzájemkolmé.
V soustavě souřadnic ny jsou dána tři komplexní čísla a, b, c, jejichž
obrazy tvoří trojúhelník. Najděte bod, který leží na spojnici kteréhokoli
vrcholu toho trojúhelníka se středem protější strany a dělí tuto úsečku
v poměru 2. ' 1. (Větší úsek při vrcholu.) Která věta je tím dokázána?

Určete vektor x z rovnice 2x + 30 = —b, jestliže : =(— 1,2), b==
=(0 —2)
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Řešení

x určíme zdaně rovnice: :: = —Š—(30 + b). Tento vztah rozepíšeme
pro jednotlivé složky vektoru x.

1 3 l l

x1= —í[3(—1)+01=5,x„— —3[(—2)+3.21— ——2——4—
= —2.

3„(? _2),
Zkouška správnosti: 2 (% , —2) + 3(—l,2) ; — (O, —2),

2-%+3(—1)=0,0:0;
2(—2)+3.2=2, 2=2.

Závěr: Vektor :: š (% , —2) vyhovuje daně rovnici.

36. Vypočtěte vektor x z rovnice: a) 3x —a = 2b; b) 2x —20 = b, v nichž
0 E (3, —l), b E (0,2), c) 3x + Sv : 4r, kde r E (l, —2),v.=.(2, 4).
Zobrazte jednotlivě vektory.

37. Vypočtětex, y z rovnice: a) a = b, kde a E(S + x,y), b E(4,2);
b)a=b, kdeaš(l,—l),bš(x+2,y—3).

38. Určete složku a vektoru v E (Š, a) tak, aby vektor v byl jednotkový.

39. Jsou dány vektory x 5 (3,4), y 5 (—2, 7). Vypočtěte a zobrazte:

a) %x+%y; b) x+y; c) x—2y; d)3x—2y; e) 4y—3x.

| 40_ Početně určete velikost stran trojúhelníka daného vrcholy A E (-—4,—2),
B 5 (—l, 4), C E (2,2) a miděte souřadnice čtvrtého bodu D tak, aby
čtyřúhelník ABCD byl rovnoběžník.

Řešení

Obrazy bodů A, B, C neleží v přímce, neboť B —A :,é h(C — A).

Neexistuje k takové, aby platilo —l + 4 = h(2 + 4), z čehož k = %,

a souůsně pro druhou složku 6 = 4k, z čehož k =-Ž—.Proto lze najít
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bod D1 tak, aby ABCD,
byl rovnoběžník. Orien­
tované úsečky AC, BD1
jsou umístěním téhož
vektoru, a proto platí: a)

—A=Dl —B, z toho
D,=B+C—A,tj. ve
složkách d1 : 2 — l ++4=5,d,=2+4+
+2=8.Dla—(5,8).
Úloze vyhovují ještě další
dva body D2, D3, pro
jejichž souřadnice dostá­
váme analogicky: b) B —
_ A : C _ 2: 2:
___-C+A _“ B;d1(2)=
= 2 — 4 + 1 = —1,
d2(2)= 2 —2—4= —4.
D,=(—l,—4). c) B—C=D,—A, D,=A+B —C, dua)=
= —7,dua) : 0. D, = (—7, 0) .

Závěr: Dané úloze vyhovují tři body: D1 5 (5, 8), D2 5 (—1, —4),
D3 E (_7,0). (Obr. 13.)
Zkouška správnosti pro bod D1 5 (5,8). Velikost stran BD, AC je rovna
velikosti příslušných vektorů.

V(s+1>=+(8—4)2=V(2+4)=+(2+2)=, nul =1.
Mimo to je D1 — B = C — A, tj. strany DB a CA jsou rovnoběžné
a stejně velké. Bod D1 je tedy vrcholem rovnoběžníka. Pro body D„ D,
proveďte zkoušku správnosti sami.
Najděte souřadnice čtvrtého bodu, který s danými třemi tvoří rovno—
běžník: a) A =_=(5,1), B 5 (4, 2), C .:.—(—1,——4);b) A 5 (3,2), B 5
E(7, 4), C E(S, 6), c) M E (—l, 2), N E (—3,4), P E (—3, —3);
d) P a (—5, 3), Q E (l, —l), R E (—1, —6).Ověřtenáčrtem.

. Určete velikost stran a úhlopříček v daném čtyřúhelníku a udejte, o jaký
čtyřúhelník jde. a) A .=.(8, —4),B 5 (5, —6), C E (l, —4), D E (4, 2),
b) A _=_(—2, —3), B š(—5, —7), C E(—l, —lO), D —=—(2,—6);
c) A 5 (7, 5), B 5 (—6, 2), C E (3, —1),D = (6, l). Narýsujte.
Souřadnice dvou sousedních vrcholů rovnoběžníka ABCD jsou A E

E (— %, 7) , B E (2, 6). Průsečík úhlopříček tohoto rovnoběžníka je

S 5 (3, %) . Určete souřadnice zbývajícíchvrcholů.
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*46.

*47.

48.

&CD

5_o

. Určete velikost stran a těžnic trojúhelníka ABC, kde A = (1,3), B =
= (3, —l), C = (5, 5). Jaké souřadnice má těžiště?

Stanovte délky stran trojúhelníka a z nich i z velikosti odchylek přísluš­
ných vektorů určete, o jaký trojúhelník jde: a) A = (4, 7), B = (5, 6),
c=(8,10); b) A =(—2, 10),B=(—l,6), c=(2,11); c) A =
=(—16, —4),B =(—6, 8), C = —10,—9); d) A =(3, —2),B =
=(7, 15), c = (13, 10).
Určete souřadnice bodu D tak, aby čtyřúhelník ABCD byl lichoběžník,
jehož základny jsou AB a CD, přičemž CD = 2 AB. A =(l, 2), B =
=(4, 6),C =(4, 9).
Odvoďte vzorec pro obsah trojúhelníka ABC, jsou-li body A, B, C
koncovébodyvektorůa = (x„y,), b = (x„ ya), : = (x„ y,).

[NáV0d5 P = % íxlÚz —y3) + 320% —y1) + xa(y1_.YQi ­

Určete obsah trojúhelníka, jehož vrcholy jsou: a) A = (2, 0), B = (5,3),
C E—(2, 6); b) A = (0, 0), B = (7,1), C = (2, 6), c) A = (2, 5),
B = (—4, 2), C = (9, ——3); d) 0 E(O, 0), M = (—1, —2), N =
= (1, —3) .

.Jaký je obsah čtyřúhelníka ABCD, v němž A E(a, 1), B =(4,6),
C = (6, 3), D =_—-(5, —2).

Určete souřadnice třetího vrcholu trojúhelníka, jsou-li dány jeho dva
vrcholy A5 (4, 3),B = (6, —3) a jeho obsah P = 21 ja, přičemž a)
bod C leží na ose x; b) velikost strany AC = 7 .
Dva vrcholy trojúhelníka ABC jsou: A =(l,2), B E (4, 4). Na ose ::
najděte bod C tak, aby obsah trojúhelníka ABC byl 5 jz.

52. Určete velikost složky a vektoru v = (4,2a) tak, aby vektory \! a u =
= (3, —1) byly ortogonální.

—53_|Určete vnitřní úhly v trojúhelníku PQR, je-li PEG 1/15), Q =
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E(.Ví, _.1), RE(o, 0).
Řešení

Úhel dvou vektorů u = PQ, v = PR vypočteme ze skalárního součinu

vektorů u, vgv

cosa= I—Zollvl'Swuřadnicevektorůuavurčímezevztahůu=Q— P,
v=R— P, tj. u=(-—6V3,—6),v=(——5V3,—5).

uv ul—v,+u2'va 30.3+30 _
com: IUIIVI: Vuš+uŠ.VvÍ+vš : V36.3+36,V1Fo—



Úhelvcktorův,z=Q_Rš(-Ví, —l)iedánvztahcm
\! .

lv|.lzl V25.3+25.VZ
. . _ u 1 _ 6 . 3 + 6 _

Úhel vektoru u, 1)e dán cosy — IU!. Ill — W —1
To znamená, že vektory u, v, : svírají nulové úhly, jsou tedy rovnoběžné.
Všecký tři body leží v přímce. Jak velký úhel svírají vektory u, v, jestliže

% = 0? Jakznítedypodmínkaprokolmostdvouvektorů?
—l

54. K icdnotkovémuvektoru a E(T' az) , a2 > 0, Stanovte jednot­

kový vektor ortogonální. ! y
Řešení (obr. 14) A kg

Daný vektor :!musí být jednot- 2

. . I/l 1 Bkový(|a| = l),t).l = 4—+aš. 2? vf
Odtud a2= ? , (a, > 0). "27 1 . L

Nyní hledáme k vektoru a E "1' 0 % .? I“7
. —1 V3 ,

E T , T vektorkolmý 1B' ?
"" E (bn ba) ­

Patrně i tento vektor musí být Obr. |4

icdnoquVÝ, ti. Vb? + bš = 1­
To je )edna podmínka pro velikost složek b„ b2. Aby oba vektory byly
ortogonální, musí_být jejich skalární součin roven nule.

—l 3

Potom ( 2 , VT) - (bl, b,) = 0 , a to je druhá podmínka pro velikost

složek bl, bz. Řešením obou rovnic bf + bš = 1, —%bl + y; - b2 =

:o dostanemeb1= ili—!%,b2: iš“

—1 5 . .

Závěr: K vektoru a E ( L) ex1stu1ídva ortogonální vektory:2,2
E(Vášb'á—TVŽ—Tl).
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55. Určete početně aspoň jeden vektor kolmý k danému vektoru a na­
kreslete: a) a E (5,3); b)a š(—2, l); c)a 30, O); d) a 5 (3,4).

58. Najděte vektor v kolmý k vektoru danému a narýsujte:
a) u E(ó, l); b) r 5 (—l, —3); c) :: e(S, —3); d) bE(—2, —l);
e) c š(—3, O); f) : E(3, 4).

57. Působiště síly F(konstanmí velikosti i směru F E (6, —2)N) se pohybuje
po dráze dané vektorem h 5 (2,3) m. Určete velikost práce A, kterou
vykoná daná síla po dané dráze.

58. Vypočtěte velikost síly F a dráhy s z předchozí úlohy. Jaký je úhel vek­
torů F a h?

2. KOMPLEXNÍ ČÍSLA

59. Přepište komplexní čísla (2 ; 5), (3; —4), ( 4/5; Vš), (0,6, 0),

(O ; 1 ) do algebraického tvaru a potom tato čísla znázorněte v sou­_Ú
stavě souřadnic.

00. Jako uspořádané dvojice čísel zapište komplexní čísla a = —3,5 + 2i,

b=——Š——i,c=VŽ+l/2_i,d=5i,e=—i,m=2,n=0,5—l,2i
a potom je znázornčte v soustavě souřadnic.

61. Jsou dána komplexní čísla a) a = a1 + a,i, b : a1 — a„i;
b)a=al+aei, b=—al+aei; C)a=al+aei, b= —01-—aei;
d)a=a1+a.,i, b=a2+a1ig e)a=a,+a„i, b= —a,—a,i.
Vypište podmínky, které platí o číslecha„ a„ je-li a = b .

„zl Komplexní čísla a, b, c jsou znázorněna vektory, jejichž umístění mají
_ počátečníbod v počátkuP a koncovébody ve vrcholechrovnostranného

trojúhelníka ABC, kde A _=_(0, 0), B 5 (a ;O), C E (P; ?) .
Napište algebraický tvar komplexního čísla !, jehož obraz tvoří vektor PT,
kde T je těžiště trojúhelníka ABC.

Řešení

a) ]e-li číslo a = 0, nemá úloha smysl.
b) ]e-li a > 0, potom strana AB trojúhelníka ABC leží v kladné poloose:

tak, že A EP.
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Umísdme-li vrchol C do prvého kvadrantu, má C souřadnice

(% ; %Ví) , těžiště T u'oiúhelnílía ABC souřadnice (%; Z—Ví)
aV3 i

6

c) Je—lia <0, leží strana AB v záporné poloose : a vrchol A =P.
Umístime-li vrchol G_trojúhelníka ABC do druhého kvadrantu, má

3 i, umístíme—livrchol a do třetího kvadrantu,

a číslo : algebraický tvar % +

a a
číslottvar—ž— 6

máasloztvarí+ “1/3i

Závěr: Jestliže čísloa = 0, vyhovuji úloze všechna čísla : = —Si —6[3i ,
přičemža může být číslo kladné 1záporné. (Obr. IS.)

63. Komplexní čísla a, b, c, d, e, ]
jsou znázorněna vektory, jejichž
umístění mail počáteční bod !, mg.—gm
v počátku P a koncové body

ve vrcholech pravidelného šesti- hg. + 075:
úhelníka, který má střed v bodě
P a jeden vrchol v bodě A E
E (6; O); napište čísla a, b, c, d,

e,] v algebraickémtvaru. ng.,-gg)
64. Komplexní čísla a, b, c, d jsou

znázorněnavektory,jejichžu- X_L
místčni mail počáteční bod P“ Bím-0)
v počátku P a koncové body Ob" '5
ve vrcholech čtverce ABCD,
kde A =(a1; a,), a] > 0, a, > 0. Napište algebraickétvary těchto čísel.

85. Určete absolutní hodnoty čísel a = —5, b= —2i, : =3 + 4i,
1 1 “.

d=(1,2; -o,5), e=í—i, f=——2-—V231,gE(—V2_;VŠ),
h=1+itga,kš(1+Vž)+(1—Vž)i.
Která z nich jsou komplexní jednotky?

“.Dokažte,žečísla
3 4._ 1 Vš._ V5 V5.“)?—_“ “3+7“ GP? 25 _“

d) 1/61" V2 + V6 11/2 iisou komplexní jednotky.
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61. Dokažte,že|a| = 2, ie-lia = V2 + VÍ+ iV2 —Ví.

68. Pro která reálná čísla :: jsou čísla

a) x+ V; i; b) %—xi; c) 3x+4xi5 d) x+ri komplexními
jednotkami ?

69. Určete početně i graficky součet (a + b), je-li a) a = 5 + 2i,
b=2+4i; b) a=—3+4i, b=—3—4i; c)a=l—5i,
b = —1 + 5i. Ověřte si na těchto příkladech platnost vztahu a + b =
= b + a.

70. Ověřte si početně i graficky, že platí vztah
(a+b)+c=(a+c)+b, ie-lia=4+i, b= —2+5i,c=5—2i.

71. Na základě sčítání vektorů zobrazujících komplexní čísla a, b dokažte, že
Platí: Ia + bl ; Ial + lbl­

Í720| Je možné, aby součet dvou komplexních čísel byl a) reálný; b) ryze
— imaginární?Kdy to nastane?

Řešení

]e-li a—: a1 + a„i, b = b1+ bai, potom jejich součet
x=a+b=(a1+b,)+(a,+ba)i.
a) Aby součet : byl reálný, musí platit vztah a, + bz=0, odkud b, =

= _ aa.
Čísla a, b mají tvar a=al+a,i, =b1 —a,i, přičemža„ a„ b1

jsou libovolná reálná čísla.
b) Aby součet :: byl ryze imaginární, musí platit vztah a1 + b1= 0,

odkud b1 = —01.
Císlaa,bmajítvara = a, + a„i, b = —01+ b_2i,přičemža„a„b, jsou

libovolná čísla reálná s vyloučením případu a, = b, = 0 .
Závěr: Součet dvou komplexních čísel může být reálný i ryze imagi­

námi

73. Za kterých podmínek je součet dvou komplexních čísel imaginární ?

74. Určete početně i graíicky rozdíly (a — b) a (b — a), ie-li:
a)a=2+7i,b=—3+i; b)a=—l —3i,b=5+i.
V jakém vztahu jsou čísla (a — b) a (b — a)?

75. Může být rozdíl dvou komplexních čísel a) reálný; b) ryze imaginární;
c) imaginární?
Kdy to nastane?
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76. Proveďte:

a) (—l —i) + (—2 —3i) + (5 + 2i) + (—2 + 2i);
b) (—1+i)+(—3+2i)—(—l —i)—(5+2i)+ (8—2i);
c) (l+2i)+(2+3i)+(3+4i)—(5—6i)—(l —15i);
d) (a + bi) + (b + ai) — (b — ai) — (a — bi); a, b jsou reálná čísla.

77. Proveďte:

a) 3(5 + 2i) + 2(5 — i) — 4(l — 3i) + 5(—l —i);
b) 2(l + i) —6(—2 — 3i) + 5(3 + 4i);
c) a(l — 2i) — b(2 + i) + a — b (2i — l) — (a + 3i), kde a,bjsou libo­

volná reálná čísla.

78. Napište algebraické a goniometrické tvary komplexních čísel, která jsou
znázorněna vektory, jejichž umístění v soustavě souřadnic ny mají
počáteční bod v bodě P a koncové body ve vrcholech pravidelného osmi­
úhelníka, který má střed v bodě P a jeden vrchol v bodě A 5 (S; 0).
Určete nejprve jejich absolutní hodnoty a argumenty ve stupních i v ob­
loukové míře.

[lí—| Jakou absolutní hodnotu a jaký argument má komplexní čísloa=l+cosa+isinaz, kdeogagn?
Řešení

acosa2 2,

čísloa psát ve tvaru a=2cos2%+2isin%cos%=2cos%.

Jelikož l + cos a: = 2 cos2% , sin a = 2 sin lze komplexní

(cosš + i sin%) .

Výraz cos % + isin %
jejíž absolumí hodnota je rovna číslu l.

v důsledku toho je |a| = ! 2 cos %

je však goniometrický tvar komplexní jednotky,

= 2 cos %, neboťúhel %vyhovuje

vztahu 0 g % $% a je tedy číslem nezáporným; argument 9) kom­

plexního čísla a je % .
Závěr:

Číslo 0 má absolutní hodnotu lal = 2 cos % a argument (p= %.
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*80. Jakou absolutní hodnotu a jaký argument má komplexní číslo
: =(cosaz+ cosp) +i (sina+ sin/3), je—lioga <21r, 05,8 <
< Zn?

Uveďte na goniometrický tvar komplexní číslo a = 3 —4i.

Řešení

Předepíšeme-li komplexnímu číslu a = 3 —4i goniometrický_ tvar
|a|(cos<p+isinqa),kde o ; <p<21t,je |a|=V9+16=V25 =5

aplatí rovnice5C0$<p=3;58in(p=—4,atgtp=—-í.

ITI.

Poslední rovnici vyhovují dva úhly, jejichž velikosti jsou:
3) 126052',
b) 306052', z nichž však jen úhel 306052' je argumentem čísla a.
(cos<p> 0, sinqo<0.)
Je tedy a = 5 (cos 306052' + i sin 306052') .

Závěr: Číslo a = 3 — 4i má goniometrický tvar a = 5 (cos 306052' +
+ i sin 306052') .

82. Uvedte na goniometrický tvar čísla:

a) %+ 1/23 i; b) 15 — 36i; c) ——22—+ [zz—i; d) l; e) —3,5; f) —3i;

g) —3 + 4i. Zkontrolujte si správnost převodu na obrazech těchto čísel
v soustavě souřadnic.

83. Uveďte na goniometrický tvar číslo a = 1/2;- 1/2 + V2 ; V2 i .

84. Napište algebraické tvary těchto komplexních čísel:

a) 5(cos315o+isin3150); b) 2(cos210o+isin2100);

c)10(cos65o+isin650); d)cos%+isin£;
e) 7(cos1800+išin1800); f) cosOo+isinoog

311: .. 31: _ 1: .. r: _
g)2,5(cos7+1sm—2—), h)3(cosí+1smí),
i) 4(cos 235030' + isin 235030') .

85. Určete číslo c = ab, je-li a = 2 (cos 300 + isin 300), b =
= 3 (cos 135Q+ isin 1350) .
Sestrojtc vektor PC zobrazující číslo C na základě vektorů PA, PB zobra­
zujících čísla a a b.

232



86. Nejprve vyjádřete čísla a, b v goniometrických tvarech a potom je zná­
sobte: '
a)a=2+3i, b=4—i; b)a=2, b=5+3i.

87. V soustavě souřadnic ny zvolte dva libovolné vektory, z nichž jeden
zobrazuje komplexní jednotku s, druhý komplexní číslo a = 0 a sestrojte
vektor zobrazující komplexní číslo b = as .
Sestrojte dále vektor zobrazující číslo b, je-li:
a) s = cos 600 + isin 600, a = 2(cos 1350 + isin BSD);
b) s = i, a = 3(cos 2400 + isin 240“);
c)s=—l, a=3+4i;

3 4 . .

d)S=-š-+í1,a=2—31;
e) s = cos 300 + isin 300, a = 4 (cos 150Q-—i sin 1500).

V soustavě souřadnic ny zvolte vektory, které zobrazují dvě libovolné
komplexní jednotky 18 a 2S a sestrojte vektor zobrazující komplexní
jednotku 3S = 1S . 23 .
Sestrojte dále 33, je-li a) 1S = cos 300 + isin 300,
2S =cos 450 + isin 450; b) 13 = cos 135Q+ isin 1350,
2S=cos 2100+ isin 2100; c)1S =i, 2S = —1;

3 4l = _- _ . 2 : —'
d) 5 + 5 1, S 1.

89. Proveďte:

?) (2 — 3i)i; b) (2 + 3i) (3 — 4i); C) (1 + 00 — i);
d) (—1 —i) (1 —i); e) (3 —2i)2; f) (1 + i) (2+i)+(l +i)(l + 2i);
g) (2 + 3i) (l — 4i) — (2 — 3i) (l + 4i);
h) (1 + i)2 —(l —i)2; i) (l + i) (l —i) (l + 3i);
i) (1 -- ir; k) i(i—1)(i— 2) (i —a);

!) (—1+iV3)“; m) (1—i)'; n) (1 + na.

90. Vypočítejte:
a) ia; b) i'; c) is; d)i“; e) i7; f) is; g)i9 —i11+i12;
h) ai5 — bi7 + (a — b)i9 — (a + b)i3; a, b jsou reálná čísla. ]akých
hodnot může nabývat i", je-li n libovolné přirozené číslo? Dokažte, že
platí: i" = inH.

91. Přesvědčte se, že platí:(LH—V)

m
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92. V oboru komplexních čísel rozložte v činitele:
a)a'—16; b)a3+4a2+a+4,a>0;
c) 6:1“+ Sa2 + 1 [návodz 5a2 = 3a2 + 2a2];
d)a2+10a+9; a>0;
e)a5+4a4+a+4g a>0;
f) a3b+9a2b+ab+9b;a>0.

*93. Určete hodnotu výrazu a) (1 + i)B; b) (1 —i)“ .

[Návodz] +i=VŽ(cos%+isin%); ] —i=V-2_(qos%n+
.. 7 .. ..

+rsrní-n: ;(cosa+1sma"=cosna+1smna.
*94. Určete:

a) (1 —il/í)"š b) (Ví+ i)“

[Návod:l—iV_= 2(l——V2íi); V3+i=2(V——3T+?i).]
95. Pro která komplexní čísla platí vztah

a) E : ia; b) 71= —ia, jsou-li a, 5 čísla komplexně sdružená?

*96. Může být součin dvou komplexních čísel: a) reálný ;
b) ryze imaginární;
c) imaginární?

Kdy to nastane?
97. Určete všechna komplexní číslax, která se rovnají své druhé mocnině.

|98.| Určete reálnou a imaginární část komplexního čísla a = 1 _ rx
1 + 1x a sta­

novte podmínky pro číslo :: tak, aby číslo a bylo imaginární.

Řešení

a— l—ix _(l —ix)2: 1—2ix+i2x2 _ l—x2—2ix :
1+ix l—izx2 1+1:2 l+Jc2

: LF ———2x—1Číslo a by bylo reálné pro x = 0 číslo a by1+ ::2 1+ xz ' '
bylo ryze imaginární pro x = 1 a nebo pro x = —1.

_ 2

Závěr. Reálná část komplexníhočísla a je a1 : %, imaginární
21:

část komplexníhočíslaa je az: ——1+_ch .
Číslo a je imaginární pro všechny hodnoty :: :,aé0, x 91:1, :: $ —1.
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99. Upravte:
25 _ i _ l+i_ l+i_

a)m, [>>]—+i, C) i , d)l_i)

l+i_ )3—2i_ )—l—2i_c)1+2i* 3+2i' g —l—3i'

h)li_t;T;aiereálnéčíslo;vůli—___GJŠU
i+il/Š
5-i1/š'

1 1 .1 1

loo'a)_lTÍ+l—:—i* b>T1W'+Fi—)=“

1+i l—i_ d)(l—i)2_(l+i)2C)1—1+i 1+i l—i '

101. Upravte výraz (x , jsou-li :, š a y, 5 čísla komplexně

:
+y)(ř+3')

sdružená,x=3+4i,y=5+i.

102. Z rovnice 30p + 20pi — 50qi = 0, kde p, q jsou komplexní čísla,

q=0,p$0,vypočíteitepodí1%.
l+i+2iz——3i3q+i4+i5+i“

103. Proveďte: a) l—5i

b)i—3i3 +5i5—7i7+9i9
25i11

104. Proveďte:

(1+ i)3 i l l _)2(1—i) b)i+1+i+l—i'
(a—b)i—(a+b)_(a—b)i+(a+b)_ .

c) (a+ b)i_ (a _ b) (a+ b)i+ (a _ b) *“*b ““"““ a“
která se součlsně nerovnají nule.

k—
1 + ki *

106. Řešte rovnici (5 + 2i)y = 3 — 7i + ay, kde y ie nanámá &a je libo­
volné komplexní číslo.
Jakou hodnotu máy, ie-li a = 2 — Si?

kde k je reálné číslo, nezávisí na čísle k.105. Ukažte, že podíl
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107. Určete reálnou a imaginární část komplexních čísel

1+2i2 u_n“ „ . . „a= — , b=[1(1+l)(1+2)(1+3)],1—m 1+5

c_ (iVí—1)=+(i+2)(i—2)+(1+2i)2—4_ 1+i '

108.Proveďte:a) —l—l——; b) + ; a jereálnéčíslo.
2+i+1 1+ai+1

*109. Je možné, aby podíl dvou komplexních čísel byl a) reálný, b) ryze imagi­
nární? Kdy to nastane?

110. Jsou-li a, bkomplexní číslaa b $ 0, dokažte,žeplatí: % = %I'
111. Proveďte:

3+m_ u+n_ H+H. F_i—
“ 3—2i'* b)i—> c)_1_—-i—,)2i+1,

l + i l — i
e)1—i+1+i,'

cosa + isinacll : —. . = — ' ' — .
2. Dokažte, že platí cos I3 + 1sm .3 cos (az ,3) + 1sm (a jí)

Na základě tohoto vztahu dokažte, že platí též vztah

lal (cosa + i sina) _
jb| (cos 5 + i sin B) _

113. V soustavě souřadnic ny zvolte umístění dvou vektorů zobrazujících

(cos (a — B) + isin (a — ,B)).
3
b

nenulová komplexní čísla a, b a sestrojte vektor zobrazující číslo : = %.

114. V soustavě souřadnic ny je dáno umístění nenulového vektoru, který

zobrazuje komplexní čísloa. Sestrojte vektor zobrazující číslo : .

115. Najděte všechna komplexní čísla, pro něž platí vztah 71= %, jsou-li a, 71
čísla komplexně sdružená.

116. Určete všechna komplexní číslax, která se rovnají své převrácené hodnotě.

m Mezi komplexními čísly x, které vyhovují nerovností |25i —xl ; 15,
— určete to, jehožargument goniometrickěhotvaru je nejmenší.
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*119.

ízg

Řešení

ia —bl udává v soustavě souřadnic ny vzdálenost AB, kde A a B jsou
koncové body vektorů zobrazujících komplexní čísla a a b. V našem
případě je a = 25i, b = x, takže koncové body všech vektorů zobrazu­
jících číslo :: leží na a uvnitř kružnice k, která má střed 8 5 (O; 25)
a poloměr r = 15 .

Jelikož goniometrický tvar čísla : má mít nejmenší argument, musí se
vektor zobrazující hledané číslo :: kružnice k dotýkat, přičemž jeho do­
tykový bod musí ležet v prvém kvadrantu. Z nákresu se snadno zjistí,
že vektor zobrazující hledané číslo :: má souřadnice (12; 16), takže hle—
dané číslo x = 12 + lói .

Závěr: Hledané číslox = 12 + 16i .

. V soustavě souřadnic ny jsou dány vektory, jejichž umístění PA, PB, PC
zobrazují komplexní čísla a = 2 —i, b = 5 — 2i, : = 10 + 3i. Určete
komplexní číslo x tak, aby jeho obraz měl koncový bod v bodě X, který
má od bodů A, B, C stejnou vzdálenost.

Dokažte, že platí:
lz + l|2 + i|z + i|2 — (i + 1) . Izl2 —(l + i) = 2 z, je-li z libovolné
komplexní číslo.

Určete všechna komplexní čísla x, která vyhovují rovnici ::2 + [x] = 0 .

Řešení

Nechť kořen :: naší rovnice má tvar :|:l + xzi, kde xl, ::2 jsou reálná
čísla.
Jelikož kořen rovnice musí rovnici splňovat, platí:

(xl+ W + Vš:+ ;; = o,
xf+2x1x2i—xš+fo +:; =0.
Z rovnosti dvou komplexních čísel plynou vztahy
2 111: = 0 , s (l)
xš—xš+Vxř+xš=0. (2)
Vztah (l) je splněn tehdy, je-li a) ac1= 0; potom ze vztahu (2) je

-—-xŠ+ VE=O, VE: Ile, Odkude :o, X„= 1, xz: —1;
b) ::2 = 0; potom ze vztahu (2) je xi + lxll = 0, které rovnici vyhovuje

jen pro číslox, = 0 .
Zkouška správnosti: Všechny tři nalezené hodnoty splňují danou rovnici.

Závěr: Dané rovnici vyhovují komplexní čísla :: = 0, x = i, :: = —1 .
Poznámka:
Kořenu rovnice je možno předepsat též tvar

|r|(cos<p+isin99), kdeOštp<21t.
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*121. Určete komplexní číslo:, které vyhovuje souásně vztahům

: —4 x —12 _ í
: —8 x —8i _ 3 '1=1,

122. Je-li : = s, + z,i, potom platí:

123.

a) |z1| + |z2| ; Izl; b) |z1| + |za| ; lzl . Ví. Dokažte to.
Poznámka: Příkladyna řešeníkvadratické rovnice v oboru komplexních

čísel najdete na str. 87 v kapitole Kvadratické rovnice.

3. OPAKOVÁNÍ

Je dáno komplexní čísloa = (5 1/5; 5Vš). Napište ho v algebraickém i go­
niometrickém tvaru.

124. Napište algebraické a goniometrické tvary komplexních čísel, která jsou

125.

12

127.

128.

129.

130.
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znázorněna vektory, jejichž umístění v soustavě ny mají počáteční body
v bodě P a koncové body ve vrcholech rovnostranného trojúhelníka,
jehož střed je v počátku P a jeden vrchol v bodě A 5 (a, O),a > 0 .

Komplexní čísla a, b, c, d jsou znázorněna vektory, jejichž umístění mají
počáteční bod v počátku P a koncové body ve vrcholech kosočtverce
ABCD M E (O;0), B 5 (4; 0), < BAD = 450]. Napište algebraické
tvary těchto čísel.

. Jakou absolutní hodnotu a jaký argument má komplexní číslo :: = a — b,.
je-lia = cosa + isina,b=cos,B + isin5?(0 ; az< 211,05/3 < 2m)

Jsou dána komplexní čísla a = —2 + 5i, b = 1 + 2i. Určete čísla

x=a+b,y=a—b,z=ab,u=%výpočtemigraňcky.
Jsou-li b, b, a c, íčísla komplexně sdružená, určete číslo

x=[(b+c).(b—c_)]2,kdeb=3+2i, c= —2+3i.
Na základě Moivreovy věty odvoďte vzorce
a) sin(az+ ,8)= sinacosb + cosasinB;
b) cos(a + B) = cosacosB —sinasínB.
Na základě poučky (cosa + i sin a)" = cos na + i sin na potvrďte„ že
platí:
a) sin 20; = 2 sin a cos a; b) cos 20: = cos2a: — sinza;

c) cos 30: = cosa (4cos2a — 3); d) sin 30: = sina (4 cosza — l) .



131. Existuje komplexní číslo, které se rovná své třetí mocnině?

132. V soustavěny určete souřadnicevrcholu C rovnostranného trojúhelníka
ABC, ie-li A-_—_—(0, 0),B = (5,1).

[Návodz Vektor PC vznikne z vektoru PB otočením okolo počátku
o úhel 600 v obou smyslech.]

l 1

1+1 + i+ 2 '

b)(l +i)3+(l —i)2+(l +i)(l —i)2i3+i5+i9+i7
134. Řešte rovnici (2 + 3i)x + i = 0 .

135. Řešte rovnici (3 + 4i)x — (2 + 2i)x = 3 — Si + ax, kde :: ie neznámá
a a komplexní číslo. Pro které číslo a nemá rovnice řešení?
Řešte tuto rovnici též pro a = —2 —3i .

136. Přesvědčte se, že platí:

1 _ 1 = —2i.
l . .

1 +i + ' 1 —i _ '
137. Proveďte:

3 — 41' 3 + i
Si 1 —í

II + 2i|
138. Která komplexní číslay vyhovují rovnici 2y' + |yl = 0 ?

139. Dokažte, že v soustavě ny obrazy všech komplexních čísel J:, pro něž
platí vztah

+
x_il=l, ldvosey.

140. Co vyplňují v soustavě ny obrazy všech komplexních čísel J:, pro něž
platí vztah

a)

133. Proveďte: a) -l—+

S1; b) 21?
x—__+l|x+l'
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IX. MATEMATICKÁ INDUKCE

Počet úhlopříček vypuklého n—-úhelníka se vypočítá podle vzorce
— 3 . „, „ . . . ,

P„ = n (" ) , kde n je přirozené Cislovětsn nez 3. Dokazte jeho sprav­

nost matematickou indukcí.

n různými přímkami, které leží v rovině a procházejí týmž bodem, je
rovina rozdělena na 2 71částí. Dokažte to.

n (n — l)
2

71bodů v rovině, z nichž žádné tři neleží v téže přímce, lze spojit

přímkami. Dokažte to.

Dokažte, že platí:
[a1a2aaa4......... a„] = |a,l . |a2|'. |a3|. . |a„|.

Dokažte matematickou indukcí, že číslo Q„—— $"“ + 6%—1je dělitelné
číslem 31 pro každé přirozené číslo n.

Řešení

I. krok: Pro 7: = 1 je tvrzení správné, neboť po dosazeni ie
Q1 = 5a + 6 = 31 .

II. krok: Za předpokladu, že číslo Q„ je dělitelné číslem 31, dokážeme,
že i číslo Q„+1 je dělitelné číslem 31.
Upravme Q,.,1 takto:
Qn+1 : 5n+2 + 62n+1: 5 _5n+1 + 36 _62n-1 :

= 5 _ 5n+1 + 5 _62n—1+ 31 . óan—l : 5 _ (5n+1 + 62n—1)+

+ 31 . 6%“ = 5Q„ + 31 . 6*"'1; výsledek ukazuje, že za
uvedeného předpokladu je číslo Q„+l dělitelné číslem 31.

Závěr: Jelikož podle 1. kroku je číslo Q„ dělitelné číslem 31 pro n = l,
je podle II. kroku dělitelné též číslem 31 pro n = 2 .
Jelikož je toto číslo dělitelné číslem 31 pro n = 2, je podle 11. kroku
dělitelné číslem 31 1pro n = 3 att.d;
je tedy číslo Q„ = $““ + 62"1 dělitelné číslem 31 pro každé přirozené
číslo n.

Dokažte matematickou indukcí, že součin (11+ 1) (u + 2) je dělitelný
dvěma pro každé přirozené číslo n.

Dokažte matematickou indukcí, že součin tří po sobě jdoucích přiroze­
ných čísel je dělitelný šesti.



8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Eg

17.

Dokažte, že součet třetích mocnin tří po sobě jdoucích přirozených čísel
je dělitelný devíti.

Dokažte matematickou indukcí, že číslo V„ = na + lln ie dělitelné šesti
pro každé přirozené číslo n.

]e-li a > 1 a n přirozené číslo, je a" > ]. Dokažte to.

]e-li a > 0, b > 0, a > b a n přirozené číslo, je a" >b". Dokažte to.

Dokažte, že je 2" > n pro každé přirozené číslo n.

Nerovnost 2" > 2n + 1 platí pro všechna přirozená čísla n větší než 2.
Dokažte to.

Nerovnos't 2" > n2platí pro všechna přirozená čísla n větší než 4. Do­
kažte to. [Návod: Sečtěte nerovnosti 2" > n2 a 2" > 271+ 1 .]

]e-li ): > —1, xgto a n přirozené číslo větší než 1, dokažte, že platí
(l+x)">1+nx.

[Návod: Ukažte nejprve, že nerovnost platí pro n = 2, x 75 0 a potom
pro n' = 71+ 1 tak, že obě strany dané nerovnosti znásobíte kladným
číslem (1 + x).]

Dokažte matematickou indukcí, že pro všechna přirozená čísla 7: platí
vzorec2l + 22 + 23 + .. .+ 2" = 2(2."-—1).

Řešení

I. krok: Pro 71= 1 je vzorec správný, nebot' 21 = 2(2l — 1).
II. krok: Dokážeme, že vzorec je správný též pro přirozené číslo

n' = 71+ 1. Za tím účelem postupuime takto:
21+22+23+...+2"'=21-++22+23 ...+2"+
+2"'1=2(2"—1)+2"+1 =2.2" —2+ Z"“ :
=2 . Z"“ — 2 = 2(2"+1 — 1) : 2(2"' — 1).
Výsledek správnost vzorce pro přirozené číslo n' = 71+ 1
potvrzuje.

Závěr: Uvedený vzorec platí pro všechna přirozená čísla n.

Dokažte matematickou indukcí, že platí:
a)l.2.3+2._3.4+3.4.5+...+n(n+1)(n+2)=

=%o+no+mo+o;
1 4 9 n2 n(n+l)

b) 1.3 +3.5 +5.7 +"'+(2n—1)(2n+1)— 2(2n+l
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18.

*19.

Matematickou indukcí dokažtc tyto vzorce:
l l 1 n

a)Ú+Ú+5._7+“'+(2n—1)(2n+1)= 2n+1;
] l l 1 n

b)1—.4+Ú+7.1o +"'+(3n—2)(3n+1)_ 3n+1'
1 1 1 1+——+ +...+c) Ú 5.9 9.13

d)1=+32+5=+...+(2n—1)2=

n

(4n—3)(4n+1)=4n+lš
n(2n— 1)_(2n+ 1) _

3 ,

e)1=+2=+3=+...=+n= ["—L;l)]_
Mntematickou indukcí dokažte vzorce:

a) 12—2=+32— 48+5=— ...+(—1)»—1.n==

= (—1>"—1 "(———"jl;)

l 2 „ _x"+'—(n+l)x+n
b);+—+'-—3—+2...+'x—„——W„a :“ ;x7é0,x;él.

. Dokažte matematickou indukcí platnost vzorce
. . „ _

sinac+sin'*a:+sin3::+...+sin":c=———smx.(sm:: 1),smx—l

xaéš+2km



X. POSLOUPNOSTI

I. POJEM POSLOUPNOSTI, POSLOUPNOST OHRANIČENÁ,
NULOVÁ, LIMITY POSLOUPNOSTÍ

!. Zobrazte na číselné ose první tři členy posloupnosu':
n

a) (na —»»; b) “%) + (avril.
Určete člen šestý a sedmý.

2. V soustavě pravoúhlých souřadnic zobrazte prvé čtyřičleny posloupnosti:

12 — &

a) + „„ ]; b) (n + <—1>"+1).
Určete člen desátý.

3. Přesvědčte se, že prvých šestnáct členů posloupnosti (nz — 11+ 17)—
tvoři prvočísla. Ukažte, že sedmnáctý člen posloupnosti není prvočíslo.

4. Přesvědčtese, že posloupností ($"“) a [na) mají prvé dva členy
stejné. V jakém poměru jsou čtvrté členy obou posloupností ?

5. Přesvědčte se, že posloupnosti (3 — n) a (37' — 713)majitři prvé členy
stejné. O kolik se liší čtvrté členy obou posloupností?

6. Stanovte n—týčlen posloupností:

„)L; 1,1, .....f)_1,L,L, .....1.3 2.4 3.5 1.2 2.3 3.4

**)?ŠÉw, ---- 3)—Š,Šš—Š;%š
c)l,-Š,%;—í—, ..... h)%;%;%;%; .....

d)0;3;8;15;24; ..... i)%;%;—Š—;—l7—6;.....
e)1;—l;l;—l; .....

7. Vposloupnosti [m: + y) je a1 : 13,::2= 18.
Určete čísla :: a y.

8. Vposloupnosti (712x+ ny + z) jsa1 : 15,a2 =_26, aa : 41 _
Určete číslax, y, z.

27: + 1

n + 29. Dokažte, že posloupnost € ; je posloupnost rostoucí.
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10.

11.

12.

13.

l:“

15.

1.1

l _ _

——„<„+ „1 wwww Mesa.Dokažte, že posloupnost %
nx

" + 1

Pro která čísla :: je posloupnost [It!"] rostoucí, pro která klesající, je-li k
libovolné reálné číslo různé od nuly?

Napište prvých pět členů posloupnosti dané rekurentním vzorcem
a„+1 = 2a„ — 3a„_1, je—lia1 = 0, a2 = 1 a zobrazte je v soustavě pravo­
úhlých souřadnic.

Napište prvých šest členů posloupnosti dané rekurentním vzorcem
a„+1 = a„ + a,..1 — 2, je—lia1 = l, ::2 = 2 a zobrazte je na číselné ose.

Pro která čísla :: je posloupnost % ; rostoucí, pro která klesající?

Posloupnost je dána rekurentním vzorcem a„+1= a„ —a„_1 + d, při­
cemž al = ], a2 = 5, a, = 10. Určete číslo d a člen as.

. Posloupnost je dána rekurentním vzorcem a„+1= iam přičemž hod—2
, .

notu členu a1udává kořenrovnice (xÝxĚ-ÉxťTl) = x2 + 2 .
Napište prvé čtyři její členy.

Posloupnost je dána rekurentním vzorcem a„+1 = (n + l)a„ —na„_„
přičemž hodnoty členů a„ a2 udávají kořeny rovnice
:: + 3 x — 2 5 ,
x _ 2 —m _ 3. Urcetehodnotučíslaa, zapředpokladu,žea, < a,.

Napište prvních pět členů posloupnosti dané rekurenmím vzorcem

a„H = 71—a„, jestliže hodnotu členu a1 udává přirozené číslo vyhovující

3x—2_ 1—23:
4 5 <5nerovnosti . Kolikaznačná je úloha?

_x+l
2

Určete posloupnost ] rekurentním vzorcem.

l

i „——<„+ „
Řešení

, je dána n-tým členem, který je funkcí indexu

n.lejíčlenyjsou:a1=—Š—;a,=—'a,=—'...;

l

Posloupnostim
.— _

[

n—(nÍLTY“"+'=Wm""an:



Abychom zjistili vztah mezi členem a„„t1a členem a" této posloupnosti,
upravme a„+1takto:

_ l _ l l l _
an+1_(n+l)(n+2)_n+l n+2 =n(n+ l) n—+2_

1 n n

n(n+l) „+2 “'“ n+2'
Rekurentní vzorec, který udává vztah mezi členem a„+1 a členem a„

. n

danéposloupnosn,mátvaran „ = m a„
Tímto vzorcem však daná posloupnost není ještě určena. Je třeba znát
hodnotu jednoho členu posloupnosti, nejlépe členu al. V našem případě

)e01: í .

Krt—LTJ je určenarekurentnlm vzorcema„H :

a„ a prvním členem posloupnosti ::1= ? .

Závěr: Posloupnost %_L.
_ n + 2

20. Určete posloupnost [n(n + 1)] rekurentnim vzorcem a prvním členem.

21. Určete posloupnost [log x" ), :: > O rekurentnim vzorcem a prvním
členem.

22. Určete rekurentně posloupnosti.'

a)W;;b>£3";;c><zn+1;,d>fmajj;f>j"+1j
23. Posloupnost je dána rekurentnim vzorcem amu : 2 —an, přičemž

a1 = 0. Sledujte jednotlivé členy této posloupnosti a určete její n-tý
člen jako funkci indexu n.

24. Posloupnost je dána rekurentnim vzorcem a„+1 = %(3a„ —a„_1), při­
čemž a1_: 2, a2 = ]. Určete a„ jako funkci indexu n.

25. ]e-li dán rekurentní vzorec posloupnosti a„+1 = 2a„ —a„_1, ::1= 1,
aa : 2, určete a„ jako funkci indexu n.

26.Je—lia)a„+1=a„+2; 01:3: b)an+1"=

určete a„ jako funkci indexu n.

n+2 l—'a =2
n a„' 1 '

21. Vyhovují-li členy posloupnosti rekurenmímu vzorci a„+1= n . a„, vyho­
vují také vzorci aM1 = (n + l)a„ — (n — l) a,...1 .
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Dokažte. Ověřte si toto tvrzení také na členech aa, a4, a5, je—li(11= ::2 = 1.
[Návodz Z prvního vzorce plyne vztah a„ = (n — l)a„_1; utvořte
an+l _ an'l

28. Vyhovují-li členy posloupnosti rekurentnlmu vzorci
a„+1 = (n + l)a„ + (—l)"+1, vyhovují též vzorci
an+l : "(Gn + “'n—1)-D0 e'
[Návod: Z prvního vzorce plyne vztah a„ = na„_l + (—l.)"; utvořte
an+1 + “W)

29. Posloupnost je dána vzorcem a„+1 = a„ — a„_1. Dokažte, že člen
an+a: _an a an„+ =„a
[Návod: Z rekurentniho vzorce určete am„ 3 a„+3a sectěte ]

30. Ověřtesi na číselnéose, že posloupnost a) jí:;— 1), b) inn+ 1)
je ohraničená.

[Poznámkaz Posloupnost (a„) je ohraničená, existuje-li kladné číslo K,
které splňuje nerovnost K > |a„| pro všechny indexy n.]

Í 1_ Jsou-li posloupnosti (a„), [b„) ohraničené, je i posloupnost [a„ + b„)
_— ohraničená. Dokažte to.

Řešení

]e-li posloupnost [a„) ohraničená, existuje kladné číslo K, které splňuje
nerovnost K > |a„| pro všechny indexy n. ]e-li posloupnost [b„) ohra­
ničená, existuje kladné číslo H, které splňuje nerovnost H > Ib„| pro
všechny indexy n.
Nerovnosti K > lanl, H > Ib„| jsou souhlasné, mají kladné členy a mů­
žeme je sečíst.
Platí: K + H > |a„| + |b„| % |a„ + b„l pro všechny indexy n.

Závěr: Existuje tedy kladné čisloK + H > |a„ + b„|, z čehož plyne,
že posloupnost (a„ + b„) je ohraničená.

32. Ověřtesi na číselnéose, že posloupnostinn + 1 + n 1- 1) =
1 . .

—i2 + m)) je ohramčená.
33. Jsou-li posloupnosti [a„) a [b„) ohraničené, je i posloupnost [a„. b„)

ohraničená. Dokažte.

34. Ie-li posloupnost [a„) ohraničená a c libovolné číslo,'je i posloupnost
(ca„) ohraničená. Dokažte.

35. Jsou-li posloupnosti [%), (b„)'ohraničené a c, d libovolná čísla, je i po­
sloupnost [ca„ + db„) ohraničená. Dokažte.
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3g

39.

40.

4 .|­

42.

46.

47.

|48. | Určete limitu posloupnosti (Zli- 8; .

. Která z posloupností (371+ 5), (2 — 3711, [

n+1 . l

. Dokažte, že posloupnost a) %71—231+ 3" ;, b) [3 + 51%
je ohraničená.

!
. .. , >

2 _ 3,3 je ohramcena.
Dokažte, že posloupnost (qn) ie ohraničená pro každé číslo q, o kterém
platí vztah Iql : l .

Dokažte, že posloupnost > je ohraničená.

"2

7:2+ 2n + ]

Jsou-li posloupnosti [a„) a (h,) nulové, iei posloupnost [a„ + b„: nulová.
Dokažte

Je—liposloupnost [an) nulová a [b„] ohraničená, ie posloupnost [a„b„ %
nulová. Dokažte to. Je také posloupnost (can) nulová, kde c je libovolné
číslo ?

Dokažte, že jsou nulové posloupnosti:

2 1 _ 2n+1 _ 1 _ "+1 . .„líná, Wim), “fn—l“Í „,* “O“
(—1)"+1 _ 1+(—1)"+1 . 2 . - 1 ..„H..),„g_„;, „H, nikl,

_ 2

]) €l—3nř'
. Od kterého členu počínaje jsou všechny členy posloupnosti

?
l

1000; menší než

1

„ 12—„3 of
Dokažte, že posloupnost

1

1 — 2n

(" 1- 1 má limitu rovnou číslu l.
Je-li lim a„ =a, lim b„ = b, dokažte, že platí:
a)lim(a„+b„)=a+b; b)lim(a„—b„)=a—b;
c) lim dnb„ = ab ; d) lim ca„ = ca ; c je libovolné číslo;

. a„ a
e) hmĚ : í ,b730.
Určete limitu posloupnosti (m„ + sbn), je—lilim a„ = a, lim b„ =b
a r, s jsou libovolná čísla.

Určete limitu posloupnosti (a;), je—lilim a„ = a :,6 0 a r číslo celé.

2
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Řešení

Můžeme postupovat takto:

3n+8 (3n+ 6___)2+2 3(n+2)+2_A limn+2 =lim———n+ =lim n+2
l= =' ' -—= 2.0=3.

lim(3+n+2) 11m3+211mn+2 3+

3+í 1im(3+í) 1im3+81iml. 3n+8 . n n n
B. hm "+2 =11m 2 = 2 = 1 =

1+; lím(1+—) liml+21im—;: n

__3+8.0_3"1+2.o_ '
_ . 3n+8_

Závěr.hmn+2 -3.
49. Jakou limitu mail posloupnosti:

8)Enii; b)“Zi „; c)[nj—11% d)(P);

e) ((_1)n]; f) (2175), g) (ŠZ,—%; '
50. Určete limitu posloupnosti

&)“% + 1)),kderle číslocelé;

b) [“ +31 , jsou-lia, b, c, d libovolnáčísla,přičemž(:$ 0 ,cn+

*c) (1 + %), nie číslopřirozené.

2. ARITMETIGKÉ A GEOMETRICKÉ POSLOUPNOSTI

51. Určete prvých pět členů posloupnosti (l + Sn), ia + "> , (2 + bn)
a dokažte, že jsou aritmeu'cké. Stanovte jejich diference & rekurentní
vzorce.
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1 _

52. Napište prvé čtyři členy posloupnosti (a_i-T221) b 91:0 a dokažte,
že je aritmetická. Určete její diferenci a rekurentní vzorec. Pro která
čísla b je tato posloupnost rostoucí?

bn

53. Určete, za kterých podmínek je posloupnost íd + ; , c $ 0 posloup­
ností rostoucí, za kterých klesající a kdy se stane posloupností, v níž
všechny členy jsou si rovny.

—l n—2 n—3
54. Sledujte posloupnost a1 : "T , a2 = 71 atd.>aa_

Jak velká je její diference,nn-tý člen a součet prvých n-členů.>

55. Ukažte, že součet prvých n-členů posloupnosti [2n — l) je S„ : nz.
Z toho plyne, že druhou mocninu každého přirozeného čísla lze nahradit
součtem lichých, po sobě jdoucích přirozených čísel, z nichž nejmenší
je 1. Na základě toho rozepište čísla 16, 49, 100. Čím je udán počet sčí­
tanců takověho součtu?

56. Oč je součet prvých 100 přirozených čísel sudých větší než součet prvých
100 přirozených čísel lichých?

57. Který člen posloupnosti přirozených čísel se rovná součtu všech členů
předcházejících ?

114+ nl+2+3+...+n '
59. Určete součet všech navzájem různých přirozených čísel vyhovujících

nerovnosti:
15x 42 —-9x

2 (_2—+ 3) 2
60. V aritmetické posloupnosti je prvý člen a1 = 1 &diference d = 3. Určete

člen a„ a ukažte, že je funkcí počtu členů n. Načrtněte graf této funkce
v soustavě pravoúhlých souřadnic.

58. Upravte výraz:

<6.(3x+l)

61. V aritmetické posloupnosti je prvý člen a1 = 1 a diference d = 2. Určete
součet prvých n-členů S„ a ukažte, že je funkcí počtu členů n. Načrtněte
graf této funkce v soustavě pravoúhlých souřadnic.

62. Součet prvých 71členů aritmetické posloupnosti je 11+ „2_ Stanovte její
diferenci a r—tý člen.
[Návodza1=l+ 12,a1+a2=2+22,a1+a2+aa=3+32,atd.;
odtud lze zjistit velikost jednotlivých členů posloupnosti a diferenci. ]

63. Součet prvých n-členů aritmetické posloupnosti je 4712— 3n. Určete di­
ferenci a n-tý člen.
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64. V aritmetické posloupnosti je prvý člen 01 = 3, diference d = 2. Kolik
členů dává součet S„ = 120?

65. Doplňte zbývající čísla v tabulce:

a1 d n a„ S„

1 .2. 100
3 .

O 5 27,5
3 3

—6 I 15+ ?

2 -—10 —360

66. V aritmetické posloupnosti je člen a4 = a, a7 = b. Vypočítejte diferenci d,
členy al, a10a součet prvých deseti členů Sm. Proveďte též pro a = 3,4;
b = 5,8.

67: Kolik troiciferných čísel je dělitelno sedmi?
68. Kolik trojciferných čísel je zakončených číslici 6?

69. Mezi kořeny rovnice 12 + x — 12 = 0 vložte třináct čísel tak, aby
s těmito kořeny tvořila prvních 15 členů aritmetické posloupnosti.
Vypište členy této posloupnosti.

70. Mezi čísla “ ; b a G_ÉLŽvložte tři čísla tak, aby s danými čísly tvořila
prvých 5 členů aritmetické posloupnosti. Vypište členy této posloupnosti.

71. Mezi čísla 1 a 25 vložte tolik čisel, aby s danými čísly tvořila aritmetickou
posloupnost o součtu 117. Určete čísla vložená a jejich počet.

72. V které aritmetické posloupnosti platí:
al+05=16, ag+a4=192

73. V které aritmetické posloupnosti plati:
a1+a7=22, aa.a4=88?
V které aritmetické posloupnosti je S5 = S.; = 60?

Řešení

Zřejmě tu platí vztahy

35 = “ll—“;“!. 5 = 60........ (l),

33 = „alf-39.. =60.....-...(2)..
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Jelikož ::6 = a, + M, a., = ::1+ 5d, dospějeme po jednoduché úpravě
vztahů (l) a (2) k soustavě rovnic
a, + 2d = 12,
2:11+ Sd = 20 ,
odltucla1 = 20, d = —4.
Závěr: Vposloupnosti 20, 16, 12, 8, 4, 0, . . . je 85 = S,.

Číslo 55 rozložte v součet takových čísel, aby každé následující bylo o 4
větší než předcházející a poslední bylo 19. Která jsou to čísla a kolik je
jich?

76. Součin tří po sobě jdoucích členů aritmetické posloupnosti se rovná

017 .

jejich součtu. Určete tyto členy, víte-li, že diference posloupnosti je % .
[Návodz Za neznámou volte prostřední člen.]

Najděte tři po sobě jdoucí členy aritmetické posloupnosti, víte-li, že
jejich součet je 3x a jejich součin ::3 — 4, přičemž : > 0. Pro která
čísla :: jsou tyto členy racionální?

Součet prvých devíti členů aritmetické posloupnosti je 108. Určete je,
víte-li, že jsou to čísla přirozená.
[Návodz Snažte se dospět k rovnici a1 = 12 — 4:1, v níž d musí být
číslemcelýma ::1< 24, neboť ::1+ a, = 24.]

79. V aritmetické posloupnosti, jejíž první člen 411= 30 a diference d = —3,

určete člen, který se rovná ? s'oučtu všech členů předcházejících.
80. Délky stran pravoúhlého trojúhelníka tvoří tři po sobě jdoucí členyarit­

metické posloupnosti. Delší odvěsna má délku 24 cm. Jak velké jsou
jeho strany a úhly?

81. Délky stran pravoúhlého trojúhelníka tvoří tři po sobě jdoucí členy
aritmetické posloupnosti. Jak jsou dlouhé, je—lijeho obsah 6 dni2?

82. Délky stran pravoúhlého trojúhelníka tvoří tři po sobě jdoucí členy
aritmetické posloupnosu'. Jak jsou velké, měří-li poloměr kružnice troj­
úhelníku vepsané 7 cm?

: 83. Existuje vypuklý n-ůhelník, jehož nejmenší vnitřní úhel má velikost
1260a jehož každý následující vnitřní úhel má velikost 0 40 větší než úhel
předcházející ?

Řešení

Předpokládejme, že takový n-ůhelník existuje. Velikosti jeho vnitřních
úhlů tvoří aritmetickou posloupnost, jejíž prvý člen :;1= 126, diference

*77

7
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d = 4 a součet prvých 7:členů S„ = (n -—2) . 180. (Udaje jsou ve stup­
ních, n znamená počet vrcholů hledaného n-úhelníka.)

Dosadíme-liuvedené hodnoty do rovnice s„ = 41—294, kde a„ =
= al + (n — 1)d, dospějeme k rovnici

(n—2).180= % -11,kterápoupravenímátvar
112— 2871+180 = 0 a kořeny 711= 10, »2 = 18.

Úloze vyhovuje jen řešení 711= 10. (Desetiúhelník, jehož vnitřní
úhly mají velikosti 1260, 1300, 1340, 1380, 1420, 1460, 1500, 1540, l580,
1620, je tedy vypukly.)
Řešení n2 : 18 úloze nevyhovuje. (Osmnáctiúhelník, jehož nejmenší
vnitřní úhel má velikost 1260 a největší 1260 + 17 . 4Q= 1940, není
tedy vypuklýó
Závěr: n-úhelník požadované vlastnosti existuje. Je to vypuklý deseti­
úhelník.

84. Rozměry kvádru tvoří tři po sobě jdoucí členy aritmetické posloupnosti.
Jak jsou velké, měří-li jejich součet 24 cm a objem kvádru 312 cm“

85. Na střeše tvaru liclřoběžníka jsou srovnány tašky do řad tak, že při hře­
benu je 85 tašek a v každé následující řadě o jednu tašku více než v řadě
předcházející. Kolika taškami je pokryta střecha, má—liřada při okapu
100 tašek?

86. Železné roury se skládají do vrstev tak, že roury každé vrstvy horní za­
padají do mezer vrstvy dolní. Do kolika vrstev se složí 102 roury, má-li
nejhořejší vrstva tři roury? Kolik rour má vrstva nejspodnější?

87. Kolikrát uhodí palička hodinového stroje v časovém intervalu od 0 ho­
din do 12 hodin, tluče-li vedle počtu celých hodin také všechny
čtvrtě? (První čtvrt značí jedním úderem, druhou dvěma atd.)

88. Teploty Země přibývá do hloubky 0 1 0C na 33 m. Jaká je teplota na dně
dolu 1015 m hlubokého, je—liv hloubce 25 m teplota 9 c'C'r“

89. Volně padající těleso proběhne za první sekundu dráhu % m a za každou
následující sekundu dráhu 0 g za větší než za sekundu předcházející.
Jakou dráhu vykoná za : sekund (bez odporu vzduchu)?

90. Těleso, které se pohybuje rovnoměrně zpomalené, proběhne 73 první

sekundu dráhu c —% a za každou následující sekundu dráhu o a kratší
než za sekundu předcházející. Jakou dráhu proběhne za : sekund ?

252



91. Po kružnici se pohybují dva hmotné body M1 a M2, které se začaly
pohybovat současně proti sobě z téhož bodu A. Bod M1 proběhne za

první minutu oblouk přináležející středovému úhlu a, = íRO—= 30 a pak

zvyšuje svoji rychlost tak, že vykazuje za každou následující minutu
R

přírůstek oblouku příslušný středovému úhlu B, = % = 0 vzhledem
k minutě předcházející.
Bod M2 proběhne za první minutu oblouk příslušný středovému úhlu

a, = 3—0-= 15 a za každou následující minutu zvětšuje proběhnutý

oblouk o přírůstek patřící středovému úhlu „82= É = 60 vzhledem
k minutě předcházející. Za jakou dobu se body M1 a M2 poprvé setkají?

92. Na přímočaré dráze vyrazila současně z místa M dvě vozidla týmž
směrem. Vozidlo A jelo rychlostí 20 m/s, vozidlo B ujelo za první sekundu
12 ma za každou následující sekundu o 2 m více než za předcházející
sekundu. Za jakou dobu dohonilo vozidlo B vozidlo A ?

93. Jsou-li a, b libovolná reálná čísla, dokažte, že výrazy (a — b)2, a2 + b2,
(a + b)2tvoří tři po sobě jdoucí členy aritmetické posloupnosti.

94. ]e-li součet prvých 71-členů aritmetické posloupnosti S„ = 0, je a„ = —a,.
Dokažte.

95. Jsou-li ar„ ak, a„„ tři po sobě jdoucí racionální členy aritmetické po­
sloupnosti, je až —ak-_., a„„ druhou mocninou dvojčlenu. Dokažte to.

96. Jsou-li ak-„ ak, ah, tři po sobě jdoucí racionální členy aritmetické
posloupnosti, má rovnice ak-1x2+ 21,9: + ah, = 0,a,c_1 ;L-0 racio­
nální kořeny. Dokažte to.

97. Dokažte, že v posloupnosti přirozených čísel má každé čislo tvaru
21:+ ] hodnotu rovnou k—témudílu součtu všech čísel předcházejících.
Ukažte správnost tohoto tvrzení též na některých příkladech (k = 5,
7, 10).

Jestliže číslax,y, z tvoří tři po sobě jdoucí členy aritmetické posloupnosti,
tvoříi číslax2+xy+y2, x2+xz+z2, y2+yz+z2 tři po sobě
jdoucí členy aritmetické posloupnosti. Dokažte. [Návod: :: = y —d,
z = y + d.]

—— .. , 1 ]

[_99_|Jestlizevyrazy b+c c—+a a+
přípustných hodnot, tvoří tři po sobě jdoucí členy aritmetické posloup­
nosti, pak také čísla aa, bz, c2 tvoří tři po sobě jdoucí členy aritmetické
posloupnosti. Dokažte.

—b , v nichž čísla a, b, c nabývají
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Řešení

Jelikož mezi třemi po sobě jdoucími členy aritmetické posloupnosti

ak,a„„ a„„ platívztaha„H= % , jsou vázánačíslaa, b, cvztahem

1 _1( 1 1 )c+c—“ž WCM—n­
Tento vztah upravujme takto:

1 __ a+26+c
FE_2(a+b)(b+c)*

2(a+b)(b+C)=(a+C)(a+C+Žb),
2(a+b)(b+c)=(a+c)2+2b(a+c),

2ab+2b2+2ac+2bc=a2+20c+c2+2ab+2bc,
2b2=a2+c2,

az+c2
b3_ 2 .

Poslední rovnice ukazuje, že čísla az, bz, c2 tvoří tři po sobě jdoucí členy
aritmetické posloupnosti.

l l
a + c ' a + b

aritmetické posloupnosti, pak tuto vlastnost mají i čísla aa, bz, cz.
n+2 n—l

. Stanovteprvých pět členů posloupností[?“-2), (53 ), (%; ,
:: :,á 0, y :; 0 a ukažte, že jsou geometrické. Určete jejich kvocienty a
rekurentní vzorce.

Závěr: Tvoří-livýrazym, tři po sobějdoucí členy

. Napište rvé čtyři členy posloupnosti & , :: > 0; pro která čísla xP xn

je posloupnost rostoucí, pro která klesající a pro která jsou všechny členy
posloupnosti sobě rovny? Dokažte dále, že posloupnost je geometrická.

102. V geometrické posloupnosti je prvý člen a] = 1 a kvocient q = 2. Určete
člen a„ a ukažte, že je funkcí počtu členů 11.Znázoměte graf této funkce
v soustavě pravoúhlých souřadnic.

n—l

103. Jak velký je součet prvých pěti členů posloupnosti (%Ta; ?
" — 1

104. Jak velký je součet prvých 71členů posloupnosti [Změn—j ?
2"—l l

Návod:-—25-—=l—2—n;Sn=al+a2+a3+ ...+a„.



105. V geometrické posloupnosti je a, = 81, a2 = 54. Určete součet všech
těch členů posloupnosti, jež jsou čísla celá.

106. Doplňte zbývajld čísla v tabulce:

al q n a„ S„ a| :) n a„ S„

3 0 i _1_ E
1 1 1 2 123 128

_1_ s 2 L _1_ __1
2 3 3 6561

2 7 1458

3 567 847

—2 19 262 144

-—3 4 121,5

107. Je dána posloupnost a1 = am, a2 = a9b, a3 = aůb2atd. Určete její kvo­
cient, n-tý člen a součet prvých n členů.

108. V geometrické posloupnosti je a2 = a, as = b. Určete jedenáctý člen.

109.Jsou-li a, b reálná číslf a a+b=0, a —b;£0, dokažte, že výrazy
(a —b)2, a“+_b' (—a+ b)2 tvořítř1po sobějdoucí členygeomemc­
ké posloupnosti.

110. Jestliže v rovnici aa:a+ 2bx + c =_0 tvoří nenulová čísla a, b, c tři po
sobě jdoucí členy geometrické posloupnosti, má rovnice dvojnásobný
kořen. Dokažte.

“[Návod:a =%, : =bq.]

111. V geometrické posloupnosti je kvocient q = 2, n-tý člen a„ = 5?

a součet prvých n členů S„ = 10? . Určete počet členů.

112. Udeite velikost součinu prvých 1: členů geometrické posloupnosti na
základě a„ 4, 11.

113. Mezi kořeny rovnice :“ — 9x + 8 = 0 vložte dvě čísla tak, aby vznikly
čtyřipo sobě jdoucí členy geometrické posloupnosti. Vypište je.

114. Mezi čísla a'; a b3 (11720, br,/:O) vložte sedm čísel tak, aby vznikla
geometrická posloupnost. Vypište její členy.
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115. Mezi čísla 5 a 640 vložte tolik čísel, aby vznikla geometrická posloupnost,
v níž součet vložených čísel je 630. Vypište je.

116. Součet čtyř po sobě jdoucích členů geometrické posloupnosti je 80.
Určete je, víte-li, že člen poslední je devětkrát větší než člen druhý.

117. V geometrické posloupnosti je a.Z—a. = 15, as —a2 = 60. Určete 34.

118. V geometrické posloupnosti je a1 + az + a3= 35, a4 + a5 + a„*= 280.
Určete prvých šest členů.

119. Jak velký je pátý člen geometrické posloupnosti, ve kferé platí: a1 + a4 =
=56, G2+ (13= 24?

[120.I' Přičteme-li k číslům 2, 7, 17 totéž číslo, vzniknou prvé tři členy geome—
trické posloupnosti. Určete je.

Řešení

Označme ;: číslo, které je nutno přičíst k číslům 2, 7, 17, aby vznikly
tři po sobě jdoucí členy geometrické posloupnosti. Potom al : 2 + x,
a2 : 7 + x a a3 = 17 + x. Jelikož mezi třemi po sobě jdoucími členy
geometrické posloupnosti ak, ahl, aha platí vztah azk., = ak . aha, je

(7+ J:)2=(2+x)(17+x).
Uvedené rovnici vyhovuje číslo :: = 3.

Jsou tedy členy naší posloupnosti al : 5, ::2 = 10, ::s = 20.
Závěr: Přičteme-li k číslům 2, 7, 17 číslo 3, vzniknou tři po sobě

jdoucí členy geometrické posloupnosti 5, 10, 20.

121. Délky stran a, b, : trojúhelníka ABC tvoří tři po sobě jdoucí členy geo­
metrické posloupnosu'. Jak jsou velké, je—lijeho obvod a = 42 cm a délka
strany b = 8 cm?

122. Kratší úhlopříčka, strana a delší úhlopříčka kosočtverce mají délky, které
tvoří tři po sobě jdoucí členy geometrické posloupnosti. Vypočítejte
velikosti" úhlů kosočtverce.

*123. Obsah rovnoramenného lichoběžníka P = 54, součin délek obou zákla­
den ::1. 22 = 18. Jak velké jsou jeho úhly, tvoří-li zl, .aa a výška o tři
po sobě jdoucí členy geometrické posloupnosti?

124. Jak velký je ostrý úhel a, tvoří-li sina, tg a, col “
členy geometrické posloupnosti.>

125. Je dán čtverec, jehož strana má délku a. Spojíte-li středy jeho stran,
dostanete nový čtverec, spojité-li středy stran tohoto nového čtverce,
dostanete use čtverec atd. Jak velký je obsah čtverce, který vznikne de­
sátým členěním?

tři po sobě jdoucí
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*126.

12

128.

129.

130.

131.

.“

Je dán čtverec, jehož strana má délku a. Rozdělte každou jeho stranu na tři
stejné díly a nad každým středním dílem sestrojte čtverec vně obrazce.
Každou stranu takto vzniklého útvaru rozdělte opět na tři stejné díly
a nad středními dily sestrojte čtverec vně útvaru atd. Kolik stran a jak
velký obvod má útvar, který vznikne, opakuje—lise postup n-krát?

Povrch kvádru je 78 cm2, součet jeho rozměrů 13 cm. Jak velký je jeho
objem, tvoří—lirozměry tři po sobě jdoucí členy geometrické posloup­
nosti?

Baktérie se množí půlením tak, že k dělení dojde v příznivých podmínkách
vždy za půl hodiny. Kolik baktérií vznikne za 12 hodin z jedné baktérie?

V nádobě je m gramů radonu. Jaké množství radonu zbude v nádobě
za 36 dní, je-li poločas rozpadu radonu 4 dny? (Za každé 4 dny se roz­
padne polovina jeho množství.) Jaké množství radonu by zbylo v nádobě
za 4 . [ dny? Seřaďte jednotlivá množství radonu za 4 . : dny do posloup—
nosti a vyšetřete ji (z = 0, 1, 2 . . .).

Poločas rozpadu rádia C je asi 20 minut. Jaké množství rádia C zbude za
4 hodiny z původního množství lmgPJaké množství zbude za dobu :
(v hodinách)?

Tlaku vzduchu ubývá se stoupající výškou asi o 1,2 % na každých 100 m
při stálé teplotě. Jaký je tlak na vrcholu Sněžky, je-li tlak na hladině
mořské 760 torr? [Návod: Ve výšce n. 100 m je barometrický tlak

1,2 " _
b = 760 1 — torr. Proc?]100

*132. Dokažte, že pro vypočítání výškového rozdilu dvou míst platí přibližný

133.

vzorec d = 19 230 (log b1 — log b,), v němž b] a b2 jsou naměřené tlaky
ve výškách hl a h2 (h2 > h,). [Návod: Jako ve cvičeni předešlém. Podíl
bz :b1 pak logaritmujte.]

Z jaké výšky byla spuštěna pružná koule, která se odrazila od země

celkem osmkrát a po osmém odrazu odskočila ještě do výše %—m, vyle­

těla-li po každém dopadu do % té výše, ze které spadla?

*134. V temperovaném ladění se dělí každá oktáva na 12 půltónů, jejichž

135.

kmitočty tvoří geometrickou posloupnost. Jak velký je kvocient této
posloupnosti ? Jaké kmitočty mají tóny c', d', má-li tón a' kmitočet 440Hz?

V nádoběje 25 1vody s teplotou 100 oC. Odebere se 11 a nalije se místo
něho l 1vody s teplotou Oc'C. Pak se odebere z nádoby 1 1směsi a dolije
se opět jedním litrem vody s teplotou 0 “C atd. Jakou teplotu má voda

257



|m.

137.

138.

l„.

140.

258

v nádobě, opakuje-li se tento postup desetkrát? Kolikrát je nutno postup
opakovat, má-li teplota vody v nádobě klesnout na 50 0C? —

Roste-li výroba každý rok 0 10 %, o kolik procent vzroste do konce
pětiletky?

Řešení

Označíme—liVoobjem výroby na počátku prvního roku, pak na konci

prvního roku má výroba objem V1= V[)+ Vióolo = V„(l + 0,1) =

= Vo. 1,1, na konci druhého roku objem V2= Vl + Vllóáo =
= V1(1+ 0,1) = V,. 1,1 = Vo. 1,12, na konci třetího roku objem

V, = V2 + Víóom = V2. 1,1 = V.,. 1,13, na konci čtvrtého roku
. V . 10

roku objem V5 = V„ +

= V, . 1,1 = V.). 1,14 a na konci pátého

V4 . 10
100

Přiřadíme-li objemu V0číslo'100, potom objemu V5 je přiřazeno číslo

1030175= 100' z; 1,15= 100. 1,15= 161.

Ze srovnání čísel 100 a 161 je patrno, že do konce pětiletky vzroste objem
výroby 0 61 procent.

Závěr: Roste-li výroba rok od roku o 10 %, vzroste do konce pětiletky
o 61 % .

Stroj ztrácí opotřebováním každý rok p procent ze své ceny. Za jakou
dobu klesne jeho cena na polovinu? Též pro p = 4,5.

Počet obyvatelů města vzrostl za 10 let z 25 000 na 33 600. Jaký byl
roční přírůstek v procentech?

V lese bylo odhadnuto množství dřeva na 4000 m3. Jaké množství 'dřeva
bude v lese za 3 roky, jestliže se počítá s ročním přírůstkem 2,2 % a bě­
hem každého roku se porazí a odveze 200 ma dřeva?
[Návod: Počítejte množství dřeva, které v lese zbude ke konci prvého,
druhého a třetího roku.]

_Odvod'te,na jakou částku vzroste vklad K při p % celoročním složeném
ůrokování za » roků. Potvrďte správnost vzniklého vzorce matematickou
indukcí.

: V4. 1,1 : V0. 1,15.



K1?
[NŠVČdiK1=K+ KP=K(l+—p_)a K2=K1+W=W 100

2

= K (1 + %) atd., odtud usuďte na K,., tj. na hodnotu vkladuK na
konci n—tého roku.]

141. Na jakou částku vzroste vklad 5000 Kčs za 12 let při 2% celoročním
složeném úrokování? Na jakou částku by vzrostl uvedený vklad, kdyby
se úrokovalo jednoduše? Kolik činí úroky z úroků?
[Návodz Využijte vzorce z úlohy 90.1

.142. Jak velký vklad vzroste za 15 let na 1 346 Kčs, úrokuje-li se 2 % celo­

143.

ročně ?

Při které procentové míře vzroste vklad uložený do peněžního ústavu
zallleto25%?

144. Za jakou dobu se vklad vložený do peněžního ústavu při 2% celoročním
složeném úrokování zdvojnásobí?

„454 Vklady s okamžitou výpovědní lhůtou se úrokují 2 % celoročně, vklady

*146.

s tříměsíční výpovědní lhůtou 3 % celoročně. Za jakou dobu vzroste
10 000 Kčs uložených na 2 % a 9 711 Kčs uložených na 3 % na stejnou
vyšr?

Řešení

Označme x počet let, za který vzrostou obě uvedené částky na stejnou
vyší.
První částka vzroste při 2 % celor. slož. úrokování & :: let na 10 000 .
. 1,02: Kčs, druhá částka při 3% cel. slož. úrokování zax let na 9 711 .
. 1,031 Kčs.
Podle podmínky úlohy je
10 000 . 1,025 = 9711 . 1,033.
Logaritmujeme-li obě strany této rovnice, dostaneme
4 + : log 1,02 = log 9 711 + : log 1,03,odkud

_ 4 ——log 9 711 _ 4 — 3,98726 _ 0,01274 _
x _ log 1,03 —log 1,02 _ 0,01284 —0,00860 _ 0,00424 _

Závěr: Za 3 roky vzrostou obě částky na stejnou výši.

JZD si vypůjčilo 100 000 Kč: a zavámlo se, že je splatí dvěma stejnými
splátkami, z nichž jedna bude splatná m dva roky, druhá za 4 roky ode
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147.

148.

*149.

1%.

152.

dne vypůjčení. Jak velké budou tyto splátky při 2% celoročním složeném
úrokování ?

[Návodz Počítejte hodnoty splátek ke dni vypujčení.]

Podnik má zaplatit výrobnímu družstvu za 3 roky 60 000 Kčs. Zaplatí
však 50 000 Kčs ihned a zbytek chce vyplatit po roce. Kolik činí zbytek.
při 3 % celoročním složeném úrokováni?

Kuřák prokouří ročně průměrně 1 800 Kčs. Kolik by si uspořil za 10 let,
kdyby tuto částku ukládal koncem každého roku do spořitelny při 2 %
celoročním složeném úrokování?

[Návodz Prvý vklad by vzrostl do konce 10. roku na 1 800 . 1,029,druhý
na 1800 . 1,02“ atd.)

Jakou částkou, vloženou počátkem roku, se zajistí důchod ročních
1000 Kčs, splatný vždy koncem každého roku a trvající 10 let při 2%
celoročním složeném úrokování?

[Návodz Počítejte hodnoty jednotlivých částek k počátku prvého roku.)

Národní podnik zakoupil stroj za 300 000 Kčs, a tím se zlevnil provoz
v podniku o 27 000 Kčs ročně. Rozhodněte, zda koupě stroje je pro pod­
nik rentabilní či nikoli, počítá-li se s vyřazením stroje za 15 let (3 % celo­
roční složené úrokovám').

Zamčstananec podniku si nastřádal za osm let 42 000 Kčs na zakoupení
auta. Jakou částku ukládal průměrně koncem každého roku? (3% p. a.)
Poznámka: Značka p. a. znamená celoroční slož. úrokování.

Student zdědil po svých rodičích 30 000 Kčs, které uložil počátkem roku
do peněžního ústavu na 3 % p. a. Jak velkou částku K mohl vybírat
počátkem každého roku, jestliže mu mělo dědictví stačit na dobu šesti let?
[Užijte tabulek zásobitelů.] _
Poznámka: První částku si chtěl vybrat ihned, aby měl na výdaje prvního
roku.

153. Jak velkými deseti stejnými ročními splátkami, splatnými vždy koncem

154.
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roku, lze umořit dluh 400 000 Kčs při 4 % p. a.? Oč by se tyto splátky
snížily, kdyby úroková míra byla 3 % p. a. [Užijte tabulek umořovatelů.]

Družstevní podnik splácí půjčku 50000 Kčs ročními splátkami 7 500 Kčs
vždy koncem roku. Kolika splátkami půjčku vyrovná a jak velká bude
poslední splátka? (4 % p. a.)

[NávodzZe vztahu50000=7500.v+ 75oo.v=_+ ...+7500.v"
plyne, že a„ = 6,6. Z tabulek zásobitelů se určí, že splátek po 7 500 Kčs
bude sedm a osmá bude menší.]



155.

15g

158.

3. NEKONEČNÉ GEOMETRICKÉ ŘADY

Odůvodněte konvergenci nekonečné geometrické řady a potom určete
její součet:

(Ví—2) + (Ví—2)*+(V5_—2)“+

. ]e dána nekonečná geometrická řada

1 + V3V;+1 +(——V3VŽ——+—l)2+ ( Vai/: l)3 + . . .; odůvodnčtejejí kon—
vergenci a určete její součet.

. Určete dvojím způsobem součet nekonečné geometrické řady

1_ 3 + 1 _ 2_7 _8_1_ &.
4 16 64 256 1024

a) přímo,
b) po předcházejícím uspořádání na rozdíl dvou nekonečných geometric­
kých řad s kladnými členy. Konvergenci řady odůvodněte.

Určete součet řady
1 l l 1 l lí+í+í+í,+í+í+n'

Zjistěte, pro která čísla :: lze určit součet řady p — qx + p:.:2— qi:a +
+ px4 — qxs + . . . a potom tento součet určete.

_ Zjistěte, pro která čísla :: lze určit součet řady:
_ sinzx + cos2x + sin4:: + cos4:: + sin“:: + cos“:: + . . . a potom tento

součet určete.

Řešení

Uspořádejme nejprve členy naší řady takto:
(sinzx + sin4x + sin5x + . . . ) + (cosax + cos4x + cos'x + . . .).
Je-lisin2x+sin4x+sin5x+ :S a cos2x+cos4x+cos'x++....=S',

_sin2 :: coszx sina:mánašeřadasoučetS+S'= 2x+—2_ = 2
cos“ :: —sin 1 — cos :: cos 1:

S—i—nŠ»———=tgax + cotg.2:, ovšem za předpokladu, že 0 < sinzx < 1

a 0 < coszx < 1 tedy pro : ;á k—, kde k je číslocelé.

Závěr: Danou řadu lze sečíst pro všechna čísla :: sú kn?, kde k je číslo
celé; pro uvedené hodnoty čísla :: má řada součet tgax + cotgz x.
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161. Zjistěte, pro která čísla :: lze určit součet řady:
a) l+(2—x)+(2—x)2+(2—x)3+....
b)l+(4+x)+(4+x)'+(4+x)'+....

a potom ho určete.

162. Rozhodněte, které z daných řad jsou konvergentní a které divergenmí
(konvergentní řady sečtěte):

a)2%,13).Ž Z";l ; c)Ž1(—nn;n—l

3"+1 Š2n—1 w4n+3QŽG), u 022W
n=1 n—l n—l

163. Přemčňte na zlomky obyčejné:

a) 25; b) 0,5; c) 2,5;
d) 3%; e) 1,5042; f) 0,1%;
g) 0,2% h) 0,583; i) 2,63Í;

i) 3,485; k) mmm; 1) 1,3748—9.

164. a) Určete součet 0,5 + 0,45. Užijte nekonečných geometrických řad.

b) Dokažte, že je správný zápis: z,; = % . Použijte nekonečných,
geometrických řad.

165. Která nekonečná konvergentní geometrická řada má prvý člen ::1= 1
6

asoučetSrovnýsoučtuřadyó—í+š—É+ ...?

166. Stanovte hodnotu součinu y = 3 . V3 . V3 . V3 . . . .

167. Menší kořen rovnice 2x2 — 5x + 2 = 0 je roven prvému členu nekonečné
konvergentní geometrické řady, větší kořen jejímu součtu. Určete kvo­
cient řady.

*168. Je dána rovnice :!:a— 2x + a = O; její diskriminant určuje kvocient.
nekonečné konvergentní geometrické řady, její absolumí člen součet této
řady. Napište tuto řadu a Stanovte vymezení pro čísla a.l+2+3+4+...+n

" n "n+É+Z'+í+...
169. Vypočítejte hodnotu výrazu:
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É Zlomek l _12x je možno považovatza součet geometrickéřady.Napište
tuto řadu a uveďte podmínku pro číslox.

Řešení

Srovnáme-li zlomek l _1 2x se vzorcem S = l a_1 udávajícím
hodnotu součtu nekonečné konvergentní geometrické řady, je zřejmé, že

a1 = 1, q = 2x, přičemžje nutné, aby |x| < ? .
Rozvineme-li tedy náš zlomek v nekonečnou konvergentní geometrickou
řadu,dostanemel+2x+4x2+8x3+...

Závěr: —l2x = 1 + 2x + 412 + 8x3 + . . . za předpokladu, že

|==|<l2.

171. Nahraďte zlomek m Ž
3 Stanovte vztah mezi čísly m a x.

2172_RozviňtezlomekM“
—a + az— ::3+.

geometrickou řadulla stanovte vymezení pro číslo a.

x—nekonečnou konvergentní geometrickou řadou

-— v nekonečnou konvergentní

173. Rozviňte výrazsm av nekonečnou konvergentní geometrickou řadu
a stanovte vymezení pro úhel az.
[Návodz sinza = 1 — cos2a.]

174. Řešte rovnici:

a)logx+long+long+long ...=2;
2 4 8 4x—3

b)l+í+?+?+“=_13x—4'-___e)12“+4“+83+165+..
175. Pro : z intervalu (00 — 3600) řešte rovnici:

l+sin'x+sin4x+sin“x+... =2tgx.
176. Která nekonečná konvergentní geometrická řada má tu vlastnost, že její

všechprvý člen a1 = 1 a libovolný ieií člen má hodnotu rovnou součtu
členů následujících?
[Návod:Řadamatvarl+q+qa+„.,
ak=ar+1+ak+a+uul
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177. Ukažte, že řešení soustavy y = x, y = qx + a„ kde x,y jsou neznámé,
tvoří dvě stejná čísla, která je možno pokládat za součet nekonečné kon­
vergentní geometrické řady. Řešte také graůclty v soustavě pravoúhlých
souřadnic, přičemžzvolte za q a a, určitá čísla tak, aby 0 < q < 1a a, > O.

178. V nekonečné konvergentní geometrické řadě je součet prvých tří členů

1 % a jejich součin 2% . Určete součet této řady.

|119_| Do čtverce ABCD je vepsán čtverec A,B,C,D, tak, že jeho vrcholy leží
_ ve středech stran čtverceABCD; tomu je vepsán čtverecA,B,C,.„D2tak,

_že jeho vrcholy leží ve středech stran čtverce A,B,C,D, atd. Postup se
stále opakuje. Jak velký je součet: 21)obvodů, b) obsahů všech čtverců,
má-li strana čtverce ABCD délku a?

Řešení

a) Sledujeme-li obvody uvažovaných čtverců, dostaneme po řadě čísla:

0, =4a, o2=2al/ž, 0, = Za, 04=aj/žatd.
Tato čĚsla zřejmě tvoří geometrickou posloupnost, jejíž kvocient

=T2aprvýčlena,=4a
Výraz 4a + 2aVŽ + 221+ aV2—+ . . . je nekonečnou konvergentní

geometrickou řadou, jelikož 72 < 1, a má součet

4a 841 8a (2 + VŽ) —= _ = _ = = 44 2 + 2 _
1_ __

2

b) Sledujeme-li obsahy uvažovaných čtverců, dostaneme po řadě čísla:
2 2 2

P1=a2,Pz=i, Ps=í4', P4=%atd.
2 2 2

Výraz aa + %—+ % + ;— + . . . je nekonečnou konvergentní geo­

metrickou řadou s kvocientem q = % . Její součet je gv'= 2a3.

Závěr: _Součet obvodů všech čtverců dané vlastností je
4.: (2 + V2) , součet obsahů těchto čtverců 2a'.

180. Do pravoúhlého rovnoramenného trojúhelníka ABC je vepsán troj­
úhelník A,B,C, tak, že jeho vrcholy leží ve středech stran trojúhelníka
ABC; jemu je opět vepsán trojúhelník A,B,C,_, jehož vrcholy leží ve
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středech stran trojúhelníka A,B,C, atd. Postup se stále opakuje. Jak
velký je součet obsahů všech trojúhelníků, mají-li odvěsny trojúhelníka
ABC délku a?

181. Nad výškou rovnostranného trojúhelníka ABC je sestrojen rovno­
stranný trojúhelník A,B,Cl, nad jeho výškou je sestrojen rovnostranný
trojúhelník A„BŽC2atd. Postup se stále opakuje. Jak velký je součet
obsahů všech trojúhelníků, má-li strana trojúhelníka ABC délku a?

*182. Úhly os soustavy pravoúhlých souřadnic jsou rozpůleny přímkami ;) a

*183.

q tak, že přímka ;: půlí prvý a třetí kvadrant, přímka q kvadrant druhý
a čtvrtý. Na ose :: je zvolen bod A ve vzdálenosti d od počátku P
(PA > 0). Z něho je spuštěna kolmice na přímku p, z její paty P1 kol­
mice na osu y, z její paty P., kolmice na přímku q atd. Jakou délku
má tato vzniklá lomená spirála?
V rovnostranném trojúhelníku ABC je spuštěna z vrcholu C na stranu AB
výška v, ; z její paty P1 kolmice na stranu AG, z její paty P2 kolmice v,;
z její paty P3 kolmice na AC atd. Postup se opakuje nekonečně. Vypočí­
tejte délku lomené čáry GP,P„Pa P4 . . ., která tímto způsobem vznikne,
má-li strana trojúhelníka ABC délku a.

*184. Do rovnostranného trojúhelníka o straně a je vepsán kruh, do něho
rovnostranný trojúhelník, do toho opět kruh atd. Postup se stále opakuje.
Jak velký je součet obsahů všech kruhů (obsah kruhu P = ma)?

*185. Určete kvocient posloupnosti RaA, jestliže čas sledujeme v lmin inter­

*186.

valech a poločas rozpadu RaA je 3,05 min (tj. za 3,05 min se rozpadne
polovina látky).

Otáčí—lise útvar uvedený v úloze 184 okolo výšky trojúhelníka, vzniknou
rotační kužele a koule. Jak velký je součet objemů všech kuželů a součet

objemů všech koulí (objem kužele V : ští-raw,objem koule V' = gar—")?

*187. Při'štěpení jaderného paliva uvolní každý neutron někon nových ne­
utronů. Má—livzniknout řetězová reakce, musí se z neutronů vzniklých
při jednom štěpení využít nejméně jeden k dalšímu štěpení. Označíme-li
průměmý počet neutronů z jednoho štěpení, využitých k dalšímu štěpení,
značkou k, je k 2 l.
a) Kolik asi reakcí proběhlo v reaktoru při k—= 100,1 zvětšil-li se počet
neutronů tisíckrát?

. b) Za jakou dobu se dosáhlo tohoto zvětšení, je-li střední doba od vzniku

*1880

štěpného neutronu k dalšímu štěpení 0,003 s?

Oteplování, popřípadě ochlazování tuhého tělesa v prostředí stálé teploty
probíhá tak, že teplotní rozdíly mezi tělesem &okolím tvoří po stejných
časových intervalech geometrickou posloupnost.
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a) Za jakou dobu“se sníží teplotní rozdíl mezi povrchem tělesa a okolím

—0 původní hodnoty, jestliže za každou sekundu se tento tep­
lotní rozdíl sníží na 95 % předchozí hodnoty?

b) Jak dlouho by (za stejných předpokladů) trvalo zmenšení teplotního

rozdíluna IL původní hodnoty?

c) Jak dlouho potrvá ochlazení na (1)01—původního teplotního rozdílu,
ochladí-li se za 1 s na 88 % původního teplotního rozdílu?

*189. Do krychle o hraně a je vepsána koule, do koule krychle, do ní opět koule
atd. Postup se stále opakuje. Jak velký je součet povrchů všech krychlí
a součet povrchů všech koulí? [Návodz Povrch koule S = tím-“,tělesová
úhlopříčka krychle se rovná průměru koule krychli opsané.]

4. OPAKOVÁNÍ

190. Je dána posloupnost l_.—12'2—13, 314, 4—1—5..
191. Vyhovují-li členy posloupnosti rekurentnímu vzorci a„+1 = a„ — 1,

dokažte, že vyhovují také vzorci a„+1 = a„ + a„_1 -—a„_,.

192. Dokažte, že v posloupnosti [na] je platný rekurentní vzorec a„+, =
: 3an+a _ 3(:*/5+1+ an­

193. Dokažte matematickou indukcí vzorec s„ = ";—(211) ,q ee 1, víte-li,

. ; určete a„ + a„+1.

žean= at 4“­

104. Dokažte matematickou indukcí správnost vzorce S„ = ŽL? . n,
víte-li, že a„+1= a, + nd.

105. Dokažte matematickou indukd, že výraz 62" — l je dělitelný 7 pro každé
přirozené číslo
[Návodz Výraz GMW — 1 lze upravit na tvar 36 (6% —-1) + 35.]

196. Dokažte matematickou indukcí, že výraz 108_—1 _; je číslo cele
pro každé přirozené číslo n.

1 _

[Nůvod: __10"+81l — 1:+ ]
lon—1 n

10(8—1_í)+"']

lze upravit na tvar

266



197. Dokažte matematickou indukcí, že součet prvých 1:členů posloupnosti

(na)máhodnotuMM .
198. V aritmetické posloupnosti má n-tý člen hodnotu :: a součet prvých

n-členů hodnotu y. Určete prvý člen a diferenci.

Wvě aritmetické posloupnosti mají stejný prvý člen. n-tý člen prvéposloupnosti je 15, druhé posloupnosti 21. Součet prvých 71členů prvé
posloupnosti je 63, druhé posloupnosti 84.Vypište součty prvních 11členů
obou posloupností.

200. Součet prvých n členů aritmetické posloupnosti je S„ = 81, součet prvých
(11+ 4) členů téže posloupnosti S„+4 = 124. Určete prvý člen posloup­

_nosti al 3 číslo n, je-li diference posloupnosti d = 5 .

201. Ve které aritmetické posloupnosti je součet prvých pěti členů s indexy
J lichými rovný číslu85 a součet prvých pěti členů 3 indexy sudými rovný

číslu 100? ,

202. Dělíme-li trojciferné číslo N jeho cifemým součtem, dostaneme podíl
26; píšeme-li číslice čísla N v opačném pořádku, dostaneme číslo M,
které je o 396 větší než číslo N. Určete číslo N, tvoří-li jeho číslice tři
po sobě jdoucí členy aritmetické posloupnosti.

203. Velikosti vnitřních úhlů trojúhelníka tvoří tři po sobě jdoucí členy arit­

metické posloupnosti. Jak jsou velké, je—lisoučet jejich kosinů % ?

204. Určete velikost ostrého úhlu a, tvoří-li cotg a, tga tři po soběsin a '
jdoucí členy aritmetické posloupnosti.

205. Délky stran pravoúhlého trojúhelníka tvoří tři po sobě jdoucí členy
aritmetické posloupnosti. Jak jsou velké, měří-li poloměr kružnice troj­
úhelníku opsané 12,5 cm'?

206. Rychlost šíření zvuku ve vzduchu při 0 0C je asi 331 m/s; s rostoucí
teplotou roste také rychlost zvuku asi o 0,6 m/s na každý stupeň. Jaká je
rychlost šíření zvuku při teplotě 25 0C? Při jaké teplotě je rychlost
zvuku 340 m/s? '

207. Dvě tělesa, která jsou 48 m od sebe vzdálená, dají se současně do pohybu
po přímé dráze proti sobě. Jedno proběhne za prvou sekundu dráhu
4 m a v každé následující vždy o 2 m více než za sekundu předcházející.
Druhé se pohybuje rovnoměrně rychlostí 10 m/s. Za jakou dobu nastane
srážka ? “
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208.

209.

21 O

21 _

212.

213.

Dokažte, že v každé aritmetické posloupnosti platí vztah:
023—1+ 84k . ak+1 : (203- + ak+l)2 '

[NávodzVyužijte rovnice 2ak : ak-, + a„„ .]

Tvoří-li čísla a, b, c tři po sobě jdoucí členy aritmetické posloupnosti,
dokažte, že platí mezi nimi vztah:
(a+b+c)2—3(a2+b2+ c2)+6(a—b)2=0.
[Návod: Krajní členy vyjádřete členem prostředním a diferencí.]

. Která geometrická posloupnost má tu vlastnost, že součet prvých deseti
členů je 33krát větší než součet prvých pěti členů?

. Jak velký je součet prvých pěti členů geometrické posloupnosti, jejíž
členy a„ a„ a, vzniknou, odečteme-li od čísel 33, 45, 63 totéž číslo?

Napište prvých 8 členů geometrické posloupnosti, je-li
a1+a2+a3+a4=15, a5+a6+a7+as=240.
Délku stran a, b, c trojúhelníka ABC tvoří tři po sobě jdoucí členy geo­

metrické posloupnosti s kvocientem q = --2—.Vypočítejte velikost jeho
nejmenšího úhlu.

1*214.]e dán rovnostranný trojúhelník, jehož :strana má délku a. Rozdělte

*215.

21

21q

218.
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každou jeho stranu na tři stejné díly a nad každým středním dílem sestrojte
rovnostranný trojúhelník vně obrazce. Každou stranu takto vzniklého
útvaru rozdělte opět na tři stejné díly a nad každým středním dílem
sestrojte rovnostranný trojúhelník vně útvaru atd. Kolik stran a jak
velký obvod má útvar, který vznikne, opakuje-li se postup n-krát?

Výroba podniku roste ročně vždy o 1:procent. Za kolik let se zdvojnásobí?

Téžprop=10—Š—%.
. Inventář závodu má cenu 100000 Kčs; z této ceny se odpisují ročně

2 % na opotřebování. Jaká bude cena inventáře po deseti letech, doplňu­
je-li se ročním nákladem 3 000 Kčs, vypláceným vždy koncem každého
roku ?

. V sudě je 100 ] čistého lihu. Odebere se jeden litr a místo něho se nalije
do sudu jeden litr vody. Pak se odebere jeden litr směsi a dolije se jedním
litrem vody atd. Kolikaprocentní líh bude v sudě po dvacátém zředění?
Kolikrát je nutno uvedené ředění opakovat, aby vznikl líh asi padesáti­
procentní ?

Vývěva, jejíž recipient má objem 15 dma, je opatřena válcem na vysávání
vzduchu objemu 2,5 drna (nepočítáme prostor zabraný pístem). Jaký



bude tlak pod recipientem po dvanáctém vytažení pístu, byl-li pů­
vodní tlak 760 torr?

*219. Vklad 5 000 Kčs se úrokoval 2 % celoročně složitě tři roky. Po třech
letech byl přeložen i s úroky na vkladní knížku s dlouhodobou výpovědní
lhůtou, přičemž úroková míra stoupla o l %. Na jakou částku vzrostl
uvedený vklad za 8 let (celkem)?

*220. IZD si vypůjčilo 100 000 Kčs a zavázalo se, že je splatí během deseti let,
a to stejnými částkami, splatnými koncern každého roku. Určete velikost
těchto splátek při 3% celoročním složitém úrokování. [Návodz Počítejte
hodnoty jednotlivých splátek ke dni vypůjčení. Použijte tabulek pro
SVVŠ, str. 85.]

221. V geometrické posloupnosti [EW—1)a aritmetické posloupnosti (271— l)
je člen a„ funkcí indexu n. Narýsujte grafy obou funkcí v soustavě pravo­
úhlých souřadnic a ukažte na nich, že třetí člen prvé posloupnosti a pátý
člen druhé posloupnosti mají stejnou hodnotu.

222. Čtyři čísla jsou po sobě jdoucími členy geometrické posloupnosti, jejich
dekad. logaritmy čtyřmi po sobě jdoucími členy posloupnosti aritmetické
s diferencí ] a součtem 22. Která jsou to čísla?

223. Délky stran a, b, : trojúhelníka ABC tvoří tři po sobě jdoucí členy arit­
metické posloupnosti, přičemž délka strany b je 10 cm. Zmenší-li se délka
strany b o 2 cm, tvoří délky stran nového trojúhelníka A'B'C' tři po sobě
jdoucí členy posloupnosti geometrické. Určete délky stran trojúhelníka
ABC.

24. Tři po sobě jdoucí členy aritmetické posloupnosti mají součet 21. Zmen­
ší-li se prostřední člen o l a zvětší—lise poslední člen o 6, vzniknou tři
po sobě jdoucí členy posloupnosti geometrické. Určete členy obou po­
sloupností.

225. Mezi čísla 3 a 18 vložte dvě čísla tak, aby první tři tvořila posloupnost
geometrickou a poslední tři posloupnost aritmetickou. (V obou případech
jde o tři po sobě jdoucí členy. )

226. Pět čísel, dua„ a„ a„ a„ má tu vlastnost, že první tři tvoří posloupnost
geometrickou a poslední čtyři posloupnost aritmetickou. Určete je, je-li
az+aa+a4+a5=6aar a5=—l.8

227. Určete součet nekonečné geometrické řady.:

(I/Š — VŽ) + (V5 — VŽ? + (VŠ — W)“ +

228. Rozviňte vy'raz- cos—izav nekonečnou konvergentní geometrickou řadu

3 Stanovte vymezení pro úhel az.
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229. Mezi každé dva členy nekonečné konvergentní geometrické řady 1 + a +
+a2 + a3 + . . . je vložen další jeden člen tak, že spolu s původními
členy vytvoří opět nekonečnou konvergentní geometrickou řadu. Sta­
novte součty obou řad a vymezení pro číslo a.

230. Řešte rovnici:
2 4 8 6

a)l—?+F—13+“'=Éš'
b) 21.V2=.V21.V2z„.=o,25;
c) 2.3z+=—135=2(3z+3z—1+3z—2+...).

231. Určete číslo, jemuž se blíží délka spirály, která vznikne takto: Nad prů­
měrem AB : 2r sestrojte půlkružnici, jejíž střed označte S; nad prů­
měrem BS sestrojte opět půlkružnici, která leží v opačné polovině &má
střed Sl, nad S S1opět půlkružm'ci atd. Postup se opakuje do nekonečna.

*232. Rovnostrannému trojúhelníku, jehož strana má délku a, je vepsán kruh k,
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do zbývajících částí trojúhelníka opět kruhy, které se dotýkají dvou stran
trojúhelníka a kruhu k atd. Postup se stále opakuje. Určete součet obsahů
všech kruhů.



XI. KOMBINATORIKA, BINOMICKÁ VĚTA

l. VARIACE A PERMUTACE

l. Zapište všechna čísla dvojciferná větší než 30 a trojciferná větší než 400,
která jsou vytvořena z cifer l, 3, 4, 6. (Cifry v čísle se neopakují.)

2. Vytvořte všechny pci-mutace z prvků :, y, 2, u, v, které začínají a) skupi­
nou xy, b) prvkem :: a končí prvkem y.

3. Na základě komutativního zákona napište všemi možnými způsoby
součin v = abcd. Kolik těchto součinů má činitele a na prvém místě?

4. Kolik trikolór je možno sestavit z látek barvy bílé, žlutě, červené a modré,
jestliže se v každé trikolóře může vyskytovat každá barva jen jednou?
Kolik trikolór má červenou barvu na kraji? (Uvažujeme oba okraje.)

5. 8 studujících si slíbilo, že si pošlou vzájemně pohlednice z prázdninových
cest. Kolik pohlednic bylo rozesláno?

6. Kolik různých popěvků složených ze čtyř tónů je možno vytvořit z tónů
stupnice C dur?
[Poznámkaz Tóny v popěvku se neopakují, jdou po sobě a na jejich délce
nezáleží.]

7. Ve třídě se vyučuje jedenácti předmětům. Kolikerým způsobem lze
sestavit rozvrh na jeden den, připadá-li na tento den šest různých jedno—
hodinových předmětů?

8. Vypuklý n-úhelnik má vrcholy v bodech A1, A2, A3, . . ., A7.(n g 4),
které leží v téže rovině. Kolika různými způsoby můžeme projít všechny
jeho vrcholy, postupujeme-li po jeho stranách nebo ůhlopříčkách, přičemž
každý vrchol n—úhelníkaprojdeme právě jednou a všechny tyto cesty
začínají ve vrcholu A1a končí ve vrcholu A„?

9. V rovině jsou dány 4 body A1, A2, A3, A4, z nichž žádné tři neleží v téže
přímce. Kolik různých uzavřených lomených čar lze z nich vytvořit?

10. V lavici sedí 5 žáků A, B, C, D, E.
a) Kolikerým způsobem je můžeme přesadit?
b) Kolikerým způsobem je můžeme přesadit tak, aby žák A seděl stále

na jednom nebo druhém z obou okrajů?
c) Kolikerým způsobem je můžeme přesadit tak, aby žáci B, C seděli

stále spolu?
d) Kolikerým způsobem je 'můžeme přesadit tak, aby žák A seděl na

jednom nebo druhém z obou okrajů a žáci B, C spolu ?
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ll. Kolik trojcifemých přirozených čísel vesměs s různými ciframi lze vy­
tvořit z cifer 0, 1, 2, 3, 5, 7? Určete z nich počet sudých a tato sudé čísla
zapište.

12. Kolik jednociferných až čtyřciferných čísel s různými ciframi lze vytvořit
z cifer 0, 2, 4, 6?

13. Z kolika prvků lze vytvořit 210 variací druhé třídy?

14. Z kolika prvků lze vytvořit pětkrát tolik variací třetí třídy než variací
třídy druhé?

15. Zvětši-li se počet prvků o dva, zvětší se počet permutací z těchto prvků
vytvořených a) dvaačtyřicetkrát, b) šestapadesátkrát. Kolik je prvků?

16. zmenší-li se počet prvků o dva, zmenší se počet permutací z těchto prvků
vytvořených dvacetkrát. Kolik je prvků?

17. Zvětší-li se počet prvků o dva, zvětší se počet variací třetí třídy 0 384.
Kolik je prvků?

lm Z kolika prvků lze vytvořit5 040 variací čtvrté třídy?
Řešení

Označíme—lipočet hledaných prvků x, potom platí rovnice
x(x—l)(x—2)(x—3)=5040
Tuto rovnici můžeme upravit na tvar (a.:2— 31) (J:2-- 3x + 2) = 5 040
a řešit pomocí substituce ::2 — 3x = y.
Dostaneme rovnici y(y + 2)——5040, jejíž kořeny )sou y1 = 70 a y2=

Dále je nutno uvažovat dva případy:
3) Pro yl = 70 řešíme rovnici ::2 — 3x — 70 = 0, jejíž kořeny jsou
::1 = 10, ::2 = —7, z nichž však kořen x2 úloze nevyhovuje.
b) Pro ya = —72 řešíme rovnici ::2 — 3x + 72 = 0, která však nemá
reálné kořeny.

Závěr: 5 040 variací čtvrté třídy lze vytvořit z deseti prvků.

19. Čtyři knihy české a tři slovenské se mají postavit na políčku do řady tak,
aby byly zařazeny nejprve knihy české a potom slovenské. Kolikerým
způsobem to lze provést?

20. Kolik různých šesticiferných čísel, v nichž se cifry neopakuií, lze vytvořit
z cifer l , 2, 3, 4, 5, 6, mají—licifry liché stát v těchto číslech na místech
lichých (řádu prvého, třetího a pátého) a cifry sudé na místech sudých.
[Návodz Určete nejprve počet permutací vytvořených z cifer lichých,
potom z cifer sudých a uvažte, že každé permutaci sestavené z čísel
sudých je přiřazeno 3! permutací sestavených z cifer lichých.]
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*21. Jsou dána přirozená čísla 1, 2, 3,. . ., 71,přičemž n je libovolné liché čislo

větší než 1. Dokažte, že z těchto čísellze vytvořit (221% ("—2+ l)' .
takových permutací, ve kterých daná lichá čísla obsazují jen místa
s indexy lichými a sudá čísla jen místa s indexy sudými.

22. Upravte výrazy (n')e libovolné přirozené číslo):
n —9 6 1

“) (n+3)! +3(n+2)! _ (n+1)!'] 712—4

n! (71+ l)! (n + 2)! '
23. Proveďte:

(n — l)! (311+_3_').
(n +1)! (—3n+nl)—T

24. Dokažte, že platí:

n[n! + (n — l)!] + n2(n — l)! + (71+ l)! = (371+ 2)n!; njelibovolné
přirozené číslo.

25. ]e-li n libovolné přirozené číslo, dokažte, že platí:
a)n!+(n+3)!>(n+ l)!+(n+2)!;
b) n!(n + 3)! > (11+ 1)! (71+ 2)!.

26. Číslo a = 50! + 531,číslob = Sl! + 52! Které z nich je větší?

27. Kolika nulami je zakončen dekadický zápis čísel a) 100!, b) 300!?

28. ]e—lin libovolné přirozené číslo, dokažte matematickou indukci, že platí:

a)1.1!+2.2!+3.3!+...+n.n!=(n+l)!—-l;

; n je libovolné přirozené číslo.

0 l 2 n—l ]
b)í+-2—!—+3—!+...+ "! =l—;'—

29.Řešterovnici: “
(n—l)!+2(n—l)!+3(n—l)!+...+n(n—l)! _ (n+l)!_

n! n! n! _ 4x '| _ - __ _
71.+ 2 —|—4 + 8 + ......

x je neznámá, n libovolné přirozené číslo.

30. Napište všechny variace s opakováním třídy druhé a třetí z prvků
a) a, b, b) a, b, c.
Vyhovuje jejich počet vzorci V„(n) : nk, kde 1: znamená počet prvků
a k třídu?

273



31. Kolik různých vrhů lze učinit a) dvěma, b) třemi kostkami, jsou-lí jejich
stěny označeny čísly 1 až 6?

32. Vypište všechny případy, které mohou nastat při vrhu čtyř mincí, sle­
dujete-li líce a ruby.

33. Kolika různými způsoby lze vyplnit tiket Sazky?
34. Kolik různých značek lze utvořit v Morseově abecedě, sestavují-li se body

35.

3.“

*38.

*39.
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a čárky ve skupiny po jedné až pěti?
Kolik čtyřcifemých čisel, v nichž se mohou cifry iopakovat, lze vytvořit
z cifer

8) l, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9;
b) 0,1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8,9?
Určete počet všech trojcifemých čísel, která jsou tvořena z cifer 0, 2, 5, 7,
jsou dělitelná číslem 9, přičemž cifry v čísle se mohou i opakovat.

Řešení

Číslo je dělitelné devíti, je-li jeho cifemý součet dělitelný devíti.
V našem případě přicházejí v úvahu jen čísla, jejichž ciferný součet je 9,
neboť čísla s ciferným součtem 18, 27 atd. z daných cifer nelze vytvořit.
Součet 9 však vznikne z našich cifer jen ve dvou případech: a) 7 + 2 + 0
a všechny jeho tvary vzniklé záměnou jeho sčítanců, přičemž záměna začí—
nající nulou úloze nevyhovuje, b) 5 + 2 + 2 a všechny tvary tohoto
součtu vzniklé záměnou sčítanců.
Případ a) vede ke čtyřem číslům (3! — 2! = 4), případ b) ke třem

|

číslům (ŠÍ- = 3) vyhovujícím naší úloze.
Závěr: Z cifer 0, 2, 5, 7 lze vytvořit celkem 7 čísel dělitelných devíti.
Jsou to: 720, 702, 270, 207, 522, 252, 225.

Určete počet všech čtyřciferných čísel, která jsou tvořena z cifer 0, l, 2,
5, 7, jsou dělitelná číslem 9, přičemž cifry v čísle se mohou i opakovat.

Nastavme libovolným způsobem heslový zámek, který má 5 kruhů po
osmi číslicích l , 2, 3, . . ., 8. a) Kolika různými způsoby lze toto nastavení
provést? b) Kolik kruhů po osmi číslicích musí mít přinejmenším tento
zámek, má-li počet všech možných případů překročit milión? c) Kolik
číslic musí mít přinejmenším každý z pěti kruhů, má-li počet všech
možných způsobů překročit 10 000?
Zmenší-li se počet prvků, mezi nimiž jsou dva stejné, právě o tyto dva
stejně prvky, zmenší se počet permutad 45krát. Kolik je prvků?

|

[Počet permutací s opakováním je dán vzorcem PQ,q(n)= %, kde 7:
znamená počet prvků, z nichž jeden se opakuje p—kráta druhý q-krát.]



2. KOMBINACE

40. Vytvořte všechny a) dvojzvuky, b) trojzvuky, c) čtyřzvuky z tónů d, f,
a, c.

41. Jsou dány úsečky, které mají délky 2 cm, 3 cm, 4 cm, 5 cm, 9 cm. Kolik
různostranných trojúhelníků lze z těchto úseček sestrojit?

42. Prvky al, a„, d, n, S„ aritmetické posloupnosti jsou vázány vztahy

a„ = a1 + (n — l)d a S„ = a, _; a" -n. Jsou-li dány tři z uvedených
prvků, lze zbývající z daných vztahů vypočítat. Toto vede k úlohám,
ve kterých se vypočítávají na základě tří daných prvků prvky ostatní.
Vypište všechny možnosti.

43. Kolika různými způsoby lze vyplnit tiket Sportky?

44. Ve společnosti šesti osob si přiťukl sklenkou každý s každým. Kolik
cinknutí se celkem ozvalo? (Při každém přit'uknutí se ozvalo cinknutí
a žádná dvě cinknutí nesplynula.)

45. Kolik různých dělitelů má číslo 210? Můžete zjistit jejich počet aniž
byste je vypisovali? (1 jako dělitele čísla 210 neuvažujte.)

46. Určete počet všech různých dělitelů čísla 2 310, aniž byste je vypisovali.
(] jako dělitele čísla 2 310 neuvažujte.)

47. &) Kolika přímkami lze spojit 6 bodů v rovině, z nichž žádné tři neleží
v téže přímce? Kolik přímek prochází každým z těchto bodů ?
b) Kolika přímkami lze spojit těchto 6 bodů, leží-li čtyři z nich v jedné
přímce? Ověřte si výpočet náčrtem a úlohu zobecněte.

48. Kolik úhlopříček má vypuklý n-úhelník? Vyvod'te tento počet též na
základě kombinačních úvah. Který z těchto n—ůhelníků má alespoň
dvakrát tolik úhlopříček co stran?

49. V kolika bodech se protíná 10 přímek ležících v téže rovině, z nichž
žádné tři neprocházejí týmž bodem a žádné_ dvě nejsou rovnoběžně?
V kolika bodech se protne 10 přímek, z nichž žádné tři neprocházejí
týmž bodem a čtyřiz nich jsou rovnoběžně? Úlohu zobecněte.

50. V rovině je dáno 11bodů, z nichž žádné tři neleží v přímce a žádné čtyři
na kružnici. Kolik kružnic je jimi určeno a kolik kružnic prochází každým
z daných bodů? Proveďte též pro n = 10.

51. Kolik navzájem různých rovin lze položit šesti body, z nichž
a) žádné čtyři neleží v téže rovině,
b) čtyři body, z nichž žádné tři neleží v jedné přímce, leží v jedné rovině,
c) tři body leží v téže přímce a žádných pět bodů neleží v téže rovině?
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53.

V rovině jsou dány dvě rovnoběžné přímky a, b, které nesplývají. Na
přímce a leží 71různých bodů A1, A2, A„ . . ., A,., na přímce b leží m
různých bodů BI, Ba, B„ . . . , Bm. Určete počet všech trojúhelníků,
které mají všechny tři vrcholy v uvedených bodech.

Řešení

A. Počet všech uvažovaných bodů je dán číslem (m + n). Vytvoříme-li

všechny trojice z těchto bodů, pak jejich počet je dán číslem "' '; "
Avšak každá z těchto trojic neurčuje trojúhelník. Je třeba vyloučit ty
trojiée, které leží jen na přímce a i ty trojice, které leží jen na přímce b.

Jelikož 2 bodů přímky a lze vytvořit (';) trojic, 2 bodů přímky b lze

vytvořit ('; trojic, je počet trojúhelníků, který určujeme, dán číslem

("+ "') —(") —('")3 3 3 .

B. Úloze vyhovují trojúhelníky, které mají dva vrcholy na přímce a
a jeden vrchol na přímce b, nebo dva vrcholy na přímce b a jeden vrchol

na přímcea. Jiné možnosti nejsou. Trojúhelníků prvého druhu je m(Z) ,
neboť každému vrcholu na přímce b lze přiřadit kteroukoli dvojici

vrcholů ležících na přímce a. Trojúhelníkú druhého druhu je n (Š') ,
neboť každému vrcholu na přímce a lze přiřaditkteroukoli dvojici vrcholů
ležících na přímce b. Je tedy počet trojúhelníků vyhovujících úloze dán

" m
číslemm(2)+"(2)­

Ze srovnání obou řešeníplyne vztah (m+n) _ (m) _ (;) :

=m<z>+n<zi 3
(Vztah je zadán k důkazu na jiném místě.)

Závěr: Počet trojúhelníků vyhovujících úloze je dán číslem

(“?")—('š)—(š)neboaslemm(;')+n(';')­
Kolika způsoby je možno na čtvercové šachovnici s 64 poli vybrat tři

- pole tak, aby neměla stejnou barvu?
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54. Kolika způsoby je možno na čtvercové šachovnici s 64 poli vybrat tři
pole tak, aby všechna neležela v témž sloupci?

5. Na maturitním večírku je 24 chlapců a 15 dívek. Kolik různých tanečních
párů lze z nich vytvořit.?

56. Z kolika prvků lze vytvořit 136 kombinací druhé třídy?

57. Zvětší-li se počet prvků o l, zvětší se počet kombinací třetí třídy 0 21.
Kolik je prvků?

58. Zvětši—lise počet prvků o 8, zvětší se počet kombinací druhé třídy jede­
náctkrát. Kolik je prvků?

59. Kolik je prvků, je-li počet kombinací čtvrté třídy z nich vytvořených
dvacetkrát větší než počet kombinací druhé třídy z těchto prvků?

60. Dvě skupiny mají dohromady 26 prvků a 160 kombinací druhé třídy.
Kolik prvků je v každé skupině?

. Kolika způsoby lze rozdělit 6 prvků al, az, as, a“ a5, a., na dvě stejně
početné skupiny, nepřihlížímc-li k pořadí prvků ve skupinách? _

62. Ve třídě je 20 chlapců a 5 dívek. Kolik různých deputací složených ze
dvou chlapců a dvou dívekje možno z nich vytvořit?

63. Ve třídě je 18 chlapců a 14 dívek. Kolikerým způsobem lze zvolit do
třídního výboru 3 ftmkcionáře tak, aby to byli dva chlapci a jedna dívka?

*64. Z pěti hráčů stolního tenisu školního klubu se mají vybrat dvě dvojice
protihráčů. Kolikerým způsobem to lze provést?
[Návodz Označte hráče Hl, Hz, Ha, H4, H5 a proveďte rozpis dvojic
hráčů. ]

. Mezinárodní hokejové družstvo odjíždějící na olympijské hry bylo
složeno ze 17 hráčů: 10 útočníků, 5 obránců a 2 brankářů. Kolik různých
sestav by mohl trenér vytvořit?

*66. Je dán čtverec ABCD. Uvnitř strany AB zvolte dva různé body a veďte
jimi rovnoběžné přímky se stranou BC. Uvnitř strany BC zvolte 3 různé
body a veďte jimi rovnoběžné přímky se stranou AB. Kolik pravoúhlých
rovnoběžníků takto vzniklo?
Řešte tuto úlohu také pro případ, že uvnitř strany AB je zvoleno m
různých bodů a uvnitř strany BC 71různých bodů.

67. Vyjádřete jediným kombinačním číslem součty:

„mm; b>(ž“)+(ř2);omg).
„. M) = (ze),(„ <a0>,<1;>,<t:)­
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69. Dokažte, že platí vztah k- (2) = n- (: : Í) , jsou-li n, k přirozená
číslamš km:/& 1 .

70. Dokažte, že platí:

l n n „_1 „ _ _
í(2)[(2)—l]_"'( 2 )—3(4),kdcn)cPhrozenéčíslo
větší než 3.

71. Určete všechna přirozená čísla x, která vyhovují rovnici

:: x — ]a)(2)+(2)'4'
:: — 1 x — 2

b) (::—2) + (ac—4)_4'

72. Jsou-li m, n přirozená čísla, přičemž m 2 3, n g 3, dokažte, že platí
vztah

('"+")—('")-'(")— —("')+m-(")3 3 3 _" 2 2 '

[Návodz Obě strany rovnice lze upravit na tvar %, (m + n —2) .]

73. Pro která přirozená čísla n, m platí nerovnost

n n+3 n+6 . _„(2)+( 2 )+( 2 )<72,„>1,

b)(m+")>(m)+(")+4-m>l n>l?2 = 2 2 ' *

74. Určete všechna přirozená čísla 71tak, aby platilo:

n n+2 n+4 _„a(J+(3)+(3)_í+%'
75. Určete všechna přirozená čísla :: a y, která vyhovují vztahu

x+l)_(x+l)_(x+l)=5_5_3(y+l'y 'y—l
.. n n!

[Návod.Využutevzorce(k) —m]
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76. Dokažte, že pro všechna přirozená čísla m platí vztah

VÚ+W+W+V+Ú+HHV+Ú=V+W“jm m m m m + 1

kde p je nezáporné celé číslo.

_ m,- m+l m+2)_(m+2) (m+2)_[NáVOd'(m1+) (m+1)=(m+1, m + m+l _

_ m+3 (m+p) (m+p)_(m+p+l)_—(m+l)atd.až + m+l — m+l ,tytorov­
nice sečtěte.

77. Vyjádřete jediným kombinačním číslem součet

+>(Š) + (3) + (Š) + (3) + (Ž);

+) (13) + (13) + (iš) + (13)­
[Návodz Využijte vztahu z úlohy 76.]

78. Dokažte matematickou indukcí vztah

2 3' 4 n n+l_ . .
(2)+(2')+(2)+...+(2)—( 3 ),njepřirozenéčíslo
větší než 1.

79. Dokažte, že platí vztah

r+s)_(r) (r)(s) (s) . .( 2 _ 2 + 1 l + 2 , kde r, s jsou přirozená čísla
většínežl.

Řešení

(r+s)= (r+s)(r2___+s—l)(r+s)2—r—sA' 2 2 :

12+2rs+sz—r—s r(r—l)+s(s—l)+2rs f(r—l)

++-<+;—+>+rs=(;)+(;)+rs=(;)+(:)<:)+(á)­
B. Nechť P1, P2, P3, . . ., P, jsou předměty určitého druhu, jejichž počet
udává číslo r a Q„ Q„ Q„ . . ., Q, předměty jiného druhu, jejichž počet
udává číslo s.
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Máme-li všechny tyto předměty zkombinovat po dvou, můžeme postu­
povat také tak, že zkombinujeme po dvou předměty prvého druhu, potom
spojíme každý předmět prvého druhu s každým předmětem druhého
druhu a nakonec zkombinujeme po dvou všechny předměty druhého

druhu. Dvojic vytvořených z předmětů prvého druhu je ( ;) , dvojic
z předmětů různých druhů je rs a dvojic vytvořených z předmětů druhého

. S

druhu1e(2).
_ r+s __ r r _ s :Závěr.Vztah(2 )_(2)+(l) (l)+(2) pror>l,

5 > 1 platí.

[Poznámkaz Vztah platí i pro čísla r = 1, s = 1; nutno však předpoklá­

dat, že kombinační číslo (71k) pro k > 71je rovno nule.]

[80. | Dokažte, že platí vztah
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Ci?=(9+(9(n+(n(9+(gxa„„„„„
zená čísla větší než 2.

Řešení

(“a“)=('š*)-3ái=[(š)+rs+(;)].zLB—a=

__ r r+s—2 rs(r—l+s—l) (s)r+s—2___(2) 3 + 3 + 2 3 _

=(')'—2+(').i+EL__D+É—_l)+($)5—2_+2 3 2 3 3 3 2 3

: _r_r(r—l)(r—2) (').i r(r—-1)2:+(2) ?- 2.3 + 2 3+ 2 'T+
s(s—l) 2r s(s—1)(s—2) :

+ 2 'T+ 2.3 +(2)'

+Gjě+cj%+cjš+c
š=cbjnš+
an+



+(;)(%+%)+(;)(%+%)+(;)=(;)+(;)-s+

+(;)-r+(;)=(;)+(;)(:)+(:)(;)+(;)—
Poznámka: Při dokazování tohoto vztahu je možno využít též postupu

uvedeného v řešení B úlohy 79.

_ _ r + s __ r r s r s swěr'vmh( 3 )“(3)+(2)(1)+(1)(2)+(3)
platí pro všechna přirozená čísla r a : (viz poznámka úlohy 79.)

81. Jsou-li r, s, k přirozená čísla r >. k, : =>:k a platí—livztah

(T)=(;)+(kf_l)(;)+(,;2)(;)+...+
+(Í)(kS—1)+(Ž)'
dokažtc,žeplatí též:

“ —“ (T (W W(k)-(0)+ 1 + 2 +...+ k .
[Návod: Učiňter = s = k.]

82. ]e—lidánovroviněnbodů A„A„ A„...,A„,zníchž žádnétřineleží

;) přímek. Dokažte, že tyto přímkymohou

mít kromě uvedených bodů nejvýše 3 (Z) dalších průsečíků za předpo­
kladu, že n g 4 .

Řešení

v přímce, pak je jimi určeno(

( ;) přímekv roviněmůže mít nejvýše ( (z )) průsečíků.2

Tento počet je však nutno v našem případě snížit, neboť každým daným
bodem jde (n — l) přímek. Je tedy celkový a nejvyšší počet všech

průsečíkůdán číslem((g)) —n(" ; 1) + n.
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Podle textu úlohy nás však zajímá nejvyšší počet průsečíků uvažovaných
přímek kromě daných bodů. Tento počet udává číslo

((g))—»(";*)+n—»=((g))—n(";*)=
n(n—l) „(n—l)

2 [ 2 —1]_n(n—l)(n—2)_
2 _2

_nn—l)(n2—n—2) 4n(n—l)(n—2)_
__ 8 _ 8 _

_ n(n—l)(n+l)(n—2)—4n(n—l)(n—2) _
_ s _

=n(n—l)(n—2)(n+l—4)=n(n—l)(n—2)(n——3)=
8 8

l n nwow-am­
Závěr: Přímky spojující n bodů v rovině, z nichž žádné tří neleží v téže

přímce, mohou mít kromě těchto bodů nejvýše 3(Z) dalších průsečíků;
n z 4 .

.83. Určete všechny navzájem různé součiny, z nichž každý se skládá ze tří
činitelů vybíraných z čísel 2, 3, 5, 7, přičemž činitelé téhož součinu se
mohou i opakovat. Přesvědčte se, že počet takto vzniklých součinů vyho­

vuievzorciP:(I"+Ž—l),kden=4ak=3.
*84. Kolik různých početních spojů obsahuje malá násobilka? [Návodz Spojejsoul.l;.;.1213;..19110222324 ;2.9;

2.10;.;.;.3334 .;3.9,.3.10atd]
*85. Z kolikaprvků lze vytvořito 49 více kombinací třetí třídy s opakova

než bez opakování ?

*86. Kolik řešenímá v oboru nezápomých čísel celých rovnice x + y + z =
= 4? (x, y, 3 jsou neznámé.)

*87. Vypište všechny výrazy M = A:! . yk . 23, kde A je reálný parametr,
:, y, : proměnnéa t, k, : nezáporné číslacela splňující rovnici : + k + s =
= 5. Kolik je takových navzájem různých výrazů M ?
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3. BINOMICKÁ VĚTA

88. Proveďte:

a) (x i 0% b) (a“ — l)“5 0) (x* 3: 2y*)';

d) (1 + VZY, a z 0; e) (V5 + VŠ?; f) (VŠ —iVŠ)';
a b “7

8) (?i—.;) ,a9é0,b9é0.
89. Proveďte: a) (2x + 3y)5 + (2x — 3y)5;

b) (a + ib)' — (a — ib)4;
c) (1 + i)s — (2i)'.

90. Ukažte, že platí:
a) (a + b)“ — 6ab(a + b)“ + 9a2b2(a + b)* — 241%“=
= (a + ba)(ať— aw;a+ M);
b) (a + b)7 — (a7 + N) = 7ab(a + b) (az + ab + ba)?
[Návod: 05 + b5 = (a + b) (a'1 — a3b + a,ba — abs + b“) .]

91. V oboru reálných čísel rozložte v součin výraz (x + y)5 — x“ —y5 .

92. Jak velký je pátý člen geometrické posloupnosti, jejíž prvý člen a1 =

= (;;y)—2a kvocientq =xV37+yVÍP (x 20,y >0.)
93. Dokažte, že výraz (l — x)“ + 1.5-—l je dělitelný deseti pro všechna

celá čísla x. _

94. Určete ď, je-li v = 11/3—2—1. Lze výraz v považovat za kořen rovnice

:“ — 1 = 0? Vyhovuje této rovnici též kořen u = 1—1/3—2Í—l?

_ n _ il 2

*95. Dokažte, že číslo :: = (1 + 1/2) +2(_1 + V2) ] je přirozené pro
každé přirozené číslo n.
[Návod: Užijte binomické věty &zkoumejte číslo :, je-li a) 1:číslo sudé,
b) 71číslo liché.]

96. Vypočítejte na 5 desetinných míst hodnoty mocnin 1,025; 1,03'; 0,99“
a) pomocí logaritmu, b) na základě vypočtů

2 5 3 4 1 6

Výsledky srovnejte.

97. Na jakou částku vzroste l 000 Kč: při 2% celoročním složeném úroko­
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vání za 5 let? K výpočtu užijte binomické věty. Jaké chyby se dopustíte,
užijete-lik výpočtupřibližnéhovzorce(1+x+)_" —'-l + 71:2?

98. a) Dokažte dvojím způsobem (rozkladem. v součin i užitím binomické
věty), že výraz V = (b + l)" — 1 je dělitelný čislem b, jsou-li čísla b, 11
přirozená a číslo b z 2.
b) Sestavte výraz V, který je dělitelný a) třemi, b) čtyřmi, c) deseti.

99. a) ]e-li číslo n g 2 přirozené, potom výraz V = (71+ 1)" — l je děli­
telný číslem nz. Dokažte to.
b) Sestavte výraz V, který je dělitelný číslem a) 25, b) 36, c) 64.__ an_

[100.I Dokažte, že výraz p = 3-35 l je číslo celé pro každé přirozené číslo n.

Řešení

Upravuime výraz q = 62" -—1 takto:

q=62n—1=(62)"—1=36"—l=(35+1)"—l=(g)3_5"+

+(")35n—1+...+( " )35+(")_1=(")35n+l n—l n 0

+ (")35n—1+...+( " )35.l n — 1

Závěr: Výraz q ie dělitelný číslem 35, v důsledku čehož je výraz p
číslocelé. __ _

13 _ 13

101. Dokažte, že výraz z = (V“ 1369/14 + 1) je číslo celé.
102. Dokažte, že výraz V = 40" — 8" — 5" + 1 je dělitelný číslem 28 pro

každé přirozené číslo n.
[Návodz 40" = (5 . 8)"; potom výraz V rozložte v součin.)

103. Dokažte, že číslo 11100— l končí čtyřčlslím 6 000.

104. Určete čtvrtý člen mnohočlenu, který vznikne po výpočtu (V:—:+ Vb)5
pomoci binomické věty (a > 0, b > 0).

105. Určete třetí člen mnohočlenu, který vznikne po výpočtu (a5 — 2b4)'
pomocí binomické věty.

106. Pro které čislo :: je pátý člen mnohočlenu, který vznikne po výpočtu
10

(——_ — %) pomoci binomické věty roven číslu 105?
10

107. Který člen mnohočlenu vzniklého po výpočtu (3xa — —l—)pomocí bino­
mické věty obsahuje 1:3?
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n

|lw.| Vypočítáme-li podle binomické věty (x" + %) , :: ?e 0, dostaneme
mnohočlen, jehož druhý člen má koeficient o 54 menší než člen třetí.
Určete ten člen mnohočlenu, který neobsahuje 15.

Řešení
n

Zřejmě platí vztah ( '1') + 54 = ( 2
nici n2 — 3n — 108 = 0, jejíž kořeny jsou 711= 12, 112= —9, z nichž
však jen kořen n1 = 12 vyhovuje úloze.

), který vede po upravení k rov­

12

Zbývá vyšetřit, zda v mnohočlenu, který vznikne výpočtem (x3 + %)
existuje absolutní člen. Dejme tomu, že tento člen existuje a je v mnoho­
členu členem k-tým; označme ho A„.

k—l

Potom platí: Ak : (k 1—2l) .(x3)13—k. (%) = (k 1—21) x39—8kxl—k:

__ 12 _41:
_ (k _ 1) „„ .
Aby člen A„ neobsahoval x, je nutno, aby 40 —4k = 0, odkud k = 10.

Závěr: Desátý člen mnohočlenu, který vznikne po výpočtu
12

(x“ + %) , x 750, neobsahuje :.
0

109. Vypočtete-li podle binomické věty (2x2 — Š) , x 75 0, který člen vý­
počtu neobsahuje;?

110. Mnohočlen, který dostaneme, vypočítáme-li podle binomické věty
_ 1 "

(x V:: + ?) , x % 0, má koeficient druhého členu o 44 menší než členu
třetího. Určete ten člen mnohočlenu, který neobsahuje x.

111. Kolik racionálních členů má mnohočlen, který vznikne po výpočtu
_ . .­

(Vs + W)" pomocí binomické věty? Vypište je.

[112.I Určete ten člen mnohočlenu, který vznikne po výpočtu (l + VŠ)Bpomocí
binomické věty a který má tu vlastnost, že je větší než člen předcházející
a větší než člen následující.

Řešení

Nechť tuto vlastnost má člen Ak, který je k-tým členem uvažovaného
mnohočlenu. Podle dané podmínky je Ak-, < Ak, A„ > AH„ kde
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A =(; )(Vš)“ VL.(_ l).<va>'=,A„.1=

=,í( )(VŠY—=g( _2)(Vš)'“,A„;=(,Ž)(Vš)*.
&)Jelikož je A„ > A),-„ platí nerovnost V—IÍ-s—(kl) (V3)k>

1 n n — k

>3(k8 2)(VŠ),odkudpovyužitívztahu(1+l)=(Z)k+l
plyne nerovnost k < 6,706.

b) Jelikož je A., > A„„, platí nerovnost

V_3klk8(1) (v3)k>>(Ž) (VŠY',ze které plynenerovnostk > 5,706,
Závěr: Šestý člen mnohočlenu, který vznikne po výpočtu (] + VŠ)a

pomocí binomické věty, je větší než oba členy sousední.

113. Který člen mnohočlenu vzniklého po výpočtu (1 + VŠ)100pomocí bino­
mické věty je větší než člen předcházející i člen následující?

114. Určete největší koeficient mnohočlenu, který vznikne po výpočtu
(Sa + 3b)10podle binomické věty.

115. Určete ten člen mnohočlenu vzniklého po výpočtu (l + x3)'*.(1 + f)“
pomoci binomické věty, který obsahuje xl.
[Návodz ]e-li A„ k-tý člen mnohočlenu, který vznikne po výpočtu
(l + x3)9 3 A; r-tý člen mnohočlenu, který vznikne po výpočtu
(l + x*)m,pak hledaný člen uvažovaného mnohočlenu má tvar A„ . A;.]

116. Dokažte, že pro všechna přirozená čísla 1:platí:

» <z>+<:>+<;)+<;>+---+<:>=2»;

»(z)-<:>+<;>—<;)+.-.+<-m<:)=.0.
[Návodz2" =(1+1)", 0 = (1 —l)" .]

117. Dokažte, že součet všech kombinací bez opakování prvé až n-té třídy
z n prvků je roven číslu (2" — l).

118. Dokažte, že pro všechna přirozená sudé čísla 1:platí:

8)(;)+(;)+(2)+.„+(:)=2n—1;
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w(';)+(:)+(;)+—--+(„L)=r-»
[Návod: Užijte(l + l)" i (i —1)n.1

Dokažte, že pro všechna přirozená čísla 7:platí:

(';)„(;)+3(;)+4(;)+.„+„(_;)„„
. n n — l

víte-h,že k(k) _n(k _ l) .
[Návod: Dosazujte postupně za k čísla 1, 2, 3, . . . , n a vzniklé rovnice
sečtěte.]

120. Vyjádřete a) cos 401;sin 41; b) cos 5m; sin Sa; c) cos 7:1; sin 70:pomocí
funkcí s argumentem a.

11

4. OPAKOVÁNÍ

Vypište kombinace 3 variace všech tříd z prvků u, o, p, q a přesvědčte se,
že počet všech variaci je o 49 větší než počet všech kombinaci.
Které cyklické permutace můžete z těchto prvků vytvořit?

12._

122. Kolik různých vlajek je možno vytvořit z látek barvy bílé, modré, červené,
žluté a zelené, skládá—lise každá vlajka ze tří různých barev? Které z nich
mají červenou barvu uprostřed? Uvedte jejich počet.

123. Vrcholy obdélníka ABCD a střed E strany BC tvoří skupinu pěti bodů.
Kolik trojúhelníků má všechny tři svě vrcholy v těchto bodech? Zakres­
lete je a rozdělte do skupin, z nichž každá obsahuje trojúhelníky shodně.

124. ]e dáno n prvků a„ a„ a„ . . . , a„. Určete počet všech permutací vytvo­
řených z těchto prvků, v nichž prvky a„ a2 nestojí vedle sebe.

125. 36 žáků bylo na brigádě namátkou rozděleno do devíti mistnosti po
čtyřech žácích. Kolika způsoby mohou být určitému žáku přiděleni jeho
spolubydlící?

n n _ n+l
Nazákladěvztahu(k)+(k+l)_(k+l) ukažte,že výraz

1+(711)+(n—;1)+(n-;2)+(n1-3)_(n-l—4):o.
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127. Dokažte, že pro každé přirozené číslo k platí vztah

(3k+1)+(4k+2) =(5k+2)2 2 2 '

Na základě tohoto vztahu napište aspoň dvě řešení rovnice

:: y _ z . _. ,
(2)+(2)—(2),jsouhx,y,zneznáme.

128. Která přirozená čísla :: vyhovují rovnici
x x — 1 x— = ' 2 ?

(z) 2(x—2) + (0) “* x—2
129. Z kolika prvků lze vytvořit 32 760 variací čtvrté třídy?

130. Kolika způsoby lze rozdělit 6 prvků na tři stejně početné skupiny, jestliže
se nepřihlíží k pořadí prvků ve skupinách?

Kolikerým způsobem lze vytáhnout z bedny, ve které je 44 výrobků
dobrých a 6 vadných, při tahu pěti výrobků a) samé výrobky dobré,
b) jeden vadný a 4 dobré, c) dva vadné a 3 dobré, d) tři vadně a 2 dobré,
e) jeden dobrý a 4 vadné? Jsou ještě jiné možnosti?

132. Dokažte mateman'ckou indukci, že pro všechna přirozená čísla 1: platí:
2

13+23+33+...+n3= ("; l) .
133. Která přirozená čísla :: splňují rovnici

34,5)—(;2>—(*—V;—1)2=o;xzn
134. Kolik trojciferných čísel dělitelných třemi lze vytvořit z cifer 0, 1, 2, 5,

mohou-li se cifry v čísle opakovat?

135. Ukažte, že počet kombinací k-té třídy z n prvků bez opakování se rovná
počtu permutací z těchto n prvků, v nichž se jeden prvek opakuje k-krát
a jiný (n — k)-krát.

. *“ 5 . _ 5

136.ZjednoduštevýrazV: (IS—tý) + (t;—VŠ) .
137. Dokažte pomoci binomické věty, že pro každé přirozené číslo n a každé

nezáporné číslo:: platí vztah (] + x)" g 1 + mc(Bernoulliho nerovnost).
Na základě dokázaného vztahu se přesvědčte, že čísloln
e„=(1+;)22.

_13.
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138. Dokažte, že výraz ll10 — l je dělitelný stem.
139. Dokažte, že pro každé přirozené číslo n je výraz

10" — 1 n .

V = _B—l —? roven celémučíslu.
[Návod_:10" = (9 + l)".]

140. Určete číslo: tak, aby čtvrtý člen mnohočlenu, který vznikne po výpočtu
s

(4x — 3—11), x 75 0, podle binomické věty, byl roven číslu —l4.

141. Pro které přirozené číslo n jsou koeficienty třetích členů mnohočlenů,
které vzniknou po výpočtu
(a + b)", (a + b)“", v poměru 2 : 5?

142. Určete čísla x, n tak, aby třetí člen mnohočlenu vzniklého po výpočtu
mocniny (l + x)" byl roven číslu 135 a čtvrtý člen tohoto mnohočlenu
aby byl roven číslu 540.

Sn

143. Který člen mnohočlenu vzniklého po výpočtu (2x + %) , x :,é 0,
neobsahuje x?

*144. Kolik racionálnich členů má mnohočlen, který vznikne po výpočtu
a _ 4 _

(V2 + V3)100pomoci binomické věty?
*145. Určete ten člen, který v mnohočlenu vzniklém po výpočtu

(] + x*)3(1 + 1:2)4pomocí binomické věty obsahuje 1:10.
*146. Dokažte, že pro všechna přirozená čísla 7:platí:

a>(z)—(;)+(z)—(z)+---Jm?
b)(ý)_(g)+(;)_(;)+„.„mag.
[Návodz Použijte vztahu 1 + i = VŽ (cos % + isin %) , vztahu
(cos a + isin a)" = cos na + isin na: a binomické věty.]_
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XII. ÚVOD DO POČTU INFINITEZIMÁLNÍHO

I. SPOJITOST A LIMITA FUNKCE

!. Zpaměti:
a) Definuite limitu funkce y = f(x) v bodě :: = a.
b) Vyslovte pravidla, kterých užíváme při výpočtu limit funkcí:

1. lim k = k; 2. lim k .f(x) = klimf(x);
z—m z—va :!:—>“

3—lim(f(x) i g(x)) = limf(x) + 1img(x);
2% 2% _ z—>a

4. 1iI11/00-g(x) = 1imf(x) -1img(x)5
Z—PG z—>a z—va

f(x) ŽTJ (*).lim—=-_—-—,li x;:éO, okudlimxalimx
z—mg(x) hmg(x) 235% ) p z__af( ) $%“ )

z—m

existují. _
| 1 | Na základě definice dokažte, že funkce y =Vx ie spojitá v celém definič­
' nim oboru (kromě bodu :: = 0).

Řešení

Podle definice spojitosti funkce v intervalu musí platit v každém jeho
vnitřním bodě, tj. pro všechna :: g 0, IV::+ A:: —1/£| < a, kde a je
hbovolně malé. Tato nerovnost musí platit pro všechna 0 < Ax < 6.

Potom IVx—+ Ax _ Víc—|: |(Vx + A:: — Vx) (VŠ:+_Ax + V:)l ___IW+M+M
= —l—AÍI_— ; [Šíl—= &,neboťIV::+ A:: + Viíl> V; Protože

IVJ:+ A:: + Vxl Wx
A:: > 0, platí IAxl =Ax. A:: je možno najít v intervalu 0 <Ax < ó

tak malé, aby A—Šbylo menší než libovolně malé předem zvolené kladné

číslo. Tím je důÍtaz proveden.

3. Dokažte podle deňnice, že funkce:

a) y =? je spojitá v bodě :: = 2; b)y = % je spojitáv bodě : = 3;
c)y=13iespoiitáv boděx=0; d)y=2x—3,y=3—xisou
spojité v každém bodě definičního oboru.
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4. Podle definice dokažte, že funkce:
a)!(x)=2x“—x+ l iespoiitávboděx=1; b)f(x)=ax3+bx'+

+ cx + d, kde a, b, c, d jsou čísla reálná, je spojitá v každém bodě
1

xe(—00,_00); c) f(x) = 2; je nespojitá v bodě :: = 0; f(x) =
= x + V: je spojitá pro všecka :: > 0.

5. Ve kterých bodech je nespojitá funkce:
1 l

a) f(x) —-x _ 2: b) f(x) —m, C)f(x) —ISÚ),
_ d)f(x)=2x—l proxšl

l prox<1;
] prox>0

e) f(x)=<l prox<00 prox=0;
0 pro x<0

__ :: proogx<1
“ f(x)—i—xa+4x—2prolgx<34—xpro 1:23.

6. Jak je třeba doplnit zápis funkce, aby byla definována i v bodě ne­
spojitosti:

_x2—1_ _ x _ _(1+x)*—l_
a)f(x)_x3—l, WÁŠ—Ě, C)f(x)——x—,

<i>/(x)=x—Í31122 ?
7. Určete, zda jsou spojité zprava (zleva) funkce z úlohy 5:

funkcea)vboděx=2,x=l;funkceb)vboděx=—2;c)vbodč

x=%;d)vboděx= l;e)vboděx=0;f)vboděx=0, 1,3.

|—3_—|Vyložte na příkladě pojem lim '? , lim % .— H+ z—>0_
Řešení

Danáfunkceneníprox=0deňnována. Prox>0 ie |x| =x,xse

blíží nule kladnými hodnotami (načrtněte si situaci), a proto % = 1,
|x|ti. lim _ = lim i = 1, když jsme : neo nejprvemnu. Pro x—>o.H+ : H+ x
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je |x| = —x a lim I—x—I= lim ___Jf. x je číslo záporné, —x tedy kladně
z—>0_ :: :::—>O_ :

a jejich podíl je —1. Proto lim lil = —1.
z—>0_ x

Závěr: Limita dané funkce pro x—>O zprava je rovna jedné, pro
x—>0 zleva je rovna —l. Oboustranná limita v bodě : = 0 neexistuje.

9. Dokažte, že

©sz =0; b)zlim =l; c)lim(2.x—l)=0;+1+2z 1+2? „a
d) . __ 2; e)1im sinx—cosx =_

115—1 „ cosx
3—7+ PT+

10. Zpamčti určete limity:1 L L
a) 11m2" ; b) 1im2"; c)n1im2"—1; d) lim2"—1;n—bo n—b—oo+ n—Fl+

h)lim——e) umn3tsz; f) lim3t321;g) lim 1+—21t„; 1+221,32
1—7 “PDT—+ 5+ 2+ „T

11. Vypočtěte:
12 _ _. ' '

—1 z—>1+x — 1 3—0- ' l + 24"—1

_ 1 _ „a_xz l sin2x
e)11m 1;f)11m2————š g)11m_———+z—>1+ _ z—>1 'Ix—ll l—cos4x1+22—1 tz—>1;+

l+sin2x . . 1+sin2x
h) liml —cos34x; 01111; 1—C034x.

:v—>%_ “>?

|12.| Určete:
2x—3

z—>1x _ 5 .

Řešení

V bodě :: = 1 je daná funkce definována a je v něm i v jeho okolí
spojitá. Graf je křivkaspojitá (až na bod : = 5). Hodnotu limity v každém



jejim boděxgéS můžeme určit podle pravidla 5 z úlohy 1, tj. limita
podilu je rovna podilu limit, pokud existují.

' 2x—3 1im2x—1im3
„max—3:95 )=H „ 2—3
Mac—5 lim(x—5) limx—limS 1—5

z—+1 z—>1 z—>1
ohli­

Přitom jsme použili pravidla 3 a pravidla 1 z úlohy l.
. 2x—3 l

Závěr.zh_xgx_5—í.
I&Určete:

a)lim(2x—l); b)1im(x3—2); c)lim—l—;
:::—vs z—>2 lx—l

9—7
2

dlim 3—2x—x3; lim—————.
)z___1( ) e),-.ox2—3x+4

14. Jaké jsou limity funkcí:
. 2 . 3x—5 _

“)l'l'šxa—ax+4' b)Bxa—zx+3'
. l+sin2x_ . sinx—cosx_“?T—m, “nímu—'
"í ""“?

. x“+3 . 13+3x2+x—2lim——; hm———?
e)z___Všx'—2x+3 own, xa—x

|l |Určete limitu funkce:

x,_3x+2p '
Řešení

V bodě :: = 2 není daná funkce definována a její graf je tedy v tomto
bodě nespojitý. Rozložlme proto jmenovatele dané funkce v součin,
jehož jeden činitel je :: — 2. Dříve než přejdeme ]: limitě, vykrádme
timto činitelem, který zřejmě není roven nule. Máme tedy

: — 2 x — 2 llim——'-—= . ___ : lim_ :
„zari—3x+2 „g(x—2)(x— 1) fax.—1

16. Určete limity funkci:

— 16 _ . xz — 9. x

a)l;2x2—3x—4' b):„hgxz—Zx—ť

l.
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2 x=+3x=+zx_ c)umx“+27_

c)limax2_3_x+2 d);lfílz ť—x—ó ' :>—>—sx+3'—1 aaa—1 _

Šumí——1_; g)1im_yZV—,x$y>0š h)zhm6ť————5x+l'

Dulux: , nčislopřirozené.
17. Naidětchlimityfunkcl:

x=+x—12_ . 3x*+2x—l_
“),ušzxa—x—15'b)zl_'_“í 3xa—x '

s .

Vx— _ _ . (x—l)]/2—_—x
c)1im _24, d)M(ll1—3 __—'1), e)hn:_-Tí—;

t.)limsian—cost—l; g)limVl—tgac—I/l+tgxr_i cas:—sm: „_m 51an
4

a

h)limVš—_l-- [Návodpro h: Položtex=t“.]
z—>1 x—l

I&Určete:
;3— . x*—3_ 3.(x—l)

“)hmxz— 3x+2 b)zl_1_I;/13—x4+xa+l'c>hm3x=—2:- 1

l;:- 6: . l 3 _d)“ 3x+1' e)„lí,“3(1-x—É=)'
3x cosx—sinxf Sin _; lim———.

)„ovT—T- 1/2 g)! coszx
| 1 .| Dokažte podle definice, že

a)lim(3x—l)=5; b)1imx3=4.
z—>2 z—vz

Řešení

3) Jestliže lim f(x) = A, musí platit [f(x) —Al <a, kde s je libo­

volně malé čislo kladné, pro všechna čísla :: z okolí bodu :, tj. pro na
plati 0 < lx—cl <ó. V našem případě je tedy |3x— l ——5|<a, ti

3|.t—2|<e, |x—2_|<%. Odtud platí pro ó=gz ke každému



libovolněmalému číslu&existuje čislo: z intervalu 2 _; < x < 2 +

+ % takové, aby byla splněna podmínka l3x _ 1 _ 5| <a. Tím je
důkaz proveden.

20. Podle definice dokažte:
a)1im(x+2)=5; b)limxa=9; c)1im(3—2x—x2)=4.

„+a
Ze kterého okolí čísla —1 je třeba uvažovat x, aby hodnota funkce
3 — 2x —:\:ase lišila odlimity méně než 104?

21. Dokažte:

a)nm;—+? = 2, byla Šín—É= —o,5.

22. Určete limity funkcí v nevlastním bodě:„ S:“„,
00,133%; e>„13:1%
032 (W;—35x+2 %)?Vg—la h)Emgxxíibxijf' „EO,
bqéo,cqé0,dšé0, neo, f7É0.
[Návodz Čitatele i jmenovatele dělte nejvyšší mocninou jmenovatele
a potom přejděte !( limitč.]

23. Určete limitu funkce:

, x5—3x+2. . 4x“—5x+3_
a),_h.'2x=—2x+'5' WÁŠ 3x4—2 '

. (x—l)(x—2)(x—3)(x—4)(x—5);
©3133 (5x—1)5

. (2x—3)5.(3x++2)=5
©3330 (2x+1)w '

24.Určete:

a)limV—x+—3;2; b)lim=_.2—; c)lim—=—_—x——­
„» x—l w2V:c—+2—2 z—mVl+3x—l'

_ z—ooo
d lim
Zz—ml/x+3—Vx
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Omo—vm; s)!imWF—W—VFÍD.
115553 k b)—d): Rodiřte výraz výíazzm sdruženým se imenovatelem.]

25. Vypočítejte hodnotu konstant a, b z podmínky:

) lim(J:a + 122c+lz—boo

. :'+l
— — =0; bhm b——

26. Pro urychlení výpočtu je třeba znát zpaměti limity-některých důležitých
funkcí, jako např.:“

' »

a)um“lť=1;b)1imt—gí=1; c)1im(l+l)=e, nčíslo$“"-" ; :!:—>Ox n—>+oo fl

. . cz_1 . l
phrozené;d)hm———=l; e)hm—„=0,n>0;

z—bo ,: z—mox

f) umi„=oo,naslo celé,kladné; g) unu—ln: —oo(nliché);
z—>o+x M_x

h)1imx"=oo(x>+l).
n—Pm

|27. Určete:
_sin2x

„_msinřlx'

Řešení

Danou funkci nejprve upravíme na případ a) předchozí úlohy tím,

že rozšíříme zlomek výrazem ól—x, kde :: $ 0. Dostaneme tak

lsin2x sin2x lsin2x
sin2x_í 2x . sin2x_ . 6x _. 3—2;—
sin3x _ l sin3x' zmosin3x_,mosin3x _ lsin3x'?? Ý ? 3x
Přeideme-li k limitč (limita podílu je rovna podílu limit), dostaneme
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28. Najděte limity funkd:
sin4x 3tgx . x—sinx.

a)lim ; b)1im——7x;ldlt—ně?,. sin4x_ . ez—oosax
d),“í'š—tgax'“gehsm '““ „__—x '
[Návod k: a) Rozšiřte zlomek čtyřmi, c) rozdělte daný výraz na dva

zlomky; d) rozšiřtezlomkem i; e) rozšiřte zlomkem l; f) vy­
iádřete funkci cos : pomocí funkce sin x.]

*29. Vypočtěte limity funkcí:
sin 5x — sin 3x . sin mx .a)lim——.—-; . ; c)limx.cotg3x;

8m x z—pnSln “ 5—50

d)lim(l—x)th%; e)limtg2xtg(7—;-—).:::—u 3
4

z—P

2. DERIVACE

| 30.| Na základě definice derivace funkce odvodte derivaci funkce y = xs — l
v jejím bodě x.

Řešení

Podle definice je y' = lim (x
[M:—>O

x5+3x3Ax+3x(A2x)+A3x—l —x3+l _
Ax __

+Ax)=—1—(xa—1>
Ax .

Proto jey' = lim
Az—bo

= lim (3.1525+ 3xAx + Aax).
Az—>0

Přeidemc-li k limitě, dostaneme y' = 3x2.

[, = ez.

Řešení

. e5+A2 _ ex eAI _ l' =hm—— =ez — .
y Az—DD A! Az—>0 A!

Položme eAz — l = % . Potom pro Ax—>0 je n—>oo.
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OdtudeM=l+%, Ax=1n(l+%).l
Jetedyy'=eziim—nl—=efh'm_—1_l_ =

""“ln(1+—) ""“ n1n(l +—)n n

l 1 .=c'lim———„=ez.—
"*“ln(1+% lne „_m

Závěr: (ez)' = e“ .

32. Podle definice derivace funkce odvod'te derivaci funkce y = c .f(x),
kde :: je proměnná, c je konstanta, za předpokladu, že y' existuje. Za—
pamatujte si dále vzorce:

a) (x")' = nx'H, n ie reálné; b) (ez)' = ez; c) (sin x)' = cos x;

CD(008x)' = —sin:; e) (tg :=)'= max; f) (cotg :=)'= sin'x'

a), b), c), d) platí pro xe(—00,oo); e) platí pro xsé (2k+ 0%;
f) pro xgélm, kdekie celé čislo;

! : l l l ! u , ",v—uv,
g)(u+v)=u+v;(uv)=uv+uv;(;) =—va ,kde
u=u(x),v=v(x).

33. Podle definice derivace odvodte derivace funkcí:
a)y=2x+l; b)y=3x—2; c)y=2xa—3x+l; d).y=x2+

l
+2x—1š C)J'=zx—_—35Dy=v3+2.

34. Určete množinu čisel, pro něž jsou dané funkce definovány a podle
úlohy 30 určete jejich derivaci. Stanovte též, jaké hodnoty nabývají tyto
derivacepro:=0, :=l, x=—2: a)y=2+x—xa; b)y=
=3x'—5x+l;c) =%;d)y=w_
[NŠVOdk d): Nejprve proveďte dělení.)

35.Určetehodnotyderivadvdnnémbodčx=l,x=—l,x=2:
„:_313 2x 2x“— 5

a)y=—_íÍ—; b) y=.—xzx_ř__;



—o,5x=+2x—3 —2x'—3x3+5x'+6x—3
C)y=———x,———; d)y= „, ­

36. Počítejte derivace ňmkd vlproměnné x: a) y = 4x5—bx' ; b) y =8

=x+Vx+Vx; C)y__+l7 , d) y=<1+nxmxx+1), „.,V—

a racionální;

e>y=(;); 0y=(1—f), s)y=(VĚ—Í%)a;
h) y = x —sin x.

[Návod: Použijte pravidla, že derivace součtu několika funkci je rovna
součtu jejich derivaci. V případě b), e), g) si uvědomte, že

x=x2, l_=x_l, si:.x—š.
Vx —x

37. Najděte definiční obor a první derivaci funkce:
_ 3

a)y= Vx+5; b)y=V—2 ; c) y=3Vx———_—+ez;
V? V

— “- 1 1
d)y=x+Vx+Vx;e)y=—+ +3— ­

: Vid-15V
| .| Podlepravidlapro derivovánípodiluderivuitefunkciy = iii-' :, aur­

čete hodnotu této derivace v bodě :: = 0, x = 2, x—— il.

Řešení

Daná funkce je definovánapro všeckax kromě:: : il. Podle pravidla
o derivování podílu funkci u = f(x), !: = g(x) plad:

, u'v — uv'
y 9“ . V našem případě tedy y' =

=-—2x(1—x2)—(l+x*)(2x)_2x—2xa+2x+2x3_ 4x
(1 —x2)* (] —.1r3)2 _ (l —x3)2'

Hodnota derivace dané funkce v bodě :: = 0 je y'(0) = 0, y'(2) = %.
V bodě :: = il není derivacedefinována.
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39. Určete množinu čísel, pro něž existuje derivace dané funkce a derivuite
podle pravidla pro derivování součtu, součinu a podilu funkcí:

a)y=x=sinx+1/š; b) y=VZ=+(cosx)(1—sinx); c) y=
_ 2 — 3

=x2tgx—chosx; d)y=x—_15e)y=x——+34šf)y= 2—_5

_2x— : __x3+—3 . __xz—l

|*40.| Určete derivaci funkce y = ln x, : > 0.

Řešení

Funkce inverzní k dané funkci y = ln x ie :: = eV.Potom (C:—;= e",
1 1d

atedy$y=e7=?.

Závěr: (1nx)' = %.

*41. Derivujte podle proměnné x:

a)y=1n(l —x2),x= il; b)y= —zx2, c)y= xez(cosx+sinx);1+

d)y=cosax.sinbx; e)y=ln2_ x,:cqéi2;2+:
(1+ x) sinsx TĚ

3cosx ,x$h+5'f) y=

42. Jaký je 1. geometrický, 2. fyzikální, 3. chemický význam první derivace?
Určete směrnici tečny grafu funkce v jejím bodě T: a) y = sinx +

+COSI,TE(—16É-,?;)b)y=2sinxcosx,T=(6, P);

. = 3 _ : cosx : Ž _
C)y—“mx*T_(6* ?)' dn 1+2sinx'T—(3' ?)'

e)y=x—tgx, T=(%, ?); f)y=x*cos:_c,T=(%, P).
1:3 av:2 .

43. Pro které hodnoty proměnné a: funkce f(x) = ? + ? —2x )e:
a)f'(=r)=0; b)f'(x)= —2; C)f'(1r)= 10?
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44. Určetemnožinu, na niž je daná funkce definována, a stanovte první
'vact:

) _ sinx—_ b) _ 2sinx 'c) _1—cosx_ay—l—sinať y_sinx—cosx' y_l+cosx'
_tgx+l

| .|Podiakýmúhlemprodnágraffunkcey=sinxosuxvintervalu
'n: 3

<—ía5“)?

Řešení

Daná křivkaprotíná osu : v bodech, jejichž druhá souřadniceje rovna
nule. Proto sin :: = 0 a x = 0,1: Ú,hel pod kterým křivkaprotíná osu :,
zjistíme ze směrnice tečny dané křivkyv bodech : = 0, x = n. Směrnice

tečny v daném bodě je rovna hodnotě prvé derivace funkce v tom bodě.y' =cosx,vboděx=0jey'(=0) cosOo=l. Vboděx=1riey'=
=cos1c = —1.Směrnicetečnyv boděx=0 je tedy th1=l, 971=
=450, vboděx =1c ie směrnicetgtpa= —1, 992—= 1350.

Závěr: Křivkay = sinx protíná osu :: v bodě a:= 0 pod úhlem 450,
v bodě :: = 1: pod úhlem 1350.

46. Určete, pod kterými úhly protíná osu :: křivka: _
a)y=x'+x; b)y=2+x—x'; c)y=cosx; d)y=V3tgx.

47. Ve kterém bodě má graf dané funkce tečnu, svíraiícl s osou :: úhel 450:

a)y=3x=—5x+2; b)y=2x+l; c)y=—,nie čislopřiro­
zené; d)y =sinx —cosx?

48. Napište rovnici tečny a normály ke křivce o rovnici:

a)y=4———_É2vboděT=(2,1),b)y=—x*— 31+5vbodě T_(2,l),

c)y=2x“+3x—l v boděRam,—l); d) y=ír3—5x—4
v bodě P __=_(—3,?); e)y = x“ — 5x + 6, ie-li tečna rovnoběžná s přím­
kou, ieiiž rovnice je y = 7x + 3. [Normála je kolmice na tečnu v jejím
bodě dotyku.]

49. a) Ve kterém bodě ie normála paraboly y = :* kolmá k přímce o rovnici
y = 4: +1?
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51.

b) Určete body křivky, ve kterých normála křivky o rovnici y = %
prochází počátkem.
c) Najděte body, v nichž tečna vedená ke křivce o rovnici y = aa:a
vydali na obou osách souřadnic úseky stejné velikosti.

V intervalu (1,4) najděte bod C tak, aby v něm pro funkci:

a) y = ::s+ 4x bylo f'(6)=—y; b) &= V:"bylof'(C)=

kde b = 4, a = 1.

Vektory a, b jsou umístěny tak, že a = AB, b = AC, kde A 5 (0,0),
B 5 (1,1), C _=_(3,9). Na dané křivce najděte bod, v němž tečna daně

(___fb)—f(a)
b—a

ce .

&)f(x) = ::::2je rovnoběžná s vektorem a + b; b) f(x) = x* je kolmá

k vektoru Za + b ; c) f(x) = %(x3 — 3x) je rovnoběžná s vektorem

v š(—l,l); d) y = %(aca—3x) je kolmá k vektoru v =(—1,1);

e)f(x)=3x“—x3 je rovnoběžnás přímkou9x—3y -4=0.

52. Určete derivaci zprava i zleva u ňinkcl:
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a) f(x) = |x| nebof(x) = VF v bodě : = o;

b)f(x)=Í_—ll vboděx= 1;

c>f<x>=švmvboaez=+m
d)f(x)=VWšvboděx=o;
e)f(x)= :**—1prox>1,vboděx=1,

f2 —xproxgl;
f)!(x)=x+2pr0xš2,

ix“ pro.x<2;vboděx=2;
g) uůinkd d),e),f)zpřndadu 5tohotočlánkuvbodechx= l a: = 0.
V úlohách e)—g) sestrojte graf ňmkce v intervalu ( —2, 4).

Ve kterém bodě mají daně funkce jednostranně derivace:

a)y= Vac—3—V(—x—1)'; b) y= Vsinx+ Vcos——x,:: e (0, 2);

c)y=V(—x+2)=+1/x——2; d)y=Vx'—+x?Spočtěteje.



*54. Dokažte, že trojúhelník omezený osami souřadnic a tečnou hyperboly

o rovnici xy = %-a2 má konstantní obsah..
*55. Podle definice odvoďte vzorec pro okamžitou rychlost a zrychlení pohybu,

jehož zákon dráhy je s = aiz, kde s je dráha, kterou těleso proběhne
za dobu :.

56. Podle výsledků předchozí úlohy najděte rychlost a zrychlení pohybu,
jehož dráha závisí na čase výrazem:

a) s = so + ct + %gt2 ; b) s = c . e—M.Najděte i sílu, která pohyb
způsobuje. [Návod: F = m . a.]

57. Těleso s hmotnosti 10 kg se pohybuje po přímce podle zákona dráhy
s = 1 + t + za, kde s je dráha měřená v metrech, : je čas měřený

v sekundách. Jakou kinetickou energii v joulech E = Š—mvz)bude mít
toto těleso na konci páté sekundy počínaje od : = 0?

58. Těleso se pohybuje nerovnoměrně podle zákona dráhy s = 2:3 — 3
(s v metrech). Určete jeho rychlost v metrech za sekundu po 10 sekun­
dách pohybu, počínaje od : = 0.

l*59.| Derivujte jako funkci složenou y = (2x3 + 3)3.

Řešení

Položme 2x3+ 3 = u. Potom daná funkce nabude tvaru y = ua.

Derivujeme-li ji podle proměnné u, dostaneme % = y'„ = 3u2.

d_y: 92 . du
Derivací y podle x je možno psát a . Podle toho v našemdx

případě d_y= y; = 3142. Ě = 3(2.1cs+ 3)2 . 6x = 18:c(21ca+ 3)2.dx dx

*60. Jako funkci složenou derivujte podle ::
a)y=(1—x)3; b)y=(x“—2)“; C)y=(x“—6x“+7)3;

l
d)y=(x—l)(x—2)2(x—3); e)y=a, __xz

l

.,

*61. Jako funkci složenou derivujte (pokud existuje derivace dané funkce):
a)y=V1+x2; b)y=Va*—x2;c)y=le+x3;
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, a>0;::2 l

d>y=<x—V1—x=>= e>y=(l—_+—x)„;f)y=]—/—1Ě;

s)y= „50­l

x+Vm,
*62. Určete první derivaci funkce (pokud existuje):

*63.

_ 1
a)y= +;1)Vx2+1 b) y= Vx+VŠ C) y=em;
d)y= l(n+_(x+V1+x“);e)y= ln(x.sinx.Vl—x*);

—sinx . la
f)ln 1—.+smx=y, g)y=1nlla
Derivujte složené funkce:
a)y= (3x*+l)“; b)y= (xz—2x+2)3; C)y= (3x—2)2(x++1);

1 .

d)y=xV2.sinx; e)y=3cos'x—cossx;f)y=ís1n3x—

—%-sin“3x; g)y=cosxV1+sin3x; h)y=ll—ssino3x —
1

—2=4—.sin3 3x.

64. V rovnici paraboly y = x* + bx + c určete hodnoty koeficientů b, c tak,
aby graf této paraboly se dotýkal přímkyy = x v bodě :: = 2.

65. Jaký vztah má platit mezi koeňdenty p, q, aby se kubické parabola, jejíž

67.
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rovnicejey=x3+px+q,dotýkalaosyx?
Hmotnost 171tuhé látky rozpuštěné v kapalině závisí na čase : podle
vztahu m = mo(l —$"“), kde m., je hmotnost látky potřebné k na—
sycení roztoku, k je kladná konstanta. Dokažte, že rychlost rozpouštění je
přímo úměrná množství dosud nerozpuštěné látky.

Z bodu M = (—2,2)veďte tečny ke křivcey = x + % .
[Návodz Souřadnice dotykových bodů tečny na křivcenechť jsou T,=
=—(x1,y1), T2= (za, y,). Směrnice tečny v bodě T1je k= ]"(1:1).Tato

směrniceje současněsměrnicípřímky MT„ tj. k =y1—+ 2.2 rovnosti
obouvy'razůprokazpodmínky,žebod Tlláinadaněkřivce,plyne:

ži+2=l_x_š, y1=x1+;;. Odtudřešenimxl=l,y1=2;

xí = —% ,yí= —2,5,a tedy k1=0, kí =. _3_ Rovnice hledaných
tečenpakisou: :, Ey —2 =0, :, E)) = —3x—4.]



88. Z bodu N 5 (0,0)veďte tečnyke křivcey = x* + 3x + 2. Řešte početně.

69. Ve kterém bodě paraboly y = x2 —2x + 5 je nutno vést tečnu, aby byla
kolmá k ose lichých kvadrantu?

70. Pod jakým úhlem seče a) hyperbolay = l parabolu y = VŠ;

b) parabolay= V2xparaboluy = x*:2; J:c)y= sinx,y= cosx;
d)y = x* x =—y?

71. Určete vzdálenost vrcholu paraboly y = 1:2— 4x + 3 od tečny sestro­
jené v průsečíku této křivky s osou x. Sestrojte parabolu i tečnu.

72. V jakém úhlu pratíná přímkay = % křivkuy = cos x?
*73. Napište rovnici tečny paraboly y = 2 + x — ::2 rovnoběžné s osou

prvního kvadrantu. Určete délku její subtangenty a subnormály.

74. Ve funkci y = x3 + 315:2+ cx + d určete koeficienty c, d tak, aby se
daná křivka dotýkala osy prvního a třetího kvadrantu v bodě :: = 2.
[Návod: Směrnice tečny f'(2) = 1.]

75. Vlak se rozjíždí ze stanice pohybem vyjádřeným rovnicí : = az2+
+ bt + c a po uplynutí jedné minuty dosáhne rychlosti 60 km/h. Jak
velkou vzdálenost ujede, než této rychlosti dosáhne? Jaké je zrychlení
onoho pohybu?

*76. Těleso sjede po naklončné rovině 50 m dlouhé m 10 s. Předpokládáme—li,
že dráha je kvadratické funkce času a že počáteční rychlost tělesa je
rovna nule, jaká je jeho konečná rychlost?

77. Rychlík jedoucí rychlostí 90 km/h má mbrzdit tak, aby se zastavil na
vzdálenost 1 km. a) Po jaké době se zastaví? b) Stanovte jeho rychlost
vždy po 10 8 od okamžiku, kdy začal brzdit.

78. Těleso vržené svisle vzhůru (ve vakuu a při malých rychlostech i ve

vzduchu) se pohybuje podle zákona dráhy s = c . t —ígtz' kde z je
čas, s je dráha, c dana počáteční rychlost, g je tíhové zrychlení (g =
= 9,81 m/sa). a) Určete rychlost tělesa v čase :. b) V kterém okamžiku
a ve které poloze je rychlost tělesa rovna nule? Jaký to má fyzikální
význam? c) S jakou rychlostí a ve kterém okamžiku dopadne těleso
na místo, ze kterého bylo vrženo?

79. Raketa se pohybuje po určitou krátkou dobu přímočaře podle zákona
2 .

s = 3 sm 1125+ s„. Určete zrychlení tohoto pohybu na kond první
sekundy (: je udáno v metrech, s(,= konst., : je čas měřenýv sekundách).
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*80. Těleso se pohybuje přímočaře, přičemž : = VE (k je konstanta). Do­
kažte, že je to pohyb zpomalený a že zpomalení a je úměrné třetí mocnině
rychlosti v.

81. Kolo setrvačníku se rozbíhá tak, že úhel otočení je úměrný druhé moc­
nině času. První otočka trvala 8 sekund. Určete úhlovou rychlost po
32 sekundách od počátku pohybu.

82. Pohyb tělesa vrženého šikmo danou rychlostí c pod výškovým úhlem a:
lze rozložit ve dvě složky, z nichž jedna je vodorovná a má velikost

ct cos az,druhá svislá ct sina: — Š—gta. a) Dokažte, že křivka, kterou

_gx*_
24:2cosaa '

b) V jaké vzdálenosti od počátku dopadne těleso zpět na zem? Jaká' je
největší vzdálenost vrhu při dané rychlosti c?

těleso opisuje, má ve vakuu rovnici y = :: tga —

*83. Okamžitá výchylka x tlumeného harmonického pohybu je dána vzorcem
:: = Ae'“ sin (at + b), kde : je čas, A = 0 amplituda, k > 0, a = 0,
b jsou konstanty. Vypočítejte rychlost i zrychlení tohoto pohybu v čase t.

3. PRÚBÉH FUNKCE, MAXIMA, MINIMA

lUrčeteprůběhfunkccy=x3+%.
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Řešení

Průběh (graf) ňmkce y = f(x), spojité v bodě ro, určujeme po­
hodlně podle hodnoty směrnice její tečny v uvažovaném bodě. Směr­
nice tečny křivkyy = f(x) v bodě ::0je y' = f'(xo) = tg a. Podle toho,
jaké hodnoty nabývá tato derivace v daném bodě, rozlišujeme případy:
a) y' > O, tj. tga > 0, což znamená, že úhel tečny sevřený s osou +x
je osn-ý, funkce pak v tomto bodě je rostoucí. Je—liy' > 0 v celém inter­
valu I, je funkce rostoucí v celém tomto intervalu. Obrácená věta neplatí.
b) y' < 0, tj. tga < 0 znamená, že úhel tečny s kladným směrem osy ::
je v daném bodě tupý a že tedy funkce v tomto bodě je klesající. ]e-li
y' = tga < 0 v celém intervalu I, je daná funkce y =f(x) klesající
v celém intervalu I. Obrácená věta opět neplatí.
c) Je-li v některém bodě 10GI funkce y = f(x), f'(xo) = 0, je v tomto
bodě tečna dané funkce rovnoběžná s osou :: (proč?) a funkce y = f(x)
může v tomto bodě nabýt extrémní hodnoty. Největší (lokálního maxima)
tehdy, platí-li mimo f '(xo) = 0 v okolí bodu x., jeětě f'(x) > 0 pro



x < 1:0 & f'(x) < 0 pro : > xu, nejmenší (lokálního minima), když
f'(xo) = 0 a současněv okolí bodu :o f'(x) < 0 pro x < :o a f'(:) > 0
pro :: > ::O.
Při vyšcdování průběhu daně funkce zjistíme nejprve její průsečíky
s osou .r, tj. hodnoty proměnné :, pro něž je y = 0. Je tedy

xa+š=xs(l+%)=0, xl'a'a=o,x4=—4.
Protože tato funkce je definována *!
pro všecka :: a je v celém oboru
spojitá, existuje v každém jejím
bodě derivace: y' = 3x11+ x*.
Podle pozn. c) může lokální extrém
nastatjentehdy,kdyžx'(3+x)= 0,
Ú-pro x1_,=0 &= “313“
extrém to bude, to záleží na zna­
ménku funkce v okolí těchto
bodů. Protože y' = x'(: + 3) je
kladná pro všecka :> —3, je
v tomto intervalu daná funkce
rostoucí. Klecajíd je pak v inter­
valu (—oo, —3). Proč? (Obr. 16.)

Závěr:Funkcey =xa+%je
rostoucí v intervalu (—3, 00), kle­
sající v intervalu (— co, —3).
V bodě x=—3mátedyloká1ní
minimum (—6,75). V bodě :: = 0 Obr.ls
extrém nenastává. Není tedy zřej­
mě podmínka f'(xo) = 0 pro existenci lokálního extrému funkce y =
= f(x) v bodě :o postačující.

85. Ve kterých intervalech proměnné : jsou daně funkce !. rostoucí;
2. klesající:

l 1:

a)y=lxl; b)y=—; <=)y=c08|xl;*d)y=cos;;
e)y=x+sinx; f)y= logx+3ř

86. Rozhodněte, zda daně funkce jsou rostoucí či klesající nebo mají v uve—
deněmbodělokálnlextrěm:
a)y=2x2—x' pro az)x=l; B)x=0; y)x=2;
b)y=1ř——6x'—4pro: a)x=3; B)x=0; y)x=2;

2x
C)y=É-T*Pm: a)x=0; B)x=2; „!=—l;
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a

d)y=|/x2—l vbodě'a)x=8; B)x=0; y)x=—l;
e)y=sin2x—l vbodě a)x=%; B)x=%; y)x=0;

ó)x=—;12
cosx Tť, _ “. __Ž­

f)y=m—x vbodě a)x=í, B)x——;, 70x— 6?
10 '" "

g)y=m VbOděa)x=1ťš B)x=—Š7)1=_4"
87. Určete souřadnice vrcholů parabol a načrtněte přibližně jejich grafy

v daném intervalu proměnné x:
a)y=3x3—2,xe(—2,2);
b)y=(x—3)*+9,xe(2,5);
c)y= x3—6x+7,—3;xg3
d)y=2+8x—x2, —1Šxg9;
e)y=8x—xa,0<x£9.

88. Určete interval, v němž je daná funkce rostoucí nebo klesající, spočítejte
její lokální extrémy a načrtněte její graf:

a>y=3x5—5x=;b)y=x=+3xz_9x+1, „Př—129%;
33- _ :—. _(x+3)=.

d)y=É' e)y—x+2V x, f)y—(x+2)2,
l/ - . cz+e—zg)y= l—Cosx; *h)y=x+81n2x;1)y=_—.2 ;
lnx

i)y=—.
89. Určete lokální extrém dané funkce, interval, v němž je funkce rostoucí

či klesající a načrtněte její graf:
a)y=x3—3x2—9x+27; b)y=2x3+3x2—12x—20;
c)y=x3—6x2+7; d)y=2x2—x“.
[Návod: Souřadnice aspoň jednoho nulového bodu lze najít zkusmo.
Pro první náčrt grafu funkce použijte nulových bodů a bodů, v nichž
nastává emém.]

90. Dokažte, že funkce:
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a) y : ax + b je rostoucí v celém definičnímoboru pro a > 0 a klesající

pro a < 0; b) y = x2 —3x + 2 je rostoucí v intervalu (—00, %)



a klesající v intervalu (%, oc) ; c) y = 3x -—::aje rostoucí pro -—1<

< :: < ], klesajícípro xe(—oo, —1)U(1,00); d) y = m je
rostoucí a klesající v témž intervalu jako funkce v případě c).

91. Vyšed-te průběh (i souměrnost a chování funkce v krajních bodech
definičního oboru) a načrměte graf funkce:

1

a)y=3x.—x“; b)y=l+x2—0,5x'; c)y=———1_x2,

92. Vyšetřte průběh funkce:
a)y=(x+l)(x—2)*, b)y= x3+6x2—15x;c)y= Vs—inxa;
d)9y=x3—6x2—15x+64, e)y=13— 2x2—x+2

93. Určete průběh funkce:

a)y=x.V;; b)y=4x—i;; c) y=—xž—x2—3x;3
a=/—' :i— l ' : l.d)y 1x3, e)y ; l_I,f)3r x+x

94. Načrtněte graf funkce:
z“ ]

a)y=x*(x3—4); b).?y='2—+;5 c)y= _21)_——'25&x* .

d)y=x—_—2-;e)y= l+x2' f)y=smx+cosx.

ss. Dokažte,že lineární lomená funkcey = Zig, kde anno, est o,
a = kc, nemá lokální extrém v žádném bodě svého defin. oboru.

] 96. Na kružnici o rovnici ;? + y' —2rx = 0 najděte bod, v němž rovnoběžky
s osami souřadnic omezují s těmito obdélnňt maximálního obsahu
(r > 0, libovolné).

Řešení

Kružnice y„ = 2rx —.1:2má střed S E (r,0) na ose :. Vrchol obdélníka
ležícího na kružnici nechť má souřadnice x, y. Jeho obsah ie P = ay,
kde y= V2rx —x*. Potom P = xVer — = V2rx —J:2+

_x_(—27—2x) =2rx —x3+x(r—x)T . Z podminkyroextrém,
21/2—rx—::3 V2rx —::2 p

P' =0,vyplýváx1=0,y1=05xa= ír
2
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Závěr: Vrchol hledaného obdélníka je A 5 (__r, 211/3) , jeho

obsahje P =ŠAVŠ.

97. Kouli o poloměru r je vepsán kvádr se čtvercovou podstavou maximál­
ního objemu. Určete jeho rozměry. [Návod: V : x*z, ::a + 2x2 : 413.1

*98. Bodem M E (3,6) je vedena přímka tak, aby trojúhelník vytvořený
tou přímkou a jejími úseky na kladných poloosách měl nejmenší obsah.
Napište její rovnici.

99. Šedesát metrů dlouhým pletívem se má ohradit obdélníkový výběh pro
slepice, jednou stranou přiléhající ke stěně stavení. Jaké rozměry musí
mít výběh, aby měl co největší obsah? Sestrojte graficky závislost obsahu
výběhu na šířce oplocení.

100. Na rohové trojúhelníkové parcele s přeponou 8 m a s úhlem 60“ má
být postavena chata s obdélníkovou podstavou. Jaké musí být rozměry
základů budovy, aby zastavěná plocha byla co největší?

101. Z lepenky tvaru čtverce o stranách a cm se mají v rozích vyříznout stejně
velké čtverce a ze zbylé části se ohrnutím získá krabička tvaru kvádru.
Jak velké musí být strany odříznutých čtverečků, aby objem krabičky
byl co největší?

102. Kolikrát je větší objem koule než objem největšího válce, který je té
kouli vepsán?

103. Z válcovitého kmene o poloměru r se má vytesat trám co největší nos­
nosti. Jaké rozměry musí mít průřez trámu, je-li jeho nosnost dána
vztahem y = ks . vz, kde k je konstanta, : je šířkaa v výška průřezu?

104. Určete rozměry válcové silážní jámy, jejíž objem je 27 ma tak, aby na
vyzdění její stěny a dna bylo třeba co nejméně materiálu.

105. Na válcovou konzervu se smí spotřebovat 5 drn2 bílého plechu. Jaké má
mít konzerva rozměry, aby měla přitom největší objem?

106. V kuželovité věžičce o poloměru podstavy r a výšce 9 je třeba zřídit
válcovitou místnost maximálního objemu. Jaké bude mít rozměry?

*107. Průřez odpadového kanálu má tvar rovnoramenného lichoběžníka. Jeho
hloubka je h dm, obsah průřezu P dmř. Jaký bude sklon bočních stěn,
jestliže náklad na vyzdění kanálu při daných rozměrech má být mini­
mální?
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*108.

109.

110.

111.

112.

*113.

l 14.

115.

116.

K osvětlení 2 b metrů široké ulice se má nad jejím středem zavěsit
svítidlo. V jaké výšce musí být lampa, aby okraj silnice byl co nejvíce
osvětlen?

Nad suportem soustruhu je zavěšen světelný zdroj svítivosti I.
V jaké výši má být zdroj, aby osvětlení lože soustruhu ve vzdálenosti d

od suportu bylo co největší? C F C
Půdorys kravína má mít tvar obdél­
níka o daném obsahu P, přičemž
vnitřní prostor má být rozdělen příč­
kami na tři nestejné části (obr. 17).

Přitom AF = % AB. Náklady na 6 H
délkový metr vnitřní stěny jsou jen

Šnákladů na délkový metr obvodo­
vého zdiva. Jaké rozměry musí mít
půdorys kravína, aby stavební ná­
klady byly co nejmenší? [Návodz
Položte AB = x, k je náklad na běžný metr vnější stěny, y je celkový
náklad.]

Ze čtyř stejně dlouhých stanových tyčí délky a metrů se má postavit
stan se čtvercovou podstavou a největším uzavřeným prostorem. Určete
délku strany podstavy ;, výšku stanu y i velikost Stanového prostoru.

Jaká je výška kužele maximálního objemu, je-li vepsán kouli o polo­
měru r?

Dvě chodby široké 2,4 m a 1,6 m se protínají v pravém úhlu. Jaký nej­
delší žeka lze ještě ve vodorovné poloze přenést z jedné chodby do
druhé?

Denní náklady při plavbě lodi sestávají ze dvou částí:
a) z konstantní části a Kčs, b) z proměnné čásu', jejíž velikost je přímo
úměrná třetí mocnině rychlostí plavidla. Pro kterou rychlost lodi bude
doprava nákladu nejekonomičtější?

Dva body A, B ležící na opačných březích potoka, jehož šířka je d metrů,
jsou spojeny pěšinami AC a BD a lávkou kolmou k oběma břehům
v bodech C, D. Určete polohu lávky tak, aby cesta z A do B byla co nej­
kratší. [Bod A je a metrů a bod B je b metrů vzdálen od břehu potoka.]

Po přímé silnici od místa A do místa B jde chodec rychlostí 1,5 m/s.
Ze kterého místa X na silnici musí odbočit, chce-li se dostat za nejkratší
dobu přes pastvinu do místa C, ležícího od silnice stranou ve vzdálenosti

A » f' 6

Obr. 17
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b? Rychlost chodce přes pastvinu je 1 metr za sekundu, vzdálenost AD
je a metrů. [D je pata kolmice z bodu C na směr AB.]

117. Z plechu tvaru kruhu o poloměru 7 se má vyříznout kruhová výseč
a svinout v plášť kužele. Jak velký musí být středový úhel svinovaného
plechu, aby objem kužele byl co největší? [Návod: Uvažte, že obvod
podstavy kužele je roven oblouku výseče, tj. 27tg = mp.]

118. Určete číslo, jehož dekadický logaritmus se nejméně liší od jeho druhé
odmocniny.

119. Určete:
a) největší; b) nejmenší vzdálenost bodu A = (3,4) od kružnice o polo­
měru r = 2 se středem v počátku.

120. Určete rozměry kvádru se čtvercovou podstavou, jehož povrch má velikost
P cm2 a jehož objem je maximální.

121. Ze všech rovnoramenných trojúhelníků o daném obvodu má rovnostranný
trojúhelník největší obsah. Dokažte. [Návod: Užijte Heronova vzorce.]

*122. Ze 72 monočlánků, Ue = 2 V, Ri = %Q, je sestavena baterie. Kolik
článků za sebou a kolik článků vedle sebe je třeba zapojit, aby tato
baterie dávala co největší proud, je-li vnější odpor vedeni R = BQ?

123. Spodni okraj plakátu je a metrů nad výškou očí pozorovatele, jeho horni
okraj b metrů nad výškou očí pozorovatele. Ze které vzdálenosti od stěny
je vidět plakát v maximálním zorném úhlu?

[124.| Určete absoluml extrémy funkce f(x) = J:“+ % v intervalu (—4,l).

Řešení

f(—4)= o, N) = % .

Protože je daná funkce spojitá, má v každém bodě definičního oboru
derivaci. (Viz př. 84.) Extrém nastává v bodě (—3,—6,75). Pro :: < —3
je y' < 0, pro :: > —3 je y' >O. V tomto bodě (—3,—6,75), který
patří do vyšetřovaného intervalu, nastává absolutní minimum. V bodě

a: = 1 nastává absolutní maximum, a to % .

125. Stanovte absolutni extrémy dané funkce v daném intervalu:
a) y = 41:—x2, xe (0,3); b)y = :::a+ 6x2+ 915,ze (—3,—1);
C)y =* —2x2+ 5, xe (—2,2>; d)y = V100—x*; xe (—6,8);
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x—l . 11: T:

c)y=—x—_*_—l,xe(_la4>;f)y=sm21_x;xe<— —2_,?>;

g)y =2tgx —tg5x,xe(0,%) .
126.Řečterovnici:a)x3+6x*+6x+5= 0;

b)x'+2x3+2x3+2x+l=0;
c):s—3x4+3x=+x=—4x+2=o,
d):4—4x8+5x=—4x+4=0,
e) 35—3x'+3x'—5x3+ l2=0.

[Návod k b): Má-li rovnicef(x) = 0 celočíselnýkořen, musí tento kořen
být dělitelem absolutního členu funkce f(x). Pro nás tedy může být
kořen jedno z čísel —l,l. Je to :: = —1, protože f(—l) = 0. Je—likořen
vícenásobný, musí být kořenem i rovnice f(x) = 0, tj. 413 + óar:2+
+ 4x + 2 =f'(x) = 0. Platí ['(—l) = 0, a proto :: = —l je dvoj­
násobným kořenempůvodní rovnice. (f"(—l) $ 0, není proto kořenem
trojnásobným.) Je tedy: (x + 1)3. (x“ + 1) = x“ + 2x3 + 2x2+ 2x +
+ 1 = 0-1

127. Určete počet reálných kořenů dané rovnice a uveďte interval (a, a + 1),
kde a je číslo celé, v němž kořen ie: '
a)x3—3x*+6x—l=0; b)x'+3x2—x-—2=O;
c)x'+2x'—6x+2=0; d)15+5x+l=0.
[Návodz Viz učeb. pro 3. roč. SVVŠ, větev přírodovědná.]

128. Podle věty Lagrangeovy o střední hodnotě určete pro danou funkci f(x)
5510 66 (a, 5), Pro které ie f(b) —f(a)= (b —a)f'(c )=
a) f(x) = x* —4x + 3, interval (0,3)5 b) f(x) = x* + 7x2— 36,

interval (—3,2); c) f(x) = x + %, int. (1,9); d) f(x) = sin %,

ce<o, %>; *e>f(x>=1osx,a=%,b=z.

[Návod k e): je) = —10g2, f(2) = log2, f'(c) = c—llgÝJ;

l 2__1__ _ 3 _3.loge
clglO( 2)' c_4.lg10.log2—4.log2']

129. Dokažte pomocí věty o střední hodnotě, že pro všecka čísla reálná :: a y
Platí Isin: —sinyl ě |x —y|

130. Pomoci věty o střc_dníhodnotě určete přibližnou hodnotu:
a) log 99; b) V101; c) cos 590; d) sin 290.

log2+log2=
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[Návod !( c): 59o < c < 600; cos 590—= —2+ 18—0'sm c, protože 450<

<c<60c',jel—/2£<sino:<l/Ž,2 —+Ž—V2<cos590<—2+1š—V31
131. Letadlo na trati Praha—Moskva létá průměrnou rychlosti v = 750 km/h.

Pomocí věty o střední hodnotě dokažte, že existuje okamžik, v němž
toto letadlo má okamžitou rychlost 750 km/h.

4. INTEGRÁLNÍ POČET

a) Neurčítý integrál

132. Pro rychlý a bezpečný výpočet integrálů elementárních funkcí je dobře
znát zpaměti hodnoty níže uvedených integrálů a vzorců. (V závorce
jsou uvedeny intervaly, ve kterých integrály existují. Pro stručnost zápisu
jsou integrační konstanty všude vynechány)

xn+1

fx"dx = m , [n= —'1,xe (—00,00)];
[d:/: = :, [xe (—00,00)]; [a dx = ax, [xe (—oo,oo)];

d::

J“; = ln |x|, (xe (=oo, 0) u (o,oo>1; few = ez,(xe (==, con;
Isinxdx = —cosx, [xe (—00,00)];
jcosxdx=sinx,[xe(—00,00)]š

dx 'n:

fcos*x=tgx' [cosx9é0,x=,éí+k1r, kcelěčíslo];

!% = —-cotgx,[sinx9é0,x9ékrt, kceléčíslo];
f'_(x)
f—(x)dx=1n|frx)|, f(x)$ o

jaf(x) dx = a . [f(x) dx, (a je libovolné číslo);
llf(x) d: 3001dx = [f(x) dx i ldx) dx.
O správnosti se přesvědčte derivováním primitivní funkce.

É Vypočtěteneurčitýintegrálfukce y = ___(Vx'jD',
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Řešení

Danou funkci si nejprve upravíme na algebraický součet funkcí
(pokud je to vůbec možné), jehož integrály známe:

y=ťLl/xat—l =x5+2V;+;lc—, pokudx>0. Integrálsoučtu
funkci je roven součtu integrálů jednotlivých funkcí, a proto

1 1

j(x2+2.x2+x“1)dx=jx2dx+Ihaů+f%ů.
.. :::a

Podle uvedenýchvzorcu je fx“ dx : ? + C:,

1 % xLS 4 _ ]

[2x2dx=2'[xdx=27+c2 =íVr3+szfídx=lnlx| +63­

Potomf(xa+Víx+%)dx=xa+%j/F+ln|xl+c,?
kdeC=c1+ca+c,.

Zkouška správnosti výsledku:

Derivace primitivní funkce musí být rovna funkci dané:
:; _ ' _

[,;—+Š—Vx“+ln|x|+C]Lx2+2Vx+%,

3x3 4 3% 1 ., 2 — l?+í.íx +í+0=x +2Vx+_x')

x3+2V;+%=x*+2j/;+%,prox>0.
Oba výrazy jsou si rovny, výpočet neurčitého integrálu je tedy správný.

134. Metodou přlmé integrace, tj. pomocí vzorců z úlohy 132, určete zpaměti
hodnoty neurčitých integrálů:

a) Max; b) j—nxdx; c) j'(ax+b)dx; d) Išdt;

e) 3—2dt; f ) _ju du; g) [ 31:2"+1dx. Proveďte vždy (i ve všech dalších

ůlohách) zkoušku správnosti řešení.
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135. Řešte zpaměti:

a) !(2x—x—2)dx;b)!(l —x=+x—=)dx;off; —$)dx, neo;
d) [(Zx"—3x+2)dx; e) _[(x'—4x=+ 3x2—2)dx;
f) IFO _ x*)dx.

136. Stanovte:

137.

138.

1„.
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a) „H+ _)dx, b)!( vil/l;)dx; c)sz3—Vz_dt;

©!;,—f(—)
*f)f(vllTxa+Š'1—láž)dx'
Vypočtěte:

8) J-(Vx+Vx)dx, mj.—IT: dx; C)J.(V__lx_VŽ) dx;: — 1 x—

d)f——dx, e) f(————_)dx;DIZ _Í/F xVx Vradx
Stanovte intervaly proměnné J:, pro které jsou integrované funkce
definovány, ; ověřte správnost výpočtu integrálů

Vypočtěte integrály:
_ 2

a) It“—řád:; b)„:?:—3%) dr;

C)! (1/z—31/5:+2)adt, d) „VL—47—_:V'- —t)dt;

e) Mk.I/1.0" —_l)d:.
Vypočtěte:

a) f(sinx + tgx) dx; b) f(ez —2sinx) dx;
(mm“ . 1 _

C)Í(1+Sín1)(l—sinx)“i)-ímá,



*:: sina:

h) fl+cos2xdx
[Návodz d) čitatele nahraďte výrazem sinzx + cos2::; f) užijte dvoj­
násobného úhlu; h) jmenovatele rozložte na sin“ x + cos*:: + cos2x —
—sin2x.]

140. Určete:

£ _ž * e—1

a) !(e2 + e 2) dx; b) ; c) fez(l + ?) dx

c" d„ ( ! )dx a>0 br,:é—cc$0&me *C)Í““'x+ez ' * ' '
[Návodz d) rozšiřte zlomek čtyřmi.]

*141. Vypočtěte integrály:

a) I(——x_2)„ b) .í (1 —x)5dx, c) f(ax+ b)"dx, nčislo přirozené,

e) fm_s—ccos2xdx; f)Isin*xdx; g) f2cos—2x+sin—“x)dx;

d)jm dx; e)fm , :::,áa,nčíslopnrozené;

f) ! e" dz; g) JÍ/so _ 3x dx (a, b čísla reálná).
[Návodza)nahr_aďtex—2=;,potomdx=dt;b) 1—x=t,dx=
= —dt, atd.]

|1_42_'|OVěřtCderivováním Správnost vzorce “;;—((de

Vypočtěte pak integraly:
COS:: 2 l

a) —.——d.a:,ac9fík11:;b)J_3x—_ldx, H,?

= ln lf(x)|, f(x) $ 0—

sm ::

Řešení

a)J1.——J:'dx je integrál typu ;Ě-i-Šdx = ln |f(x)| + c,

neboťčitatel)e roven derivacijmenovatele,tj. [(;—?:;dm
W—Údnlnlsinxl+c, xqékn

sm :: _
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Zkouška správnosti řešení:

(ln Isin xl + c)'= s—i111xcos : = cotg x, pro x = kn, kde k nacelé číslo.

f' (x) . (3x — l)' _
b) Upravimesidanýzlomeknatvar f(x) , t). k. 31:_ l _

=3x l . k. Toho“yemožno dosáhnout znásobením původního zlomku
. _ . . 2 2 3

2

=3J—Š—x3—ďdx=—ln|3x—l|+c,prox=—.
Přesvědčte se o správnosti řešení.

143. Vypočtěte integrály (pokud existují):

a) _l_dx. b) _1__dr c) —21—dx-d) &­
fx+3 ' Íz— ' [x*—l * f2x+5'

smx 3x2—l

e)_[l+cos——Jn:(1Jrt.)_Í1:c22ŽJ\:+í—»'dx,gif—_ —x+2dx

_ sinucosud “_ *. _“)%+—1 i-)J'———u, of:—„Hagana,

*mímdz; 1)f“ ;1) dl; m)fl—fízdx
b) Určitý integrál

144.Vypočtěte:

a)!zxadx,b);fxmdx;0<a<b, maté—l,of? ,0<a<b;
11: [na

d) sinzdt; e)
„f

2

E
3 n

coszdt; f) fain—zd“ g) f(l—cosx)dx;
%vlak.—..a,

?

h) fcos“ % dx
0

[Návod pro h): Užijte vzorce pro poloviční ůhe1.]
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145. Řešte:
3

a) fx(1+1/š) dx; b) f(a — 2x _ xz) dx; c) f(xz — 6x —-16) dx;
1 —2 _1

a 3_

d)f%,a>o; “fólií/gd“ f)Jž(Víí—Ě)dx1 2 ].

líci—6:1Podle Riemanovy deňnice určitého integrálu řešte:
3 2 2 5 3

a)f1,5xdx; b) f(x+1)dx; c)szdx; d)j(x—1)2dx; e)jezdx.
2 0 0 2 0

Řešení

&) Interval (2,3) rozdělíme na 71stejných dílků velikosti %. V konco­
vých bodech těchto dílků si myslíme sestrojeny druhé souřadnice
a spočtcme obsah obrazce omezeného osou x, grafem funkce y = 1,51:
a druhými souřadnicemi koncových bodů intervalu (2,3) jako společnou
limitu součtu obsahů „vepsaných“ a „opsaných lichoběžnlků“ pro
71—>00. Načrtněte si situaci.

Pro součet obsahů „vepsaných“ obrazců platí :

1 1 1 1

P,=;.1,5.2+í.1,5.(2+í)+í.1,5.(2+%)+

+335(+" il)­
Pron—>oo:P'1=ši_1_1:oL—Í[2+(2+l_2+)+(%+)_

+<2+t1>1=
l

ŽÉížlz+——2—'("_1)]=

_uml—f[2+—Ž(n—l)]=—11ml,5[—+%:1(—%)]=3,75.n—boo
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Pro součet obsahů „opsaných“ obrazců platí:

2+l+3
P'=1iml—5_" (n—l)=

2 „.mn 2 '

1,5 5 1 _
1.512? líh—„) (" “l—

1,5 s 1 5 1 _=„_.„7'[í"+í—í—2„]—
5

3

] 1,5; dx = 3,75.
2

i_lz7_.|Jestliže funkce y = f(x) je funkce spojitá v intervalu (a,b) a F(x) je její
primitivní funkce v tomto intervalu, pak určitý integrál z funkce y = f(x)

* b

v mezích od a do b (a,b jsou konstanty, a < b) je [f(x) dx = F(b) = F(a).
b &

Jaký je geometrický význam [f(x) dx? Stanovte podle toho obsah obrazce
a

omezeného grafem funkce y = :!:s+ 2, osou :: a druhými souřadnicemi
bodů grafu dané funkce: A,5 (LP), B 5 (3,P).

Řešení

Funkcey= x“ + 2 je spojitá v intervalu (—00,oo) (neboť')e to funkce
racionální celistvá) a je tedy spojitá i v požadovaném intervalu (1,3).
Je proto možno použít pro výpočet obsahu tohoto obrazce určitého
integrálu.

f(ť+2)dx=[%4+2x]Í=3£+2.3—(Š—+2)=
1

Závěr: Obsah obrazce je 24 i“.

148. Určete obsah obrazce omezeného parabolou y = ::a + 2x — 3, osou ::
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a druhými souřadnicemibodů dané funkce: A E(—2,?), B E(3,?).
[Návodz xe (—oo,oo). Graf dané funkce má s osou : průsečíky o sou­



řadnicích x1=1x2 = —3, minimum v bodě :: = —1. f'(—l) =

= 0, f' (— i) > 0, f' (— 3) < 0. Obsahobrazceomezenéhooblou­

kem paraboly a osou :: „pod osou x“ označmePl, obsah obrazce „nad osou

x“označmeP2.PotomP= —f2(x2+2x—3)dx,P2=Řx2+2x—3)dx.
Obsah celého obrazce omezeného křivkou a osou :: v intervalu (——2,3) le
P= P1 + P„.] Načrtněte.

! 3

=__f(x2+2x—3)dx+!(x2+2x—3)dx=
2 —2 2 3=x=:3+Š—3x +Ž+2i—3x =

2 3 2 1

—8 l 1

Obsah vyšetřovanéplochy je 19?3plošné jednotky.

149. Určete obsah obrazce omezeného osou x, grafem funkce a druhými sou­
řadnicemijeho bodů A E(x1,y1), B E (x„ ya) pro:
a)y=x2+x— l,x1= l,x2=3; b)y=sinx,x1=0,x2=n;
c)y=3x—x2,xl=0, x2=35 d)y=x2—5x+6,x1='2,x2=3;

e)y=x2—4,x1=0,x2=2; f)y=x+cosx,x1=0,x2=%.

\lŽQDZpamčti určete obsah obrazce vymezeného danlou křivkou, osou ::
a druhými souřadnicemibodů křivky: a) y = ;,A E(P, S); B E
_ .' _ _ ==£ . _!_
=©a wy—maA_uuB_lťů,dy—mýť

TC , _ __ _
A =(0,?), B = (? ,P), (\n—gy= ez, A =(0,?), B =(2,?),

1 Ví _* =_ = _ :dy 1+£,A_(3J)B_ďad
|151.| Určete obsah obrazce omezeného čárami y = a:3a y = x.

Řešení

Křivka y = ::3 (kubické parabola) ie souměrná podle počátku sou­
řadnic a s přímkou y = :: omezuje dvě shodné plochy. (Načrtněte.)
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Stanovíme nejprve souřadnice průsečíků obou čar. :: = 1:3,:“ —x =
= 0: x(x2_ 1) :O: 1:1= o: 152,3: Íla yl : 0: y2,3: il: ti M E
5 (1,1), N E (—l,— 1). Obsah vyšetřovanéhoobrazce je P = 2031—P2).
?1 je obsah pravoúhlého trojúhelníka, P2 je obsah plochy omezené para­
bolou, osou :: a druhou souřadnicí bodu M. Je tedy celkový obsah plošky

1 41

omezenýoběmačáramiP=[l—ž—l—J'x3dx].2=l—2[%] =o

1 o

=1—2.í=—2—.
.—

Závěr: Obsah vyšetřovanéhoobrazce je P = l jz.

152. Určete obsah obrazce omezeného čárami, jejichž rovnice jsou:
(a)y=x2—x—2,y=0; b)y2=2x+4,x=0; c)y=x2+4x,
ý'=x+4; d)y=x2,y=2—£2; e)y=x2:4,y=2]/x;
f)y=3—x2,y=l+x2; g)y=x3—7x2+10x,y=0.

153. Určete obsah rovinného obrazce omezeného čárami:
a)y=x2,y=1—x2; b)y=x*,y=2—x; C)x2—4x—2y+
+6=0, 2x—y—3=0; d)y2=16x,x2=2y; 'e)y2=2x+ l,

x—y—1=o;f)y=tgx,y=0,x=?
154. Určete obsah plochy, která je omezena: a) oblouky dvou protínajících se

parabol:y= —2x2+8x—3, y=x2—4x+6; b) grafemfunkce
y = sinzx a osou :: v intervalu (0, 210; c) křivkou y = 2sinx —
— sin 2x a osou :: v intervalu (0, R).

II .| Vypočítejte objem kulové úseče, která je částí koule o poloměru r a jejíž
výška je 0.

Řešení

Objem tělesa, které vznikne rotací plochy omezené křivkou o rovnici
y = f(x) s krajními body, jejichž prvni souřadnice jsou xl, x, (x, > x,),

::

kolem osy x, je V = fnyz dx. Rotuje—li plocha omezená obloukem
Zi

křivkyy = f(x) s krajními body, jejichž druhé souřadnice jsou y„y,
(y, >y1) kolem osy y, je objem tak vzniklého tělesa určen výrazem

V­

V = [ “mx2dy.
V!

Jestliže naše kulová úseč vznikla rotací kruhového oblouku ::c2+ y" = "!
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omezeného body s prvními souřadnicemi r — v a r kolem osy x, je její

objem V =njyadx =nj(r2 —x*)dx= uřídit —nfx2dx =
f—U r—v r—v

__ 3

:wnšzx—ar =ď—j—n72(r_v)+n_(r3—v)._—_
f_i)

= T261“ —v). Správnost výsledku je evidentní.

156. Vypočtěte objem tělesa, které vznikne rotací obrazce omezeného čárami
?.

::2 —y"' = 4,y = 3:2 kolem osy y. [Návod: V = 'rtj'(y2+ 4) dy.]
—2

157. Určete objem koule poloměru r, která vznikne rotací kruhu kolem prů­
měru ležícího a) v ose x, b) v ose y.

158. Jaký objem má těleso, omezené plochou, jež vznikne rotací oblouku křivky
a .y2 = :::av intervalu (0,a) kolem osy y?

159. Určete objem tělesa, které vznikne rotaci obrazce omezeného parabolou
y2 = 6x a přímkou x = 3 kolem osy x.

160. Určete objem rotačního tělesa, které vznikne rotací křivky:
a) y2 = 2px kolem osy :: v mezích (0,p); b) bzi:2+ a%2 = a*b2 kolem
osyy; c) :::a-—y2= a2kolem osyyv mezích (—a,+a); d) :::2—y2 = a2
kolem osy :: v mezích (a,2a). [p, a, b čísla kladná.]

161. Určete hydrostatickou tlakovou sílu F na svislé obdélníkové stavidlo,
sahá-li voda do výšky h, je-li šířka stavidla a a hustota kapaliny g. [Návod:
Hydrostatická tlaková síla na proužek stavidla v hloubce :: je dF——
= gx. g. a. dx.] Řešte též pro trojúhelnikové stavidlo šířky a a výšky
vody h. Jaká bude hydrostatická tlaková síla na lichoběžníkové stavidlo
o rozměrech 20 m (horní základna), 10m, v = 6m? Jaká síla bude
působit na spodní polovinu stavidla v prvním pHpadě?

162. Oč se prodlouží vlastní tíhou lano těžní klece stálého průřezu S (9 =
= 7,7 g/cma) dlouhé 3 000 m, je-li jeho modul pružnosti E = .

1 .

. 105N/mmz. [Návod: Prodloužení I' = G =gS (l — x)g.]
G dx
ES '

0

163. Jakou práci je třeba vykonat, aby těleso hmotnosti m bylo dopraveno
. . . mM

do výšeh nad povrchZemě, jejížpoloměrje R? (F —n m .
164. Válcová nádoba o průměru podstavy d : 20cm a výšce 0 = 80 cm
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je naplněna plynem tlaku 7 600 torr. Jakou práci je nutno vykonat při
stlačování plynu, aby při nezměněné teplotě byl objem plynu polovinou
původního objemu?

*165. Určete práci, kterou vykoná plyn při adiabatickém zmenšení objemu
z V()= 1 m3 a tlaku p0=105N/m2 na objem V,: 10cm3 (x = 1,4).

5. OPAKOVÁNÍ

166. Určete první derivaci funkce: a) y = et sin t — (ln ltl) . tg :; b) y =
3

167.

168.

169.

170.

171.

=(z+1).(2z—1)(3z+2); c)z=Ví(2z2—Ví+1/í);
d)z=Vt+Vt+Vt=.
Určetederivaci:a)y=|xl; b)y=x|x|; c)y= lnlxl;
d)y=l—xprox_£_0,y=e=prox>0.

Určete souřadnice průsečíků grafů funkcí y = %, y=:n:2 a velikost
úhlu, pod kterým se protínají.

Najděte rovnice tečen vedených bodem křivky A = (1:0,yo) ke křivce
2

% = 1; b) y2 = m; c) bodem B(x,y) křivky
a z a

::a + y3 = a3 v průsečíku přímkyy = :: s touto křivkou.

a) V jakých úhlech protíná osu :: graf funkce y = 1:3— x*? b) V jakém
úhlu se protínají grafy funkcí ::2+))2 = 5, x* — 43; = 0?

Napište rovnice tečen vedených k hyperbole o rovnici xy—= 4 v jejích
bodech T =(1, ?),T , =—,(—4?)a Stanovtejejichodchylku.Sestrojtegraf
křivky 1 tečen.

. . 3:2

o rovmcr: a) —2+a

172. V rovnici paraboly y = x2 + bx + c najděte hodnoty konstant b, c tak,

173.

174.
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aby přímka o rovnici y = x se dotýkala dané paraboly v bodě T E (2, P).

Počet baktérií v živném prostředí se zvětší z počátečního množství no
za čas : na 71= noeu, kde k je konstanta závislá na druhu baktérií a na
jakosti prostředí. Jak je možno definovat rychlost rozmnožování baktérií
a jak velká je tato rychlost v čase :?

Stanovte rychlosti, zrychlení a síly způsobující pohyb v případě, že
2

rovnice dráhy. je dána funkcí: a) s = c . e""; b) s = a . %; c) s =
=y =rsinwt.



175. Naložený vagón bto váhy 40 t se pohybuje po svážném kopci na roz­
řadovacím nádraží podle zákona dráhy s = 212+ 3: + 1. Určete jeho
ldnetickou energii po: 3) Sstrvajícím pohybu; b) po 303 trvajícím pohybu.

*176. Pohybuje-li se těleso podle zákona s = a . et + b . e"', je zrychlení
toho pohybu v určitém okamžiku t úměrné dráze, kterou těleso do té
doby urazilo. Dokažte.

177. Těleso se pohybuje podle zákona dráhy daného rovnicí: : = a + bt +
+ cia. Dokažte, že síla, způsobující jeho pohyb, je konstantní.

*178. Dráha tělesa padajícího volným pádem ve vzduchu zagpředpokladu, že—kt_

odporvzduchujeúměrnýrychlosti,jedánavzorcem:= kg-(t+ e k 1),
kde g je tíhové zrychlení, k je konstanta.
Určete závislost rychlosti tohoto pohybu na čase.

*179. Vyšetřete průběh funkce a načrtněte její graf: a) y = x2 — 3x + 5;
_1+ _ __x(x—1)_ _x2—6x+5

b)y—l_xa, C)y— x+1, d)y_ (x_3)3 '
*180. Daným bodem P_———(a,b) (a > 0, b > O) veďte přímku protínající osy

soustavy souřadnicOxyv bodech M_= (x > 0O,),N =—(0,y > 0). Na­
pište její rovnici, jestliže: a) x + y je nejmenší; b) obsah trojúhelníka
013!je nejmenší; c) :" + y" je nejmenší. (n přirozené číslo.)

181.Stanovteprůběhfunkce:a)y=M;
24

it“—9x

182. Stanovte lokální extrémy funkcí, jejiclhžrovnice jsou:1

a)y=;+lnx; b)y=—+—_;C)y= |x*—1I+l;
:!

d)y=e—z'.

183. Které kladné číslo dává s číslem k k němu převráceným nejmenší součet?

184. Který obdélník o daném obsahu P má nejmenší obvod?

185. Kolik procent materiálu odpadne z kmene válcovitého průřezu o polo­
měru r = 20 cm, z něhož se má vytesat kvádr: a) s pravidelnou pod­
stavou, jejíž obsah je maximální; b) jehož nosnost je největší, je-li
nosnost kvádru určena N = czya, kde c je konstanta, :: vodorovný
a y svislý rozměr?
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186. Do pravoúhlého trojúhelníka vepište pravoúhlý rovnoběžník maximál­
ního obsahu tak, aby jeho dvě sousední strany ležely v odvěsnách daného
trojúhelníka. Jakou části obsahu trojúhelníka je obsah tohoto rovno­
běžníka?

187. Který rovnoramenný trojúhelník vepsaný do kružnice o poloměru r
má největší obsah?

188. Jaké rozměry má obdélník maximálního obsahu, vepsaný do elipsy
baz:2+ azy2 = a*bzř

189. Vypočítejte neurčitý integrál:
__ —4

a) f; Í : dx, a libovolnékladné číslo; b) !(Va—TJ/x) dx, a > 0;
(xm—x"

qí— )dx„;m>0n>0d)fl+m82xdx;

3—V28cotg2x _ smx(QI—_ dx, t.)J\1+3cos:::dgc
*190.Řešte:

a) IV:.xdx; MII/5713 ; c)fx(5x3—3)7dx;

MIV—lí ““ “fvxťxfld“ )ÍV—r—Íssšaďx

*191. Vypočtěte integrály:

:* x* _ 2+3x3 _ it?—a2
“) fx2+1dxš b) L_3dx, c)f1+£ d'“ d) íxz+a=dx'

192. Najděte chybu ve výpočtu integrálu:
"!

a)Ívwdx=íVcos2xdx =.[cosxdx=[sinx]=0;0
0

1 i 1
_4 „13 4 ac3

_ 3 _1
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193.

194.

19S“

196.

*197.

198.

199.

*200.

201.

Stanovte:
1

a)f<sz+1/x)dx- b)Íl+Vy_dy; c) yÍ—gdy;

d) víl/173 dx.

Vypočtěte obsah obrazce omezeného křivkou a přímkou:

a)x=2—y—0y2,x=0; b)y= 4x—x2,y=0; c)y=x(x—1).(x '—2)9y :
Určete obsah obrazce omezeného křivkou:

, , Ti

a) y = tg x, osou : a přímkouo rovrucr :: = ?;
b)y = x3,přímkouy = 8 a osouy; c)y = 2x —xza přímkouo rovnici
y=—x; d)_y=1c2 a přímkouo rovniciy=3—2x; e) y=x2,

2

y =xíapřímkouy =2x.
Najděte obsah obou částí kruhu, které na kruhu omezeném kružnici
o rovnici xz + yz = 8 vymezuje parabola, jejiž rovnice je y2 = 2x.

Vypočtěte obsah obrazce omezeného hyperbolou o rovnici :::2—y2 = 9,
osou :: a průměrem hyperboly procházející bodem M 5 (5,4).

Jak velký obsah má obrazec omezený grafy funkcí:
::a x3

a) y3= 2% x*= 2py; b)y2 =x,y = ?; C):!= 3,3: = xz;
d)y=2—x2, y =ng *e) y=lnx, osou :: a přímkouo rovnici
x=aproa>l; f)y=x2—x,y2=2x.
Jaký obsah má obrazec omezený parabolou, jejíž rovnice je 1:2= 4ay

:“ + 4:13, když a > O.
Vypočítejte objem tělesa, které vznikne rotací obrazce omezeného čárami
o rovnicích: __
a)y—a=Vax, a>0, x=0,y=2a kolemosyx;
b)y= cosx,y= —l kolempřímkyy= —1pro —-rtgx gn;
c)y =2x—x', y =0, kolemosyx;
*d):“+(y—b)“=a3, 0<aSb, kolemosyx.
Určete objem tělesa, které vznikne rotací pravoúhlého trojúhelníka
jehož přepona je přímka o rovnici:

a křivkouo rovnici y_=
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a) y = Š—x,kolem osy J:, pro x 6 (0,6) ; b) y =_%xkolem osy J:, pro

xe (0,v); c) y : „ix kolem osy x, kde ::2—x, = v, xe (x„ 1:2),
r, 0 čísla kladná.

202. Určete objem tělesa vytvořeného otáčením obrazce, omezeného &rami:
a)y=xs,x=0,y=8, kolemosyy; b)xy=4prox=l,x=4,
kolemosy:; c)y2= —a2+x3,y=0,x= 12:1,kolemosyx,a>0.
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XIII. ZÁKLADY STATISTIKY

A POČTU PRAVDĚPODOBNOSTI

I.ZÁKLADYSTKHŠHKY

| 1. | Ve 101 zkoumaných klasech šlechtěného druhu pšenice byl nalezen
tento počet obilek:

Tabulka 1

83 58 80 86 80 77 70 78 82 80

79 80 81 76 82 79 84 81 80 77

82 81 61 85 75 74 80 78 80 82____
75 79 87 84 89 80 79 80 76 97

80 85 74 81 71 81 75 66 84 75

79 80 88 80 79 80 85 92 72 86

78 71 82 79 91 69 80 70 69 79

87 81 78 89 67 89 74 80 81 73

74 78 75 73 85 78 73 76 79 68

91 95 90 92 96 81 82 89 91 95

79

a) Proveďte třídění těchto údajů podle velikosti zkoumaného znaku
(počtu zrn) a vyznačte příslušné četnosti.
b) Stanovte medián, modus a velikost aritmetického průměru zkouma­
ného znaku.

Řešení

8) Thbuum 2

:, 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71

f. 1 — — — — 1 — — l 1 l 2 2 2

x. 72 73 74 75 76 77 78 79 80 81 82 83 84 85

1; 1 3 4 5 3 2 6 10 15 8 6 1 3 4

x. 86 87 88 89 90 91 92 93 94 95 96 97

_n 2 2 1 4 1 3 2 — 1 1 1 1
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Pro lepší přehlednost užijeme pro celé variační rozpětí daného souboru,
tj. pro 97 — 58, menší počet intervalů, např. (57,5; 62,5), (62,5; 67,5) ;
(67,5; 72,5) atd. Hodnoty znaku, které padnou dovnitř příslušného
intervalu, nahradíme jedinou hodnotou, příslušnou středu tohoto inter­
valu, tj. 60, 65, 70, . . . .

Tabulka 3

| x( | 60 65 70 75 so 85 90 95 |

| ;; | 1 3 s 17 45 12 11 4 |

x( znamená zde í-tý interval, jejichž počet je »! < 11,fi' četnost v něm
zkoumaného znaku.

b) Medián je ta hodnota znaku, která leží v uspořádané tabulce právě
uprostřed, tj. hodnota, „nad kterou“ je právě tolik pozorovaných jedinců
jako „pod ní“. V našem případě je to hodnota 80. (Větších hodnot je 16,
menších rovněž 16.)
Modus je hodnota znaku, který se v daném souboru nejčastěji vyskytuje.
V našem případě je to těž hodnota 80.

11

Z x(
Aritmetický průměr je definován i = '=1 , nebo

m

Žxífc'
š=£=1 .Vnašempřípaděx:58+63+66+"'+97=

"' , 101
2 faí-l

__ 58.1+63.l+...+69.2+70.2+...+78.6+...+97.l
101

| Sestrojte sloupkový diagram (histogram) a polygon četností pozorova­
—— něho znaku z úlohy l.
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Řešení

Histogram je horní obrys skupiny obdélníků, jejichž základny jsou
na ose :: rovné šířkám třídních intervalů a jejichž obsahy jsou rovny
třídním četnostem. Obsah histogramu je proto číselně roven rozsahu
souboru. Zvolíme-li šířku třídního intervalu 1, jsou výšky příslušných
obdélníků rovny třídním četnostem. V histogramu tab. 3 je třídní interval
5 jednotek, výšky obdélníků jsou tedy rovny jedné pětině třídních čet­
ností. Viz obr. 18.



Polygon četností je čára, která se skládá z úseček spojujících postupně
středy „horních“ stran histogramu. Polygon četností začíná i končí na
ose x, a to v půlícím bodě intervalů šířky h (jako je šířka intervalů histo­
gramu), které připojujeme na obou koncích histogramu. Čárkovaná
úsečka v obr. 18 značí medián souboru.

' r.­
50­

40-­

30..

20-­

1G—— 4 i_ ___ _
55 515 625 625 725 725 825 825 925 925 100

0br.l8

3. Výsledky měření výšky 74 žáků třetích ročníků SVVŠ byly zapsány
do této tabulky:

Výšky žáků v cm: Tabulka 4 '

í—5174, 178, 183, 168, 163, 175, 178, 177, 169, 182, 188, 176, 177,

178, 184, 185, 170, 168, 157, 158, 174, 174, 173, 171, 168, 170,

172, 174, 176, 179, 179, 188, 186, 181, 180, 169, 172, 174, 165,

164, 156, 174, 184, 182, 181, 172, 176, 177, 185, 181, 178, 175,

170, 168, 180, 183, 183, 181, 180, 173, 175, 177, 179, 164, 161,

172, 174, 178, 184, 176, 179, 162, 182, 177

a) Sestavte tabulku rozdělení četností při třídním intervalu 1 cm.
b) Napište tabulku rozdělení četností pro třídní interval 5 cm.
c) Zobrazte histogram a polygon četnosti pro tabulku z úlohy 3b.
d) Jaký je medián daného souboru?
[Návod: a) Žák vysoký asi 156 cm (tj. vyšší než 155,5 cm a menší než
156,5 cm) je jediný, žák vysoký asi 157 cm také jediný atd. Četnosti
v těchto intervalech jsou tedy 1. b) První interval bude (155,5; 160,5),
jeho střed 158 a skupinová četnost 3, druhý interval (160,5 ; 165,5) se
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středem 162a skupinovou četnosti 6 atd. c) Výšky obdélníků jsou rovny
pětině velikostí zkoumaného u.]

4. Sestavte tabulku rozděleni četnosti výnosu vyšlechtěné pšenice na
24 farmách statniho statku, jestliže pěstitelské podmínky jsou na všech
farmách přibližně stejné.

Tabulka 5

Číslo | Výnos Čislo Výnos Číslo Výnos | Čislo | Výnos
farmy v q/ha farmy v q/ha farmy v q/ha farmy v q/ha

1 44, — 7 45,8 13 37,7 19 40,4
2 42,2 8 51,2 14 42,2 20 45,8
3 36,1 9 40,4 15 34,2 21 37,7
4 33,3 10 40,4 16 28,8 22 35,1
5 41,3 11 43,1 17 36,9 23 42,2

6 46,7 12 57,5 18 36,9 24 41,3 J

5. Šlechtěná odrůda máku byla pěstována na výměře 400 m2. Výnos máku
byl zjišťován v pondech pro každý rna zvlášť. V prvním sloupci tabulky
je uveden výnos v pondech z 1 m2, v druhém sloupci počet m2, na nichž
byl příslušný výnos docílen.

Tabulka 6

Váha v p/m' Počet 111, Váha v p/m“ Počet ma
(rozpětí tříd) (četnost) (rozpětí tříd) (četnost)

22 — 40 1 136 —154 80

41— 59 1 155—173 97
60 — 78 4 174 —192 78
79— 97 12 193—211 21
98—116 31 212—230 4

117—135 69 231—249 2

400

Sestavte tuto tabulku rozděleni četností pro středy intervalů a zobrazte
histogram i polygon četností.

6. U 842 vzorků mléka v krajské mlékárně byla provedena zkouška sušiny,
jejiž výsledky jsou v tabulce 7.
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Tabulka 7

Třídy% 7—8 8—9 9—1010—1111—1212—1313—1414—1515—16

Střed

třídy 7,5 8,5 9,5 10,5 11,5 12,5 13,5 14,5 15,5

Četnost 2 5 12 13 186 461 140 16 7

Sectrojte polygon četností.

7. Zobrazte sloupkovým diagramem růst výroby elektřiny v ČSSR v letech
1962—1971 (v 109kWh).

Tabulka 8

Ukazatel 1962 1965 1968 _1969 1970 1971

Výroba elektřiny celkem 28,7 34,2 41,6 43,1 45,2 47,2

v tom parní elektrárny 25,6 30,8 38,3 40,6 41,4 44,5

vodní elektrárny 3,0 3,3 3,2 3,5 3,7 3,7

spalovací motory 0,1 0,05 0,05 0,04 0,05 0,04

a) Určete podíl výroby parních elektráren na celkové výrobě elektřiny.
b) 0 kolik procent byla výroba elektřiny v roce 1971 vyšší než v roce

1965?
c) Jaký byl podíl výroby vodních elektráren na celkové výrobě?

| 3_ | Zobrazte spojnicovým diagramem na formám 10,8 cm . 6,5 cm záznam— o těžbě kamenného uhlí v ČSSR v letech 1948—1962:

Tabulka 9

Rok 1948 1949 1950 1955 1956 1960 1961 1962 1963

Těžba
v 10% 17 17 18 20 21 24 26 27 27

Řešení

Má-li se celý graf právě vejít na daný formát, musíme stanovit nejprve
modul stupnice (šířku intervalu). Budeme zobrazovat 9 hodnot, šířka
jednoho intervaluje tedy 108mm: 9 = 12mm. Na výšku zobrazujeme
rozpětí 27 t — 17 t = lOt a máme k dispozici rozměr 6,5 cm. Za po­
čátek grafu zvolíme bod o druhé souřadnici 5 mm a potom pro modul
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Tabulka 10

Podíl krajů na průmyslové výrobě v ČSSR v r. 1970(v %) ve vybraných odvětvích

Prům. odvětví I 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

33:82: “M““ 2,4 12,6 2,0 12,1 13,7 15,0 10,5 14,2 8,2 7,7 1,6

Průmysl paliv 4,4 1,8 0,1 7,6 40,3 0,6 4,3 31,9 7,6 1,4 —

Metalurgie _
černých kovů — 15,6 3,5 6,4 1,7 2,4 61,6 0,4 4,7 3,7

Metalurgie _ _ _
barevných kovů — 34,6 5,6 20,4 13,7 0,3 21,1 4,3

Strojírenský a _
kovodčl. průmysl 16,0 14,4 3,8 6,1 6,2 8,7 14,8 14,1 5,5 8,4 2,

Chemický průmysl 7,9 10,6 1,4 1,7 14,- 14,7 14,7 8,4 8,5 13,- 5,1

Průmysl ­
staveb. hmot 4'9 13'8 3'3 8'6 6" 6'3 9'5 9,6 12'1 8'9 „'

Průmysl . _
dřevozpracující 7,7 2,2 12,3 6,1 4,3 9,2 21,7 7,3 7,7 16,5 5,

Průmysl ..
“lamy &pap“ 12,7 _ 12,8 5,5 14,3 10,7 5,6 12,8 - 20,8 4.8

Průmysl skla _ _
a porcelánu 3,2 6,5 l,- 6,9 60,5 6,7 8, 3,3 1,6 2,3

Průmysl textilní 0,4 — 6,7 6,4 16,4 36,9 9,9 9,4 4,2 6,8 2,9

Průmysl konfekčm 16,3 3,1 10,8 1,1 6,- 3,7 27,6 5,1 13,3 6,5 6,5

Průmysl obuvnický,
kožedělný 2,5 5,2 1,3 3,6 1,3 11,8 49,8 2,1 17,1 5,1 0,2

Průmysl
potravinářský 10,1 12,8 4,6 5,- 9,3 11,6 12,9 9,8 15,7 4,5 3,7



1©

11.

svislé stupnice dostaneme 60 mm :(27—17) = 60 mm: 10= 6 mm (obr. 19).
Přerušovaná čára znamená, že tempo růstu znázorněné v intervalech
1950—1955, 1956—1960 není srovnatelné s tempem růstu v ostatních
obdobích.

t

20

18

1948 1949 1950 1955 1956 1960 1961 1962 1963

Obr. 19

V tab. 10 značí I oblast hlavního města Prahy, 1, 2, 3, . . ., 10 po řadě
oblast krajů: 1 Středočeského, 2 Jihočeského, 3 Západočeského,
4 Severočeského, 5 Východočeského, 6 Jihomoravského, 7 Severo­
moravského, 8 Západoslovenského, 9 Středoslovenského, 10 Východo­
slovenského.

Podle údajů tab. 10 zjistěte ústně:
8) Kolik % celkové výroby elektrického proudu připadlo v roce 1970
na Západoslovenský a na Východoslovenský kraj? b) Kolik % celkové
výroby černých kovů je v kraji Severomoravském? c) 0 kolik procent
je v celostátním měřítku chemický průmysl ve Středočeském kraji větší
než v kraji Jihočeském? d) Jak velký je podíl průmyslu v celostátním
měřítku v jednotlivých krajích?

. Podle tabulky 10 sestavte tabulku skupinového rozdělení četností pro
a) strojírenský průmysl (se středy intervalů 1,5; 4,5; 7,5; atd.); b) prů­
mysl stavebních hmot (pro třídy 3—5, 5—7, atd.) a sestrojte polygon
četnosti.

Údaje tab. 10 zobrazte graňcky histogramem podle dvou kvalitativních
znaků. První kvalitativní znak — druh výroby, na přímkách rovnoběž—
ných s osou y, druhý kvalitativní znak — kraj (na ose x). a) Pro průmysl
paliv, strojírenství a kovodělný průmysl; b) pro průmysl textilní a kon­
fekční. (Poznámka: Jednotlivé kvalitativní znaky — druh průmyslu —
odlišujte barevně nebo čárkováním.)

. Podle údajů tab. 10 zobrazte histogram rozdělení celkového průmyslu
v kraji Východoslovenském a Jihomoravském.
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13. Výsečkovým diagramem zobrazte:
a) Z tab. 11 počet obyvatel jednotlivých krajů v ČSSR; b) z tabulky 8 vý—
robu elektrického proudu v ČSSR v r. 1970; c) 2 tab. 10 podíl jednot­
livých krajů na metalurgii barevných kovů. [Návod: Kruh 0 libovolném
poloměru rozložte na kruhové výseče, jejichž středově úhly mají velikosti
v poměru četností jednotlivých vyšetřovaných znaků.]

14. Zobrazte sloupkovým diagramem o rozměrech 10,5 cm . 15 cm 2 tab. 11:

15.

336

a) počet obyvatel jednotlivých krajů ve věku do 14 let; b) počet obyvatel
ve věku od 15—59 let; c) počet obyvatel starších 60 let ; d) počet oby­
vatel staršich 15 let.
Podle tab. 11 určete průměrný počet obyvatel v krajích:
a) českých zemí; b) Slovenska.

Demograůcký charakter krajů ČSSR v r. 1971
Podíl obyvatelstva v % z počtu obyvatel v krajích Tabulka 11

Průměmýw ve věku na 1000 obyvatel Koien.
Kraj počet . . úmrt­60 a živě zem- prum.

obyvatel 0 —14 15 —59 více natoz. řell přír. nost

Hlavní město
Praha 1 011 608 19,7 64,1 16,2 12,4 14,2 —1,8 21,6

Středočeský
kraj 1 191 138 23,0 59,1 17,9 14,6 15,0 —0,4 19,0

Jihočeský
kraj 654 674 25,3 57,7 17,— 15,5 13,— 2,5 19,9

Západočeský .
kraj 852 313 26,7 60,3 13, — 16,1 11,6 4,5 20,2

Severočeský
kraj 1 105 721 27,8 60,6 11,6 17,4 11,2 6,2 23,6

Východo­
český krai 1 204 013 24,8 58,1 17,1 15,8 15,4 2,4 20,—

lihomorav- '
ský kraj 1 942 445 25,4 59,4 15,2 15,5 12,1 , 3,4 17,4
Severomo­
ravský kraj 1 809 893 28,6 59,5 11,9 17,2 10,3 6,9 20,4
Hlavni měsm
SSR _ ,
Bratislava 288 042 30,2 58,1 11,7 15,5 8,6 6,9 19, —
Západoslo­
venský kraj 1 604 760 30,2 58, — 11,8 18,1 10,2 6,9 22,5
Středoslo­
vcnský kraj 1 408 494 31,4 57,— 11,6 18,1 9,4 8,7 23,3
Východoslo­
venský kraj 1 263 671 33,8 56,2 10, — 20,3 8,5 11,8 28,7



| 1 _ Najděte průměrnou výšku žáka třetí třídy SVVŠ podle tabulky 4.
Řešení

n

2 i
_ 4,1 12 956

a) x — „ T— ——175,081
m

2 xtfi,
b) i ';1 kde četnostif, jsou váhy jednothvych znaku

Ž fí
c=1

Tabulka 12

střed int. x( 158 163 168 173 178 183 188 celkem

četnost f.' 3 6 9 17 21 15 3 74

součin x(f,' 474 978 1 512 2 941 3 738 2 745 564 12 952

_ 12 952
x —T —175,027.

c) Odhadneme velikost průměru zkoumaného znaku a označíme jej A.
Pro výpočet skutečné velikosti průměru užijeme vztahu:

2 (1:2— A)!í
1—1

:?= A + 71—— , kde ]; jsou opět četnosti.Ověřtesprávnost
Ž fí

í—l
vztahu roznásobením.

Tabulka 13

Odchylka středu
int.odA : „6 —18 -13 —8 -3 2 7 12

Součin (x( — A)f',- —54 -78 -72 -51 42 105 36

-255 183

*= 176+ W = 175,027.
Průměrná výška jednoho žáka je tedy asi 175,03cm. Způsob b) a c) je
sice méně přesný, ale pohodlnější, přičemž rozdíly mezi vypočtenými
hodnotami průměru jsou zanedbatelně malé.
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17. Hodinová produktivita práce u vybraných pracovníků vyrábějících
stejný výrobek je roztřídéna takto:

Tabulka 14

Hodinové produktivita 2,0-2,99 ELO-5,99 6,0—6,49 6,5-6,99 7,0—7,49

Počet pracovniků 4 12 14 8 2

Vypočítejte průměrnou produktivitu pomocí středů intervalů a Stanovte,
jaká může být maximální odchylka takto vypočteného průměru od prů—
měru počitaného pomocí celých intervalů.

_ 1.4 + 3.12 + . . . + 0,52
(= 40 —)

18. Průměrný výnos žita z 1 ha pozemku podhorské oblasti je na pozemku
]. druhu 22 q, na pozemku 2. druhu 21 q a na pozemku 3. druhu 20 q.
a) Určete průměrný výnos ze všech třípozemků, mají-li stejnou rozlohu.
b) Jaký bude průměrný výnos, ie-li pozemků l. druhu 150ha, 2.
druhu 80ha a 3. druhu 20113?

19. Určete průměrný výnos máku při pokuse popsaném v úloze 5.

*20. Určete velikost mediánu a modu i odchylky těchto středních hodnot od
velikosti průměrného výnosu podle textu úlohy 5.

Tabulka 1š

Pořad.&.závodu mm garclddlžlšci Po“ “dle“ „.
v m za směnu x. '

1 37 96 € 352

2 76 160 12 160

3 92 64 5 333

4 35 128 10 880

5 79 224 17 696

6 se 288 25 344

960 80 320

[Návodz Řešte podle úlohy 16.1
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21. Určete medián :? z tabulky 11 pro počet obyvatel krajů: a) V ČSSR;
b) ve slovenských krajích.

22. Velikosti hran pěti krychlí jsou 6 cm, 8 cm, 9 cm, 10 cm, 11 cm. Stanovte
hodnotu mediánu: a) pro hrany těchto krychlí; b) pro jejich povrch;
c) pro objem těchto krychlí.

23. Údržbářské četa ČSD spotřebuje za rok 250 kg šroubů po 40 Kčs za
1 kg, 300 kg šroubů po 39 Kčs za 1 kg, 100 kg šroubů po 36 Kčs za 1 kg
a 50 kg šroubů po 46 Kčs. Kolik stojí průměrně lkg spotřebovaných
šroubů?

24. Určete průměrnou produktivitu práce jedné tkadleny pomocí váženého
průměru, kde váhy jsou počty tkadlen v jednotlivých závodech. Po­
užijte tabulky 15.

25. Podniky strojírenského průmyslu jsou rozděleny podle objemu výroby
takto:

Tabulka 16

935333“ 1»——22.1-3 3,1—4 4.1-5 5,1-6 6.1-7

Počet závodů 10 65 126 180 204 73

Najděte průměrný objem výro­
7,1 - 8 8,1 - 9 9,1 - 10 by připadající na 1 podnik.

[Návodz Řešte podle úlohy 16.1
39 44 13 |

26. Doplňte tabulku vyjadřující základní údaje o těžbě na pěti uhelných

Tabulka 17

Těžba T Množství PTOdruákgěwta
Důl Odprac. směn P

(10%) M T
P = M

1 660 600 1,10

2 553 450 1,24

3 605 335 1,80

4 495 495 1,00

5 205 155 1,32

2523 2035 6,46
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dolech, a to údaji: a) o průměrné těžbě jednoho dolu; b) o průměrné
produktivitě jednoho dolu; c) o průměrné produktivitě jedné směny.

. Určete směrodatnou odchylku v ul. 16 (tab. 12). [Návodz Směrodatná

ŠM —ř)a ]
4-1—n .odchylkaje definovánavztahem: ': = I/

Výpočet se zjednoduší, jestliže místo hodnoty ř zvolíme hodnotu znaku A
tak, aby odchylky x, — A byly vyjádřeny celými čísly. Potom lze směro—
datnou odchylku počítat podle vzorce

_da, kdesi=(x1 _ A)af1+ (x, _ A)“J, + - . . + (x„ _ A)2f„,n

48 = (š —A)=.

A = 176 .
Tabulka 18

Středyintervalů Offy? (x.—A)“ Četnost f. (x. —A)'f.

158 —18 324 3 972

163 —13 169 6 1014

168 —e 64 9 576

173 —3 9 17 153

178 2 4 21 34

133 . 7 49 15 735

188 12 144 3 432

74 3966

3 966
Rozptyl .=-= W = 53,59, d'= (š— A)“= (175,03 —176)2= 0,94.

Směrodatná odchylka : = Vsz,65 = 7,25 vycházi stejně, jako kdyby­
chom v tab. 18 místo A použili hodnoty :. Proveďte sami.

28. Dvě továrny A, B na sušení mléka zásobují trh, přičemž u 1 rok plnily
dodávky v jednotlivých měsících takto:
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Počet dodaných q zboží v měsíci:
Tabulka 19

Továrna 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

A 456 456 455 454 442 432 429 466 427 487 492 483

B 501 512 520 512 480 467 452 475 436 453 475 498

Určete aritmetický průměr ročních dodávek a jeho směrodatnou od­
chylku u obou továren. (Podle úlohy 27.)

29. Určitý znak nabývá hodnot J:, S četnostrni f,. Určete jeho variační roz­
pětí R, rozptyl :* a směrodatnou odchylku t.

Tabulka 20

| x, 1 2 3 4 5 6 7 8 9

| f. 5 3 8 9 50 9 8 3 5

30. Pomocl rozptylu a směrodatné odchylky posuďte, zda došlo k nivelisaci
mezd dělníků v továrně v roce 1971 vzhledem k roku 1966, jestliže znáte
tyto údaje:

Tabulka 21

Výše mezd v Kčs . óoPOČCtTělniků1965

1 600 —1 699 12 1

1 700 __1 799 36 13

1 800 —1 099 37 56

1 900 —1 999 221 - 133

2 000 —2099 344 366

2 100 —2 199 323 447

2 200 —2 299 138 143

2 300 --2 399 24 29

2 400 —2 499 15 12
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31. Z úlohy 7 určete průměrný roční přírůstek výroby elektrického proudu
v letech 1962—1971: a) celkem; b) u vodních elektráren. [Návodz
Použijte geometrického průměru.)

32. Určete průměrný roční přírůstek a) celkové průmyslové výroby
v ČSSR; b) produktivity práce v letech 1960—1971.Použijte tabulky 22.

(Rok 1955 . . . 100%.) Tabulka 22

Ukazatel 1959 1964 1966 1967 1968 1969 1970 1971

Prům. výroba
celkem (v %) 132 224 270 300 333 372 405 429

Růst produkti­
vity práce v prů­
myslu (v %) 127 191 — — 249 268 284 295

33. Určete velikost průměrné produktivity práce v letech 1965, 1966, 1967
4

2 tab. 22. [Návodz Průměrný koeficientrůstu je V?

34. leden dělník opracuje jednu strojovou součást za 4 minuty, druhý dělník
za 6 minut a třetí za tři minuty. Jaký čas průměrně potřebuje jeden dělník
na obrobení jedné součástky?

Řešení

= 1,069.]

Podle definice harmonického průměru je i„ = nn 1 .2 ;
_ 3 _ 36 _ 4 f-1 *“"_É _?_ '

4 6 3

Průměrný čas k opracování jedné součástky jsou tedy 4 minuty.
35. Re zhotovení jednoho koše z rákosu potřebují dělnice jedné dílny tyto

časy:

Dělnioe 1 2 3 4 5 6 7

Casvminx. 30 25 20 40 50 30 45

Určete průměrnou dobu, kterou potřebuje jedna dělnice ke zhotovení
jednoho kusu. (ř, í„ .)
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36. Jeden dělník potřebuje k opracování výrobku dvě minuty, druhý šest
minut. Jaký je průměrný čas potřebný k opracování výrobku? Jaký je
správný výsledek, který vyplývá z harmonického průměru?

37. Pro traktory jsou stanoveny tyto normy pro střední orbu 1 ha:
Z 4611 . . . 1,8 hodin, DT75 . . . 1,25 hodin, 25511 . . .
3,0 hodin. Určete průměrnou dobu potřebnou k zoránl jednoho hektaru
jedním traktorem.

38. Družstvo má dva traktory Z 5511, šest traktorů Z 4611 a tři traktory
DT-75. Určete průměrnou dobu (En)potřebnou k zorání jednoho hek­
taru jedním traktorem za předpokladu, že uvedené traktory budou pra­
covat současně. (Normy z příkl. 37.)

39. Určete průměrnou potřebu času v minutách na jeden výrobek ze souboru
67 pracovníků, je—liznámo:

Počet dělníků 6 15 5 20 10 l 1

Čas potřebný na výrobu
součástky 8 12 6 10 15 9

40. Odhadněte počet chlapců, kteří půjdou v letech 1974—1976 do školy,
znáte-li tyto údaje:

Rok 1967 1968 1969 1970

Narozených
chlapců 106 724 109 845 114 708 117 127

Šestého roku se podle úmrtnostní tabulky dožije 81 485 ze 100000 živě
narozených dětí. (Porodnost je po celý rok rovnoměrně.)
(Poznámka: Do 1. třídy jdou žáci narozeni od 1. 7. (::—1). roku do
30. 9. x. roku.)

41. Deíinujte poměrná čísla ve statistice a uveďte jejich rozdělení.

42. Průměrná cena pšenice byla v roce 1966 158 Kčs, v roce 1969 170 Kčs
a v roce 1971 174Kčs. Určete jednoduchý cenový index vzhledem k roku
1969. [Návodz 170 Kčs . . . 100, 158 Kčs . . . x.]

43. Určete index dělnických mezd ve stavebnictví vzhledem k roku a) 1960,
b) 1970, je-li známo, že průměrné dělnické mzdy v Kčs měsíčně byly:
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Rok 1960 1965 1970 1971

2113Kčs 1 480 1 610 2 034

44. Určete jednoduché indexy (ukazatele) nákupních cen zemědělských
výrobků vzhledem k roku 1965. (1965 . .. 100)

jednotka 1965 ' 1968 1971

Pšenice 100 kp 135,— 170,— 174,—

Mléko 1 1 2,— 2,5 2,5

Veice 1 kp 15,8 16,7 16,6

Iateč. prasata 1 kp 11,— 12,7 14,3

Jak určíte cenový index vzhledem k roku 1968? [Návodz Jednoduchý
cenový index je poměr daného čísla k číslu považovanému za základ.

_ 170 _ _ 16,7 _

Napr. W; = 1,26, ÍSTŠ_ 1,06.]

45. Elektrárna na Lipně dodávala do sítě ve večerní špičce ve dvou po sobě
následujících letech elektrickou energii tak, jak je uvedeno v tab.
(v 103kWh). Doplňte tabulku klouzavými úhrny a sestroite příslušný
diagram Z.

Měsíc 1 2

i—týrok absol. 85 80 76 90 94 105 93 90 62

(i + 1) rok absol. 110 85 90 88 104 96 70 65 78

kumul. hodnoty 110 195 285 373 477 573 643 708 786

56 70 90 991

92 108 120 1106

878 986 1106



[Návod: Kumulat. hodnota je množství energie, vyrobené od začátku
roku ke konci uvažovaného měsíce. Kloumvé úhrny jsou množství ener­
gie vyrobené za posledních 12 měsíců.
Např. k 31. l.: 991 —85+ 110: 1016, k 28. 2. 1016—80+
+ 85 = 1 021 atd.] Viz obr. 20.

103kWh

1100

1000

900

800

700

měs/c

Obr. 20

46. Sem-cite diagram Z měsíčně vyplácených mezd podniku A, jsou-li
známy tyto údaje:

Měsíc

Výše vypl.
mezd v 103Kčs

Kumul.
hodnoty

Klouzavé
úhrny
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47.

49.

50.
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2. PRAVDĚPODOBNOST

Pravděpodobnost, že nastane jev A, je pl, pravděpodobnost, že nastane
jev B, je p,. Jaká je pravděpodobnost, že:
a) jev A nenastane; b) oba jevy nastanou; c) A nastane, B nenastane;
d) nastane jen jev B (A nenastane); e) žádný nenastane; f) nastane
nejvýše jeden (jeden nebo žádný); g) nastane buď jev A, nebo jev B;
h) nastane nejméně jeden z obou (jeden nebo oba). (A, B jevy nezávislé
a neslučitelné.)

Bylo provedeno 250 pokusů, při nichž nastal jev o pravděpodobnosti

% celkem 90krát. Vypočtěte relativní četnost, tj. poměr počtu případů,
které skutečně nastaly, k počtu případů možných a Stanovte její procentní
odchylku od pravděpodobnosti.

Řešení

Pravděpodobnost jevu A definujeme jako součet pravděpodobností pří­
znivých případů. Máme-li m provedených pokusů a ty jsou stejně prav­

děpodobné, potom se pravděpodobnost jevu A rovná zlomku P(A) = %,
kde a je počet příznivých případů, o jejichž pravděpodobnosti 1) před­
pokládáme, že 0 < 1) < 1. Příznivý případ je pokus, při němž sle­
dovaný jev nastává.

. . . 0 .
Relativní četnost jevu je r = 9—-= 0,36, pravděpodobnost jevu250

v našem případě p = %. Procentní odchylka od průměru je v našem

případě (Bif—0,3 . 100 = 0,026 7 . 3 . 100 = 8.
?

Závěr: Relativní četnost daného jevu je 0,36 a odchylka od pravdě­
podobnosti je 8 %.

Pokus o pravděpodobnosti a) 0,4, b) 0,426 byl proveden celkem stokrát,
přičemž procentní odchylka relativní četnosti od pravděpodobnosti
činila v případě a) 12,5 %, v případě b) 12,67 %. Kolikrát se pokus
zdařil?

]ev, jehož pravděpodobnost je %, má být opakován stokrát. V kolika



asi případech jev nastane, očekáváme-li, že procentní odchylka relativní
četnosti od pravděpodobnosti nepřesáhne 10 %?

a 2 2 l a 2 2 1' ——-— '—<—— -————:—2——.
[NáVOd' (100 7) ' 7 = 10 ' (100 7) 7 —- 10 ]

. Pravděpodobnost, že nastane nějaký jev, je p = 0,35. Kolikrát se musí
opakovat, chceme-li aby nastal stokrát, a očekáváme-li, že procentní od­
chylka relativní četnosti od pravděpodobnosti nepřesáhne 10 %?

52. Pokus provedený tisíckrát měl kladný výsledek ve 346 případech. Jaká
je asi pravděpodobnost tohoto jevu, není-li odchylka relativní četnosti
od pravděpodobnosti větší než 12 %?
Úlohy 53—59 řešte zpaměti.

53. Při výrobě 1 000 kusů karburátorů v jednom závodě bylo v r. 1964 zpra­
vidla 12 kusů zmetků. Jaká je pravděpodobnost, že určitý výrobek té
série byl zmetek?

54. Střelec zasáhl cíl 93krát ze sta výstřelů. Jakou má pravděpodobnost
zásahu? Jaká je pravděpodobnost, že cíl nezasáhne?

55. Jaká je pravděpodobnost, že při hodu kostkou padne číslo šest? Jaká je
pravděpodobnost, že nepadne číslo šest?

56. Jaká je pravděpodobnost, že libovolné číslo končí: a) pětkou; b) nulou;
c) sudou číslicí?

57. Určete pravděpodobnost, že libovolné dvojciferné přirozené číslo je
dělitelné a) sedmi; b) devíti; c) jedenácti?

58. Jaká je pravděpodobnost, že libovolné dvojciferné číslo a) je dělitelné
pěti, b) není dělitelné pěti?

59. V tombole je 500 lístků. ]akou pravděpodobnost hlavní výhry má
účastník, který koupil 10 losů?

60. ]sou dány dva body B = [—1,4], C E [6,5]. Jaká je pravděpodobnost,
že polopaprsek ležící v rovině ABC a jdoucí z bodu A 5 [3,1] protíná
úsečku BC ? (Až na bod C.)

. Jaká je pravděpodobnost, že polopaprSek vycházející z bodu A dopadá
na kouli o středu S, je—liAS = 17, r = 8?

62. Krychle, jejíž všechny stěny jsou obarveny, je rozřezána na 1 000 krych­
liček stejného objemu, které jsou smíchány v jedné nádobě. Jaká je
pravděpodobnost, že krychle vytažená z nádoby bude mít právě dvě
obarvené stěny?
[Návod: Krychle má 12 hran, na každé 8 krychlí, jejichž dvě stěny jsou
obarvené. Proto a = 12krát 8.1

_5

6_
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63. Mnohaletým pozorováním v určitém kraji bylo zjištěno, že ze 100 000dětí,
které dosáhly věku deseti let, se průměrně dožilo 40 let 82 277 a 70 let
37 977. Vypočítejte pravděpodobnost, že čtyřicetiletý člověk se dožije
sedmdesáti let.

64. Podle statistických dat byla dětská úmrtnost v ČSSR na 100000 žijících

sl
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dětí ve věku 1 rok — 14 let tato:

Rok 1 rok až 4 roky 5 až 9 roků 10 _až14 roků

1965 120, — 47,1 38,6
1967 103,3 42, — 37,5
1968 95,6 46,1 37,4
1969 101,9 49, — 40,2
1970 95, — 41,4 32,2

Jaká byla v jednotlivých letech pravděpodobnost, že a) jednoleté dítě
se dožije 4 let; b) čtyřleté dítě se dožije 14 let; c) jednoleté dítě se dožije
14 let?

. Pravděpodobnost, že střelec zasáhne střed terče označený I, je 0,31.
Pravděpodobnost, že zasáhne kruh označený II, je 0,45. Jaká je pravdě­
podobnost, že zasáhne oblast terče I nebo II?

Podle statistiky dochází na velké STS k přerušení práce ze 100 případů
průměrně v 11 případech pro poruchy traktorů, ve 4 případech pro
poruchy závěsného nářadí a v 55 případech pro poruchy na kombajnech.
Jaká je pravděpodobnost, že při současné práci všech tří druhů strojů
dojde k přerušení práce a) z uvedených příčin; b) z jiných příčin;
c) že dojde k dvěma poruchám kombajnu za sebou? (Poruchy považu—
jeme.za vzájemně nezávislé.)

. Jaká je pravděpodobnost, že při hodu dvěma kostkami padne
a) součet pět nebo šest; b) že nenastane tento případ; c) že padne součet
větší než šest; d) že padne součet větší než šest, ale za předpokladu, že
na jedné kostce padne číslo dva?

. Jaká je pravděpodobnost, že dvojcifemé číslo namátkou napsané, je
dělitelné dvěma nebo třemi?

Jaká je pravděpodobnost, že majitel dvou losů státní loterie, z nichž
jeden končí číslici dva, druhý nula, vyhraje na oba po 10 Kčs? Jaká je
pravděpodobnost, že vyhraje aspoň 10 Kčs?
[Poznámka: Z každé desítky losů vyhrávají po 10 Kčs vždy dva losy,
a to jeden končící číslicí ], 2, 3, 4, 5, nebo 0, 6, 7, 8, 9.]



70.

71.

Kdy platí rovnost:
a) P(B/Z) = P(B/A);
b) P(A) = P(A/B) +P(A/_B).>

Jaká je pravděpodobnost, že dvěma kostkami vrhneme jedním hodem
součet 8 nebo 9 nebo 10?

72. Jaká je pravděpodobnost, že třemi kostkami vrhneme součet větší než 14?

73. Jaká je pravděpodobnost, že dvěma kostkami vrhneme a) třikrát po sobě
součet 7; b) prvním hodem 10, nebo, když se to nestane, tedy aspoň
druhým hodem 9; c) spíše (pravděpodobněji) součet 7 než 4?

74. Jaká je pravděpodobnost, že z čísel 1—90, která jsou v osudí, vytáhneme

75.

76.

7 .

79.

číslo a) dělitelné 15; b) dělitelné třemi nebo pěti?

Míček o průměru d = 5 cm je vržen proti síti se čtvercovými oky o stra­
nách délky 8 cm. Jaká je pravděpodobnost, že míček proletí, aniž se
dotkne sítě?

Osudí je rozděleno na tři oddíly. V prvním je 6 bílých a 7 červených,
ve druhém 6 modrých a 3 červené, ve třetím 8 červených a 4-bílé koule.
Jaká je pravděpodobnost, že jedním tahem vyjmeme dvě bílé koule?

[Návod: Pravděpodobnost, že sáhneme do 1. oddílu je i že z !. oddílu

,(3) 3'
vytáhnemekouli bílou je —-— = p, .]

3 <%)

. Sestavte tabulku rozdělení pravděpodobností i distribuční funkci ná­
hodné veličiny počtu košů při jednom hodu, je-li pravděpodobnost
„koše“ při jednom hodu p = 0,3.

Zkouší se postupně pevnost vlákna, až se vlákno přetrhne. Pravděpo­
dobnost, že vlákno snese žádané zatížení, je vždy 0,9. Počet pokusů je
náhodná veličina. Sestavte tabulku rozdělení pravděpodobností této ná­
hodné veličiny.

Na cestě automobilu městem jsou čtyři křižovatky se světelnými sema­
fory. Každý z nich uvolňuje nebo uzavírá dopravu s pravděpodobností
0,5. Počet projetých křižovatek je náhodná veličina. Sestrojte diagram
(polygon) rozdělení pravděpodobností náhodné veličiny X.
[Návod: p, = P(X = :) = p(l —p)' pro i = 0,1, 2, 3,

P(X = 4) = (1 —P)',
kde p je pravděpodobnost toho, že semafor auto zastaví.]
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Je pravděpodobnější, že vyhrajeme nad rovnocenným soupeřem (ne­
rozhodný výsledek vylučujcme): a) tři partie ze čtyř nebo pět z osmi;
b) nejméně tři partie ze čtyř nebo nejméně pět partií z osmi?

Pravděpodobnost, že nastane jev A při čtyřech nezávislých pokusech
je 0,59. Jaká je pravděpodobnost, že jev A nastane při jednom pokusu,
je-li tato pravděpodobnost při každém pokusu stejná?
Pravděpodobnosti toho, že průměr libovolné součástky z celé série je
menší než je přípustno, větší než je přípustno a v přípusmých mezích
jsou postupně 0,05; 0,10; 0,85. Z celé série se vybere namátkou sto kusů.
Určete pravděpodobnost toho, že mezi nimi bude pět součástek s menším

100!

průměrema pět součástek s větším průměrem. [Návod: P = 5——!5! 90! '

- 0,055. 0,15. 0,8590.]

V rodině je šest dětí. Jaká je pravděpodobnost, že ta rodina má:
a) 6 synů; b) pět synů a l dceru; čtyři syny a dvě dcery atd., když
pravděpodobnost narození syna a dcery je stejná?
V sérii výrobků je 25 % zmetků. Vypočtěte pravděpodobnost toho, že
mezi náhodně vybranými deseti kusy bude: a) 0, 1, 2, 3, . . ., 8, 9, 10
zmetků; b) více než pět zmetků.
Při podzimních pracích je v určitém závodě využito dopravních pro­
středků na 80 %. Jaká je pravděpodobnost, že ze 7 vozů jich bude vy­
užito 5?

První střelec dosahuje 80 % zásahů cíle, druhý střelec za týchž pod­
mínek 70 % zásahů. Určete pravděpodobnost zasažení cíle, střílejí-li
oba současně.

V loterii je s losů, z nichž při tahu vyhrává k losů. Jaká je pravděpodob­
nost, že majitel r losů vyhraje alespoň na jeden?
Při zkoušení pevnosti vlákna dvou přaden příze vyrobených na různých
strojích se ukázalo, že první vzorek vydržel zkoušený tah s pravděpodob­
ností 0,84, kdežto druhý jen s pravděpodobností 0,78. Jaká je pravdě­
podobnost, že oba vzorky vydrží současně požadované zatížení?
Jaká je pravděpodobnost, že při vrhu šesti kostkami na třech padne
šestka a na třech kostkách nepadne šestka? [Návod: Jednotlivé hody
možno považovat za nezávislé jevy.)
Dva basketbalisté střílejí třikrát míčem na koš. Pravděpodobnosti koše
jsou 0,6 a 0,7. Určete pravděpodobnost pro to, že:
a) oba docílí stejného počtu košů; b) první docílí více košů než druhý.

Pravděpodobnost, že žárovky vydrží 1 000 hodin svítit, je 0,2. Jaká je
pravděpodobnost, že právě jedna žárovka ze tří vydrží provoz 1000
hodin?



92.

9$“

94.

95.

97.

Pravděpodobnost, že díl vyrobený na prvním automatu bude výrobek
první jakosti, je 0,7. Při zhotovení téže součástky na druhém auto­
matu je pravděpodobnost 0,8. Zatímco na prvním se vyrobí dvě sou­
částky, zhotoví druhý automat tři. Najděte pravděpodobnost toho, že
všechny vyrobené součástky jsou první jakosti.

Určete pravděpodobnost toho, že namátkou vybraný výrobek je prvo­
třídní jakosti, je-li známo, že 4 % výrobků té továrny jsou výmětové vý­
robky a 75 % nezávadných výrobků produkce vyhovuje požadavkům
na první jakost výrobků.

Pravděpodobnost, že se v elektrickém obvodě zvýší jmenovité napětí
pro měřicí přístroj, je p,. Pravděpodobnost poruchy měřicího přístroje
při zvýšeném napětí je p,. Jaká je pravděpodobnost pro to, že se zvýší
napětí tak, že dojde k poruše přístroje?

Součástka může být zhotovena dvěma různými technologickými postupy.
V prvém případě se zhotoví třemi operacemi. Při každé z nich vznikne
zmetek s pravděpodobností po řadě 0,1; 0,2 ; 0,3. V druhém případě se
součástka zhotoví dvěma operacemi, při nichž jsou však pravděpodob­
nosti vadného výrobku stejné, a to 0,3. Který postup zaručuje větší
pravděpodobnost kvalitních výrobků, je-li v prvém případě pravdě—
podobnost získání výrobku první jakosti rovna 0,9 a při druhém po­
stupu 0,8?

Určete pravděpodobnost přerušení elektrického obvodu, které může
nastat následkem poruchy zdroje K nebo obou paralelních větví K1, K2,
které vycházejí ze společného zdroje K a jejichž pravděpodobnosti po—
ruchy jsou po řadě 0,3; 0,2; 0,2.

Mechanismus se skládá z deseti prvků na sobě nezávislých, přičemž
mechanismus přestane pracovat, jakmile jeden prvek je vyřazen z pro­
vozu. Označme P(t) pravděpodobnost, že každý element bude schopen
provozu aspoň po dobu :. Jaká musí být pravděpodobnost P(t), aby
pravděpodobnost, že celý mechanismus bude v provozu po dobu t,
byla 0,8?

]sou dány dva na sobě nezávislé systémy 1 a II a pravděpodobnost, že
budou schopny provozu : hodin [P(A), P(B)]. Určete pravděpodobnost,
že aspoň jeden z obou systémů vydrží pracovat : hodin.

Ie dán systém skládající se z m zdvojených elementů, přičemž je dána
pravděpodobnost P(t), že každý element bude schopen provozu t hodin.
Systém bude pracovat, když aspoň jeden element v každé dvojici bude
v pořádku. Najděte pravděpodobnost, že systém bude v provozu po
dobu : hodin. [Pravděpodobnost, že aspoň jeden element je v po­
řádku, jc [l — (l — P(t))2.]
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100. V dílně, v níž pracovalo 9 mužů a 6 žen, došlo k výbuchu, při němž byly
zraněny 4 osoby. Jaká je pravděpodobnost, že to byli
a) jen muži; b) jen ženy; c) nejvýše dvě ženy?

101. Z deseti pevnůstek jsou tři neobsazeny. Nepřítel ostřeluje jen tři
z těchto deseti pevnůstek. Jaká je pravděpodobnost, že ostřeluje: a) jen
neobsazené pevnůstky; b) aspoň jednu obsazenou?

„024 V sérii 100výrobků je 10vadných. Z celé série se vybere namátkou k pro­
věrce jakosti pět výrobků. Určete očekávanou hodnom (matematickou
naději) počtu vadných výrobků ve vybraném vzorku.

Řešení
Pravděpodobnost, že ve vzorku bude i vadných výrobků, je

„ :w,i=o,1,...,5.medmýprůmaie
* 65000)

5

_ .C(10).C _,(90)_
M(X)—Ž!% —-0,5.

i=0

103. Stanovte očekávanou hodnotu náhodné veličiny X (tj. matemau'ckou
naději) počtu přístrojů (n), které selžou během provozu, jestliže pravdě­
podobnost poruchy jednoho je p.

104. Střelec střílí tak dlouho, pokud nezasáhne cil, ale nejvýše čtyřikrát.
Pravděpodobnost zásahu je 0,8. Určete střední hodnotu počtu provede­
ných výstřelů nutných k msaženl dle.

105. Při montáži přesného přístroje se má zkoušet jedna součást po druhé,
až se některá hodí, což závisí na náhodě. Počet nutných zkoušek je tedy
diskrétní náhodná veličina, která může nabývat hodnot 1, 2, 3, 4 nebo
5. Zákon rozdělení pravděpodobností této náhodné veličiny “jedán ta­

u:bulko

| 1 2 | .3 4 5 | Určete přibližný počet součásti,které musi mit montér v zásobě,
| 0,07 0,16 | 055 0,21 0,01 | aby mohl sestavit 20 přístrojů.
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XIV. PLANIMETRIE

l.

2.

!“

&

I. PŘÍMKA, POLOPŘÍMKA, ÚSEČKA, POLOROVINA,

ÚHEL, VYPUKLÝ n-ÚHELNÍK

V soustavě souřadnic ny sestrojte body A z (3;O), B 5 (l ;—2),
C E (o;—5),D ; (—2;0),E E (O;l).
a) Přesvědčte se, že těchto pět bodů lze spojit celkem deseti přímkami.
b) Přímka AE je protínána ostatními přímkami v devíti bodech A i:.

EX E Y, E 5 U E V, M, N, Q. Zapište dvojím způsobem jejich
pořadí na přímce AE.

Dokažte, že " bodů A1, A2, A3, . . ., A„ ležících v rovině lze spojit

"("—;D přímkami, neleží—ližádné tři z uvedených bodů v jedné přímce.
[Návod: Uvažte, že každým bodem A„ jde (71— 1) přímek spojujících
bod Ak 8 body ostatními, přičemž každá z těchto přímek je počítána
dvakrát.]

Zdůvodněte, že 71navzájem různoběžných přímek pl, pz, pa, ..., p„

ležících v jedné rovině se protíná v Říš—l) průsečících, jestliže žádné
tři z těchto přímek neprocházejí týmž bodem.
[Návod: Uvažte, že každá přímka p„ je pnotínána ostatními přímkami
v (n — l) bodech a že každý z těchto bodů je počítán dvakrát.]

. Na ose o s počátkemP zobrazte body A E( -2), B 50), CE(3),
D E (G).
a) Zapište všechny různé polopřímky, které mají počáteční bod v ně­
kterém z těchto pěti bodů.
b) Kolik různých úseček je těmito body určeno? Které z nich jsou
shodné?
c) Který bod odděluje body A a C? Který neodděluje body B a D?

Na ose o s počátkem P vyznačte obrazy všech reálných čísel x, pro která
platí: a):ŠS; b)3gxg4; c)x7£ —2; d)x< —3.Jakéútvary
tyto body vyplňují?

. Na přímcep 5 AB satrojte střed S úsečky AB a body 0, D tak, aby
bod C odděloval bod S od bodu B a bod D odděloval bod C od bodu B.
Napište pořadí těchto bodů na přímcep a určete průnik a) polopřímky SC
a DA, b) polopřímky CB a polopřímky opačně k polopřímce DA,
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c) úseček AD a SB, d) polopřímky DA a úsečky SC, e) polopřímky SB
a úsečky AB, f ) polopřímek SA a DB.

Zobrazte na ose a s počátkem P množinu všech reálných čísel x, která
splňují zároveň nerovnosti: a) x g 5, x > —1, x > 2, b) x > 0,
:: > ——1,:: g 2. Jaké útvary tyto obrazy vyplňují?

]e dáno šest bodů A, B, C, D, E, F, které jsou vrcholy pravidelného
šesu'úhelníka, a přímka 1), která odděluje bod B od bodu C a bod D
od bodu E.
a) Vypište ty body, které přímka p odděluje od bodu C.
b) Zapište všechnypoloroviny určené hranicí p a jedním z daných bodů.
Které z nich jsou t'otožné?
c) Kolik úseček s krajními body A, B, C, D, E, F protne přímku q, která
neprochází žádným z uvedených bodů? Kolik je tu možností?

. Zvolte dvě různoběžné přímky p 5 AB a q 5 CD tak, aby se protínaly
v bodě U, který leží uvnitř úseček AB a CD. Zapište všechny poloroviny
s hranicemi p a q a vyznačte šrafováním průnik polorovin ABC a DCA.

Je dán trojúhelník ABC. Deňnujte jako množinu bodů (průnik dvou
polorovin) jeho vnější úhel při vrcholu A.

. ]e dán dutý úhel <)íAVB. Jako množinu bodů definujte jeho vrcholový
úhel.

. ]ako množinu bodů definujte každý z úhlů, na které rozdělují rovinu
polopřímky VA, VB, které nejsou opačné.

. Zvolte lichoběžník ABCD se základnami AB a CD a vyznačte průnik
polorovin BDC, ACB a poloroviny opačné k polorovině ABC. Tento
průnik se dá určit jako průnik dvou polorovin; kterých?

V soustavě souřadnic ny sestrojte body A 5 (O;O),B 56,0), C a
E(—2;3) a průsečík V výšek trojúhelníka ABC. V kterých polo—
rovinách s hranicemi AB, BC, CA leží bod V?

Je dán ostroúhlý trojúhelník ABC. Nad stranou AG je sestrojen rovno­
stranný trojúhelník ACD tak, že leží celý vně trojúhelníka ABC. Do­
kažte, že bod D je vnitřním bodem úhlu <):ABC.

]e dán čtverec ABCD. Nad jeho úhlopříkou AG je sestrojen rovno­
stranný trojúhelník ACM tak, že jeho vrchol M leží v polorovině ACD.
Dokažte, že bod M leží uvnitř úhlu 42ABC.

Uvnitř dutého úhlu qAVB zvolte dva různé body X a Y. Dokažte,
že úsečka XY leží celá uvnitř úhlu €):AVB. Má úsečka XY tuto vlast­
nost, nahradíme—li dutý úhel <):AVB úhlem nekonvexním? (Nekon­
vexní úhel je větší než 2 R a menší než 4 R.)



18.

[3]

*20.

21.

Přímka ;) je hranicí dvou opačných polorovin 91 a g,. Uvnitř polo­
roviny 9, jsou dány dva různé body X, Y, uvnitř poloroviny 9, dva
různé body Z, U.

a) Na přímce XY zvolte bod M a na přímce ZU bod N tak, aby úsečka
MN zcela určitě proťalahranicip

b) Jakou polohu musí mít přímkypXY a ZU k hranici 3), aby každá
úsečka MN přímku ? proťala?

c) Jaký útvar vyplní bod L ležící na přímce XY a bod K ležící na
přímce ZU, jestliže celá úsečka LK leží v polorovině g,?

Přímka p, která je vedena libovolným vnitřním bodem L strany AB
trojúhelníka ABC a je rovnoběžná se stranou AC, protíná stranu BC

v jejím vnitřním bodě. Dokažte to. C p
Řešení (obr. 21)

Jelikož bod Lležl uvnitř úsečkyAB, P
odděluje bod L bod A od bodu B, a
tedy i přímka p, která není totožná
s přímkou AB, odděluje bod A od

bodu B; v důsledku toho jsou polo- /roviny pA, pB opačné. Přímka AC „p

leží celá v polorovině pA, a tedy i A / L 3
její bod C leží v této polorovině. Jsou Obr.2I
tedy body B, C body opačných po­
lorovin s hranicí p, a proto úsečka BC je přímkou p protínána uvnitř.

Závěr: Přímka1),která je vedena libovolným vnitřním bodem strany AB
trojúhelníka ABC a je rovnoběžná se stranou AC, protíná stranu BC
v jejím vnitřním bodě.

Dvě různé polopřímky AB || CD jsou souhlasně rovnoběžné, leží—li
bod D v polorovině ACB a nesouhlasně rovnoběžné, leží-li bod D
v polorovině opačné k polorovině ACB.
Zvolte uvnitř polopřímky AB bod X, uvnitř polopřímky CD bod Y
a dokažte, že a) úsečky XY a AC se protínají ve vnitřním bodě, jsou-li
polopřímky AB a CD nesouhlasné rovnoběžné, b) úsečky XY a AC
nemají společný bod, jsou-li polopřímky AB a CD souhlasně rovnoběžné.

]e dán rovnoramenný trojúhelník ABC, jehož základna je AB. Uvnitř
úsečky AB zvolte libovolný bod L a veďte jím kolmice kl, k2 k přímkám
AC a BC. Dokažte, že paty P, Q těchto kolmic jsou vnitřními body
poloroviny ABC.

2. Zvolte libovolný dutý úhel a jeho vrchol označte V. Uvnitř jednoho
ramena zvolte dva různé body A, B a uvnitř druhého ramena sestrojte
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body C, D tak, aby platil vztah VA : VC, VB : VD. Dokažte, že
přímky AD a BC se protínají v bodě U, který leží uvnitř úhlu AVC.

23. Je dán lichoběžník ABCD, jehož základny jsou AB a CD. Zdůvodněte,
proč pětiúhelník ABCDU není vypuklý. (U je průsečík úhlopříček
lichoběžníka.)

lí ] Je dán trojúhelník ABC. Uvnitř strany AB zvolte bod X, uvnitř strany
AC bod Y a dokažte, že čtyřúhelník YCBX je vypuklý.

Řešení (obr. 22)
Čtyřúhelník YCBX bude vypuklý tehdy,

C bude-li ležet celý v jedné z obou polorovin,
jejichž hranici tvoří kterákoli z přímek
YC, CB, BX, XY. Je zřejmé, že uvažo­

Y vaný čtyřúhelník leží celý v polorovině YCB,
neboť v této polorovině leží trojúhelník ABC,
a tedy i.body X, Y jeho stran AB a AC.

Týmž způsobem se dokáže, že čtyřúhel­
ník YCBX leží celý v polorovinách CBX a

B BXC.
" :( Zbývá dokázat, že tento čtyřúhelník leží

Obf-22 celý v jedné z obou polorovin, jejichž hra­
nici tvoří přímka XY.

Bod X je vnitřním bodem úsečky AB, odděluje tedy bod A od bodu B;
také přímka XY odděluje bod A od bodu B, neboť bod Y.;É A a přímka
X Y:;É AB. Leží tedy body A, B v opačných polorovinách s hranicí X Y.
Bod Y je.vnitřním bodem úsečky AC, odděluje tedy bod A od bodu C;
také přímka X Y odděluje bod A od bodu C, neboť bod X až A a přímka
X Yšé AC. Leží tedy body A, C v opačných polorovinách s hranicí X Y
a body B, C v téže polorovině s hranicí X Y.

Závěr: Čtyřúhelník YCBX je vypuklý čtyřúhelník.

25. Je dán vypuklý n-úhelník A„ A2, A3, . . ., A,.. Uvnitř jeho strany AIA2
zvolte bod X, uvnitř strany A2A3 bod Y a dokažte, že mnohoúhelník
AIXYAa . . . A„ je vypuklý.

26. Je dán vypuklý mnohoúhelník A1, A2, A3, . . ., A„ a jeho vnitřní bod X.
Dokažte, že libovolná polopřímka p s počátkem v bodě X má s obvodem
mnohoúhelníka jediný společný bod.

|_—27 ! Počet úhlopříček vypuklého n-úhelníka je o 26 větší než počet úhlo­
příček vypuklého (n+ 4)-úhelníka. Určete počet stran obou mnoho­
úhelníků.
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Řešení
. , . , . "(n — 3) ,

Pocetuhloprlčekvypukléhon-uhelníkajeP = T a početuhlo­
4 1

příček vypuklého (71+ 4)—úhelníkaPM = ("+)2-—("Í—).
Podle podminky úlohy platí vztah P„+4 = P,. + 26, který po dosazení
za P„ a P„+4 vede k rovnici
(n+4)(n+ ]) _n(n—3)

2 _ 2

Závěr: Vypuklý n-úhelnlk je šestiúhelnlk, vypuklý (n + 4)—úhelnůtje
desetiúhelník.

28. a) Sečteme-li počet stran a počet úhlopříček vypuklého n-úhelnika,
dostaneme číslo 15. Kolik stran a kolik úhlopřlček má tento n-úhelník?
b) Kolik stran a kolik úhlopřiček má vypuklý n—úhelnlk,je-li počet jeho
úhlopřlček o 3 větší než počet jeho stran?

29. Který vypuklý n-úhelník má tolik úhlopříček jako stran?
[Návodz Příslušnou rovnici upravte na tvar n(n — 5) = 0.]

30. Dva styčné úhly mají součet r stupňů. Určete je, jsou-li jejich velikosti
v poměru m: n. Sestrojte je, je-li m = 1, n—_ 3, r—_ 600.

+ 26; její kořen n = 6 .

3_. Dva styčné úhly mají velikosu' v poměru 2: 3; jejich rozdíl je 360. Jsou to
úhly vedlejší?

32. Ze dvou vedlejších úhlů je jeden o 11stupňů větší než úhel druhý. Jak
jsou tyto úhly velké? Pro která celá čísla n jsou oba úhly vyjádřeny celým
počtem stupňů?

3. Jak velké jsou úhly mezi dvěma různoběžkami, měří—lijeden z nich
24016'35"? Určete podmínku, za které jsou všechny tyto úhly pravé.

*34. Je dán ostrý úhel a. Určete meze pro velikost úhlu 13,je—li(a + B) úhlem
ostrým a (a + 2/3)úhlem tupým. Určete tyto meze též pro úhel a —-=860
a a = 880

*35. Ze dvou výplňkových úhlů a, B je úhel a n-násobkem úhlu 6. Jak jsou
tyto úhly velké? Pro která celá čísla n je velikost obou úhlů udána celým
počtem stupňů?
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2. VZTAHY MEZI STRANAMI A ÚHLY
TROJÚHELNÍKA.

VĚTY O SHODNOSTI TROJÚHELNÍKÚ

36. Rovnoramenný trojúhelník ABC, jehož základna je AB, má při vrcholu C
vnější úhel y' = 1300.Vypočítejte jeho vnitřní úhly.

37. Mezi vnitřními úhly a, 6, y trojúhelníka ABC platí vztahy a = 2,8,
5 = 33). Určete je.

38. Vnitřní úhly a, ,8, y trojúhelníka ABC rnají velikosti v poměru 2: 3: 5.
Jak velké jsou jeho vnější úhly a', B', ji'?

39. Vnější úhly a', ,3', y' trojúhelníka ABC mají velikosti v poměru 5 : 7: 8.
V jakém poměru jsou velikosti jeho vnitřních úhlů?

40. V kterém trojúhelníku je: a) součet; b) rozdíl velikostí dvou vnitřních
úhlů roven velikosti úhlu třetího?

41. V kterém trojúhelníku je součet velikostí dvou vnějších úhlů roven 3 R?

42. V trojúhelníku ABC je úhel a > „B.Dokažte, že osa úhlu )! svírá s výškou

vcúhel w = %(a—B).

43. Dokažte, že osy úhlů o:a p trojúhelníka ABC svírají úhel a) = R + %.
44. Je dán dutý úhel <):AVB. Libovolným vnitřním bodem ramena VA,

např. bodem A, veďte uvnitř úhlu %:AVB polopřímku AL rovnoběžnou
s přímkou VB 3 naneste na ni úsečku AP = AV. Dokažte, že bod P leží
na ose úhlu <):AVB.

45. Vrcholem C trojúhelníka ABC prochází přímka p rovnoběžná s osou
a E BK úhlu 13.Dokažte, že BD = BC, kde D je průsečík přímky p
s prlmk"ou AB.

46. ]sou dány úsečky o délkách 36 cm, 15cm, 14 cm. Zjistěte, zda tyto
úsečky mohou být stranami trojúhelníka. _

47. Délky stran trojúhelníka ABC jsou vyjádřeny celými čísly navzájem
různými. Jakou délku má strana c, má-li strana a délku 2 dm 3 strana b
délku 3 dm?

48. Trojúhelník ABC má obvod a = 26 cm a délky stran a = 6,5 cm,
b = 11,2 cm. Seřaďte jeho vnitřní úhly podle velikosti.

149.| V rovině 9 je dána úsečka MN, jejíž střed je 8 a osa p. Dokažte, že
"_ všechny body roviny 9, které mají od bodu M menší vzdálenost než

od bodu N, vyplňují vnitřek poloroviny pM.
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Řešení (obr. 23) X |pJe zřejmé, že všechny vnitřní body
polopřímky SM tuto vlastnost mají.
Zvolme bod X uvnitř poloroviny pM,
který neleží na polopřímce SM. Přím­
ka p odděluje bod N od bodu X.
neboť bod N leží v polorovině opačné
k polorovině pX ; proto úsečka NX „
je proťata přímkou 1) ve vnitřním
bodě P. Platí tedy vztah NX = NP + Obr-23
+ PX; jelikožNP = MP, je NX =
= MP+ PX> MX, neboť Pgé X, P_,.=ÉMa PMX je trojúhelník.

Závěr: Pro každý vnitřníbod X polorovinypM platí vztah NX > MX.
Obrácenou větu „Je-li NX > MX, pak X 6 pM“, dokažte sami.

. Je dán rovnoramenný trojúhelník ABC, jehož základna je AB. Na polo­
přímce AC za bodem C sestrojte bod D tak, aby platil vztah DC = AC.
Dokažte, že přímky AB a BD jsou k sobě kolmé.

. V trojúhelníku ABC sestrojte osu o úhlu ;; a označte D její průsečík
se stranou AB. Dokažte, že platí vztahy AD < AC a DB < BC.

52. ]e dána kružnice k 5 (S; 7) a bod A, který leží vně kružnice k. Bodem A
je vedena sečna p kružnice k, která tuto kružnici protíná v bodech C, D
tak, že vnější úsek AC = r; polopřímkaAS protíná kružnici k v bodě B,
který leží za bodem 8. Dokažte, že velikost úhlu ázASC se rovná
třetině velikosti úhlu %:BSD.

53. Je dán ostrý úhel (AVB = 150. Na polopřímce VA sestrojte bod X1
a na polopřímce VB bod Y1tak, aby platil vztah VX1 = X1Y1= 2 cm,
na polopřímce VA sestrojte bod X2 a na polopřímce VB bod Y2 tak,
aby platil vztah YIX2 = X2Y2 = 2 cm atd. Kolik rovnoramenných
trojúhelníků na základě uvedeného postupu vznikne?

54.| V trojúhelníku ABC je úhel [? = 2y < R. Vrcholem A veďte kolmici
_ na stranu BC a její patu označte D. Na polopřímce AB za bodem B

sestrojte bod E tak, aby platil vztah BE = BD. Přímkap 5 ED protíná
přímku AC v bodě F. Dokažte, že platí CF —DF = AF.

Řešení (obr. 24)

Bod D leží uvnitř úsečky BC, neboť úhly 13a y jsou ostré. Bod F leží
uvnitř úsečky AC, neboť přímka ED neprochází žádným vrcholem troj—
úhelníka ABC, protíná stranu BC ve vnitřním bodě D, a musí tedy pro­
tínat podle věty Paschovy ještě jednu stranu trojúhelníka ABC uvnitř.
Stranu AB protínat uvnitř nemůže, neboť bod E leží na polopřímce AB
za bodem B; musí tedy protínat stranu AC ve vnitřním bodě F. Troj­

©5
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úhelník EBD je rovnoramenný a

má úhly % při základně ED ; troj­

úhele DFC je takérovnoramenný

a má úhly %—= )! při základně
DC. Trojúhelník DFA je také rov­

noramenný a má úhly (R —?)
při základně AD. Je tedy DF—_
= FC a DF——AF

Závěr: VztahDF= FC: AF
platí.

. Je dán pravoúhlý trojúhelník ABC,
jehož úhel a < 450. Sestrojte přím­
ku p ECM, kde M je střed úsečky
AB a uvnitř polopřírnky CM se­

strojte bod D tak, aby platil vztah CD = CA. Dále sestrojte bod B',
který je souměrné sdružený k bodu B podle přímky [: a průsečíky P,
Q přímky BB' s přímkami CM a CA. Body A, M, B, C, D, P, Q, B'
určují řadu trojúhelníků; vyberte si některé z nich a vyjádřete jejich
úhly pomocí úhlu a.

56. Uvnitř trojúhelníka ABC je dán bod U. Dokažte, že platí vztah AU +
+ BU + GU > :, kde s je polovičníobvod trojúhelníka ABC.

Dokažte, že pro součet těžnic za, tb, :, trojúhelníka ABC platí vztah

ta + t„ + to > 3 , kde s je poloviční obvod trojúhelníka ABC.

*58. Jsou—li ta, tb, :, těžnice trojúhelníka ABC, dokažte, že platí vztahta+tb+tc<a+b+a
. V trojúhelníku ABC je úhel a: = 500a úhel B = 600. Osa úhlu B protíná

stranu AC v bodě D. Seřaďte podle velikosti úsečky AB, BC, CD, AD,
BD, AC.

&' Ve vypuklém čtyřúhelníku ABCD je bod U průsečík úhlopříček AC

a BD. Dokažte, že platí vztah ;—< AC + BD < a, kde o je obvod
čtyřúhelníka ABCD.

Řešení
Bod U je vnitřním bodem čtyřúhelníka ABCD. Jelikož součet obou

stran trojúhelníka je vždy větší než strana třetí, platí nerovnosti AB +

5.“
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*61.

+BC>AC, CD+DA>AC, AB+DA>DB,BC+ CD>DB.
Sečteme-li tyto nerovnosti, dostaneme nerovnost 2(AB + BC + CD +
+ DA) > 2(AC + BD), z které plyne nerovnost a > AC + BD. Dále
platí nerovnosti : AB < AU + BU, AD < DU + AU, DC < DU +
+ CU, BC < CU+ BU.
Sečteme-li tyto nerovnosti, dostaneme nerovnost
AB+AD+DC+BC<AU+BU+DU+AU+DU+CU+
+ CU + BU, z které plyne nerovnosta < 2(AU + BU + CU + DU)

a z této nerovnosti % < AC + BD.

Závěr: Nerovnost % < AC + BD < a ve vypuklém čtyřúhelníku
ABCD platí.

]e dán ostroúhlý trojúhelník ABC, jehož obvod je 25. Dokažte, že platí
nerovnosti s < t)„ + v„ + v„ < 25, kde v„, fab,vc jsou výšky trojúhel­
níka ABC.

*62. Je dán ostroúhlý trojúhelník ABC. Osa úhlu ;! a osa úhlu „Bse protínají

63.

*64.

66.

v bodě P, kterým je vedena přímka p || BC. Průsečíky přímky p se
stranami AB a AC jsou M a N. Dokažte, že platí MN = NC + MB.

]e dán rovnoramenný trojúhelník ABC. Uvnitř jeho základny AB
zvolte libovolný bod L a veďte jím přímky p, q tak, aby ? |!AC a q || BC.
Přímka p protne rameno BC v bodě P, přímka q protne rameno AC
v bodě Q. Dokažte, že obvod rovnoběžníka LPCQ se rovná součtu
úseček AC + BC : 2AC. (Obvod tohoto rovnoběžníka je nezávislý
na volbě bodu L uvnitř úsečky AB.)

]e dán pravoúhlý trojúhelník ABC tak, že jeho odvčsna BC : a má
velikost menší než odvěsna CA = b. Uvnitř úsečky BC zvolte bod X
a uvnitř úsečky AB najděte bod Y tak, aby platil vztah XY = XB.
Bodem Y veďte kolmici k přímce XY a její průsečík s přímkou AC
označte Z. Dokažte, že čtyřúhelník X YZC má obvod a = a + b.
(Obvod o je nezávislý na poloze bodu X uvnitř úsečky BC.)

. ]e dán rovnoramenný trojúhelník ABC a bod D, který je středem jeho
základny AB. Bodem D jsou vedeny kolmice k ramenům AC a BC troj­
úhelníka ABC a jejich paty označeny M, N. Dokažte různými způsoby,
že je A DMC; A DNC.

Ie dán ostrý úhel a: = <):AVB a bod S, který leží na ose o úhlu a uvnitř
úhlu a. Bodem S jsou vedeny přímky 1) _L VA a q _L VB. Přímka p
protíná ramena VA, VBpo řaděv bodech D, E a přímka q v bodech F, G.
Dokažte, že platí: A VDE f=vA VGF.

361



67.

69.

70.

7_

Dva trojúhelníky AIBICI, Aszcz mají A131: A2B2, %:BIAICI :
= <)íB,A,c, a CID1 = QD„ kde body D1, D2jsou paty výšek vedených
z vrcholů C1a C,. Dokažte, že A A,B,C1 ; AA2B2C2.

. Dva trOÍÚhclnik'y AIBICI, A232C2 mají AICI : A2C2, AIBI : A282
a CID1 : C2D2,kde D„ D2 jsou paty výšek vedených z vrcholů C1 a C2.
Dokažte, že je AAIBICI % AAszCz.
Ie dán čtverec ABCD. Veďte v něm dvě libovolné k sobě kolmé příčky,
z nichž jedna protíná strany AD a BC v bodech P a Q a druhá protíná
strany AB a CD v bodech U a V. Dokažte, že platí vztah PQ : UV.
Nad stranami AG 3 BC ostroúhlého trojúhelníka ABC jsou sestrojeny
rovnostranné trojúhelníky ACD a BCE tak, že každý z nich leží vně
trojúhelníka ABC. Dokažte, že je AAECĚ A DBC.

. Nad stranami AB a AC ostroúhlého trojúhelníka ABC jsou sestrojeny
čtverce ABPQ a ACRT tak, že leží vně trojúhelníka ABC. Dokažte,
že je CQ = BT.

*72. V rovnoběžníku ABCD je AB > BC a úhel %:BAD je ostrý. Nad
stranou AB je v polorovině ABC sestrojen čtverec ABPQ a nad stranou
BC v polorovině BCA čtverec BCU T. Dokažte, že je ACBD % A BTP.

73. Je dána kružnice k E (S; r) a bod P, který leží vně kružnice k. Vedte
bodem P ke kružnici k tečny :, a :2 a označte jejich dotykové body T1
a T,. Dokažte, že je PT, : PT, a 4: SPT1 : %:SPTZ.

74. Na ose o ostrého úhlu AVB zvolte bod S uvnitř úhlu <)íAVB a sestrojte

7

7G
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kružnici k E (S; r) tak, aby r > SV. Dokažte, že platí vztah MN = PQ,
kde M, N jsou body, ve kterých přímka AV protíná kružnici k a P, Q
body, ve kterých přímka VB protíná kružnici k.
Rovnoramenný trojúhelník ABC má při základně AB úhel a = 300.
Dokažte, že osy ramen tohoto trojúhelníka rozdělují jeho základnu AB
na tři stejné díly.

3. OBSAH KRUHU A JEHO ĚÁSTÍ, DÉLKA
KRUZNICE, DÉLKA OBLOUKU, ÚHEL STŘEDOVÝ
AosvonovÝ

. Vypočítejte poloměr kruhové dráhy, kterou musí běžec proběhnout
třikrát, aby urazil 2 km.

. Vypočítejte poloměr kružnice, jejíž délka je o 7 cm větší než obvod

pravidelného šestiúhelníka, který je této kružnici vepsán (n; 277%).



78.

79.

|so.1

8 .H

82.

83.

Vypočítejte poloměr kruhu, jehož obsah P (v cm2) a obvod 0 (v cm) je
vyjádřen týmž číslem.

Vypočítejte poloměr r a obvod a kruhu k, jehož obsah se rovná součtu
obsahů tří kruhů kl, kg, k, o poloměrech rl, rz, ra.

Je dán pravoúhlý trojúhele rovnoramenný ABC, jehož odvěsny mají
délku CA = CB : 2 dm. Kolem každého jeho vrcholu je opsána kruž­
nice o poloměru r = 1 dm. Oblouky těchto kružnic oddělují z trojúhel­
níka ABC tři kruhové výseče a zbytek tvoří obrazec M, jehož obsah
je _P.Určete, kolik % z obsahu trojúhelníka ABC činí P.

Řešení (obr. 25) C
Obsah trojúhelníka ABC je

2

U = 32 =.-2, obsah výseče V, =
TC TC TC T z=—-V=—— V=—'obsah
8 ) 2 8 , 3 4, 7///

útvarquetedyP=U—(V1+Aý/ %n 22 *
+V2+V,)=2——2—=2—-1-—= A X Y , B

3 Obr. 25

= 77—. Označíme-li p hledaný

„ P 300_ _ 150 __ 3_
pocet procent, potom p —-ÍJ . 100 —- -7— . 2 _ ——7—_ 217 .

Závěr: Obsah útvaru M je Pt 3—dmz, což je asi 21% % obsahu
trojúhelníka ABC.

Čtverci ABCD, jehož strana má délku a, vepište kruh k. Dále sestrojte
čtyři čtvrtkruhy, které mají středy ve vrcholech A, B, C, D čtverce,

poloměry r = ;—a zapadají dovnitř čtverce. Vypočítejte obsah útvaru,
jehož body jsou společně kruhu k a čtvrtkruhům.

Je .dán čtverec ABCD, jehož strana má délku a. Okolo jeho vrcholů .
A a C jsou opsány čtvrtkružnice o poloměru r = a dovnitř čtverce.
Určete obsah útvaru U mezi oběma čtvrtkružnicemi.

Na přímce p jsou zvoleny čtyři body A, B, C, D v uvedeném pořadí,
přičemž platí vztah AB : BC : CD; nad průměry AD _aBC jsou
sestrojeny polokružnice kl, k, a nad průměry AB, CD polokružnice kg, k.,
tak, že polokružnice kl, k2 leží v téže polorovině a polokružnice ka, k4
v opačné polorovině s hranicí p. Vypočítejte obvod a obsah útvaru omeze­
ného těmito čtyřmi polokružnícemi, je-li délka úsečky AD = 2r.

363



*85.

*86.

8_:

*88.

89.

91.

N

364

Obvod kruhové výseče, jejíž poloměr r = 12 cm, je 39% cm. Vypo—

čítejte její obsah (a i 973).
Je dána úsečka AB a její vnitřní bod M, který rozděluje úsečku AB na
dva úseky AM = a, BM : (7.Nad průměry AB, AM, BM jsou se­
strojeny polokružnice kl, k„ ka ležící v téže polorovině s hranicí AB.
Vypočítejte obsah útvaru U mezi těmito půlkružnicemi pomocí čísel a a b.

Horní stěna desky stolu má tvar obdélníka, jehož rozměry jsou a dm
a b dm. Vypočítejte obvod a obsah této stěny, je-li v rozích zaoblena
čtvrtkružnicemi o poloměrech r dm. (a > b, 27 < b.)

. Jsou dány dvě soustředné kružnice k„ k„ jejichž poloměry jsou r„ r„
přičemž r1 > rz. Vypočítejte poloměr r kružnice k, která je soustředná
s kružnicemi k„ le2tak, aby obsah mezikruží určeného krližnicemi kl, k
se rovnal obsahu mezikruží určeného kružnicerni k, kg.

Je dán pravoúhlý trojúhelník ABC. Nad průměry AB, AC, BC jsou
opsány polokružnice ležící v polorovině ABC. Tyto tři polokružnice
omezují dva měsíčky, které mají obsahy P1 a PZ. Dokažte, že platí vztah
P1 + Pa = F, kde P je obsah trojúhelníka ABC.

Je dán rovnostranný trojúhelník ABC, jehož strana AB má délku a.
Okolo jeho vrcholů A, B, C opište kružnice kl, k„ k„ které mají vnější
dotyk. Vypočítejte obsah útvaru U ležícího mezi těmito kružnicemi.

2 _

(Poznámka: Obsah rovnostranného trojúhelníka ABC je P = % VB.)
Čtverci ABCD, jehož strana má délku a, je opsána a vepsána kružnice.
Vypočítejte obsah mezikruží omezeného těmito kružnicemi. (Poznámka:
Úhlopříčka čtverce ABCD má délku u = aV'Z)
Má-li strana rovnostranného trojúhelníka ABC délku AB : a, má jeho

výška velikost 11= (%]/5.Vypočítejte obsah mezikruží omezeného kružnici
trojúhelníku ABC opsanou a vepsanou.

. Odvěsna AC pravoúhlého rovnoramenného trojúhelníka ABC má délku
4 cm. Vypočítejte obsah útvaru mezi kružnicí trojúhelníku ABC opsanou
a vepsanou.

T

Jsou dány dvě soustředné kružnice kl E (S; r) a k2E (S, 2) . Vy­
počítejte obvod a obsah výseče mezikruží se středovým úhlem a = 1200.

. Jak je velký obvodový úhel příslušný a) Š- , b) %—kružnice?
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Kružnice k s (S; r) je rozdělena na dva oblouky tak, že obvodový úhel
nad větším obloukem se rovná středovému úhlu nad menším obloukem.
Jak velké jsou obvodové úhly nad oběma oblouky?

Do kružnice k E (S; r) je vepsán trojúhelník ABC tak, že jeho vrcholy
dělí kružnici k na tři oblouky, jejichž délky jsou v poměru 2: 3: 7.
Vypočítejte vnitřní úhly tohoto trojúhelníka.

Řešení (obr. 26)
Jsou-li velikosti oblouků AB, BC, CA

kružnice k v poměru 2 : 3 : 7, jsou v tomto
poměru i středové úhly příslušně těmto
obloukům. Je tedy úhel <):ASB : 600,
<):BSC=90o a úhel4R— <):CSA =
= 2100. Na základě vztahu mezi středo­
vým a obvodovým úhlem nad týmž oblou­

kemjeúhelšBAC=a=-Š-qCSB=
= 450,<):ACB=y=% %(ASB=3oo
a qABC=p =2R—(a+y)=
=1050=%(4R—qcsl4).

Závěr: Trojúhelník ABC má vnitřní úhly a = 450,p = 1050,y = 300.
. Je dána kružnice k 5 (S; 1) a dvě její tětivy AC, BC, přičemž AC < 2r,

BC < 2r. Jestliže menšímu oblouku AC přísluší středový úhel a a men­
šímu oblouku BC přísluší středový úhel B, určete úhel %(ACB. [Návod:
Využijte vztahu mezi obvodovým a středovým úhlem nad týmž ob-.
loukem.]

Je dán ostroúhlý trojúhelník ABC. Nad průměry AB a AC jsou se­
strojeny kružnice kq, ka. Dokažte, že se tyto kružnice protínají v bodech
X, Y, přičemžX a A a Y leží uvnitř strany BC trojúhelníka ABC.
Dvě shodné kružnice k1E (S,; r), k2š (82, r) mají tu vlastnost, že
střed jedné leží na kružnici druhé. Označte průsečíky obou kružnic P, Q
a sestrojte prťuněry PA a PB. Dokažte, že trojúhelník PAB je rovno­
stranný a že jeho strana AB prochází bodem Q.
Je dána polokružnice k se středem S a s krajními body A, B. Tětiva CD
této polokružnice má délku c < AB a přísluší jí středový úhel %:CSD =
= go. Dokažte, že úhlopříčky čtyřúhelníka ABCD svírají úhel co =

= R + %. (Pořadí bodů A, B, C, D na polokružnici k volte tak, aby
čtyřúhelník ABCD byl konvexní) "
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___IOl.Jsou dány kružnice k1 = (S,; r,) a 1:2= (S2, r,), které mají vnější dotyk
v bodě T. Tímto bodem jsou vedeny dvě přímkya, b, které jsou sečnami
obou kružnic. Označte A aš T, B;“É T průsečíky přímky a s kružnicemi
k„ k„ 015 T, Dyk—ÉT průsečíky přímky b s kružnicemi kl, k2 a dokažte,
že je AC || BD.

Řešení (obr. 27)

Jelikož kružnice kl, k2 mají vnější
dotyk v bodě T, mají v tomto bodě
též společnou tečnu : a leží v opač­
ných polorovinách s hranicí :; z toho
důvodu odděluje bod T bod A od
bodu B a bod C od bodu D. Zvolme
na tečně : body P, Q tak, aby byly
bodem T odděleny a aby bod Q ležel
v polorovíně CDA a bod P v polo­
rovíně k CDA opačné; potom jsou
úhly <):CTP a 4: DTQ vrcholové,
takže <)ZCTP = <I DTQ. Jelikož

b úhel %:CTP je úsekový a patří ob­“ louku TC, je ex CTP = 4 CAT;
Obr.27 ze stejného důvodu je <)íDTQ :

= %:DB T. Z uvedených vztahů plyne
vztah %:CAT = <):DBT, přičemž tyto úhly jsou střídavé, neboť body
C, D leží v opačných polorovinách s hranicí AB. V důsledku toho je
AC llBD.

Závěr: Přímky AC a BD jsou rovnoběžné.

*102. Dokažte, že AC || BD, mají-li kružnice k„ ze,z příkladu 101vnitřní dotyk.

*103

104.

*105.

366

Dvě kružnice le1=(S,; r,), la:2=(S,; r,) se protínají ve dvou různých
bodech A, B. Bodem A veďte přímku a, která protíná kružnice kl, kg
v bodech EÉ A, F $ A, bodem B přímkub, která protíná kružnice k„
k2v bodech CšéB, D; B. Dokažte,že CE || DF.

]e dána kružnice k _=_(S;r) a bod P ležící vně kružnice k. SestrOjte
z bodu P tečny in t2 ke kružnici k a označte jejich dotykové body T„ T,.
Dále sestrojte přímku TIS, která prome kružnici k v bodě H ;É T,.
Dokažte, že H T2 || PS.

Trojúhelníku ABC je opsána kružnice k 5..-(S ; r). Osa o1 vnitřního
úhlu a = %:BAC protne kružnici k v bodě U1až A; osa vnějšího úhlu a'
příslušného k úhlu a: protne kružnici k v bodě U,;É A. Dokažte, že
přímka U1U2je osou strany BC.



*106.

*107.

108.

*109.

ITW—|

V kružnici k 3 (S; r) jsou dány tětivy AB || A'B' a BC || B'C'. Dokažte,
že AC' ][A'C.

Kružnici k —=—(S; r) je opsán rovnoramenný lichoběžník ABCD, jehož
základny jsou AB a CD. Dokažte, že kružnice k„ k2 opsané nad prů­
měry AD a BC se dotýkají v bodě S.

Je dána kružnice k E (S; r) a úhly a, 13,přičemž a: + 6 < 2R. Vepište
kružnici k trojúhelníku ABC tak, aby jeho úhel ©:BAC = a a úhel
qABC : 6.
Jsou dány tři přímky a, b, c jdoucí bodem M a kružnice k =_-(S; r);
Sestrojte trojúhelník ABC tak, aby jeho vrcholy ležely na kružnici k
a strany byly rovnoběžné s přímkami a, b, c.

4. GEOMETRICKÁ MÍSTA BODÚ A JEJICH UŽITÍ

Je dána přímka p a bod A, který na přímce p neleží. Určete geometrické
místo středů úseček AX, jestliže bod X probíhá přímku 1).

Řešení (obr. 28) >A
Vedeme-lí bodem A kolmici

k přímce p a označíme P její patu
na přímce p, je středS úsečky AP
bodem hledaného geometrického X' 8
místa. Zvolíme-li na přímce p
libovolně bod X až P a sestrojí­
me střed X ' úsečky AX, patří
bod X ' také hledanému geometric—
kému místu. Dále je zřejmé, že
bod X' leží na přímce m, která P
prochází bodem S a je rovnoběžná
s přímkou p, neboť úsečka X'S Ob" 23
je střední příčkou trojúhelníka
APX. K témuž výsledku dospějeme, volíme—libod X ;“ÉP kdekoli
na přímce 1). Je tedy hledaným geometrickým místem přímka m. Do­
kážeme obráceně, že všechny body přímky m patří hledanému geo­
metrickému místu. Za tím účelem zvolme na přímce m bod X '$ S.
Přímka AX ' protíná přímku pov bodě X až P, takže body A, P, X jsou
vrcholy pravoúhlého trojúhelníka, jehož přepona je AX. Jelikož bod S
je středem jeho odvěsny AP a m -_=_SX' llXP, je úsečka SX ' střední
příčkatrojúhelníka APX a bod X ' přímky m střed úsečky AX. K témuž
výsledku dojdeme, volíme-li bod X ';1': S kdekoli na přímce m.

IS
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Závěr: Hledané geometrické místo tvoří přímka m || p, která půlí
úsečku AP.

. Určete geometrické místo středů všech úseček, které mají krajní body
na dvou různých rovnoběžkách p a q.

. ]e dána kružnice k 5 (S ; r). Určete geometrické místo středů všech
kružnic, které se dotýkají kružnice k a procházejí bodem 8.
Je dána kružnice k 5 (S ; r). Určete geometrické místo bodů souměrné
sdružených k bodu S podle všech tečen kružnice k.
]e dán dutý úhel šAVB. Po jeho ramenu VA se pohybuje bod P a po
jeho ramenu VB bod Q tak, že platí vztah VP : VQ. Určete geo­
metrické místo středů všech úseček PQ.

Je dána kružnice k E (S; r) a úsečka délky d. V bodě T kružnice k je
sestrojena tečna : a na ní bod X tak, aby platil vztah TX = d. Určete
geometrické místo všech bodů X, jestliže bod T bude probíhat kružnici k.

. ]e dán trojúhelník ABC a libovolný bod M. Na obvodu trojúhelníka ABC
zvolte libovolný bod X a na přímce MX bod Yšé X tak, aby platil
vztah M Y = MX. Určete geometrické místo všech bodů Y, probíhá-li
bod X obvod trojúhelníka ABC.

Je dána kružnice k E (S; r) a úsečka délky 71> r. Určete geometrické
místo středů kružnic, které mají poloměr r1 a kružnici k půlí.
Je dán rovnoběžník ABCD, který má pevnou stranu AB, kdežto strany
AD a BC se mohou otáčet okolo bodů A a B (kloubový čtyřúhelník —
např. pohyb ojnice u lokomotivy). Jakou dráhu opisuje při tomto pohybu
střed S rovnobéžníka ABCD?

Je dán trojúhelník ABC, jehož strana BC je pevná, kdežto strana AB
se může volné okolo bodu B otáčet. Strana AC při tomto pohybu mění
svoji velikost. Určete geometrické místo středů všech úseček AC.

Určete geometrické místo středů kružnic, které mají daný poloměr r
a vytínají na dané přímce p tétivu dané délky d.
Určete geometrické místo středů kružnic, které se dotýkají dané přímky :
a na dané přímce p || : vymezují tétivu dané délky d.

Co je geometrickým místem bodů, z kterých vidíme danou úsečku AB
v zorném úhlu větším než 450 a menším než 600?

Určete geometrické místo průsečíků os vnitřních úhlů všech pravoúhlých
trojúhelníků, které mají pevnou přeponu AB.
Bod X probíhá polokružnici k E (S ; r) sestrojenou nad průměrem AB,
jehož střed je S. Na každé polopřímce SX je sestrojen bod Y tak, že
jeho vzdálenost od bodu S je rovna vzdálenosti bodu X od přímky AB.
Určete &sestrojte geometrické místo všech bodů Y.
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Řešení (obr. 29)

]e—liX E A nebo X E B, je k
vzdálenost bodu X od přímky
AB rovna nule, takže bod YE
:; S ; bod S patří hledanému
geometrickému místu. ]e—libod
X _=_C, kde C je koncový bod
poloměru SC kolmého k přímce
AB, je jeho vzdálenost od přím­
ky AB rovna r, takžeY E ;
bod C patří hledanému geome­
trickému místu. Zvolme dále bod X tak, že leží uvnitř oblouku
BCA, přičemž X y—ÉC; ved'me bodem X kolmici k přímce AB a její
patu označme P. Zřejmě je SP < 1, XP < r, takže 'bod Y je vnitř—
ním bodem úsečky SX. Dále je patrno, že %:CSX = <I PXS, neboť
SC IlXP, C a P leží v opačných polorovinách s hranicí SX, takže
jde o úhly střídavé. V důsledku toho je A CS Y % A SXP (sus), takže
q': CYS = %;SPX = R. Leží tedy bod Y na Thaletově kružnici k,
sestrojené nad průměrem SC. K témuž výsledku dojdeme, zvolíme-li
bod X ,.=ÉC kdekoli uvnitř oblouku AB. Dokážeme obráceně, že body Y
kružnice k1mají předepsanou vlastnost. Trojúhelník SCY podle Thale­
tovy věty je pravoúhlý, takže ©:CYS = R. Polopřímka SY protne
polokružnici k v bodě X. Označíme—lipatu kolmice vedené bodem X
k přímceAB písmenem P, je trojúhelník PSX pravoúhlý, má přeponu SX
a <):SPX = R. Jelikož ©: CSY = <):SXP (CS _LAB, XP _i_AB,
proto CS || PX, takže jde o úhly střídavé)a SC = SX, je A CSYĚ
% A SX)J (usu), odkud plyne vztah SY = XP. Bod Y tedy patří
našemu geometrickému místu. K témuž výsledku dojdeme, zvolíme-li
bod Yšé S, Yšé C kdekoli na kružnici k,.

Závěr: Hledané geometrické místo tvoří kružnice kl sestrojená nad
průměrem SC, kde 8 je střed polokružnice k a C krajní bod poloměru
k přímce AB kolmého.

Obr. 29

Polopřímky VM a VN mají společný počáteční bod V a svírají úhel a.
Určete geometrické místo bodů, které mají od obou polopřímek součet
vzdáleností rovný danému číslu d > 0.

Je dán dutý úhel AVB. Po jeho ramenu VA se pohybuje bod P a po
ramenu VB bod Q tak, že součet velikostí úseček VP + VQ = d,
kde d je kladné číslo. Určete geometrické místo středů S úseček PQ.

]sou dány dvě různé rovnoběžky p, q, jejichž vzdálenost je v. Určete
geometrické místo středů kružnic, které vymezují na přímce p tětivu
délky a a na přímce q tětivu délky b (a 2 b).
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Je dána polokružnice k E (S; r) s krajními body A, B a úsečka délky
c < AB; najděte geometrické místo průsečíků úhlopříček všech čtyř­
úhelníků ABCD, jejichž vrcholy C, D leží na polokružnici k a to tak.
že strana CD čtyřúhelníka ABCD má stálou délku rovnou číslu c.

Je dána kružnice k =.-_-_-(S; r) a na ní dva různé body A, B. Ke každému
bodu X, který probíhá kružnici k, přičemž X ;r—ÉA, X :;É B, je sestrojen
na polopřímo: AX za bodem X bod Y tak, že X Y : XB. Určete geo—
metrické místo všech bodů Y. [Návodz Trojúhelníky X YB jsou rovno­
ramenné a mají při vrcholu Y stejné úhly.]
Jsou dány dvě různé rovnoběžky p, p' a uvnitř pásu mezi nimi bod M.
Bodem M veďte přímku q tak, aby proťala přímky p a p' v bodech A a A'.
Sestrojte v bodě A' kolmici k k přímce q a určete na ní bod Q tak, aby
platil vztah A'Q = MA. Stanovte geometrické místo bodů Q, jestliže
přímka q mění svoji polohu.
Je dána přímka 1), dva různé body A a B a úsečka délky d. Sestrojte
bod X tak, aby měl od bodů A, B stejnou vzdálenost a od přímky p
vzdálenost d.

Je dán trojúhelník ABC. Uvnitř tohoto trojúhelníka sestrojte bod M tak,
aby jeho vzdálenosti od přímek AB, BC, AC byly v poměru 2: 3 : 4.
Je dána úsečka AB délky a, přímka [) IlAB mající od úsečky AB vzdále­
nost d a dutý úhel a. Na přímce p sestrojte bod X tak, aby z něho bylo
vidět úsečku AB pod úhlem a. Určete vztah mezi d a a, má-li být úloha
řešitelná.

Je dán čtverec ABCD. Na jeho obvodu najděte bod X tak, aby z něho
bylo vidět úhlopříčku AC tohoto čtverce pod úhlem 1200.
Je dán kosočtverec ABCD. Sestrojte takový bod X, aby z něho bylo
vidět stranu AB pod úhlem 600 a stranu BC pod úhlem 450.
Je dán ostroúhlý trojúhelník ABC. Sestrojte bod M tak, aby z něho bylo
vidět všechny tři strany tohoto trojúhelníka pod stejným úhlem.
Je dána kružnice k “E(S ; r), libovolná její tětiva AB a bod C;“É S, který
leží uvnitř kružnice k. Bodem C veďte tětivu MN tak, aby byla tětivou AB
půlena.
Je dána přímka p, bod A, který na přímce p neleží, a úsečka délky 1.
Sestrojte kružnici k tak, aby měla poloměr r, procházela bodem A a do—
týkala se přímky 1).

Řešení (obr. 30)
A. Rozbor: Jelikož kružnice k o poloměru 1 má procházet bodem A,

je nutno hledat její střed 8 na kružnici kl, která má střed v bodě A
a poloměr r. (le:1je geometrické místo středů kružnic, které mají poloměr r
a procházejí bodem A.)



]elikož kružnice k se má dotýkat přímky p, je nutno hledat její střed 3
na přímkách p„ pí, které leží v opačných polorovinách s hranicí p, jsou
s přímkou p rovnoběžné a mají od ní vzdálenost r (171a pí tvoří geo­
metrické místo středů kružnic, __

které mají poloměrr a do- //' \\\k1
týkají se přímky p). Střed S /
kružnice k je společným bodem k A \ k'
obou geometrických míst. , \

B. Konstrukce: Sestrojíme \\
kružnici k1: (A; r) a oběpřím- \3 S'
ky Pi, pi'tak, aby pl || ?, pí :|A
aby měly od přímky [: vzdále­
nost r a aby ležely v opačných
polorovinách s hranicí p. Jestliže
kružnice k1některou z obou pří­
mek p„ pí protne, pak tento
průsečík je střed S kružnice k.
Potom stačí okolo středu 8
opsat kružnici k poloměrem r Obr.30
a úloha je vyřešena.

C. Důkaz konstrukce.Kružnice k= =;(S r) zřejměprochází bodem A,
neboť SA = r a dotýká se přímkyp, neboťvzdálenost bodu 8 od přímkyp
je ST = 7.

D. Diskuse: Úloha má řešení tehdy, jestliže obě uvedená geometrická
místa mají společné body; to znamená, že alespoň jedna z přímek p„ pí
je sečnou nebo tečnou kružnice k,. Bod A musí mít tedy alespoň od jedné
z uvedených přímek vzdálenost menší nebo rovnou poloměru r.

a) Nechť bod A a přímka pl leží v téže polorovině s hranicí p; potom
je úloha řešitelná tehdy, je—lild — r| ; r, kde d značí vzdálenost bodu A
od přímky p. Uvedený vztah lze upravit na tvar 0 < d ; 2r; je-li
d = 21, existuje jedna kružnice k =—_—(S ; r), která řeší úlohu; je—lid < 2r,
lze sestrojit takové kružnice dvě, je-li d > 21, nemá úloha řešení.

b) Vzhledem k případu a) leží bod A a přímka pí v opačných polo—
rovinách s hranicí p ; přímka pí má od bodu A vzdálenost (d + r),
tedy větší než r. Přímka pí nemá s kružnici k1společné body.

Závěr: Střed S hledané kružnice k je průsečíkemkružnice k1=:;(A r)
s přímkou p„ která má od přímky p vzdálenost 7 a leží 3 bodem A v téže
polorovině s hranicí p. Uloha má řešení tehdy, platí-li 0 < d < 2r,
kde d značí vzdálenost bodu A od přímky 1).

[___1—39.| ]sou dány dvě nesoustředné kružnice k :*“(S,;r,) a k,—_'(Sz; rz) tak,
aby 8,82 > r1 + r„ přičemžr, > rz. Sestrojte kružnici k tak, aby měla
daný poloměr r a dotýkala se obou kružnic vně.

p,!
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Řešení (obr. 31)
A. Rozbor: Střed S kružnice k leží

na kružnici »:1 E (S,; r + r,) a na
kružnici m2E (S,; r + r,).

B. Konstrukce: Okolo bodu S1 opí—
šeme kružnici m1 poloměrem 1 + rl,
okolo bodu S2 kružnici m2 polomě­
rem r + r,. Společný bod kružnic
m„ 7112je středem S hledané kružnice
k, jejíž poloměr je r. Body TI, Tz,
ve kterých protínají přímky 5,8, 828
kružnice kl, kz, jsou body dotyku
kružnice k s kružnicemi k1a k,.

C. Důkaz konstrukce: Kružnice k
má poloměr r, neboťTIS = TŽS: r,
a dotýká se kružnic k„ k2v bodech T„

T2vně,neboťSIT1: rl, TIS : r, SIS : r + rl, 5"sz : r„ T,.S': r,
828 = r + rz.

D. Diskuse: Úloha má řešení tehdy, mají-li kružnice ml, m2 společné
body. To nastane tehdy, jsou-li splněny vztahy (rl + r) —(r2 + r) ;
g 3182 ; (11+ 1) + (r2 + r), odkud plynou nerovnosti r1 —12;
g 8182 ; 71+ r2 + 21. Jelikož v našem případě je 8182 > r1 + rz, je
vztah 8182 ; r1 — r2 vždy splněn a stačí uvažovat jen vztah 8182 ;
; r1_+ ?2 + 2r. V případě, že 3182 < r1 + r2 + 2r, má úloha dvě
řešení; v případě, že 8,82 : r1 + r2 + 2r, má úloha jedno řešenía v pří­
padě, že 8182 > r1 + r2 + 2r, nemá úloha řešení.

Závěr: Střed S hledané kružnice k je průsečíkem kružnic m1š (31;
r + r,) a m2E (S,; r + r.,). Úloha je řešitelná tehdy, ie-li 8132 ;
; r1+ r2+ 27.

Je dán dutý úhel RLAVB. Sestroite kružnici k tak, aby procházela
bodem B a dotýkala se ramen VA a VB daného úhlu.

. ]sou dány dvě různé rovnoběžky p a q a na přímce 1)dva různé body A, B.
Sestrojte kružnici k tak, aby procházela body A, B a dotýkala se přímky q.

142. Je dána kružnice k1E (S,; r,) a dvě různoběžky p, q, které procházejí
bodem Sl. Sestrojte kružnici k, která má střed na kružnici k1a dotýká se
přímek p a q.

143. Jsou dány dvě různé rovnoběžné přímky p a q a přímka m, která obě
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V soustavě souřadnic ny sestrojte kružnici k tak, aby procházela bodem
M —=—(3 ; 0) a dotýkala se obou os.

Jsou dány dvě různé rovnoběžky p a q a bod A. Sestrojte kružnici k tak,
aby se dotýkala přímek p, q a procházela bodem A.

Vepište kružnici k kruhové výseči se středovým úhlem a = 450.

Je dán čtverec ABCD a kružnice kl, která je mu vepsána. Sestrojte
kružnici k tak, aby se dotýkala dvou sousedních stran daného čtverce
a kružnice kl.
]e dána přímka : a dva body A, T, z nichž bod 1“ leží na přímce :. Se­
strojte kružnici k tak, aby se dotýkala přímky : v bodě T a procházela
bodem A.

]sou dány dvě shodné kružnice k1 E (Slg rl), k2 E (325 rz), přičemž
r1 = r2 = 25 mm a vzdálenost 5132 = 120 mm. Sestrojte kružnici k tak,
aby se dotýkala kružnic k„ k2 a přímky p :=. 3182.
Je dána kružnice 121E (31;rl) a její libovolná tečna t, která se dotýká
kružnice k v bodě T; dále je dána úsečka délky r. Sestrojte kružnici k tak,
aby se dotýkala přímky :, měla poloměr r a s kružnici k, vnější dotyk.

]e dána kružnice k15 (S1;rl) a přímka p, která prochází bodem Sl.
Sestrojte kružnici k tak, aby se dotýkala přímky p, kružnice kl a měla

1

poloměr r = —2—r1 .

.Jsou dány dvě soustředné kružnice li:1513513), k2 E(Sa;r2), při­
čemž rl > rz; dále je dán bod A. Sestrojte kružnici k, která se dotýká
kružnic kl, k2 a prochází bodem A.

]e dána kružnice kl E (8571), bod M a úsečka délky d. Sestrojte kruž­
nici k tak, aby měla poloměr d, půlila kružnici k1a procházela bodem M.
]e dána kružnice la1E(Sl;r1) a bod A. Sestrojte kružnici k shodnou
s kružnici k1 tak, aby procházela bodem A a dotýkala se kružnice kl.

]sou dány tři kružnice k] =. (S,; r,), lz2E; (32 ; r2), ka = (S3; ra), přičemž
platí r1 = r2 = 4 cm, r:, libovolné. Tyto kružnice se navzájem dotýkají
vně. Sestrojte kružnici k tak, aby měla s každou z daných kružnic vnitřní
dotyk.
Sestrojte trojúhelník ABC, je-li dáno a + b, c, a.

Řešení (obr. 32)
A. Rozbor: Předpokládejme, že úloha má řešení. Na polopřímce AC za

bodem C sestrojme bod D tak, aby platilo CD = CB = a; potom troj­
úhelník ABD má strany AB = c, AD = b + a a úhel %:BAD = a.
Trojúhelník BCD je rovnoramenný a má základnu BD ; osa o této základny
jde bodem C.
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B. Konstrukce: Sestrojme nejprve trojúhelník ABD, který je určen
stranami AB = c, AD——b + a a úhlem a jimi sevřeným. Dále sestrojme
osu a strany BD, která prome přírnku AD v bodě C. Za předpokladu,
že průsečík C padne dovnitř úsečky AD, je hledaným trojúhelníkem
trojúhelník ABC.

Obr. 32 Obr. 33

C. Důkaz: Protože bod C leží na ose úsečky BD, je CD = CB,
AC + CB = AC + CD = AD : a + b. Trojúhelník ABC má stranu
AB : c, <)ZBAC = a a součet stran AC + CB = a + b; je to tedy
hledaný trojúhelník.

D. Diskuse: ]e-li a + b > c a úhel a < 2R, má úloha vždy jedno
řešení. Lze totiž trojúhelník ABD vždy sestrojit a trojúhelník ABC
existuje, neboť průsečík C osy úsečky BD s přímkou AD padne dovnitř
úsečky AD. Úsečka AD > AB, a proto i úhel <xABD > <IADB,
přičemž <IADB—_- <):CBD. Úhel <IADB je vždy ostrý, takže polo­
přímka DA se s osou úsečky DB protnou uvnitř poloroviny DBA.
Úhly <IABD a <)íCBD mají společné rameno BD, <[ABD > <):CBD,
takže bod C padne dovnitř úsečky AD.

Závěr: Trojúhelník ABC lze vždy sestrojit, je—lia + b > c a úhel
a < 2R. Úloha má jedno řešení.

|1 7.| Sestrojte trojúhelník ABC, je-li dáno a — b > 0, c, a: < R.

Řešení (obr. 33)

A. Rozbor: Předpokládejme, že jsme trojúhelník ABC sestrojili.
Naneseme—lina polopřímku CA úsečku CA' = CB, je A'A : a —b,
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<):A'AB = 2R —a, takže trojúhelník A'AB je určen dvěma stranami
a úhlem jimi sevřeným.

B. Konstrukce: Sestrojíme trojúhelník A'AB určený stranami AA' =
= a —b, AB = c a úhlem <A'AB = a' = 2R —ac.Jelikož trojúhelník
A'BC je rovnoramenný, protíná osa o jeho základny A'B přímkou AA'
“vevrcholu C trojúhelníka ABC, pokud tento průsečík existuje a padne
dovnitř polopřímky opačné k polopřímce AA'.

C. Důkaz: Bod C leží uvnitř polopřímky opačně k polopřímce AA',
a proto úhel <)2CAB—: 2R— (ZR —a)——oc. Dále je CA= CA'­
— AA' = a — (a — b)—_ b, AB = c. Trojúhelník ABC má tedy po­
žadované vlastnosti.

D. Dzskuse:Aby bylo možno trojúhelník ABC sestrojit, je nutno volit
úhela <2Rarozdíla—b<c. Je-litotiza<2R,1e12R—ac<2R
takže trojúhelník AA' B lze sestrojit; rovněž lze sestrojit osu a strany A'B,
která protne polopřímku opačnou k polopřímce AA' ve vnitřním bodě C.
(Kdyby proťala osa o úsečku AA' ve vnitřním bodě X, musel by platit
vztaha—b=AA'=A'X+XA=XA+XB>AB =c, což je
ve sporu s předpokladem, že a — b < c; také bod A neleží na ose a,
protože c = AB = AA' = a —-b. Na polopřímce opačné k polopřímce
A'A uvažovaný průsečík také ležet nemůže, neboť <):AA'B je ostrý.)
Úloha má vždy jedno řešení.

Závěr: Trojúhelník ABC lze sestrojit vždy, je-li a: < 2R a a —b < c.
Úloha má jedno řešení.

Sestrojte trojúhelník ABC, je-li dáno:
a) b=4cm, c=10cm, tc=7cm; b) b=5cm, c=7cm, va:
=4cm; c) b=5cm, v,=3cm, y=750g d) y=750, v„=3cm,
v„=2cm; e)a=8cm,b=4cm, zc=5cmgf)g =2cm,a=600,
6:450; g)a=6cm,vb=4cm,r=5cm.
Sestrojte trojúhelník ABC, je-li'dáno:
a) a, B, va; b) a, b, va; *c) c, a < R, za; d) a, va, ta. Proveďte diskusi.
Sestrojte trojúhelník ABC, je-li dáno:
a) c, 13,a + b; *b) b, 6, a + c; c) a + b + c, a, vb. Proveďte diskusi.
Sestrojte rovnoramenný trojúhelník ABC 0 základně AB, je-li dáno:
b+vc = 6cm, <ACB =)! =750.
Sestrojte rovnoramenný trojúhelník ABC se základnou AB a rameny AC,
BC, je-li dáno a) b 2 AC, vb; b) obvod 25,ve (výška na AB) ; C)D.„ta;
d) c —=—AB, g (9 poloměr kružnice trojúhelníku ABC vepsané). Proveďte
diskusi.

Sestrojte pravoúhlý trojúhelník ABC, je-li dáno:
a)a,g; b)a+ b+ c =2s,!3; c)c —a>0„6 <R; d)c, tb.Proveďte
diskusi.
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164. Sestrojte pravoúhlý trojúhelník rovnoramenný ABC, ie-li dán jeho
obvod 25.

165. Sestrojte rovnostranný trojúhelník ABC, je-li dáno:
a) 1), b) a — v. Proveďte diskusi.

166. Sestrojte obdélník ABCD, je-li dáno: a + b = 5 cm, (» = 1500. (0) =
= <)íASB, kde S je střed obdélníka)

167. Sestrojte obdélník ABCD, je-li dáno: a) a, b + e; b) o,e .
[a = AB, b= BC, e = AC, o———2(a + b).] Proveďte diskusi.

*168. Sestrojte kosočtverec ABCD, je-li dáno: e + f= 6 cm, a—_- 750.
(e = AC,f= BD, a = %:BAD.)

169. Sestrojte kosočtverec ABCD, je-li dáno: a) v, e = 20; b) a, e + f;
c)f,g; d) e—a>0,oz. (e=AC,f=BD,oz= šíBAD,g poloměr
vepsané kružnice.)

170. Sestrojte kosodélník ABCD, je-li dáno: ] = 5 cm, y = 750, m = 600.
(f = BD, )) = <IACD, w = Q:ABS, kde S je střed kosodélníka.)

171. Sestrojte kosodélník ABCD, je-li dáno: a) a, va, v„; b) a, v„, v„ (a < R).
a = AB, a = %:BAD, va je výška na stranu AB, v„ je výška na
stranu BD.) Proveďte diskusi.

172. Sestrojte lichoběžník ABCD, je-li dáno: a) a + (:= - 8 cm, a' = 3 cm,
f=5cm, w=1200; b) a+c=8cm, b=3,5cm, e+f =9,3cm,
w=1200. (a=AB, b=BC, c=CD, d=DA, e=AC, f= BD,
w = <)ZAUB, kde U je průsečík úhlopříček 1ichoběžníka.)

173. Sestrojte lichoběžník ABCD, je-li dáno: a) a, b, c, „3< R; b) a, b, e,
“ <RŠ c)a,e,f,'v; d)aabac>d(a>c)5 e)a—c>0,b,d,e; f)a) Ca
CQB(a>c). (a =AB, b =BC, :: CD,d= DA,e=AC,f=BD,
a = <; BAD, B—— < ABC.) Proveďte diskusi.

|___174.| ]sou dány úsečky délky a, b, c, d, přičemž d > a. Sestrojte čtyřúhelník
BCD tak, aby měl délky stran AB = a, BC = b, CD = c, DA=

a úhlopříčka AC aby půlila úhelA
4: DAB.

a
5
2

Řešení (obr. 34)

/ A. Rozbor: Předpokládejme, že
/ jsme úlohu vyřešili. Sestrojíme-li na

X polopřímceABbodE tak,žeAE = a'/ o a sestrojíme-li v jedné z obou polo­
rovin s hranicí AB bod C tak, aby
bylo BC = b, EC = c, je AAECg
;. AADC, takže š. CAD = <)íEAC.
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B. Konstrukce: Zvolme na přímce p úsečku AB = a a na polopřímce
AB sestrojme bod E tak, aby AE = d; jelikož je d > a, leží bod E na
polopřímce AB za bodem B. Dále sestrojme nad úsečkou BE trojúhelník
BEC tak, aby bylo BC = b, EC = c; potom sestrojme AADC ;;
% A AEC, aby vrcholy D, E ležely v opačných polorovinách s hranicí AC.
Čtyřúhelník ABCD je hledaným čtyřúhelníkem.

C. Důkaz: Z konstrukce plyne, že AB = a, BC = b; jelikož AAEC %
; A ADC, přičemžbody D, E leží v opačných polorovinách s hranicí AC,
je CD = CE = :, AD = AE = d a přímka AC půlí úhel BAD, neboť
<3EBAC = %:DAC. Čtyřúhelník ABCD má tedy požadované vlast­
nosti.

D. Diskuse: Úloha bude mít řešení tehdy, bude-li existovat troj­
úhelník BEC, to jest, budou-li mezi délkami jeho stran platit známé ne­
rovnosti a budou-li platit vztahy <):BCA + šACD ;á 2R, f:; CAB +
+ 4: CAD 4: 2R; přitom čtyřúhelník ABCD nemusí být vypuklý.
Poznámka: Ulohu lze řešit též pomocí osové souměrnosti (viz kapitolu
Shodnost přemístěním).
Sestrojte čtyřúhelník ABCD, je-li dáno:
a)a=5cm,b=4cm,c=3cm,d=2cm,a=600; b)a=2,5cm,
b = 3cm, c = 3,5 cm, 13= 1200, )! = 750; c) a = 2cm, b =- 2,5 cm,
c = 4cm, a = 1350, B = 900; d) a = 4,5 cm, b = 3,2 cm, oz: 60C,
B = 900, y = 1500.

Sestrojte čtyřúhelníkABCD, je-li dáno: a) a, b, c, d, e : AC ; b) a, e =
: AC,f = BD, a < R, 5 < R. Proveďtediskusi.
Sestrojte deltoid ABCD, znáte—lia + b, e = AC,a: = <)íBAD. (AC půlí
úhly <)íBAD a <):BCD.)

Sestrojte tětivový čtyřúhelník ABCD, je-li dáno:
a) a = 6 cm, c = 2 cm, a: = 600, r = 4 cm (r je poloměr kružnice čtyř—
úhelníku opsané), b) a = 3 cm, b = 5 cm, c = 2 cm, ,8 = 1200;
c)a=5cm,oz=450,e=AC=5,3cm,f=BD=4cm.
Prolínají-li se osy vnitřních úhlů různoběžníka ve čtyřech různých
bodech, pak tyto body jsou vrcholy tětivového čtyřúhelníka. Dokažte to.
Sestrojte tětivový čtyřúhelník, je-li dáno e = AC, ]“: BD, 9), r. (r je
poloměr kružnice čtyřúhelníku opsané, q) úhel jeho úhlopříček.)
Sestrojte tečnový čtyřúhelníkABCD, je-li dáno: a) a = 5 cm, = 4 cm,
c=7cm, a=600; b) a=5cm, a=600, y=1050, g = 1,5cm
(9 je poloměr kružnice čtyřúhelníku vepsané) ; c) a = 4,5 cm, b = 5,3cm,
13= 750, g = 1,5 cm.

Sestrojte tečnový čtyřúhelník, je-li dáno a, b, c, e = AC. Proveďte
diskusi.
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Dokažte, že úhly, pod kterými vidíme protější strany tečného čtyřúhel­
níka ze středu vepsané kružnice, jsou výplňkové.

5. OPAKOVÁNÍ

Je dán trojúhelník ABC, který má úhel %EACBpravý nebo tupý. Do—
kažte, že pata P kolmice k vedené vrcholem C na přímku AB leží uvnitř
úsečky AB.

Je dán trojúhelník ABC. Uvnitř strany AB zvoltebod X, uvnitř strany BC
Y a dokažte, že úsečky A Y, CX mají společný bod.

Je dán obdélník ABCD tak, že AB < BC. Uvnitř strany AB zvolte
bod X a na přímce BD najděte bod Y tak, aby platilo XB = X Y. Do­
kažte, že bod Y je vnitřním bodem úsečky BD.

Vnitřní úhly trojúhelníka ABC jsou a, 13,y. Určete vnitřní úhly troj­
úhelníka, jehož strany tvoří osy vnějších úhlů trojúhelníka ABC.

Je dána přímka p a dva body M, N ležící uvnitř jedné poloroviny s hra­
nicí p. Označte Q průsečík přímek ? a MN ; který bod X přímky 19má
rozdíl IXM — XNI nejmenší?

ABCD je čtverec, jehož úhlopříčky se protínají v bodě S. Uvnitř úsečky
SD zvolte bod P, potom k přímce AP veďte kolmici k bodem B a její
průsečík s úhlopříčkou AC označte Q. Dokažte, že je A ABP % A BCQ.

Je dán pravidelný šestiúhelník ABCDEF. Vrcholem A jsou vedeny úhlo­
příčkyAE, AC, které protínají úhlopříčku BF v bodech P a Q. Dokažte,
že platíBQ : QP = PF.
]e dán pravidelný pětiúhelník ABCDE.
a) Dokažte, že jeho úhlopříčky jsou stejně dlouhé.
'b) Dokažte, že přímka AB || EC.

]e dána kružnice k 5 (S; 1) a bod P ležíd vně kružnice k. Z bodu P
jsou vedeny ke kružnici k tečny tl, tz, jejichž dotykové body jsou TI, Tz.
Uvnitř menšího oblouku T1T2 je zvolen bod Ta, jímž je vedena ke kruž­
nici k tečna ta, která protíná tečny t„ t2 v bodech M, N. Dokažte, že
platí vztah 20:+ „8: 2R, je-li a: = <I MSN, „B= 4: MPN. Co z toho
plyne pro úhel ©:NSM, jestliže bod Ts mění svou polohu na oblouku
T1T2?

Dvě kružnice k1 E (S1;rl), k2E (S,; r,) mají vnější dotyk v bodě T.
Tímto bodem veďte přímku a, která protíná kružnici k1v bodě Ašé T
a kružnici k2 v bodě Bšé T. Dokažte, že tečny tl, t2 vedené ke kruž­
nicím k„ k2 v bodech A, B jsou navzájem rovnoběžné.
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Vnitřní úhly čtyřúhelníka ABCD mají velikosti v poměru 71:(71+ l):
: (71+ 2): (n + 3), kde n je přirozené číslo. Dokažte, že čtyřúhelník je
lichoběžníkem.

Body A, B rozdělují kružnici k =—_-'(S; r) na dva oblouky, jejichž délky
jsou v poměru 1 : 4. Vypočítejte obsahy kruhových výsečí, které těmto
obloukům přísluší, je-li poloměr r = 5 cm.

Dvě soustředné kružnice kl, k2 mají délky d1 = 201:cm a d2 : 161tCrn.
Vypočítejte obsah mezikruží omezeného těmito kružnicemi.

Určete poloměry rl, r2 kružnic k„ kz, je-li rozdíl délek těchto kružnic
udán číslem m a poměr velikostí jejich poloměrů číslem 1: (m > 0,
19> 0, "1 > 72).

Mezikruží omezené kružnicemi kl, k2 se má rozdělit soustřednou kruž­
nicí k tak, aby obsah mezikruží byl touto kružnici dělen v poměru 1 : 2.
Vypočítejte poloměr r kružnice k na základě poloměrů r„ r2kružnic kl, k„
je—li71 > rz.

Je dán čtverec ABCD, jehož strana má délku a. Nad průměrem BD je
sestrojena půlkružnice jdoucí bodem C a okolo bodu A je opsána čtvrt­
kružnice poloměrem r = a tak, že leží až na body D, B uvnitř daného
čtverce. Vypočítejte obsah útvaru U omezeného polokružnicí a čtvrt—
kružnici.

Tři shodné kružnice o poloměru r mají tu vlastnost, že každá z nich
prochází středy obou kružnic zbývajících. Vypočítejte obsah společné
části všech tří kružnic pomocí čísla 7. [Návodz Trojúhelník 818283,
kde S„ S„ S„ jsou středy uvažovaných kružnic, je rovnostranný a má

z _

obsah P = %Va .]
Je dán pravoúhlý trojúhelník ABC, jehožúhel a = 600 a strana AC má
délku 1. Nad průměry AC, BC, AB jsou sestrojeny po řadě polokruž­
nice kl, kz, k:,tak, že leží v úhlu ©:ACB. Vypočítejte obsah útvaru omeze­
ného polokružnicí k, a oblouky polokružnic kl, kz, které leží v polorovině
ABX, kde X je vnitřní bod polokružnic_eka. [Návod: Strany-trojúhel­
nika ABC mají délky AB = 2, BC = V3, AC = 1.]

Jak velký je obvodový úhel nad obloukem kružnice, jehož délka se rovná
poloměru této kružnice?

. Vrcholy trojúhelníka ABC dělí kružnici tomuto trojúhelníku opsanou
na tři oblouky, jejichž délky jsou v poměru 11 : 12: 13. Určete vnitřní
úhly trojúhelníka ABC.

]sou dány dvě různé rovnoběžky a, b a přímka k kolmá k těmto rovno­
běžkám. Označte A průsečík přímky k s přímkou a, B průsečík přímky k
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s přímkou b, S střed úsečky AB a M bod ležící na polopřímce SA za
bodem A. Bodem M veďte přímkup tak, aby proťala přímku a v bodě X,
přímku b v bodě Y a trojúhelník X YS byl pravoúhlý. (Opište kružnici
nad průměrem AB.)
Jsou dány dvě různé rovnoběžky a, b. Na přímce a zvolte bod A, na
přímce b bod B a určete geometrické místo středů S všech rovnoběž—
níků ABCD, které mají vrchol C na přímce b a vrchol D na přímce a.

Je dána kružnice k 5 (S; r) a její tětiva AB. Určete geometrické místo
středů O všech vepsaných kružnic trojúhelnůtům ABX, jestliže bod X
probíhá kružnici k. [Návod: Mají-li trojúhelníky ABX při vrcholu X

úhly ji, mají trojúhelníky ABO při vrcholu o úhly R + %; o je střed
kružnice vepsané trojúhelníku ABX.]
Jsou dány tři shodné kružnice k„ kz, k„ které se navzájem dotýkají vně.
Sestrojte kružnici k tak, aby se dotýkala všech tří kružnic.

Jsou dány dvě kružnicekl—: (S,; r,), k2=_ (S,; r,). Sestrojtekružnicik
tak, aby měla daný poloměr r a půlila kružnice k„ k,.

Sestrojte trojúhelník ABC, je-li dáno a — b = 1 cm, 7!= 600, c = 4 cm.

Sestrojte trojúhelník ABC, je-li dáno: a) a, ta, tb; b) a, ta, r. Proveďte
diskusi.

Je dán rovnostranný trojúhelník ABC, jehož strana má délku a a úsečka
délku d. Uvnitř strany AC najděte bod P, uvnitř strany BC bod Q tak,
aby body P, Q půlily obvod trojúhelníka ABC a úsečka PQ = d. Pro­
veďte diskusi vzhledem k délce d.

212. Sestrojte pravoúhlý trojúhelník ABC, je-li dáno to, tc; <,tBCA = R.

213.

214.

215.

216.

Proveďte diskusi.

Je dána přímka p a bod S, který neleží na přímce p. Sestrojte pravidelný
šestiúhelník tak, aby bod S byl jeho středem a jedna jeho strana ležela
v přímce p.

Obdélník ABCD má obvod a. Určete jeho obsah P, je-li vzdálenost
středu S tohoto obdélníka od přímky AB o n větší než od přímky BC.
Téžproo=52cm,n =3cm.
Vypočítejte obsah kosočtverce ABCD, jehož strana má délku a a úhel
%:BAD—= a = 300.

Základny rovnoramenného lichoběžníku mají délky v poměru 5: 3, ra­
mena mají délku b = 5 cm a výška lichoběžníka v = 4,8 cm. Vypočítejte
jeho obvod a obsah a potom lichoběžník sestrojte.

217. Sestrojte rovnoramenný lichoběžník ABCD, je-li dáno AB = a, CD =
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. Lichoběžník ABCD má základny AB = a, CD = c a výšku 11.Dokažte,21CD

22©

22 ._

222.

2.24.

226.

227.

= c, AC = e, přičemž a > c. [Návodz Veďte výšku v., trojúhelníka

ABC a její patu označte E; úsečka AE má délku a _; c .]

Sestrojte lichoběžník ABCD, je-li dáno a + :, b, d, v.

že obsah trojúhelníka ASD, kde S je střed ramena BC, se rovná polo­
vině obsahu lichoběžníka ABCD.

. Vnější společné tečny dvou kružnic k1—=(S,;rl), k2 = (S,; rz) se do­
týkají těchto kružnic v bodech T„ Tí, T„ Tz. Dokažte, že čtyřúhelník
T1'TíT,',T2je tětivový.

6. SHODNOST PŘEMÍSTĚNÍM

(osová a středová souměrnost, otáčení a posouvání)

Je dán lichoběžník ABCD, jehož základny jsou AB a CD. Sestrojte
k němu lichoběžník osově souměrný, je-li v této souměrnosti přiřazen
vrcholu A střed A' strany_BC.

V soustavě souřadnic ny je dán trojúhelník ABC [A E (O; 1), B E
E (S; 3), C E (3; —2)]. Sestrojte k němu trojúhelník A'B'C' souměrné
sdružený podle: a) osy x; b) osy y.

V soustavě souřadnic ny je dán bod Q = (a,; a,). Jaké souřadnice má
bod Q', který je souměrně sdružený k bodu Q podle přímky a půlící
prvý a třetí kvadrant.

V soustavěsouřadnicny je dána kružnicek E (S; r) [S 5 (2; 3); r = 3].
Sestrojte kružnici k' souměrně sdruženou ke kružnici k podle: a) osy ::;
b) osyy; c) přímky a, která půlí druhý a čtvrtý kvadrant.

. Je dán pravidelný šestiúhelník ABCDEF. Sestrojte k němu šestiúhelník
souměrně sdružený podle: a) přímky AE; b) přímky FC.

Kolik os souměrnosti má: a) pravidelný šestiúhelník; b) čtverec; c) obdél—
ník; d) rovnostranný trojúhelník ; e) rovnoramenný trojúhelník; f) koso­
čtverec; g) kružnice; h) přímka; i) úsečka?
(Útvar U má osu souměrnosti p tehdy, jestliže útvar U' sdružený k útvaru
U podle osy p s útvarem U splyne; někdy se též říká, že útvar U se
v souměrnosti s osou p na sebe zobrazuje.)

]e dána kružnice k 5 (S; r) a přímka1),která je: a) nesečnou kružnice k;
b) prochází středem kružnice k. Existuje taková přímka, podle které je
souměrná kružnice k i přímka p?
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228. V kružnici k = (S; r) veďte vodorovný průměr ABapřímku plIAB tak,
aby kružnici k protínala v bodech P, Q. Dokažte, že trojúhelníky APB
a AQB jsou shodné.

229. Je dán oblouk kružnice, jehož střed S není znám. Určete S.

230. Jsou dány dvě různoběžky a, b a bod P, který neleží na žádné z daných
různoběžek. Bodem P veďte přímku 1)tak, aby svírala s oběma různoběž—
kami stejně úhly.

231. ]sou dány dva body A, B, které přímka p odděluje. Sestrojte dutý úhel
tak, aby jeho ramena procházela body A, B a přímka ? byla jeho osou.
Proveďte diskusi řešitelnosti této úlohy.

232. V soustavě souřadnic ny jsou dány kružnice k, a k,. Kružnice k1 má
střed Sl.—_— (O; 3) a poloměr r1 = 2 a kružnice li:2střed SZ:— (3; O)a polo­
měr 72= 4. Sestrojte úsečku AB kolmou k ose x tak, aby osou :: byla
půlena, bod A aby ležel na k1a bod B na k,.

233. Sestrojte dráhu kulečníková koule, která dospěje 2 polohy A po odrazu
od mantinelu do polohy B; A až B.

234. V soustavě souřadnic ny je dán bod A = (3; 2). Sestrojte na ose ::
bod Q tak, aby lomená čára PQA měla délku d = 8 cm.

235. Sestrojte rovnostranný trojúhelník ABC, je-li dána kružnice k tomuto
trojúhelníku vepsaná a bod M jedné jeho strany. (Bod M neleží na kruž­
nici k.)

*236.Vsoustavěsouřadnichyje dánakružnicek=(S;r)abod Tš(0 ; —1Š).
Sestrojte rovnoramenný trojúhelník ABC tak, aby bod T byl jeho těžiš­
těm, základna AB byla rovnoběžná s přímkou p půlící druhý a čtvrtý
kvadrant, vrchol A aby ležel v ose :: a vrchol B na kružnici k; S =

=_"-(2 ; —2%) , r = 1—1. [Návod: Uvažujte souměrnost s osou a _1_p.]
23q. V soustavěsouřadnicny jsoudánykružnicek—=(Sl; rl), k2=_ (S,; rz)

a přímka p—= :: Sestrojte kosočtverec ABCD tlak,aby měl vrchol A na
kružnici kl, vrchol C na kružnici kz, vrcholy B a D na přímce p, přičemž

1 1 1 ]

BD = u1=2Ž; S1= (O;2—2—),Szš (1í; —3),r1 =2,r2 = 15'
[Návodz Uvažujte souměrnost kosočtverce podle přímky p.]

*238. Sestrojte trojúhelník ABC, je-li dáno a, b, a —B, přičemž a > 6, a > b.
[Návodz Uvažujte souměrnost, jejíž osou je osa úsečky AB.]

*239. Sestrojte lichoběžnik ABCD o základnách AB, CD, je—lidáno: BC = b,
CD =c, DA =d a rozdíl a —/3=e, kde a : <)1DAB,!) = <IABC.
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V soustavě souřadnic ny jsou dány dva body A E. (a; 0), B 5%(b ; 0),
přičemž je a > 0, b > 0, b > a. Sestrojte na ose y bod M tak, aby platil
vztah <)íPMA = <)ZAMB. Proveďte diskusi.

]e dán rovnoramenný trojúhelník ABC se základnou AB. Dokažte, že
součet vzdáleností libovolného bodu L, který leží uvnitř úsečky AB od
přímek AC, BC má konstantní hodnotu. [Návod: Použijte osové sou­
měrnosti s osou AB.]

]e dán rovnoramenný trojúhelník ABC se základnou AB. Na přímce AB
zvolte mimo úsečku AB bod L a dokažte, že absolutní hodnota rozdílu
jeho vzdáleností od přímek AC a BC je nezávislá na volbě bodu L.
Dokažte, že toto tvrzení platí i pro bod L E A a L 5 B.
[Návod: Použijte osové souměrnosti 's osou AB.]

. Je dána přímka p a dva různé body A, B, které leží v téže polorovině
s hranicí p. Sestrojte trojúhelník ABC tak, aby jeho vrchol C ležel na
přímce p a osa o úhlu <)íACB byla k přímce ;: kolmá.

Je dán dutý úhel <):MPN : 450. Uvnitř polopřímky PN jsou dány dva
body A, B tak, že úsečka PA = 4 cm a úsečka PB : 14 cm. Na polo-—
přímce PM sestrojte body X, _Ytak, aby v čtyřúhelníku AX YB platily
tytovztahy:qAXY= <tXYBaXY= 3cm.

Řešení (obr. 35)

A. Rozbor: Předpokládejme, že
body X, Y na polopřímce PM
existují. Sestrojíme-li bod A' sou—
měrně sdružený k bodu A podle
osy PM, potom obrazem úhlu
42AX Y v této souměrnosti je úhel
<,tA'X Y, takže platí vztah
©:AX Y = <):A'X Y. Jelikož podle
podmínky úlohy je <)íAXY :
= <):X YB, platí též vztah <):
<): A'X Y : <)í X YB, přičemž
body A', B leží v opačných poloro­
vinách s hranicí PM, takže jde

toho je A'X || YB. Vedeme-li dále
bodem B přímku 19 || PM a její
průsečík s přímkou A'X označíme
Z, je čtyřúhelník X YBZ rovnoběž­
níkem, v němž XY = BZ.

B. Konstrukce: Sestrojme úhel <)íMPN = 450 a na polopřímce PN
body A, B. Sestrojme bod A' souměrně sdružený k bodu A podle

|

|

!

zřejmě o úhly střídavě. v důsledku P Í X Y 'n
| /
' q
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přímky PM a bodem B ved'me přímku p || PM, na níž sestrojme úsečku
BZ délky 3 cm tak, aby body M, Z ležely v opačných polorovinách
s hranicí PN. Přímka ZA' protíná polopřímku PM v bodě X; přímka q
jdoucí bodem B rovnoběžně s přímkou ZA' protíná polopřímku PM
v bodě Y.

C. Důkaz: XY : BZ : 3 cm, neboťpodle konstrukce je čtyřúhelník
X YBZ rovnoběžník. ]elikož A'Z || BY, jsou úhly %:BYX, <)íYXA'
střídavé, neboť X leží uvnitř úsečky A'Z. (Body B a A' leží v opačných
polorovinách s hranicí PM, BZ llPM, takže i body Z a A' leží v opač—
ných polorovinách s hranicí PM a úsečka ZA' je proťata přímkou PM
v bodě X uvnitř.) V souměrnosti podle přímky PM je št A'X Y :
= %:AX Y, takže body X, Y splňují oba požadavky úlohy.

D. Diskuse: Úloha má za daných podmínek právě jedno řešení, neboť
všechny operace v konstrukci prováděné jsou jednoznačné.

Závěr: Úloze vyhovuje jediná dvojice bodů X, Y ležících na polo­
přímce PM.

*245. Je dána kružnice k 5: (S ;r) a bod A, který leží vně kružnice k. Uvnitř
úsečky AS sestrojte bod X tak, aby platil vztah AX : XT, kde T je
dotykový bod tečny vedené z bodu X ke kružnici k.

*246. Je dán rovnoramenný pravoúhlý trojúhelník ABC, jehož přepona AB
má délku 1, a úsečka délky d. Z vnitřního bodu X úsečky AB vyslaný
světelný paprsek se odrazí na odvěsně BC v bodě Y tak, že dopadne
právě do středu M odvěsny AC. Sestrojte bod X tak, aby dráha X Y +
+ YM paprsku měla délku d. Proveďte diskusi vzhledem k číslu d.

. V soustavě souřadnic ny jsou dány body A E (O;2), B E (O;5)
a C E(S; 0). Na ose x sestrojte bod X tak, aby platil vztah a = 2,3,
kde a = št CXB,B : <)íPXA.

248. Je dán rovnoramenný lichoběžník ABCD. Sestrojte k němu středově
souměrný lichoběžník podle průsečíku jeho úhlopříček.

249. Je dán rovnostranný trojúhelník ABC. Sestrojte trojúhelník A'B'C ' sou­
měrně sdružený k trojúhelníku ABC podle jeho těžiště T.

250. V soustavě souřadnic ny znázoměte bod M E (3; 2). Veďte bodem M
přímku1)tak, aby platil vztah MN : MQ, kde body N, Q jsou průsečíky
přímky ]) s osami souřadnic. Jaké souřadnice mají body N a Q?

251. V soustavěsouřadnicny je dán bod S 5 (3; 2). Sestrojte čtverecABCD
tak, aby vrchol A ležel na ose x, vrchol C na ose y a bod S byl jeho
středem.

\2524 Je dán trojúhelník PCQ a uvnitř tohoto trojúhelníku bod T. Sestrojte
_ trojúhelník ABC tak, aby bod T byl jeho těžištěm,aby bod A ležel na

polopřímce CP a bod B na polopřímce CQ.

24si
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Řešení (obr. 36)

jit; potom polopřímka CT prochází středem M strany AB a platí vztah

TM = —21-C T : CS, kde S je střed úsečky C T. Ve středové souměrnosti
se středem M odpovídá bodu A bod A' E B a bodu B bod B' EA,
polopřímce CQ polopřímka
C'Q'HCQ (nesouhlasné) jdoucí O
bodem B' EA a polopřímce
CP polopřímka C'P' || CP (ne­
souhlasné)jdoucí bodem A' 5 B.

B. Konstrukce: Sestrojme střed /
S úsečky CT a na polopřímce i, A'iB Cul/
CT za bodem T bod M tak, ' 2—
aby platilo TM: cs. Dále / /sestrojme bod C' souměrné „ /
sdružený k bodu C podle stře— T

du M, veďme jím polopřímku )5//a/ /C'Q' IlCQ (nesouhlasné), která
protne polopřímku CP v bodě C 735,4 p
A a polopřímku C'P' ][CP (ne­
souhlasné), která protne polo- Obr.36
přímku CQ v bodě B.

C. Důkaz: Podle konstrukce je CM : C'M, polopřímka C'P' ne­
souhlasné rovnobéžná s polopřímkou CP a polopřímka C'Q' nesouhlasné
rovnoběžná s polopřímkou CQ.
Jelikož bod T leží uvnitř trojúhelníka CPQ, leží polopřímky CP a CQ
v opačných polorovinách s hranicí CT. jelikož polopřímky C'P' a CP
jsou nesouhlasné rovnoběžné, leží též v opačných polorovinách s hranicí
CT. Polopřímka CQ a C'P' leží tedy v téže poloroviné s hranicí CT
a protínají se v bodě B, který leží uvnitř obou polopřímek, nebot' C'P'gé
až CT a polopřímky nejsou rovnoběžné.

Stejným způsobem lze ukázat, že i polopřímky CP a C'Q' mají spo­
lečný bod A, přičemž A, B leží v polorovinách opačných s hranicí CT.
Body G, A, C', B jsou tedy vrcholy rovnoběžníka, jehož úhlopříčkou je
úsečka CC' a jehož středem je bod M. Odtud plyne, že úsečka AB je
druhou úhlopříčkou rovnoběžníka CAC'B a je bodem M půlena. Troj­
úhelník ABC má tedy úsečku CM za těžnici a bod T za těžiště, nebot"
podle konstrukce je CT : 2TM. Trojúhelník ABC má žádané vlastnosti.

D. Diskuse: Za daných podmínek má úloha vždy jediné řešení (všechny
konstrukce jsou jednoznačné).
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Závěr: Lze sestrojit jediný trojúhelník ABC, jehož vrcholy A, B leží
na polopřímkách CP a CQ a jehož těžištěm je bod T.

Je dána kružnice k _=_(S; r) a bod A, který neleží na kružnici k. Co je
geometrickým místem všech bodů X ', které leží na přímkách AX tak,
že bod A je středem úsečky XX ', probíhá-li bod X kružnici k?
Je dán půlkruh omezený kružnicí k'a jejím průměrem PQ; uvnitř půl­
kruhu zvolte libovolný bod M a veďte jím přímku p tak, aby platilo
AM : BM, kde A, B jsou průsečíky přímky p s obvodem půlkruhu.
]e tato úloha vždy řešitelná?

Je dána kružnice k E (S; r) a její tečna t s dotykovým bodem T. V polo­
rovinč :s zvolte bod M a veďte jím přímku 19tak, aby platilo MN = MQ,
kde N je průsečík přímkyp s tečnou : a Q průsečík přímky p s kružnicí k.
Kdy má tato úloha řešení?

]sou dány dvě kružnice k„ kz, které mají dva různé společné body C a M.
Sestrojte trojúhelník ABC tak, aby jeho vrchol A ležel na kružnici kl,
vrchol B na kružnici k2a strana AB byla bodem M půlena. Dokažte dále,
že úloha má vždy jediné řešení.

V soustavě souřadnic ny je dána kružnice k E(S; r) a body M E

E (6 %; —l), N E (S; —3).Sestrojte trojúhelník ABC tak, aby vrchol
A ležel na ose x, vrchol B na kružnici k, aby bod M byl středem strany
AC a bod N středem strany BC; S 3 (2, —3),r = 2 .
]sou dány tři body A, B, S, které neleží v přímce. Sestrojte čtverec
MNPQ tak, aby měl středv bodě 8, aby přímka MN procházela bodem A
a přímka PQ bodem B. Dokažte, že úloha má vždy právě jedno řešení.

Sestrojte trojúhelník ABC, je—lidána jeho strana AB = c, těžnice t„
a ostrý úhel rp,který svírá těžnice zase stranou AC. Proveďte též diskusi

Dokažte pomocí otáčení, že úhly s rameny kolmými jsou shodné.
Do kružnice k 5 (S; r) je vepsán rovnostranný trojúhelník ABC. Otočte
ho okolo bodu 8 o 600 v kladném smyslu a vytvořte z obou poloh šesti­
cípou hvězdu. Jak velké duté úhly svírají sousední strany hvězdy?

. V soustavě souřadnic ny je dán bod S 5—(3, 2). O jaký úhel je nutno
otočit osu x okcio bodu S, aby svírala s osou y úhel 300? Proveďte.

]e dána kružnice k 5 (S; r), přímkap a úsečka délky d. Sestrojte takovou
tětivu kružnice k, která je rovnoběžná s přímkou p a má délku d.

Nad stranami AB, AC ostroúhlého trojúhelníka ABC jsou sestrojeny
čtverce ABPQ, AC UT tak, že leží vně trojúhelníka ABC. Dokažte, že
platí CQ = BT, CQ J. BT. [Návod: Použijte otáčení se středem otáčení
v bodě A.]



265. Nad stranami AB, AC trojúhelníka ABC jsou sestrojeny rovnostranné
trojúhelnňry ABU, ACZ tak, že leží vně trojúhelníka ABC. Dokažte, že
platí tyto vztahy: UC = BZ, <I BLC = 1200,kde L je průsečík přímek
CU a BZ. [Návodz užijte otáčení okolo bodu A.]

266. Do čtverce ABCD vepište rovnostranný trojúhelník PQR tak, aby vrchol
P ležel uvnitř strany AB a aby platilo AP _=SPB.

267. Jsou dány dvě soustředné kružnice k1E (S1; r,), k2 a (S1 r,), r, < r1
a bod A ležící na kružnici k,. Sestrojte rovnosuanný trojúhelník ABC
tak, aby vrchol B ležel na kružnici k1a vrchol C na kružnici k,.

psal Jsou dány třisoustřednékružnicek1E (S; r,), k2E (S; r,) a k, E (S; r,),
_ přičemžr1> r, > r,. Sestrojte rovnostranný trojúhelník ABC tak, aby

jeho vrcholy A, B, C ležely po řaděna kružnicích kl, k„ k,.

Řešení (obr. 37)

A. Rozbor: Na kružnici k,
zvolme pevně bod C a předpo­
kládejme, že trojúhelník ABC
daných vlastností existuje.V otá­
čení se středem v bodě C a úhlem
a = 600 je obrazem bodu B bod
B' —=—A a obrazem kružnice k2
kružnice k', 5 (S', r,), která
prochází bodem B' s A.

B. Konstrukce: Okolo pevně
zvoleného bodu C otočrne kruž­
nici tl:, o úhel a = 60“ třeba
ve smyslu kladném do polohy
k'g. Společný bod A kružnice kl Obr 37
a k'2 je dalším vrcholem troj— '
úhelnůta ABC. Zbývá sestrojit
rovnostranný trojúhelník ABC nad stranou AC, což je úloha známá.

C. Důkaz: Při otáčení vrcholu B okolo bodu C v kladném smyslu je
obrazem bodu B bod A. Platí tedy vztah CB = CA, což ukazuje, že
trojúhelník ABC je rovnoramenný s rameny CB a CA; jelikož však úhel
otáčení je a = 600, je úhel <)íBCA = 600, z čehož plyne, že trojúhelník
ABC je rovnostranný.

D. Diskuse: Kružnice k1a k'2 musí mít společné body, aby úloha měla
řešení.To nastane tehdy, platí-li vztah r2 —r3 < rl ; r2 + r,. Vzhledem
k předpokladu r1 > r2 > r„ je nerovnost r, > r2 -—r, splněna vždy,
takže pro řešitelnostúlohy stačí, aby byla splněna nerovnost r, ; r2 + r„
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270.

271.

přičemž platí-li nerovnost r1 < r2 + r„ má úloha dvě řešení, a platí-li
rovnost r1 : r2 + "3májean řešení.

Poznámka: Je zřejmé, že při pevně zvoleném bodu C bychom dostali
další dva trojúhelníky popřípadě jeden trojúhelník na základě otáčení
okolo bodu C o úhel a: = 600 ve smyslu záporném. Dále je nutno uvážit,
že při pohyblivém bodu C by měla úloha neomezený počet řešení. Ve
všech případech však dochází ke konstrukci jen dvou druhů trojúhelníků
navzájem neshodných.

Závěr: Rovnostranný trojúhelník ABC daných vlastností lze sestrojit
tehdy, platí-li mezi poloměry r„ r„ 73 vztah r, ; r2 + ra, přičemž
r1 > r2 > ra.

. ]sou dány dvě nesoustředné kružnice k1 = (S,; r,), k2=__ (S,; rz) se spo—
lečným bodem A. Sestrojte čtverec ABCD tak, aby vrchol B ležel na
kružnici k! a vrchol D na kružnici kg.

V rovině jsou dány dvě soustředné kružnice 14:15 (S,; r,), k2 = (S,; r,),
rz < "1a bod M, který leží uvnitř mezikruží omezeného kružnicemi 121a k,.
Bodem M veďte úsečku X Y tak, aby bod X ležel na kružnici k„ bod Y
na kružnici k2a úsečka X Y měla danou délku d.

Zvolte rúznoběžník ABCD a posuňte ho do polohy A'B'C'D', je-li
vektor posunutí 2 DB.

272. V posouvání určeném vektorem AC sestrojte k libovolně zvolenému

273.

rovnoramennému lichoběžníku ABCD lichoběžník A'B'C'D'.

V soustavěsouřadnicny je dán trojúhelník ABC, A = (2; O),B = (O;
3),C =_;(3 l). Posuňteho do polohyA'B'C', je-li vektor posouváníPB,
posuňte dále trojúhelník A'B'0 do polohy A" B" C", je-li vektor po­
souvání PA. Určete vektor AA" velikostí a ostrým úhlem a, který svírá
s kladným smyslem osy x.

[274.l Jsou dány dvě různé rovnoběžky p, q, jejichž vzdálenost je d, přímka n,
která je k oběma rovnoběžkám kolmá,a dvě úsečky délek a a b. Na přím­
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kách p, q, n najděte po řadě body X, Y, Z tak, aby ležely v přímce a aby
platil vztah XY = a, YZ : b. Udejte podmínky řešitelnosti jako vztah
mezi čísly a, b, d.

Řešení (obr. 38)

A. Rozbor: Označme P, Q průsečíky přímky n s přímkami p, q. ]e-li
XY přímka, která splňuje požadavky úlohy, vedme bodem P přímku
r IlXY a označme M její průser s přímkou q. Jelikož XPM Y je rovno­
běžník, je X Y: PM = a. Dále sestrojme na polopřímcePM za bodem
M bod N tak, aby platil vztah MN : b. Z rovnoběžníku YMNZ plyne,
že YZ—_ MN—_-b.



275.

276.

*277.

*278.

B. Konstrukce: Opišme kružnici k=—(P; a) a označme M společný
bod kružnice k a přímky q. Na polopřímku opačnou k polopřímce MP
nanesme úsečku MN—= b. Úsečku PN posuňme o vektor NZ, kde bod Z
je průsečíkem přímky m „p jdoucí bodem N s přímkou 71,do polohy XZ
a průsečík přímky XZ s přímkou q označme Y. X, Y, Z jsou hledané
body.

C. Důkaz: Podle konstrukce
leží bod N na 'polopřímce PM
za bodem M. Usečce PN odpo­
vídá v posouvání určeném vek­
torem NZ úsečka XZ 3 bodu M
úsečky PN bod Y úsečky XZ.
Leží tedy body X, Y, Z v jedné
přímce, XY = a, YZ = b, ne­
boť podle konstrukce je PM =
=a =XYaMN=b== YZ.

D. Diskuse: Aby existoval bod
M, musí platit vztah a 2 d.
]e-li a < d, nemá úloha řešení.
]e-li a=d, X_=_P,YšQa
bod Z leží na polopřímce X Y
za bodem Y tak, že YZ : b.
]e-li a > d, protne kružnice k
přímku q ve dvou různých bo- Obf-33
dech M a M', což vede ke dvě­
ma řešením. Jelikož však úsečku MN = b můžeme sestrojit také tak, že
leží na polopřímce MP, je možno získat ještě další dvě, popřípadě jedno
řešení. Má tedy úloha nejvýše čtyři řešení.

Závěr: Body X, Y, 2, které splňují podmínky úlohy, lze najít tehdy,
je—lia z d, kdežto b může mít velikost libovolnou.

Jsou dány dvě různoběžky a, b a úsečka MN. Sestrojte čtverec X YZU
tak,abystranaXY "MN,XY = MN,boXmeželnapřímoeaabod Y
na přímce b.
]e dána kružnice k 3 (S; r) a dvě její libovolné tečny t„ t„ přičemž
t, ll t,. Sestrojte rovnostranný trojúhelník ABC tak, aby vrchol A ležel
na přímce t„ vrchol B na přímce :, a vrchol C na kružnici k, má-li
strana AB délku a.

Sestrojte rovnoběžník ABCD, je-li dáno: a, b, (0. (a : AB, b : BC,
m = 4: ASB, kde S je střed rovnoběžníka.)

Sestrojte čtyřúhelník ABCD, je-li dáno: e, f, c, a, tu. (e = AC,f = BD,
c : CD,:t : <):BAD, a) = <I AUB, kde U je průsečík úhlopříček.)
[Návod: Užijte posunutí o vektor AC.]
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*279. Sestrojte lichoběžník ABCD, jc—lidáno: a, c, e, f. (4 = AB, : : CD,
e = AC, ] = BD.)

*280. Je dána kružnice k E (S; r) její průměr PQ, přímka 1),která je nesečnou
kružnice k a na ní úsečka AB. Na kružnici k najděte bod Z tak, aby
přímkyPZ, QZ vytínaly na přímcep úsek XY = AB.

. Je dána kružnice k E(S; r) a přímka p, která je sečnou kružnice k.
V osové souměrnosti s osou p sestrojte obraz k' s (_S' ; r) kružnice k
a dokažte, že k' je též obrazem kružnice Jeve středové souměrnosti a po­
sunud.

282. Čtverec ABCD o středu S je rozdělen středními příčkami ve čtyři na­
vzájem shodné čtverce U„ U„ U„ U, (U1 E QBPS, kde Q je střed
strany AB a P střed strany BC). Která shodná zobrazení řevádía) čtve­
rec U1 na čtverec U,; b) čtverec U1 na čtverec U,? [ tverce U„ U,
mají společný jen vrchol S, čtverce U„ U2 společnou stranu SP.]
[Řešte nejprve prvních 25 příkl. z odst. „Vektory“.]

|283.[ Určete počet shodných zobrazení, ve kterých je čtverec ABCD útvarem
samodružným.

28_

Řešení (obr. 39)
Útvar U je ve shodném zobrazení samodružný tehdy, je-li v tomto

zobrazení U' E U; dvě zobrazení Z„ 22 považujeme za různá, jestliže
alespoň jednomu bodu X útvaru U odpovídají v těchto zobrazeních
dva různé body X ', X" (X' až X").

Jsou tu jen tyto možnosti:
a) čtverec ABCD se zobrazuje na čtverec

C ABCD; zobrazení 21 (A —>A, B —>B,
C—>C, D—> D) je identita;

b) čtverec ABCD se zobrazuje na čtverec
BCDA; zobrazení Z,(A —>B, B—>C,

8 C—>D, D—> A) je otočením o úhel
<p= 900 v kladném smyslu se středem
otočení S;

c) čtverec ABCD se zobrazuje na čtverec
A S B CDAB; zobrazení Z„(A —>G, B —>D,

' C —>A, D —>B) je středová souměr­
Obr.39 nost se středem S ;

d) čtverec ABCD se zobrazuje na čtverec
DABC; zobrazení Z4(A —>D, B —>A, C —>B, D—> C) je otočením
oúhel 97'= 2700 v kladném smyslu se středem otočení S;

se

A0) NU)
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e) čtverec ABCD se zobrazuje na čtverec DCBA ; zobrazení Z5(A —+D,
B——>C, C—> B, D —>A) je osová souměrnost s osou 8482;

f ) čtverec ABCD se zobrazuje na čtverec ADCB; zobrazení ZG(A—+A,
B —>D, C —>C, D —>B) je osová souměrnost s osou AC;

g) čtverec ABCD se zobrazuje na čtverec BADC; zobrazení Z7_(A—->B,
B —->A, C—> D, D—> C) je osová souměrnost s osou 3183;

h) čtverec ABCD se zobrazuje na čtverec CBAD; zobrazení ng A —>C,
B —>B, C —>A, D —>D) je osová souměrnost s osou BD.

Závěr: Existuje celkem 8 shodných zobrazení, v nichž je čtverec ABCD
útvarem samodružným (čtyřiosové souměrnosti, jedna středová souměr­
nost, jedna identita a dvě rotace v kladném smyslu).

284. a) Určete počet shodných zobrazení, v nichž je pravidelný šestiúhelník
ABCDEF útvarem samodružným; kolik z těchto zobrazení je osových
souměrnosti, kolik souměrnosti středových a kolik rotací?
b) Řešte tuto úlohu též pro pravidelný n — úhelník.

285. Určete počet shodných zobrazení, ve kterých je kosočtverec ABCD
útvarem samodružným.

286. Složíte-li dvě shodná zobrazení 21, Z„ které jsou středovými souměr­
nostmi s různými středy Sl, S2 dostanete zobrazení Z,- —Z. Z„ které
je posunutím. Ověřte si to na příkladu, v němž volíte za vzor v zobrazení
Z1 libovolný trojúhelník.

Poznámka: Jsou-li dána v rovině dvě shodná zobrazení Z1 (X —>X '),
Z,(X ' —>X"), pak shodné zobrazení Z,(X —>X") se nazývá složením
zobrazení Zl, Z, v tomto pořadía zapisuje se Zs : Z . Z2.

28 .q Složíte-li dvě shodná zobrazení Zl, Z„ která jsou osovými souměmostmi
s různoběžnými osami 01, a„ dostanete zobrazení Z3 : Z. Z„ které
je otočením se středem S: — 01- 02 a úhlem otočení (p = 2w, kde c.) je
úhel, který svírají osy 01,a,; je-li 01 || 02,OlšÉ o„ je zobrazení Za posunu­
tím. Dokažte to.

288. ]e-li shodné zobrazení Z,(X —>X ') osovou soměrností s osou o a shodné
zobrazení Z,(X'—> X") posunutím s vektorem posunutí X'X" || 0,
říkáme, že zobrazení Z3 = Z, . Z2 je posunutým zrcadlením. Určete,
zda zobrazení Z3 je shodnosti přímou či nepřímou a zda v něm existují
samodružné body a samodružné přímky.
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?. PODOBNOST TROJÚHELNÍKÚ

. Je dan pravoúhlý trojúhelník ABC. Označte D patu výšky vedené z vrcho­
lu C na stranu AB, E patu kolmice vedené z bodu D na stranu BC 21F
patu kolmice vedené z bodu D na stranu AC. Kolik trojúhelníků takto
vzniklo? Dokažte, že jsou podobné.

. Je dán trojúhelník ABC. Na polopřímcc AB je zvolen za bodem B bod D

291.

tak, aby bylo BD—= l AB, na polopřímcc CB za bodem B bod E tak,

aby bylo BE———3.3BC Dokažte, že DE []ACa DE = —Š.AC

V rovnosu'anném trojúhelníku ABC je vedena středem D strany BC
kolmice na stranu AB a její pata označena písmenem E. Dokažte, že platí

vztah AE : % AB.

*292. Je dán trojúhelník ABC. Osa o úhlu ©:ACB protíná stranu AB v bodě D.

293.

294.

295.

29q.

298.

Dokažte, že platí vztah AD :AC : DB : BC. Zdůvodněte též, že troj­
úhelníky ADC a DBC nejsou podobné, i když se shodují v jednom
úhlu a mají úměrné dvě dvojice stran.

Určete délky a, b stran trojúhelníka ABC, je-li a o 4 cm delší než b, výška
va=6cmavýškavb =9cm.
Dokažte, že v trojúhelníku ABC je vzdálenost středu 8 kružnice troj—
úhelníku ABC opsané od strany BC rovna polovině vzdálenosti průse­
číku V jeho výšek od vrcholu A.

Lichoběžník ABCD má základny AB = a, CD : b, přičemž a > c.
Střední příčka MN lichoběžnika protíná úhlopříčku AC v bodě U

a úhlopříčkuBD v bodě V. Dokažte, že platí UV = “i;—i

Jsou dány dvě kružnice k1—=(SI;rl), k2=_. (S,; r,) Vypočítejte vzdále­
nost průsečíku P jejich vnějších tečen od středu S„ je-lí r1= 16 cm,
r2: 6 cma SS,: 30cm.
Vrcholy trojúhelníka ABC mají od přímky ;) po řadě vzdálenosti d1 =
= 3 cm, d2 = 4 cm, d, = 8 cm. Jak velkou vzdálenost má od přímky p
těžiště T trojúhelníka ABC?

V kružnici k E (S; 7) je vedena tětiva AB, která je bodem M rozdělena
ve dvě části AM = a = 16,2 cm a BM = b = 9,8 cm. Jakou délku má
tětiva kružnice k, která je bodem M půlena?

299. Dokažte,že platí vztah s1 :v1 = :, zu„ jsou-li trojúhelníky A,B,C1 a
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A,B,C2 podobné. (s„ 52jsou strany těchto trojúhelníků ležící proti stejným
úhlům, v„ 02 výšky, které těmto stranám přísluší)

300. V trojúhelníku ABC, jehož strana AB má délku 25 mm, je sestrojena
příčka p rovnoběžná se stranou AB tak, že její vzdálenost od strany AB
je d = 5 mm. Vypočítejte výšku vc trojúhelníka ABC, má-li úsek DE
příčkyp ležící uvnitř trojúhelníka ABC délku 18 mm.

. Do rovnostranného trojúhelníka ABC, jehož strana má délku a, je vepsán
čtverec. Vypočítejte délku strany čtverce.

Š
Řešení (obr. 40)

Jelikož A ABCN A A'B'C, kde A'B' = x je strana vepsaného

čtverce, platí vztah a :x : Ž—VŠ:(% V3——x) , který postupně upra­

vujeme takto: a (% V3——x) = %ax Ví, C
a — l —

31/3 —x = ; :: V3.

avg —2x = xVí, A' S' B'

aV3—=x(2 + VŠ), ' _

avg _ cVB—(2— VŠ) _

_ 2 + V? _ 4 —3 _

: a(2Vš— 3) .
_ I1 :? N B

Závěr: Strana ctverce vepsaného Obr.40
rovnostrannému trojúhelníku ABC
má délku x =a(2V3 —3).

302. Do rovnoramenného trojúhelníka ABC 0 základě AB = a a výšce

CD : v„je vepsán obdélnntMNPQ o rozměrechMN= p, PQ =qq tak,
žeúsečkaMN ležíuvnitřstranyAB. Dokažte,žeplatí vztah—?a+i =.1

303. Dokažte, ze obvody dvou podobných trojúhelníků mají týžapoměr, jako
délky stran těchto trojúhelníků, ležící proti stejným úhlům.

304. A A,B,C1 (\) A A,B,C? Vypočítejte délky stran trojúhelníka A,B,C, ,
ie-li jeho Obvod0 = 100 cm, A282 : 62= 18 cm, 3202 : az : 8 cm,
C2A2= b2= 14 cm.

305. Dokažte, že platí P, : Pz—_ s,: 5Š>kde P„ P„ jsou obsahy dvou podobných
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trojúhelníků a S„ 52délky odpovídajících stran těchto trojúhelníků, které
leží proti úhlům sobě rovným.

306. V rovnostranném trojúhelníku ABC, jehož strana má délku a, je vedena
příčka ;) || AB tak, že obsah trojúhelníka půlí. Vypočítejte úsek této
příčky ležící uvnitř trojúhelníka ABC.

307. Jsou dány dva rovnostranné trojúhelnnty A,B,C„ A,B,c„ mezi jejichž

obsahy P„ P2 platí vztah P: = %PPVypočítejte obvod trojúhelníka
1438sz ie'u AlBl : a .

|308.| Je dán kosoúhlý rovnoběžník ABCD, jehož strana AB má délku a a strana
_ BC délku b. Určete průsečíkN přímekBM a CD, kde M je vnitřníbod

strany AD, a dokažte, že platí AM . CN = ab. (Součin AM . CN má
hodnotu nezávislou na poloze bodu M uvnitř strany AD.)

Řešení (obr. 41)

Bod M neleží na přímce AB, takže
přímka BM je různoběžná s přímkou
AB a tedy různoběžná i s přímkou CD,
neboť CD || AB. Průsečík N přímek BM
a CD existuje a leží na polopřímce CD za
bodem D. (Rovnoběžník ABCD je vy—
pukly a leží tedy v úhlu 4: ABC; v tomto

a B úhlu leží i polopřímka BM, neboť M je
Obl'-*" vnitřní bod strany AD.) Tato polopřím­

ka musí obsahovat bod U, který leží mezi
body A, C úhlu <>:ABC, z čehož plyne, že obvod trojúhelníka ACD
je proťat polopřírnkou BC ve dvou bodech U a M; v důsledku toho
nemůže polopřímka BM protnout stranu DC trojúhelníka ACD uvnitř
(věta Paschova). Protíná tedy polopřímku CD, která leží také v úhlu ABC
v bodě N, který leží za bodem D. A BCN wg MDN (u u), v důsledku
čehož platí vztah CN : DN = b : (b — AM), přičemž b > AM. Tento
vztah upravujeme takto: b . CN —AM . CN = b . DN, AM . CN =
= b . (CN —DN), přičemž CN —DN = a. Je tedy AM. CN = ab.

Závěr: Součin AM . CN = ab; je tedy jeho hodnota nezávislá na po­
loze bodu M uvnitř úsečky AD.
]e dán obdéle ABCD. Na přímku AE, kde E je střed strany DC, je
vedena bodem D kolmice, která prome přímku AB v bodě F. V jakém
poměru dělí bod F délku strany AB? Určete podmínku řečitelnostitéto
úlohy.

310. Přímka a protíná přímky p„ p„ pa, které jsou navzájem rovnoběžné po
řadě v bodech A1, A2, A3, přímka b protíná tyto rovnoběžky po řadě

N D C

30
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v bodech B„ B„ B,. Jsou-li přímky a, b navzájem různoběčné, dokažte,
. AIA, _ A,B: —A,B,
" Pia“ AIAs _ A,Ba —A131 '

311. Trojúhelník ABC rozdělte příčkami rovnoběžnými se stranou AB na tři
času“,které mají sobě rovně obsahy. Jakou délku mají úseky na těchto
příčkách ležící uvnitř trojúhelníka ABC?

312. Zvolte ostroúhlý trojůhleník ABC a označte A„B„ C1 paty jeho výšek
va, v„, v., na stranách a, b, c. Dokažte, že trojúhelníky ABICI, BA1C1,
CBIA1jsou podobné trojúhelníku ABC.
[Návodz Čryřúhelník ABA1Blje tětivový,a proto ©:BAB1 + <):BIAIB =

313. Je dán ostroúhlý trojúhelník ABC. Dokažte, že jeho výšky va, v„, 0., jsou
osami úhlů trojúhelníka A,B,Cn kde A„ B„C1 jsou paty těchto výšek na
stranách a, b, c. [Návodz Využijte výsledku úlohy č. 312.]

l 1 l . .

314. Dokažte, že platí vztah a :b :c=v—:v— : ;, jsou-h a, b, c délkya b c

stran a va, vb, ve výšky trojúhelníka ABC.

ml Do kruhové výseče o poloměru r je vepsána kružnice o poloměru g.
l . . .

Dokažte, že platí vztah i = % + 7' kde a je délka polowční těnvy
spojující krajní body obou poloměrů výseěe.

Řešení (obr. 42) A
A SBQ NA SOP, v důsledku

čehožplatívztahr :a=(r—g) :g.
Upravujeme tento vztah takto:

L _L _1
a _ g '

_1_ i _ i
a _ 9 r ,
l l l_ __+__
9 a r

1 1 1 5
Závěr: Vztah ——= — + — platí. Obr.42

g a r

*316. Je dán pravoúhlýtrojúhelník ABC (BC = a, AC = b, BC > AC).Vypo­
čítejte poloměr r kružnice k, která má střed na přeponě AB, prochází \
bodem A a dotýká se přímky BC. Totéž pro případ a = 4, b = 3 . 1
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*317.

*318.

*319.

*320.

321.

1'322.

*323.

324.

325.

396

Platí-li mezi délkami stran trojúhelníka ABC vztah a2 = b2+ bc, platí
též vztah a = 2,8. Dokažte to. [Návod: Daný vztah je možno psát ve

tvaru % = b 2 c, ze kterého je patrno, že A ABCNA BDC, kde D
leží na polopřímce CA za bodem A tak, že platí AD = c.]

Bodem M, který leží uvnitř trojúhelníka ABC, jsou vedeny tři přímky
rovnoběžně s jeho stranami. Tyto přímky rozdělují trojúhelník ABC
na šest částí, z nichž tři jsou trojúhelníky, jejichž obsahy jsou P„ P„ P,.
Dokažte, že platí P = (VP, + VP, + VP,)2, kde P je obsah trojúhel­
níka ABC.

Je dán trojúhelník ABC. Dokažte, že body souměmě sdružené k průse­
číku V jeho výšek podle stran a, b, : leží na kružnici, která je trojúhelníku
ABC opsaná.

Je dán trojúhelník ABC; dokažte, že body souměmě sdružené s průse­
číkem V jeho výšek podle středů stran a, b, : leží na kružnici k trojúhel—
níku ABC opsané.
[Návod: Užijte výsledku úlohy č. 319. Uvažte též, že tu jde o souměrnost
podle dvou os k sobě kolmých, např. podle strany c a její osy o.]

]e dána kružnice k E (S; r) a její sečna p, která má od středu S kružnice

k vzdálenost ;- . Na přímce [: najděte bod X tak, aby jeho mocnost ke
kružnici k byla 144, je-lí poloměr r = 16.

V soustavě souřadnic ny je dán bod M :=—(5, 2). Sestrojte kružnici k,
která se dotýká os souřadnic a prochází bodem M.
[Návod: Prochází-li kružnice k bodem M, prochází také bodem M ',
který je souměrně sdružený s bodem M podle osy úhlu os souřadnic.
Kružnice k se sestrojí tak, aby procházela body M, M ' a dotýkala se jedné
2 os souřadnic.)

V soustavě souřadnic ny jsou dány kružnice k„ k„ jejichž středy jsou
31 E (—3; 3), 82 +; (2; 6) a poloměry rl : r2 = 2. Sestrojte kružnici
k tak, aby se dotýkala kružnic k„ k, a osy x.

Jsou dány kružnice k„ k„ které se protínají v bodech P a Q. a) Dokažte,
že každý bod X přímky PQ má k oběma kružnicím stejnou mocnost.
(Přímka PQ je chordála obou kružnic.) b) Dokažte, že z každého bodu X
přímky PQ, který nepatří úsečce PQ, lze vést k oběma kružnicím tečny
XT„ XT„ přičemžXTl : XT,.

Dokažte, že chordály tří kružnic k„ k„ k, se protínají v jednom bodě.
Této vlastnosti využijte k sestrojení chordály dvou nesoustředných
kružnic k„ k„ které nemají společné body.



326.

327.

*328.

329.

330.

331.

]sou dány nesoustředné kružnice k1E(S,;r,), k2E (S,; r,) a přímka
p. Na přímce p najděte bod X tak, aby platilo X Tl = X T„ kde T„ T2
jsou dotykové body tečen vedených z bodu X ke kružnicím k„ k,.

Jsou dány tři kružnice kl E (S,;rl), k2E(Sz; rz), k, 5 (Sa, ra), které
nemají společné body a žádné dvě nejsou soustředné. Sestrojte bod X tak,
aby bylo X T, = X T2 : X T„ kde T„ T„ T, jsou dotykové body tečen
vedených z bodu X ke kružnicim k„ k,., kg.

Je dána kružnice kl E(Sl;r1) a body A, B, které leží uvnitř vodorovné

polopřímky SIL tak, že SIA = ? rl a 818 = Ž—rí.Sestrojte kružnici k
tak, aby procházela body A,B a dotýkala se kružnice kl.
[Návod: Chordála dvou kružnic k„ k„ které se dotýkají v bodě T, je
společná tečna : těchto kružnic v bodě T. Bod Q tečny : lze získat jako
společný bod chordál kružnic k„ k a kz, která je libovolná, kružnici k1
protíná a prochází body A, B.)

8. VĚTY EUKLEIDOVY A VĚTA PYTHAGOROVA

Dokažte, že platí vztah c, : c2 : a2 : bz, jsou-li a, b délky odvěsen a c„ c2
délky úseků vyťatých výškou 1), na přeponě c pravoúhlého trojúhelníka
ABC. '

Proměňte: a) trojúhelník, b) kosočtverec ve čtverec stejného obsahu.
[Návodz Proměňte trojúhelník a kosočtverec nejprve v obdélník stejného
obsahu.]

]e dána kružnice k E (S; r) a bod M, který má od středu S kružnice k
vzdálenost SM : d > r. Z bodu M vedené tečny t„ :2se dotýkají kruž­
nice k v bodech T„ T,. Určete délku tětivy TIT2 a její vzdálenost od
středu kružnice k.

32. Bod M leží vně kružnice k 5 (S; r) a má od nejbližšího bodu kružnice k
vzdálenost 19.Přímka T1Tz, která spojuje dotykové body T„ T2 tečen
z„ 12vedených z bodu M ke kružnici k, rozděluje kruh omezený kružnici
k na dvě úseče U„ Uz. Určete výšky v„ '02těchto úsečí.

% ObdélníkABCD má rozměryAB : a a AD : b = ;—.V jakémpoměru
rozděluje délku úhlopříčky BD bod M, který je patou kolmice k vedené
bodem A k přímce BD ?
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Řešení (obr. 43)

Jelikož úhel <):BAD = R, je pata kolmice k vedené bodem A k přim—
ce BD uvnitř úsečky BD.
Podle Eukleidovy věty je (AD)z = BD . DM, (AB)a = BM . DB, takže

2

DM:BM=(AD)2:(AB)2=aZ-za'=l:4.
Závěr: Bod M rozděluje dél­

/k ku úhlopříčky BD obdélníkaC ABCD v poměru DM : BM =
: 4 .

. Poznámka: Řešení této úlohy
" bude ještě jednodušší, využije­

te-li vztahu, který jste dokázali
v úloze 329.

. 334. Pravoúhlý trojúhelník ABC má
A a B přeponu c = 20 cm a výšku

Obr.43 v., = 8 cm. Jak velké úseky vy­
tíná výška vc na přeponě c?

*335. Je dána kružnice k _=_(S ; r) a její průměr AB. V bodě A sestrojte tečnu :
k této kružnici a vypočitejte poloměr kružnice k„ která se dotýká tečny :,
prochází bodem B a má střed na kružnici k.

336. Je dán obdélník ABCD, jehož rozměry jsou AB = a, BC = b. Označte
M patu kolmice k vedené bodem B k přímce AC a vypočítejte délky
úseček AM, CM, BM na základě délek a, b.

337. Určete obsah obdélníka, jehož délka a = 84 cm, má—lijeho úhlopříčka
délku 0 72 cm větší než je jeho šířka.

338. Určete obsah rovnostranného trojúhelníka, má—lijeho výška velikost 1).

339. Určete obsah pravoúhlého lichoběžnika (z1 = 66 cm, ::2 = 18 cm), je-li
jeho kosé rameno o 36 cm delší než rameno k základnám kolmé.

340. Vypočítejte obsah rovnoramenného lichoběžnika, jehož. základny mají
délky 21 = 22 cm, 22 = 12 cm, je-li jeho výška 0 1 cm menší než délka
ramena.

341. Rotační komolý kužel má poloměry podstav r1 : 10 cm, r2 = 4 cm
a výšku v = 8 cm. Jak velká je jeho strana ?

342. V trojúhelníku ABC je b = 97 cm, c = 153 cm a v„ = 72 cm. Určete
jeho obsah P.

343. Jakou vzdálenost od středu kružnice k 5 (S; r) má bod M, z kterého

NIO
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lze ke kružnici k vést tečny svírající pravý úhel? Co je geometrickým
místem všech bodů M ?

344. Je dána kružnice k E(S ; 5 cm) a bod M, který má od středu S kružnice k
vzdálenost d = 10 cm. Iakou vzdálenost od středu S má přímka p, _která
prochází bodem M a vytíná na kružnici k tětivu délky m = 6 cm? Ulohu
řešte též konstruktivně.

345. Pravidelný čtyřboký jehlan ABCDV, jehož hrana podstavy má délku
a = 6 cm, má pobočnou hranu délky b = 9 cm. Vypočítejte jeho těle­
sovou výšku v. _

346. Dvě kružnice k1 .=.—(S,; r) a k2 z—(S,; %) mají vněiší dotyk. Vypo­
čitejte délku úseku na jejich společné tečně : mezi jejími dotykovými

body T1 a T,.

347. Jak velký obsah má úhlopříčný řez krychlí, má-li její tělesová úhlopříčka
délku u?

348. Kružnici k je opsán rovnoramenný lichoběžník ABCD. Určete poloměr g
kružnice k, mají-li základny AB, CD tohoto lichoběžníka délky 2, a z,.

349. Okolo vrcholů A, B čtverce ABCD, jehož strana má délku a, jsou opsány
čtvrtkružnice k„ k2 o poloměrech 71= a dovnitř čtverce. Vypočítejte
poloměr r kružnice k, která se dotýká obou čtvrtkružnic a přímky AB.
Potom kružnici k sestrojte.

350. Nad stranami AD a BC čtverce ABCD, jehož strana má délku a, jsou
opsány půlkružnice kl, k2 dovnitř čtverce. Vypočítejte poloměr r kruž­
nice k, která se dotýká obou půlkružnic a strany AB. Potom kružnici k
sestrojte.

Obdélník ABCD má rozměry AB = 3a, AD = a. Okolo jeho vrcholů
A, B jsou sestrojeny čtvrtkružnice k„ k2 dovnitř obdélníka. Vypočítejte
poloměr r kružnice k, která se dotýká obou čtvrtkružnic a přímky CD;
potom kružnici k sestrojte.

*352. Tři shodné kružnice k„ k„ k„o poloměrur se vzájemně dotýkají. Vypočí­
tejte poloměr r1 kružnice k, která se dotýká všech tří daných kružnic.

353. ]e dán čtverec ABCD, jehož strana má délku 2a. Vepište mu kružnici
k a vypočítejte poloměr r kružnice k„ která se dotýká stran AB, AD da­
ného čtverce a kružnice k.

354. Je dána úsečka AB, jejíž střed je S. Nad průměry AB, AS, BS jsou
sestrojeny půlkružnice tak, že leží v téže polorovině s hranicí AB. Vypo­
čítejte poloměr r kružnice k, která se dotýká všech tří polokružnic.

355. Kružnici o poloměrug je opsán rovnoramenný trojúhelník ABC, jehož
výška v = 59. Vypočítejte délku základny AB tohoto trojúhelníka.

35 ._
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*356. Vypočítejte strany pravoúhlého trojúhelníka ABC, je-li za = 10, t„ =
: zal/É.

12:1 1. Dokažte,'ze platí vztah— —+ b, ,
výška pravoúhlého trojúhelník: ABC.

*358. Do čtverce ABCD, jehož strana má délku a, vepište rovnostranný troj—
úhelník tak, aby jeden jeho vrchol byl ve vrcholu C tohoto čtverce. Vypo­
čítejte délku strany trojúhelníka.

359. Stěnové úhlopříčky kvádru ABCDA'B'C'D' mají délky AC = ul,
AB' = uz, AD' = u,. Jakou délku má jeho tělesová úhlopříčka?
[Návod: Tělesová úhlopříčka má délku u =1/az + 1;2+ cz, kde a, b, c
jsou rozměry kvádru.]

360. Určete stranu pravidelného osmiúhelníka na základě poloměru r kružnice
k, která je tomuto osmiúhelníku opsána.

*35 kde a, b jsou délky odvěsen a veq

*361. Vypočítejte stranu pravidelného osmiúhelníka na základě poloměru g
kružnice k, která je tomuto osmiúhelníku vepsána.

Úsečka 81 32spojující středkružnic k1E(Sl; r1 = 7 cm), k2 _=(S,; r2 =
=12 cm) má délku 15 cm. Vypočítejte délku úsečky spojující průsečíky
obou kružnic a její vzdálenosti od středů obou kružnic.

363. Jakou velikost má úsečka AB [A 5 (1:1;y1; zl),B =(x2, y,; z,)l.>

364. Na mapě byla odměřenavzdálenost dvou míst A a B tak,že AB = 4,2 cm.
Jak velká je skutečná vzdálenost obou míst,rje-li 318 m kóta místa
A a 423 m kóta bodu B. (Měřítko 1 :50000)

*365. Dokažte, že mezi délkami stran trojúhelníka ABC platí vztah a2 =
= b2 + 1:2— bc, je-lí jeho úhel <I BAC= 600.

[Návod: v., = CD = EVL BD = c ——Š—.]

*36.N

366. Vypočítejte délky odvěsen pravoúhlého trojúhelníka ABC, má-li jeho
přepona délku c = 5 cm a g = 1 cm. (9 je poloměr kružnice trojúhelníku
ABC vepsané.)

367.| V rovnoběžníku ABCD je AB = a, BC = b, AC = e, BD = f. Dokažte,
_ že platí ez + ]2 = 2(a2 + bz) .

Řešení (obr. 44)

Je—lirovnoběžník ABCD obdélníkem, platí podle Pythagorovy věty
vztahy e2 = a2 + b, (1)

f: _ az + bf, '2)
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takže platí též vztah e2 + ]? : 2(a2 + bž) vzniklý sečtením rovnic (l)
a (2). Je zřejmé, že tento vztah platí i tehdy, je-li rovnoběžník ABCD
čtvercem.
Nechť je ABCD rovnoběžník kosoúhlý, jehož úhel < BAD je ostrý;
potom pata E kolmice vedené bodem D k přímce AB leží uvnitř polo­
přímky AB a pata F kolmice vedené bodem C k přímce AB uvnitř polo­
přímký opačné k polopřímce BA. Označíme-li BF : bi, je též AE _"b„
neboťtrojúhelníky AED a BFstou shodné;AF = a + b„AE=|a —blj,
e2 = „2 + (a + b,)z, f2 = „2 + (a ——b,)z, kde 'v : DE : CF.

E

o c _ '"

T

9 a —

S b 0 S\ ,' \"

a
B ' F c b A

Obr. 44 Obr. 45

Sečteme—líoba uvedené vztahy, dostaneme vztah
e2 + f2 = 21:2+ Za2 + 217%: 2:12+ 2002+ bí) = Za2+ 2b2 =2(a2 + bz).
Stejným způsobem bychom dokázali, že náš vztah platí, když úhel
<)íBAD je tupý.

Závěr: Daný vztah platí pro každý rovnoběžník ABCD.

368. Přepona AB pravoúhlého trojúhelníka ABC je rozdělena dotykovým
bodem T kružnice tomuto trojúhelníku vepsané na dva úseky AT : n,
BT= m. Dokažte, že obsah trojúhelníka ABC je P = m . 71.

Řešení (obr. 45)

Jelikož střed S kružnice trojúhelníku ABC vepsané leží uvnitř tohoto
trojúhelníka, platí vztah P = P, + P2 + P„ kde P„ P„ P3 jsou obsahy

trojúhelníků ASC, BSC, ASB. Protože P, =b—'29,P, = “T“, F„ =52'9 ,
kde 9 je poloměr kružnice trojúhelníku ABC vepsané, je P =

: g (a + b + c) =() . :, kde s je poloviční obvod trojúhelníka ABC.
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370.

DálejeAB=c=m+n, BC=a=m+g, AC=b=n+g,
takžeP=9(m+n+g). (1)
Podle Pythagorovy věty je
(m+ n)2 = (m + g)2 + (n + g)2,což po úpravě vede ke vztahu »: . n =
= e(m + n + a;) (2)
z (l) a (2) plyne vztah m. n = P, což jsme měli dokázat.

Závěr: Obsah pravoúhlého trojúhelníka ABC je P—= m . 71,kde m, 7:
jsou délky úseků, které na přeponě AB vymezuje dotykový bod kružnice
trojúhelníku ABC vepsané.

9. STEJNOLEHLOST

. Zvolte lichoběžník ABCD se základnami AB a CD a sestrojte k němu
lichoběžník stejnolehlý, je-li středem stejnolehlosti bod U EAC . BD

a koeficient stejnolehlosti a) k = —;b) k=

K rovnostrannému trojúhelníku A2BCsestrojte stejnolehlý trojúhelník
A'B'C', je-li koeňcient stejnolehlosti k = —2 a střed stejnolehlosti ve
středu trojúhelníka ABC.

371. Ke čtverci ABCD sestrojte stejnolehlý čtverec A'B'C'D', je-li středem
. . . 1

stejnolehlosti střed M strany BC a koeňcrent stejnolehlosti k = —í .
372. Je dán pravidelný pětiúhelník ABCDE, bod V E AB . ED a bod M '

373.

374.

375.

ležící uvnitř úhlu <)zAVE. Sestrojte pětiúhelník A'B'C'D'E' tak, aby
byl stejnolehlý s pětiúhelníkem ABCDE, středem stejnolehlosti bod V
a aby bod M ' ležel uvnitř strany A'E '.

Z lichoběžníka ABCD, jehož úhlopříčky se protínají v bodě U, vyberte
trojúhelník A UD, takže vznikne nevypuklý pětiúhelník ABCDU. Zmen­
šete ho v poměru 2 :3 užitím stejnolehlosti o středu S E B a užitím
stejnolehlosti o středu 81 E AD . BC. Který způsob je Výhodnější?

Obdélník ABCD zmenšete v poměru 1 : 2 užitím stejnolehlosti o středu
8, který leží na ose úsečky AB vně obdélníka ABCD. Přesvědčte se, že
oba obdélníky mají ještě jeden střed stejnolehlosti. V jakém vztahu jsou
koeficienty obou stejnolehlosti?

]e dán dutý úhel 4: A VB a uvnitř něho bod P. Bodem P veďte přímku p
tak, aby vytinala na ramenech tohoto úhlu úseky, jejichž délky mají po­
měr 3 : 4. [Návod: Užijte stejnolehlosti se středem S E V)].

376. Je dán dutý úhel %:AVB a bod M, který leží uvnitř tohoto úhlu. Bo­
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dem M veďte přímku 1) tak, aby platil vztah MX : MY = 2 :3, kde
X, Y jsou průsečíky přímky p s rameny VA a VB.

377. Je dán úhel <)2AVB = 600. Uvnitř tohoto úhlu sestrojte bod M tak,
aby jeho vzdálenost od vrcholu V byla d = 5 cm a jeho vzdálenosti od
ramen VB a VA v poměru 3 : 4.

Sestrojte trojúhelník ABC, je-li dáno:
a)na:—.S,a:b:c=2:3:4;
b) az, „B, tc.

379. Je dána kružnice k —=—(S; r); zvolte v ní dva libovolné poloměry a se­
strojte tětivu kružnice k tak, aby byla oběma poloměry rozdělena na tři
stejné díly. [Návodz Užijte stejnolehlosti o středu S a osy a úhlu obou
zvolených poloměrů.]

379"

380. Jsou dány dva páry různoběžek p, q a m, n, jejichž průsečíky X, Y nejsou
dostupné. Sestrojte přímku X Y.

|381.| Je dán ostrý úhel ©?AVB a jeho vnitřní bod M. Sestrojte lomenou čáru
MX Y tak, aby bod X ležel uvnitř polopřímky VA, bod Y uvnitř polo­
přímky VB a aby platily tyto vztahy: X ? _L VB, XY : 2MX.

Řešení (obr.46)
A. Rozbor: Lomená čára

MX Y, která vyhovuje poža—
davkům úlohy, a lomená čára
M'X' V' jsou stejnolehlé podle
středu stejnolehlosti S s V.

B. Konstrukce: Uvnitř polo­
přímky VA zvolíme libovolný
bod X ', sestrojíme úsečku

, , . .. = ( \
X Y _L lVB a kruzmcn k __ $“, .\ X' /, X A'

5 ()(/; íXIY,) ,kteráprotne \\ //
přímku VM v bodě M'. Ve Obr.46
stejnolehlosti se středem V se­
strojíme k lomené čářeM 'X' Y'
čáru MX Y tak, aby bodu M ' odpovídal bod M, bodu X ' bod X a bodu
Y' bod Y. Lomená čára MX Y má požadované vlastnosti.

C. Důkaz: Podle konstrukce je X ' Y' j_ VB, XY || X ' Y', v dúsledku
čehož je XY i VB. Bod M ' je průsečíkem přímky VM s kružnici k E

E (X'; %X'Y') ; platí tedy vztah M'X' = % X'Y'. Jelikož je dále
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X Y —M X = k, potom s přihlédnutím ke vztahu M'X ' =ŠX ' Y'X_Y_ MX
. 2M"X M"X
je XY = M—XgodtudplynevztahMX=?XY.

D. Diskuse: Úloha má řešení tehdy, mají--li přímka VM a kružnice k

společný bod. Jelikož přímka může mít s kružnici nejvýše dva body spo­
lečné, má tato úloha nejvýše dvě řešení.

Závěr: Lomenou čáru MX Y, která splňuje požadavky úlohy, lze sestro­

jit tehdy, existuje-li průsečík přímky VM a kružnice k _=_( X '; %X ' Y')
Úloha má nejvýš dvě řešení.

382. Sečna p kružnice k —=—(S ; r) rozděluje kruh, který kružnice k omezuje,

383.

*384.

*3801

*386.

387.

388.

389.

na dvě části. Vepište jim čtverce tak, aby měly dva vrcholy na přímce p.
[Návod: Použijte stejnolehlosti, jejíž střed půlí tětivu AB kružnice k
ležící v přímce p.]

Kruhové výseči vepište obdélník, jehož rozměry mají poměr 3 : 2.
]e dán lichoběžník ABCD, jehož základny jsou AB a CD, přičemž
AB > CD. Uvnitř úsečky AD sestrojte bod P a uvnitř úsečky BC bod Q
tak, aby platily vztahy PQ |l AB, PC IlAQ. [Návod: Užijte stejnolehlosti,
jejímž středem je průsečík přímky AD s přímkou BC.]

. Ie dán trojúhelník ABC, jehož strany mají délky a, b, c. Sestrojte troj­
úhelník A'BC' tak, aby byl stejnolehlý s trojúhelníkem ABC a platil
vztah a = a' + vc, kde a' je délka strany 30 a v, výška trojúhelníka
A'BC' jdoucí vrcholem C'. [Návodz Využijte osové souměrnosti, v níž
body C, D' tvoří pár sdružených bodů, přičemž D' je pata výšky v,.]
Jsou dany přímky a, b, 0, které procházejí bodem P, a bod Maš P.
Bodem M veďte přímku p tak, aby protínala přímky a, b, c po řadě v bo­
dech A,B,C a aby plan'l vztah AB = ZBC.
Průsečík výšek V, těžiště T a střed opsané kružnice S trojúhelníka ABC
leží na jedné přímce a platí vztah VT : TS = 2 : l. Dokažte to.
Sestrojte trojúhelník ABC, je-li dán jeho vrchol C, průsečík výšek V
a střed opsané kružnice S. [Návod: Použijte výsledku úlohy 387.]
]e dána kružnice h_E (S; r) a přímka 1), která je nesečnou kružnice k.
V kružnici k veďte průměr PQ || p a na přímcep zvolte libovolný bod M.
Na přímcep sestrojte body Y, X tak, aby úsečka X Y byla bodem M pů­
lena a aby přímky PX, QX se protínaly v bodě Z na kružnici k. [Návodz
Užijte stejnolehlosti, jejíž střed leží v průsečíku přímky SM s kružnici k.]

390. Je dána kružnice k E(S; r) a bod M, který leží uvnitř kružnice k.
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391. Je dána kružnice k 5 (S; r) a bod A, který leží vně kružnice k. Bodem A
veďte sečnu p kružnice k tak, aby platil vztah AY = 3AX, kde X,Y
jsou průsečíky přímky p s kružnici k.

392. Jsou dány kružnice k1 E (S,; r,), k2 š (32; r,) tak, že r] ,i r2 . Kružnici
la1vepište trojúhelník ABC a sestrojte k němu stejnolehlý trojúhelník
A'B'C' tak, aby jeho vrcholy ležely na kružnici k,. [Návodz Použijte

středů stejnolehlosti obou—kružnic.]
; r,), k2—=(Sz; r,) tak, že rl *>r._„a úsečka

délky a_=.SIS2 \ rl +_72.Vypočítejtevzdálenost středů stejnolehlosti
obou kružnic.

Řešení (obr. 47)

"1

„2
r
1 ,

51 0 2 52 ::

,'

r 2 2
1

"a'
1

"i
„ “"Z y _ ' ,

Obr. 47

Označme O, S středy stejnolehlosti obou kružnic. Podle známé konstrukce
těchto středů a na základě podmínek úlohy leží bod S na polopřímce
3132 za bodem 32 a bod 0 uvnitř úsečky 5,82, takže platí
SS=a+x, kde x je délka úsečky828, SHSŽ=SO+' 082:
“= a —y +y
kde y je délka úsečky OS._,.Hledaná vzdálenost 08 má tedy velikost
:: + y. Označíme-li ještě 8 M,—_ S,Ml' = rl a SgM2= r.„ platí vztahy(a+x):x=r,:r2,..................................... (l)
(a—_y):_y=r,:r2..... .................................... (2)

Ze vztahu (1) je x — ar, ze vztahu (2) 'e — ar, takže71—72, )y—rl+r2,
2 .

03 = x + y = -Ž'1—';-.
", _ 7-2
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Závěr: Středy stejnolehlosti kružnic k„ k, mají vzdálenost

os — 2" 1'2
fi —rš'

394. Z kusu plechu, který má tvar čtvrtkruhu, vyříznětenejvětší kruh. [Návodz
Užijte stejnolehlosti, jejíž střed je v dotykovém bodě křivek omezujících
kruh a čtvrtkruh.]

395. Je dán ostrý úhel 4: A VB a bod Q, který leží uvnitř tohoto úhlu. Sestrojte
polokružnici k tak, aby procházela bodem Q, dotýkala se polopřímky VA
a měla průměr PR v přímce VB. [Návodz Užijte stejnolehlosti se stře­
dem V.]

W Jsou dány dvě různobčžky a, b a kružnice k! _——=(S] ; r,), která se nedotýká
žádné z obou různoběžek. Sestrojte kružnici k tak, aby se dotýkala
přímek a, b a kružnice k,.

Řešení

A. Rozbor (obr. 48): Předpokládejme, že kružnice k, která má dané
vlastnosti, existuje; potom kružnice k a

a, ] H, 82 k1 jsou stejnolehlé a mají střed stejno­
lehlosti v bodě T, ve kterém se obě kruž­
nice dotýkají. V této stejnolehlosti H od­
povídá tečně a kružnice k tečna a, lla
kružnice k„ tečně b kružnice k tečna bllIIb
kružnice k1 a průsečíku P přímek a, b
průsečík P1 přímek a„bl.

Konstrukce: Sestrojíme tečny a„ b1
kružnice k, tak, aby bylo a1 IIa, b1 !| ba
P1 jejich průsečík; přímka PP1 protíná.
kružnici. k1v bodě T, který je bodem do­
tyku kružnic k] a k. Sestrojeni středu 8
kružnice k je pak zřejmě (bod S leží na
přímce SIT a na ose úhlu přímek a, b).

C. Důkaz: Z konstrukce je patrno, že
přímky a1 || a, b1[!b jsou tečnami kružnice
k,. Ze stejnolehlosti H„ jejímž středem
je bod T a párem sdružených bodů tedy

P„ P.. plyne, že tečně a] odpovídá přímka a, tečně b1přímka b, v důsled­
ku čehož se kružnice k dotýká přímek a, b. Střed stejnolehlosti T leží na
kružnici kl, proto musí mít v tomto bodě obě kružnice dotyk. Kružnice
k tedy vyhovuje podmínkám úlohy.

D. Diskuse: Jelikož lze ke kružnici kl sestrojit dvě tečny rovnoběžné
s přímkou a a dvě tečny rovnoběžné s přímkou b vesměs různé, existují

H
Obr. 48
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*400.

*40

7.

_ o

čtyřiprůsečíky P,;É P, které jsou vrcholy rovnoběžnika kružnice k, opsa­
ného. Každá přímka PP, buď prome kružnici k, ve dvou bodech T, nebo
nemá s kružnici k, žádný společný bod. Může tedy vzniknout nejvýše osm
bodů T a úloha může mít nejvýše osm řešení.

Závěr: Kružnici k dotýkající se kružnice k, a různoběžek a, b lze vždy
sestrojit. Úloha za daných podmínek může mít nejvýše 8 řešení.

Je dána kružnice k:——.(S; r) a bod M, který leží uvnitř kružnice k. Bodem
M veďte dvě tětivy AB, CD kružnice k tak, aby bylo AB L CD. Sestrojte
všechny čtyři kružnice, které se dotýkají obou daných tětiv a kružnice
k uvnitř.

V soustavě souřadnic ny je dána kružnice k„ jejíž střed je 8 E (5; 3)
a poloměr r, = 1,5. Sestrojte jednu z kružnic, která se dotýká kružnice k,
a obou os :: a y .

Je dána kružnice k, 5 (S,; r,) a přímka p, která prochází jejím středem
S,. Na přímce p zvolte bod M tak, aby ležel vně kružnice k, a sestrojte
kružnici k, aby se dotýkala kružnice k, a přímky 1)v bodě M. Dokažte, že
úloze vyhovují dvě kružnice navzájem shodné a souměrné podle
přímky ?.

Jsou dány dvě různoběžky p, a p, a bod M, který neleží na žádné z daných
různoběžek. Sestrojte dvě různé shodné kružnice k, a k„ které se dotýkají
v bodě M ; kružnice k, má dotyk s přímkou p, a kružnice k2dotyk s přím­
kou p,.

Jsou dány dvě různé rovnoběžné přímky a,b, jejichž vzdálenost je 1).
Na přímce a zvolte bod A a na přímce b bod B tak, aby jejich vzdálenost
AB byla větší než vzdálenost v. Sestrojte kružnice k„ k2tak, aby měly
tyto vlastnosti: a) kružnice k, se dotýká přímky a v bodě A, kružnice k2
přímky b v bodě B; b) kružnice k„ k2mají vnější dotyk a leží uvnitř pásu
vymezeném přímkami a, b; c) platí vztah r, = 2r„ kde r, je poloměr
kružnice k, a r, poloměr kružnice k,.

*402. Je dán trojúhelník ABC. Body V„ V„ V„ souměrné sdružené k průse­
číku V výšek tohoto trojúhelníka podle stran a body V4, V5, V8souměrné
sdružené k bodu V podle středů jeho stran leží na kružnici k trojúhelníku
ABC opsané. Dokažte, že paty výšek, středy stran trojúhelníka a středy
úseček A V, BV, CV leží na kružnici k'. (Kružnice devíti bodů.)

403. Je dán trojúhelník ABC, přímka p a bod S. V zobrazení Z„ které je
osovou souměrnosti s osou p, sestrojte obraz A,B,C, trojúhelníka ABC
a v zobrazení Z„ které je stejnolehlostíse středem S a koeňcientem :: = 2,
obraz A,B,Ca trojúhelníka A,B,C,. Přesvědčtese, že 2,2, = 2,2„
je-li S bodem přímkyp a 1,22 4: Z,Z„ není-li bod 8 bodem přímkyp.

404. Zobrazení Z, je otočení se středem S a úhlem q)= R, zobrazení 2,

407



405.

*m.

stejnolehlost se středem O a koeficientem stejnolehlosti :: = —2. Je—li

IO. KONSTRUKTIVNÍ ÚLOHY ŘEŠENÉ POMOCÍ
VÝPOČTU

]sou dány úsečky délek a, b, :. Sestroite úsečku délky :: tak, aby platil
vztah:

a) x = dlí—+ bl/í; b) a + bVš+ ch—Š;c) aVŠ+ VW;—

Jsou dány úsečky délek a, b. Sastrojte úsečku délky :, jestliže platí:

a) x : a—_(a2+ b)

d)x=Vab——%3,b>a.

;xb) =—ab—b,a>b;c)x=Va2+b*+ab;a—

. ]sou dány úsečky a, b, c. Sestrojte úsečku délky x, jadiže
7—1 z 2'__

plati;a)x=ú/íc+_b_;b)x=Ll/;—Ě, a>b;

c) :: =.Va—bcÉ;d) :: =l/a2 +b_:; e) x : Wai—+b;

Jsou dány úsečky délek a, b, c, d. Sestroite úsečku délky y, platí-li:

a)y=Vm,a>d; b)y=Vac—+—bĚ;
ab + cd
: + d '

Jsou dány úsečky délek a, b. Sestroite úsečku délky x, platí-li
8

x= i/aa+ba,a>b.

c)y=V———; d)y=

*410. Jsou-li dány úsečky délek a, b, c, d, e, sestroite úsečku délky x, platí-li

411.

408

„ _ 5 až
_ d de '

Jsou dány úsečkybadélek a, b. Sestroite úsečku délky x, platí—li:i—V5-Va“—
——V——_aa—.+baba,a>b.



412. Je dána úsečka délky r. Sestrojíe úsečku délky x, platí—li:: = r . V2 + VŠ.

[Návod: V2 + Vš = 1 Tri/3 .]
413. ]sou dány úsečky, jejichž délky jsou a, b, c. Sestrojte úsečky délek x,y tak,

aby platilyvztahy: x +y = a, x: y = b:
. Uvnitř úsečkyAB délky a sestrojte bod M tak, aby platilo AM : BM :

/_
= 1/2 : 2 ,

. Je dán obdélník ABCD, jehož rozměry jsou AB = a, BC = b. Nad
jeho úhlopříčkou BD délky u sestrojte obdélník BDPQ tak, aby jeho
obsah se rovnal obsahu obdélníka ABCD.

. ]sou dány úsečky délek u, m, n. Sestrojte trojúhelník ABC, je-li dáno:
a+b=u,y, a:b=m:n.
]e dán trojúhelník ABC, přičemž BC > AC. Nad jeho stranou AB
sestrojte obdélník tak, aby jeho obsah se rovnal rozdílu obsahů čtverců
nad stranami BC a AC.

. ]e dán obdélník ABCD o rozměrech AB = a, AD = b. Uvnitř úsečky
AB sestrojte bod M tak, aby rozdíl obsahů čtverců nad úsečkami AM
a BM se rovnal obsahu obdélníka ABCD.

419. ]e dán pravoúhlý trojúhelník ABC. Přímku ;: llAC veďte tak, aby pro­
tinala přeponu AB ve vnitřním bodě M, odvěsnu BC ve vnitřním bodě N
a aby platilo AM = BN.
Je dán čtverec ABCD, jehož strana má délku a, a obdélník A'B'C'D'
o rozměrech A'B' = b, A'D' = :. Sestrojte čtverec MNPQ tak, aby jeho
obsah se rovnal součtu obsahů čtverce ABCD a obdélníka A'B'C'D'.

EQ Je dána úsečka AB a bod M, který leží uvnitř úsečky AB a rozděluje ji
— na dva úseky AM = a, BM = b. Nad průměry AB, AM, BM sestrojte

půlkružnice, které leží v téže polorovině s hranicí AB. sestrojte kruh k,
jehož obsah se rovná obsahu útvaru omezeného těmito třemi půlkružni­
cemi.

Řešení (obr. 49) C

A. Rozbor: Podle podmínky úlo­
hymákruhkobsah
P=P1—P2—Pa>0,kdePl:

= Šum + b)2,P2= íl'n.'a2,Pa=

41h

41 UI

41 65

41.“

41©

42.=

= % -n:b2jsou obsahy daných půl- A7 a H b 8
kruhů. Obr.49
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Je tedy P=%n(a2+ 2ab+b2—a2—b2)=%1rab,=m2. Z tohoto
vztahu plyne, že kruh k má průměr 27 = Vab .

B. Konstrukce: Jelikož úsečky délek a, b jsou dány, lze průměr 2r =1/Zb
kruhu k sestrojit jako výšku v„ pravoúhlého trojúhelníka ABC, jehož
přepona je AB = a + b a pata výšky vc v bodě M. Kruh sestrojený nad
průměrem 27 = MC vyhovuje podmínkám úlohy.

C. Důkaz: Z konstrukce plyne, že 2r = MC = ve = Vab, neboť
trojúhelník ABC je pravoúhlý a v., je jeho výška. Zřejmě platí těž vztahy

4r*=ab,r2=lab,1trz=l1t.ab=%1c.2ab=ln.(az + 2ab+

+ b2 — 02— b2)= —1t (a + b)2 — %—naz — gaba, což jeobsah útvaru
mezi danými třemi půlkružnicemi.

D. Diskuse: Kruh kmá obsah P = P1 — P2 — P„ přičemžpodle pod­
mínek úlohy je výraz P1 — P2 — Pa > 0. Existuje tedy vždy takový
kruh k, který má obsah P, a úloha má vždy jedno řešení.

Závěr: Hledaný kruh k má průměr 2r = Va—ba lze ho vždy sestrojit.

422. Rozdělte mezikruží omezené kružnicemi k1E (S; rl), k2 E (S ; rz) kruž­
nici k 5 (S,' x) na dvě části stejného obsahu.

423.]'e dán trojúhelník ABC, jehož strany mají délky AB = c, BC = a,
CA = b. Uvnitř stran AC a BC sestrojte body A', B' tak, aby trojúhel­
ník A'B'C byl rovnoramenný, měl úsečku A'B' za základnu a obsah
rovný polovině obsahu trojúhelníka ABC.

424. Jsou dány úsečky délek a, v. Sestrojte rovnoramenný trojúhelník ABC
tak, aby jeho výška v., příslušná základně AB měla délku 1:a aby jeho
obsah se rovnal obsahu rovnostranného trojúhelníka, jehož strana má
délkua

425. Je dán trojúhelník ABC, jehož strany mají délky AB = c, 86—= a,
CA = b. Na straně AC sestrojte bod M, na straně BC bod N tak, aby
byloCM= CNaAM+BN=c.

426. Obdélník ABCD o rozměrech AB = a, BC = b vyměňte za rovno­
stranný trojúhelník stejného obsahu.

427. Obdélník ABCD o rozměrech AB = a, BC = b vyměňte za kosočtverec
A'B'C'D' stejného obsahu tak,aby a) <):B'A'C' = a: = 600, b) a = 300.

*428. ]e dán trojúhelník ABC ; veďte příčku1) IIBC tak, aby obvod trojúhelníka
ABC půlila.

Je dána kružnice k E (S; r) a její průměr AB. Uvnitř tohoto průměru
_—
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zvolte bod T tak, aby vzdálenost ST = p, přičemž 1) < 7. Sesn'ojte dvě
shodné kružnice k„ k2 tak, aby se dotýkaly v bodě T a každá z nich též
kružnice k.

Řešení (obr. 50)

A. Rozbor: Označme :: poloměry shodných kružnic k„ k2 a uvažujme

dva případy: O
a) ]c-lip=0,jc TE ' k

šSax=írg tomu T," C 1,1
případu vyhovuje zřejmě ,/
nekonečný počet dvojic / 31
kružnic k„ k2 splňujících
požadavky úlohy. A

b) ]e-li 0<p< r, je
trojúhelník SISŽS rovno­
ramenný, přičemž je T

středem jeho základny T
8182, neboť SS1 = ST1 — 2
—SlT1=r—x,SSz=
=ST2—82T2 = r—x
a SIT = SzT = x. Je
tedy přímka ST osou
trojúhelníka SSIS2 a zároveň osou útvaru složeného z kružnic k, kl, kg.
Trojúhelník S TSl je pravoúhlý, má odvěsny ST = p, S,T = x a pře—
ponu 881 = r — x, takže podle Pythagorovy věty je (r — x)2 = p2 + 1:2,

_rz—P2 _ U+P) (' —_P)
2r _ 2r

sestrojit na základě délek r, 1)jako čtvrtou geometrickou úměrnou.

B. Konstrukce: Na polopřímce TS sestrojírne úsečku TA1 = 2r, TB :
= r + 1)a na polopřímce TQ bod C tak, aby bylo TC = r —p. (Polo—
přímku TQ je možno volit různě; je však výhodné volit tuto polopřímku
tak, aby bylo TQ _L TS.) Dále vedeme BSl || AlC a úsečka TS1 : x
je délka poloměru kružnice k,.

C. Důkaz: Z konstrukce je patrno, žeA TAl C NA TBSl (uu), takže
platí vztah 2r : (r + p) = (r —p) :x. Tento vztah upravujme takto:

Obr. 50

z něhož je 1: = . Úsečku délky :: lze tedy

2rx=72—p2, —2ch=11>2—72,r2—2rx+x2=p2+x2,
(f—X)2=P2+x2- (1)

Vztah (l) ukazuje, že úsečku x můžeme považovat za odvěsnu pravo—
úhlého trojúhelníka, jehož přepona má délku (r — x) a druhá odvěsna
délkup ?: TS .
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*430.

*431.

*432.

*433.

*434.

435.

436.

412

Má tedy tento trojúhelník vrcholy T, 8 a třetí vrchol 31 na kolmici vedené
bodem T k přímce TS; jelikož přepona tohoto trojúhelníka je (r -—x),
existuje na polopřímce 881 za bodem S1bod T, tak, že S T1 : r a S,T, :
: :. Má tedy kružnice k1střed v bodě Sl, dotýká se přímky ST v bodě T
a kružnice k v bodě TI.

D. Diskuse: Podle podmínky úlohy je 1) < r, v důsledku čehož lze
(r + p) (r —p)

T2 vždy sestrojit, neboť r —p > 0. Úloha mávýraz :: =

jediné řešení.
Závěr: ]e-li p < r, lze sestrojit právě jednu dvojici shodných kružnic

kl, k2 vyhovujících požadavkům úlohy; je-li p = 0, lze sestrojit takových
dvojic nekonečně mnoho.

]e dána kružnice k 5 (S ; r) a v ní průměr AB. V bodě B je sestrojena
tečna : kružnice k. Na tečně : najděte bod :: tak, aby přímka AX vytínala
mezi kružnici k a tečnou : úsek m = X Y dane' délky.
[Návodz A AB Y NA AXB. Určete na základě výpočtu délku :: : AX.]
Je dána kružnice k 2 (S; r) a bod A, který leží vně kružnice k a má od
středu 8 této kružnice vzdálenost d. Na úsečce SA najděte bod X tak,
aby bylo XT = XA, kde T je dotykový bod tečny : vedené z bodu X ke
kružnici k.

Jsou dány dvě polopřímky VM, VN, které mají ostrý úhel a, a úsečka
délky a. Uvnitř polopřímky VM zvolte dva různé body A, B a sestrojte
kružnici k tak, aby procházela body A, B a aby vytínala na polopřímce
VN tětivu délky a. [Návod: Nechť PQ : a je délka tětivy kružnice k na
polopřímce VN. Potom platí vztah VA . VB : VP. (VP + a), odkud
lze VP vypočítat.)

Sestrojte pravoúhlý trojúhelník ABC, je-li dáno a + b, vc.
Je dána polokružnice k, o průměru AB : 2r a bod C ležící uvnitř
úsečky AB tak, že AC : Zp < r; dále je sestrojena nad průměrem AC
polokružnice kz, která leží 5 polokružnicí k[ v téže polorovině s hranici AB.
a přímka n jdoucí bodem C kolmo k přímce AB. Sestrojte kružnici k tak,
aby se dotýkala polokružnic kl, k2 a přímky n. [Návodz Vypočítejte nej­
prve poloměr x kružnice k pomocí čísel r a p.)

II.0PAKOVÁNÍ

Zvolte dva shodné trojúhelníky AIBICI, A.ZBŽC2a ukažte, že nejvýše
třemi osovýrni souměrnostmi (překlápěnim) lze jeden ztotožnit s druhým.

Jsou dány dvě kružnice klš (S, ; rl), k2E (5.5 rz) a společná jejich vnitřní



43.q

44

*44._

442.

*445.

*446.

*447.

*448.

?

tečna :. Na přímce : najděte takový bod x, aby úhel dalších tečen z něho
ke kružnícím k„ k2vedených byl přímkou : půlen.

]sou dány dva různé body M a N, přímka p, která tyto body odděluje,
a úsečka délky d. Sestrojte rovnoramenný trojúhelník ABC tak, aby
jeho osou b_ylapřímka p, výškou 'Ucna základnu AB úsečka délky d a ra­
mena CA, CB (popřípadě polopřímky CA, CB) procházela body M,
N. Proveďte diskusi.

. Jsou dány dvě přímky p, q navzájem rúznoběžne' a bod 8, který neleží
na žádné z nich. Sestrojte čtverec ABCD tak, aby měl střed v bodě S,
vrchol A na přímce p a vrchol C na přímce q.

. Do čtverce ABCD, jehož strana má délku a, vepište čtverec A,B1C1D1,
jehož strana AlB1 má předepsanou délku b. Jaký vztah musí platit mezi
délkami a, b, aby úloha měla řešení?

]sou dány dvě kružnice k, =(Sl;r1), k2 = (Sá rz) a bod T. Sestrojte
rovnostranný trojúhelník ABC tak, aby měl vrchol A na kružnici k„
vrchol B na kružnici k2 a aby bod T byl jeho těžištěm. (Návod: Použijte
vhodného otáčení okolo středu T.]

Sestrojte čtyřúhelník ABCD, jsou-li dány velikosti úseček AC = e,
BC=b, AD =daúhly <)1ADB=oz, 4DBC=,B,přičemža >,3.
Dva rovnostranné trojúhelníky mají obsahy P] = 405 cm2 a P2 =
= 2 880 cm2. V jakém poměru jsou délky jejich stran?

. V rovnoramenném trojúhelníku ABC má základna AB délku 30 cm
a výška vc = 20 cm. Vypočítejte vb .

. Dokažte, že přímka spojující střed základen lichoběžníka prochází prů­
sečíkem jeho úhlopříček.

Strany pravidelného pětiúhelníka mají délku a, jeho úhlopříčky délku u.
Dokažte, že platí u : a = a : (u — a). (Strana pravidelného pětiúhelníka
je delším úsekem zlatým řezem rozdělené úhlopříčky.)

Dokažte, že v tětivovém čtyřúhelníku ABCD platí ac + bd = m . 71,
kde a, b, c, d jsou délky jeho stran, »: a n délky jeho úhlopříček.
[Návodz ©:ACB = a přeneste ke straně c, takže ©:DCE = a, přičemž
bod E leží na přímce DB. Bodem E je rozdělena úsečka DB na dva úseky
nl a na. Dále sledujte podobnost trojúhelníků ABC a DEC, ACD a BCE.]

]e-li v rovnoramenném trojúhelníku ABC (AB = a, AC = BC = b)
úhel ACB = 200, platí mezi a, b vztah a3 + b“ = 3 abz. Dokažte.

Zvolte ostroúhlý trojúhelník ABC a dokažte, že jeho obsah P = až; ,
kde a, b, c jsou strany a r poloměr kružnice trojúhelníku ABC opsané.
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Přesvědčtese, že tento vzorec platí i tehdy, je-li trojúhelník ABC pravo­
úhlý nebo tupoúhlý.

*449. Pravoúhlému trojúhelníku ABC jsou vepsány dva čtverce tak, že jeden
z nich má stranu uvnitř úsečky BC a druhý uvnitř úsečky AB. Který
z těchto čtverců má větší stranu?

*450. ]e-li trojúhelník ABC pravoúhlý, potom platí c + v., > a + b. Do­

*451.
kažte. [Návod: K důkazu použijte goniometrických funkcí]

Je dána tětiva AB kružnice k 5 (S; r) a bod C ležící na kružnici k,
přičemž C;“é A, Ci B. Sestrojte patu D kolmice vedené z bodu C na
přímku AB &paty E, F kolmic vedených 2 bodů A, B na tečnu : kružnicek
v bodě C. Dokažte, že platí vztah (CD)2 = AE . BF.
[Návod: Volte bod C na kružnici k tak, aby přímka AB tečnu : v bodě M
protínala a využijte jednak podobnosti trojúhelníků MDC a MEA, MDC
a MFB, jednak mocnosti bodu M ke kružnici k.]

452. Jsou dany dvě shodné kružnice k1 E (S1; 16), k2 E (S,; 16), přičemž
kružnice k1má střed _Slna kružnici k2 a kružnice k2 má střed S., na kruž­
nici k,. Na kružnici k1sestrojte bod X tak, aby jeho mocnost ke kružnici k2
byla —112. (Proveďte v měřítku 1 : 4.)

453. Jsou dány kružnice kl E(Sl;f1), k2 E (S,; rz), které se protínají pravo­
úhle (tečny kružnic k„ k2 v prúsečném bodě stojí k sobě kolmo). Jakou
mocnost má střed S1ke kružnici k2a střed S2 ke kružnici k,?

454. Čtverci ABCD je vepsána kružnice k. Označte její dotykové body na
stranách BC a DA po řadě Q a N. V jakém poměru jsou délky úseček
DM a MQ, je—liM g_čQ průsečík přímky DQ s kružnici k?

455. Je dán čtverec ABCD, jehož strana má délku a. Okolo vrcholů A, B jsou

opsány čtvrtkružnice k„ k2 o poloměru % dovnitř čtverce. Vypočítejte

poloměr r kružnice k, která se dotýká přímky CD a obou čtvrtkružnic;
potom kružnici k sestrojte.

*456. Body A, B, C, D dělí kružnici k E (S; r) na čtyři oblouky, jejichž délky
jsouvpoměruAB:BC:CD :DA =1:2:4:5.PřímkyADaBCse
protnou v bodě Q. Vypočítejte vzdálenosti QB a QD.

457. Je dán čtverec ABCD, jehož strana má délku a. Rozdělte stranu BC
v poměru BE : EC = 1 :2 a na přímce AE sestrojte patu F kolmice
vedené bodem C na přímku AE. Určete délku úsečky AF.

*458. Je dán pravoúhlý trojúhelník ABC (BC : a, AC : b). Osa o úhlu
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<)ZACB protíná přeponu AB v bodě D. Vypočítejte délku úsečky CD
pomocí délek a, b. [Návod: Ved'te bodem D kolmici na přímku AG a její
patu označte E; potom je A AED NA ACB.]



*459.

*460.

46 ._

462.

4665

“ ._.

468.

469.

*470.

Je dán pravoúhlý trojúhelník ABC. Středem D odvěsny AG je vedena
kolmice k přeponě AB a její pata označena E. Bodem E je přepona AB roz­
dělena na dva úseky AE = x a BE = y, o nichž platí vztah y2 — ::2 = az,
kde a je délka odvěsny BC. Dokažte to.

V rovnoramenném lichoběžníku ABCD je AB = 21a AC = u, přičemž
úhlopříčka AC je osou úhlu é: BAD. Vypočítejte délku základny CD.
[Návod: ]e-li bod 8 průsečík úhlopříček lichoběžníka, je A ABC N
N A BSC, A ABS »» A CDS, takže BC = CD. Dále užijte dvakrát
Pythagorovy věty k výpočtu výšky v na stranu AB.]
Zvolte čtyřúhelník (různoběžník) ABCD a dokažte, že přímky spojující
středy jeho protějších stran a středy úhlopříček procházejí týmž bodem.

Sestrojte trojúhelník ABC, je-li dáno: r = 5, y = 750 a poměr a :b =
= 2 : 3 (r je poloměr kružnice trojúhelníku ABC opsané).

. Jsou dány dvě různoběžky p, q a bod M, který neleží na žádné z obor
různoběžek. Sestrojte kružnici k tak, aby procházela bodem M, dotýkala se
přímky p a měla střed na přímce q. [Návod: Užijte stejnolehlosti, jejíž
střed je v průsečíku přímek p, q.]

]sou dány úsečky délek a, b, c, d. Sestrojte úsečku délky x, je—li:: =

= — + a2.d

. ]e dán obdélru'k ABCD, který má rozměry AB = a, AD = b a obsah

P. Sestrojte čtverec MNPQ tak, aby jeho obsah P' = % P.
.Jsou dány úsečky délek a, c, m. Sestrojte rovnoramenný lichoběžník

ABCD tak, aby jeho základna AB měla délku a, základna CD délku c
a jeho obsah se rovnal obsahu čtverce MNPQ, jehož strana má délku m.

Rozdělte kruh o poloměru r dvěma soustřednými kružnicemi na tři stejné
díly.

Je dán lichoběžník ABCD, jehož základny jsou AB, CD. Sestrojte
příčku 1) HAB tak, aby obsah lichoběžníka ABCD půlila. (AB = a,
CD = c.)

]e dán pravoúhlý trojúhelník ABC, v němž AC > BC. Sestrojte kružnici
k tak, aby procházela bodem B, dotýkala se přímky AC a měla střed na
přímce AB.
[Návod: Sestrojte osu úhlu z):ABC a určete její průsečík se stranou AC.]

Je dán rovnoramenný trojúhelník ABC, jehož základna je AB. Na polo­
přímce CA za bodem A sestrojte bod E a na polopřímce CB za bodem B
bod F tak, aby platilo AE = EF = FB. Dokažte, že úloha má řešení
tehdy, je-li úhel dí ACB < 600.
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. Sestrojte úhel 1, jehož a) sin a, b) cos 1, c) tg :: je 2 ,

XV. TRIGONOMETRIE

|. GONIOMETRICKÉ FUNKCE

'"3 '?
' |/—-; 1%; 0,8; 1;

1,4;2,5.

Sestavte tabulku hodnot goniometrických funkcí sin :x, cos a, tga pro
úhly 00, 300, 450, 600, 900.

. Z pětimístných matematických tabulek najděte hodnoty goniometrických
funkcí:

a) sin18910'; sin 29040'; sin 66025'; sin 74035'; sin 21012; sin 32036';
sin 48047'; sin 84043' ;

b) cos 15010'; cos 36040'; cos 6605'; cos 77025'; cos 23012'; cos 31036';
cos 46037' ; cos 82043';

c) tg 480153 tg 77025'; tg 32021'; tg 80043';
d) cotg 43015'; cotg 69025'; cotg 38021'; cotg 46036'; cotg 79043'.

. Z pětimístných tabulek určete velikost úhlu, jestliže:
a) sina: = 0, 22 495; sin,B = 0, 41734; siny = 0, 61 176;

sin8 = 0,93 929;
b) coscz = 0, 98 769;cosj8 = 0, 85 416;cos ;: = 0, 81191;

cos 8 = 0, 45 762;
c) tgaz= 0,12 278;tg,B= 0, 6577l;tgy = 0, 90728;th =2,25135;
d) cotga = 9, 51436; coth = 1,85462; cotgy : l, 03 373;

cotg 8 = 0, 16 823. '

Sestrojte pravoúhlý trojúhelník, je-li dáno:
a) b=7j, a=40310c; b)b=0,52j,6=35“200;
c) b=3,4j, a=80“36c; d)a=11j, 1=34“12c;
e) c=6j, a=483250; f) c=8j„3=36“24c;

g)a=5j,tga=Ž; h)a=10j,sin/3=%.
[Návod: Z tabulek určete hodnotu tg a, popřípadě sinus příslušného
úhlu.]

Řešte trojúhelník pravoúhlý, je—lidáno:
a) c = 120 m,a = 50,230; b) c = 425 m, a = 36,40;
c)a=240m,1=51,280; d)a=12cm,b=5cm;
c) c = 425 m, a = 416 m; f) : = 0,9874 km, b = 0, 5365 km.



7. Určete ostatní prvky trojúhelníka pravoúhlého, je-li dáno:
a) P = 732,84 m2, b = 17,4m; c) P = 50,16 m2, 6 = 7203';
b) P = 2 016 m2, a: = 14015'; d) b = 270,4 m, ve = 200 m.

ím Jakou silou rovnoběžnou s délkou nakloněné roviny, která svírá s vodo­
—— rovnou rovinou úhel 24020', se udrží v rovnováze sud s tíhou 450 kp,

10.

nepřihlížíme-li ke tření?

Řešení

Tíha břemene G se rozloží na dvě k sobě kolmé složky. Složku T, která
je rovnoběžná s délkou nakloněná roviny, a složku N, která je kolmá k na­
kloněné rovině a jejíž účinek se pevností nakloněné roviny ruší. Pro tyto
složky platí: T = G sin 24020' = 185,4 kp, N = G cos 24020'. Sud se
udrží v rovnováze silou T = 185,4 kp.

Žebřík a) 3 m, b) 4,5 m dlouhý je přistaven ke kmeni stromu tak, že od
jeho paty je opřen ve vzdálenosti a) 1,5 m, b) 1,09 m. Jaký úhel svírá
žebřík s vodorovnou rovinou?

Chatu na vrcholu hory, která je od našeho stanoviště podle mapy vzdá­
lena 2 km, vidíme pod výškovým úhlem a) 300; b) 250. Jak vysoko nad
naším stanovištěm je vrchol hory?

11. Určete poloměr kružnice, v níž středovému úhlu a = 69047'20" přísluší
těu'va dlouhá 36,9 cm.

12. Jak velký je úhel dvou tělesových úhlopříček krychle?
13. Vzdálenost Země od Slunce v perihéliu je 146,2 . 106 km. Zdánlivý

průměr Slunce v této poloze je 32'36,5". Určete z toho skutečný průměr
Slunce.

14. Sílu F = 10 N rozložte na dvě vzájemně kolmé složky, jestliže složka F1

*15.

16.

svírá 3 F úhel 300, složka F2 úhel 600.

Po dráze dlouhé 1 km na svahu 12ojedou saně.
a) Jakou rychlostí dostihnou spodní konec dráhy, je-li součinitel tření

f = 0,1?
b) Jaká je složka této rychlosti spadající do vodorovného směru?
c) Jak daleko by dojely saně ještě setrvačností za cíl, ležící na rovině,

je—litam f = 0,05? (Bez odporu vzduchu.)

Lyžař sjede po svahu 66 m dlouhém rovnoměrně zrychleným pohybem
za 10 s. S jakým zrychlením se pohyboval a jaký je sklon svahu:
a) bez zřetele na odpor;
b) s přihlédnutím ke tření, jehož součinitel je ] = 0,025?

[Návod: a)s=%at2, a =gsinoc.]
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18.

19.

20.

21.

Letadlo letí vodorovně ve směru na baterii ve výšce 3 000 m. Při prvém
měření byl zjištěn polohový úhel 250, při druhém měření provedeném
po deseti sekundách byl zjištěn polohový úhel 350. Určete rychlost
letadla.

Jakou práci je třeba vykonat při překlopení bedny tvaru kvádru, jejíž
těžiště je : metrů nad podstavou a těžnice je vzdálena od hrany překlápěm'
a metrů?

Vozík, jehož vzdálenost kol je 80 cm, jede po vrstevnici svahu 300. Jak
vysoko smí mít těžiště i s nákladem sena, aby se na tomto svahu
nepřevrhl?

Určete obsah mírného pásu Země. [Návod: P : 21tR(v2—v,), kde
vl = R(l — cos 23027').]

Nosník tvaru na obr. Slab je v obou případech zatížen břemenem
300 kp. Určete tahové a tlakové síly pro různé hodnoty úhlu a: 300, 350,
400, 450, 500, 550, 600.

s\

*22. Kurs plachetnice svírá se směrem větru úhel a = 700, zatímco plachta
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svírá se směrem plavby úhel 500. Určete rychlost lodi, je-li rychlost
větru 2,5 m/s. (Poznámka: Pohyb lodi způsobuje jen složka síly větru %
spadající do směru pohybu lodi, přičemž složka rychlosti v, je kolmá na
plachtu) Řešte graňcky.
Zpaměti: Odvodte vzorec pro výpočet velikosti úhlu v obloukové míře
je-li jeho velikost udána v míře stupňové ao.

. Zpaměti :
Vyjádřete v obloukové míře velikost úhlů: a) 300, 900, 1200, 180“';
b) 2100, 3900, —100, —500.



25. Zpaměti:
Jaký úhel ve stupních značí úhel

1t 2—11: 571:?) Š': 3 , í) 27“a) vt,

b) 2 km, (2k + 1) %, % n, —n, _ 2- n, když k je číslo celé?

26. Zpaměti :

|27.|

31.

Uhly trojúhelníka jsou v poměru 2 : 3 : 7. Určete jejich velikost v oblou­
kové míře.

Rotor motoru odstředivky má frekvenci otáčení 900imin. Určete jeho
úhlovou rychlost.

Řešení

]e-li frekvence otáčenín, jeúhlovárychlost(v = 2717:,n = % : lS/s,
a) : 307trad /s .

Zpaměti:
Určete v míře stupňové i obloukové, o jaký úhel se otočí velká (malá)
ručička na hodinkách, které se zastavily:
a) před dvěma hodinami;
b) před hodinou;
c) před deseti minutami, aby ukazovaly správný čas.

. Mikrometrický šroub postoupí o jeden milimetr, otočíme-li hlavicí o 3600.
O kolik stupňů se musela otočit hlavice tohoto šroubu, byla-li změřena
tloušťka plechu

a) 0,27 mm, b) 2111—m, C) 1,3 mm?

Do kružnice o poloměru r je vepsán pravidelný n-úhelník. Téže kružnici
je pravidelný n—úhelníkopsán. Určete velikost obvodů obou n-úhelníkú
a obsahů ploch jimi omezených. '

Dokažte, že poměr obsahu kruhu a obsahu jemu vepsaného pravidelného
n-úhelníka z předešlé úlohy nezáleží na r. Jak je tomu u n-úhelníka
opsaného ?

*32. Určete hodnotu výrazu, jemuž se blíží velikost obvodu (obsahu) pra­
videlného n-úhelníka a) vepsaného do kružnice o poloměru r, víte-li, že

8—12a “* neomezeně blíží iedničce, když a —>o; b) opsaného téže kružni­

ci, jestliže víte, že iii“ se blíží jedničce, pro a:_> o .
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33. v jednotkové kružnici narýsujtc v základní poloze vektor, jehož směr je
a) 300, 1500, 2100, 3300, 3900, 7200;

b) 1, gn, ím, in, ln, 4%.
3 3 3 3 3

| “| Ze shodnosti příslušných pravoúhlých trojúhelníků, jejichž jedna od­
— veenaleží v ose : a vrchol v počátku, ověřteplatnost vztahů:

a) sin (2R + a) = 3Fsina, sin(2k1c&;a) = + sina;
b) cos (2R +a) = —cosaz,cos(2k1ria) =cosaz;
c) tg(2R + a) = + tga, tg(k1tia) = j; tga.
Tež pro úhly: 1. 1500,

2. 2500,
3. 3 7200.

Řešení

Podle a) pro x = 1500je sin 150“ = sin (180o — 300) = sin 30., = %;
prox = 250Qje sin 2500 = sin (1800 + 700) = —sin 700 =
= —0,93 969;

b) cos 2500 = cos (1800 + 700) = — cos 70o = — 0,34 202;
tg 250o = tg (1800+ 700) = tg 700 = 2,74 748;

c) pro a = 3 7200 je sin 3 720“,= sin (3 6000 + 1200) =
= sin (10 . 360_Ž+ 1200) = sin 1200 = sin (1800 — 600) =

=sin600 =—22;<:os3720o= cos 120(,= —cos60o = —%;

tg 37200=tg(20. 180“+ 1200)= tg 1200= —V3.

Závěr: Při výpočtu hodnot goniometrických ňmkd tupého a oriento­
vaného úhlu je zřejmě výhodné vyjádřit velikost daného úhlu pomoci
rozkladu 1800 + a“ nebo k . 3600 1 0:0,protože potom funkce sin a, tg a
zůstává funkcí sin a', tg a', kofunkce (cos a, cotg a) kofunkci (cos a',
.Cotga') a jejich znameni určíme snadno podle znamení funkce v tom
kvadrantu, v němž úhel a leží. Uhel lSOoleží v druhém kvadrantu (jak
je patrno z náčrtku v jednotkové kružnici), v němž je hodnota sinu kladná,
kosinu záporná atd.

35. Podle předchozí úlohy najděte zpaměti hodnoty goniometrických funkcí
sinu, kosinu, tangenty a kotangenty úhlů:
a) 1200; b) 1350; c) 1500; d) 1800; c) 2100; f) 2400;
g) 2700; h) 3000; i) 3300; i) 3600; k) 3900; l) 4200;

m) 7200; n) 750o; o) 1200 + k . 3600; p) 135.) + k . 3600.
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38. Zpaměti:

37.

4l

Na jednotkové kružnici ověřte:
8) sin (—d) = —sina; b) cos (—a)= cosaz;
c) tg (—a) = —tgaz; d) cotg(—a) = —cotga
apodle toho určete hodnoty všech goniometrických ňinkzcí
—-300, —1500, —240"', —3000, —2 050010', —3 650052',
— 4 283025'.

Určete hodnoty goniometrických funkcí úhlu x, je-li:
a) x = —933450; b) x = —0,71t; c) :: = —4119340c;

d)x= ——6»n; e) x=—%1c; f) :::—35393133.

Z pětimístných tabulek určete velikost úhlu v intervalu (00, 3600), je—li
dán0'
a) sin : = 0,5; b) sin : = 0,81021; c) cosa = —o,7o710;
d) cos1: = 0,65078; e) tga = —1,ooz33; f) cotga = 0,80834.

Určete všechny hodnoty goniometrických funkcí (sina, cosa, tg a,
cotg a) pro:
8) 118020'; b) 173045'; c) 13504'; d) 3975014'; e) 24700403
f) 103038.

. Na milimetrový papír narýsujte v intervalu (0, 2x) z tabulky hodnot
přesně graf funkce y = sin :. V jaké míře musí být vyjádřena hodnota
proměnné x? Do téhož náčrtku narýsujte průběh některé z daných funkcí:

a)y=2sinx; b)y=%sinx; c)y=sin2x;
1: 'n:

d =sin x+—); e =sin(x——);)y ( 6 )y 3
3. x 11:=—-s1n—+—.

f),? 4 (2 2)
[Návodz Na ose y zvolíme libovolně velkou jednotkovou úsečku. Protože
arc 300 = 0,52 jednotky, arc 600 = 2.0,52 j, označíme na ose :: velikosti

_těchto úseček příslušnými úhly.] Proveďte různobarevnými tužkami.

. Podobně jako v příkladě 40 narýsujte do téhož obrázku graf funkcí:

a)y=cosx; b)y=sin(x+g); c)y=cos2x;
d)y = % cos (x + 300); e) y = —cos2x; f) y = cos (x + 2);

g) y = 2 — sin :, (xe (0,21c)) .
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42. Narýsujte graf funkce:
3) y= tg x; b) y = 2 tg(x + 45“); C)y = cotg 2x;

d)y = cotg (x —%) , proxe (0,21t).

43. Na grafech goniometrických funkcí v úlohách 40, 41, 42 ověřte |f(x)| =
= |f(180o — x)|.

44. Dokažte, že sinusoida je souměrná a) podle osy jdoucí bodem

a) [(Zk + 1) Ž., 0 kolmo k ose souřadnic;
b) podle každého středu (k. ?t, 0), kde k je libovolné číslo celé.

*45. Dokažte, ze graf funkce kosinu je souměrný
a) podle každé osy jdoucí bodem [k-n,0] kolmo k ose nezávisle proměnné;

b) podle každého středu [(Z/e+ 1) 5 , 0], kde k je libovolné celé číslo.

46. Dokažte, že graf funkcey : tg :: je souměrný podle středu (kg , O) ,
kde k je libovolné celé číslo.

47. Určete periodu a frekvenci harmonického pohybu daného vztahem
y = y.)sin wt.

48. Napište rovnici rovnoměrného pohybu hmotného bodu po kružnici 0 po­
loměru r v závislosti na čase (p(l), je-li oběžná doba T.

49. V jednotkové kružnici určete polohu bodu 2 předešlé úlohy pro:
1 l l la r=—T; bI=—T' c t=—T; dt=—T;

) 12 ) 8 , ) 6 ) 4

1 3 5 1e t=—T; f t=—T; t=-—T; b := --T;
) 3 ) 8 g) 12 ) 2

. 7 2 3 7
1 r=--T; j t=-—T; k t=——T; ] z=——T.
) 12 ) 3 ) 4 ) 8

50. ]sou dánytřifunkce: y—= sinš, y = 2 sin %,

y = 4 sin; —.Iakou amplitudu a jakou periodu má každá tato funkce?

51. Čím se liší funkce: a) y = 2 sin (Bt + %) ;
TC“rt ]

b)y=25in(3t——); c)y=—sin(2t——)?6 2 6
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57.

a.

*59.

Rotor generátoru se otočí za tři minuty dvěstěpadesátkrát. Určete
rovnici (p(x)pohybu cívky po kružnici na obvodu tohoto rotoru, je-li
jeho průměr 6 rn.

Najděte početní vyjádření výsledného pohybu složeného ze dvou har­
monických pohybů téže amplitudy r a téže doby kmitu T: a) při stejné

fázi ; b) při opačné fázi ; c) při fázovém rozdílu % ; d) při fázovém roz­

dílu (p.

Sestrojte výslednici dvou harmonických pohybů téže amplitudy, jsou-li
jejich doby krnitu T1a T2v poměru:

(Oba pohyby začínají současně.)

Ve třífázovém vedení je průběh proudů v jednotlivých vinutích arma­
tury posunut o jednu třetinu periody. Jaký je součet proudů všech tří
fází v každém okamžiku?

[Návod: Proud v jednotlivých vinutích je: il = iosin w:,
iz : io Sin (a), _ 1200), ia : ioSin ((Út_ 2400).]

Jaké jsou efektivní hodnoty napětí a proudu mezi vývody třífázového
generátoru při spojení: a) do hvězdy; b) do trojúhelníka, je-li napětí
jedné cívky u a proud jedné cívky i ?

[Návodz a) u = 142— 141= Uosin (wt — 1200) — U0 sinwt = —U0 V3
sin (wt + 300).]

Rameno rovnoramenného trojúhelníka je čtyřikrát delší než základna.
Určete goniometrické funkce úhlů tohoto trojúhelníka.

Určete povrch i objem kužele, je-li dána délka strany 1 a velikost úhlu
osového řezu 97při vrcholu.

Z pravidelného čtyřbokého hranolu ABCDA'B'C'D' je oddělen jehlan,
jehož povrch má velikost S. Jeho podstavu tvoří trojúhelník, jehož vrchol
je v bodě C' a strany jsou spojnice vrcholů kvádru BC', BD, DC'. Určete
povrch kvádru, jestliže úhel řezu BC'D při vrcholu C' má velikost a.

2. VZTAHY MEZI GONIOMETRICKÝMI FUNKCEMI

Z jednotkové kružnice odvod'te vztah: a) sin2a + cos2a = 1;
sin a: 1

b = _; . = ; = ————-_
) tga cos a c) tg a: cotga 1 d) cotg a tg a
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61. Dokažte, že pro osn-ýúhel a platí: a) sina: < tga; b) cosa: < cotga;
. 1:

c)s1na+cosa>1pr00<az<í.

62. Určete cosx, popř. sinx, pro 3 11:< :: < 21t,je-li dáno:2

a) sinx=_Tl;b)sinx,=_2V3; c)oosx=í; d)cosx=%c

| 63. | Aniž počítáte velikost úhlu <p,určete hodnoty ostatních goniometrických
3

funkd,ie-lidáno:a)cosw= %, pro ín <<p<2n;

b) tgcp = VŽ, pro ft < 9)< %nlvizpomJtúloze 65].
Řešení

Ve čtvrtém kvadrantu mají všechny zbývající ftmkce, ti. sin <p,tg <p,
cotg <pzáporné hodnoty. Podle vztahu

a) zpříkladuóOplatí: sin3<p=l— (Í—Ž)2= 12—39,'

si„ __3. t _s_in'P=_íE. _3.
*p— 13' W 00qu 1313 12'

cotg<,'o——É5.

Závěr: Hledané hodnoty jsou: sintp = í—Í, tgqv = _l_52'

cotgtp=__í.
b) Ve třetím kvadrantu má ňmkce tangens a kotangens hodnotu kladnou,
sinus a kosinus hodnotu zápornou.

Protožetg<p = 2%, je singl)= VŽ. cosgv,odtud sinzqo=200s'cp a
l3 .

l_cosa'P=2COS'q>.Z tohoooscp=—T,sm.p=_V1_í=
_ VB 1

= 3 , ootgtp= É .
Zkoušku správnosti proveďte sami.
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64. Určete hodnoty goniometrických funkcí úhlu x, ie-li: 3) sin :: = 0,8,

pro 900 < :: < 1800; b) cosx = —»-Š—-; c) tgx : —Vš;

d) cotgx = — -8 pro 1 500o < :: < 16200.
1—5 *

65. Určete hodnoty ostatních goniometrických funkcí, ie-li dáno:
7 13

a) tgqa=—5,(1000<<p<1800);b)tggp=-8_,_7n<q,< _ín);
..- TC

c) cotg 97= V3, (qpieostrý úhel); tg (p = 2,4, (0 < 90< ;) ­

[Návodz K řešení těchto úloh lze s vý- A
hodou užít náčrtku (obr. 52).

Takpropř.a)sin<p= L , l1+tga

V15+ tg2 sv *“
sin qo= 5.atd ] ::

|/1—5+ 25 =V2_6 5 1 *c

66. Použijte návodu k úloze 65 při určování
hodnot ostatních goniometrických funk— Ob" 52
Ci, ie-li dáno:

_—2____z a2

a) tga=L4afL, b$0'b)tga=: 2+ŽZaa7žb;
VŠ

Vš — 2

67- Dokažte, že platí: 3) sin2 300 + cos2300 = 1- b) sin “ = 1.' , cos_(900— a) '
c) tg 430 : cotg 470 = 1; d) tg 27Q: cotg 630 = 1.

68. Je možno najít takovou hodnotu argumentu x, aby: 3) sin :: = %,

acos:vc—Ír—'c)' —2t —l?3, —5, Slnx—3,gx——3—
4

cosx = Š—gb)sinx =

69. Užitím vztahů z úlohy 60 Zjednodušte: 3) sin :: . cotg :: + cos ::;

cotg x + cotg y sinz x sin2 x — 1
b) —————; ; 2 ;tgx+tgy l—cosx cosx—l
e) (sin x + cos x)2 + (sin :: — cos x)2.
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70. Zjednodušte výrazy: a) l —sinza + cosaa; b) sin2a + tga a + cosza;

C)sin1—sin“1' d) cosa—sina_ e) l + ]
cosz — cos“ 1 l —tgz , l + tgaa l + cotgzac'

[u_í Určete: 3) sin 750; b) sin 150; c) cos 750; d) cos 150, znáte-li
velikost sin 450 3 sin 300; e) tg 750, znáte—litg 450 a tg 300.

Řešení

Použijeme vzorců sin (1 i B) : sin a cos 13:l: cos 0:sin B,

cos (1 + ,'3): cos 0:cos ,8 ;1; sin : sin B, tg (1 :t 5) : ltggt—Žxtžgpň_

3) sin 750 : sin2(450+ 30“) : sin 45o cos 300 + cos 45Qsin 300 =
_2_2 1 13 __2_ _24(2—22— 4

b) sin 150 : sin (45o — 300) : sin 45o cos 30Q— cos 45o sin 300 =

_V2V3Trl _V" vz_ Era—o;
c) cos750=cos(450+3041)=cos450.cos300—sin450.sin 30"=

=Ě.Ě_V_5.l=V_—2(Ví_1)2 2 2 2 4 '

d) cos 150 = cos (450 —-300) = sin 750 . Ověřte.

tg45o+tg300 _
l—t 45% 300— "

s s 1 V3

lle) tg 750 = tg (450 + 300) =

=3+VŽ =2+V3Í0věřte.
3 — V3

72. Určete velikost a +713, aniž počítáte samostatně velikost úhlů or a B,
. . . 3 . _

)e-h.a)s1naz ——5—,smB—É,
_ —1 _

“c) Sina:—122—,cos/i= ?V'i;
_8 _;7.

b) obsa—17, cosB— 25,

d) cosa=—:—,sinB=lí, ie—lizdevždy úhelavprvémaúhelpvc
druhém kvadrantu.
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73. Pomocí vzorce z úlohy 71 určete tg 150, tg 1050.

14. Aniž počkáte velikosti úhlů a sp, dokažte, že a+/3= —%+ 1m,

platí—li8) t81=2+VŠ tgp=VŠ-; b) tga= —%,tgp=_._;

c)t3 “=YŠ) th=—(2+V3_)­
75. Určete: a) sin (a —B); b) tg (a _B), pro a = 1350 a 90“ < 13< 180“,

76.

78.

. Zjednodušte: a) sin (a+p) :t sin (a —5); b) cos (a:+ 6) :t cos (a —p);

81.

jestližesinp = —5—.

Do vzorců v ůlOze71 dosaďte za velikost úhlu a a odvodte tak vzorce pro
hodnoty goniometrických funkcí dvojnásobného úhlu. Z nich pak určete:

a) cosZapro sina=0,6, 0<az <%;

b) sin2a,je-lisinaz+ cosa =—l-, j<a < E;
3 2 2

c) sin2az pro sina: = —VIŠ,1800 <:: < 2700;

d) sin2az pro cosa = —%, 90 <a: < 1800; c) tg2a pro |tga| =
—5 —"< <"_, 2 a ?.
Pro kteréúhlyaaBplatlsin(a + ,B)= sina: + sin/3?
Dokažte, že sin (a + 5) < sina + sin B, jsou-li a a ,? ostré úhly.

c) oos(a_+,8)—2sinasin6 a vyvodte vzorce pro sinyisin ,
msvicos8,tgy:tt58.

. Podle součtových vzorců Zjednodušte: a) sin 60o cos 30o — cos 60o sin 30o;
b) cos 30" cos 60o — sin 30Q sin 600;

- o o o - o Tt 1t . TC . 7!

c) sm45 cos30 + cos45 sm30 ; d) cosícosí + Sina—smí;

) tg700—tg'1'0o . tg709+t380Qc 1+tg7ootg4o“ 1—tg7ootg800'
Dokažte, že platí: a) cos: + sin: = V2_.cos (450 —x);

. — . . 1 .

b) cosx—smx= V2.sm(450——x);c)cosxs1nx=ísm2x.
82. Pro která : nabývají dané funkce největší hodnoty:

a)y=oosx+sinx; b)y=cosx—sinx; c)y=cosxsinx,
xe(—oo,oo)?
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83. Pro která :: nabývají dané funkce nejmenší hodnoty v intervalu (0, 21t):
a)y =2+ sinx; b)y =3 —cosx; c)y =sinx+cosxř

_|*84.IUpravtenasoučin: sina + cosaz+ sin2az + cos 20:+ sin3az + cos 3x.

*85.

86.

*87.

428

Řešení

Daný výraz nejprve upravíme takto: (sin a:+ sin 3:1)+ (cosaz+ cos 3a) +
+ (cos 20:+ sin 201)a dále použijeme vzorců z úlohy 79.
(sin a + sin 301)+ (cos a + cos 3m)+ (cos 20:+ sin 201)=
= 2sin2acosoc+ 2cos2acosa+ sin2acos2az= (sin2a+ cos2a).
.(2cosa + 1)=2(cosaz + cosóO“).(sin2az+ cos2a) =
= 2 (cos 0: + cos 600) [ms (90Q — 201)+ cos 20:1=

= 4 cos (IL—+260cos “__260 . 2 cos 450 cos (450 — 21) =

_ a + 600 a: — 600
= 4V 2 cos 2 cos 2 cos (450 — 2m) .

sinza' . _- ' 2 2 2 .
Upravtena součln. a)1'+cosa, b) sma + cos a + tg a,

c) 1— coszp + sinZB; d) l— sinz-y+ cotgzy . sina-y;
22 2. _.

e) (1+tg y)cos y, f) V1+tgaz+ cotgac'
g) Vtgd+sina+ Vtga—sina.
Dokažte: a) sinzy — sin2 8 = cos2 8 — coszy;

tga + tax? _ .
b) cotga + cotgf)_ tgath,

l 1

C) l+tg2x + 1+cotg2x :

Dokažte: a) cos4 :: —sin'l :: = cos 2x; b) sin4 :: + cos4 :: = 1 — Š—sin22x;

c)1 + cosa = 2c032%;d)'1— cosa = Zsin2%; e) Zsina +

+ sin2a= 4sinacoszš.
Upravte na součin: a) sin 759 + sin 15o; b) cos 750 + cos 15o;
c) sin 30:3; sin a; d) cosa j: cos 3:1; e)l +, sina; f) cos (2m—B) +
+ cos/3.



*89. Přeměňte na tvar vhodný k logaritmování: &) l + cos :: + cos % ;
b) 1+ sinx —cosx; c) cosx+ sin2x —cos3x;

1 2x

d)2+tg2x+cothx; gaz—mstil­
. 1

f) tgx—l + (smx)(l—tgx)+mgrš,
g) sina+sin15+siny pro a+/3+y = 1800.

Dokažte: 8) sin x (1 + tgxtg %) = tgx;
b) tgna + tgn,B+ tgny = tgna.tgn5.tgny,

proa+B+y=1t,nčíslocelé.
Řešení

:: . . x
cosxcosí+smxsmí

Sledujteú'pravym)sinx =tg x,
::

COSI.COS—
2

cos( —5)2 sinxsinx—— =t ::
g ,cosx = tg x. Tím je důkaz proveden.

tgnB+tgn
b) tgna+tgnB+tgny =tgna+ ——-——l—tgnf3.tgzzly­
.(l —tgn6.tgny)=tgna+ tg(n,B+ny).
.(l —tgnBtgny)=tgna+tgn(n —a)(l —tgn/3.tgny)=
=tgnaz—tgna(1—tgnfi.tgny)=tgnaz.tgn,8.tgny.

Tím je důkaz tvrzení proveden.
sina — sin 301+ sinSa:

cosa —cos3a+cos5a91. Dokažte správnost rovnosti: a) = tg 30:;

b)2sina„—sin2a_t2a _ c)38ina—sin3a —tg3 _2sinaz+sin2a_ g 2 , 3cosa+cos3a _ a,
. .ad)w=_cotga_

cos 30: — cos3 a

*92. Dokažte: 3)sin: (% + a) _ sin2 (% _ a) : sm2a _V5,
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n l—sin2a cos2a 1
b) tg“(; —a) =l+sin2az , c) cotgaa—tg'a:_;

sina+cos(2;3—a)_ 71:_ _“mW—mh *?)*
sin2 2m;

1+sin2a_ Tt. . 1+tga___ £ __
e) cos2a _tg(í+a), f)l—tga—tg(4+a),

tg(3-í)(1+sina) _
) _4—2—__.— —cot“. h)t (£ +2) 3 —l8 sina _ 3 ' g 4 2 casa _ '

93. Dokažte, že pro úhly trojúhelníka platí:
a) sin2a+sin2p+sin2y=4sinazsinlisiny;
b) sin2a+sin2f3—sin2y=4cosacosBsiny;
c) tg2a+tg2fl+t327=tg2a.tg2B.tg2y;
d)sin3a+sinafi+sin3y=20+cosacospcosy);
e) cosaa+cosw+cos3y=l—2cosacospcosy;
f) sin3a+sin'B—sin'y=2sinasin/3cosy;
;) cos“a:+cos“,B—cos'y=l—2sinazsin/5cosy.
[Návodz a), b) Vyjádřete jako součin sin 24:+ sin 2,8a položte
sin2y=—sin2(a+B)=—2sin(a+/5)cos(a+B).
c) Vyjdětezevztahu tg (2a+2/3)=tg (3600—2y) = —tgZyanahraďte
tg (2a + 2,6)vztahem—podlevzorce pro tangentu součtu.

d) Umocnčte identitu sina: + sin/3+ siny =4cos% cosgcos—Ši
dvěma a osamostatnčte sina a: + sin*,8 + sina y. f) Odečtčte na obou
stranách rovnice v případě d) 2 sin2 y a uvažte, že 1 — sin“l;: = cosa 7.1

94. Dokažte, že součet vzdálenosti středu kružnice trojúhelníku opsané od

jehosu'anierovens =r 4sin%sin%sin%+ 1) , kde a, a, 7 jsou
úhly trojúhelníka a r je poloměr kružnice opsané.

95. Zpaměti: Která z daných goniometrických funkci je sudá, která lichá:
tg :: '

a)y=sin'x; b)y=7; e)y=ts*x;d)y=x+sinx;

c)y=-l—išgfg f)y=sinx+tgx; g)y=2+sinx; h)y=
=sinx+x'?
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97.

Dokažte, že platí: a) sin 21:< 2sin x, pro 0 < :: <-rc;

b) sin2x>2sinx,pr01t <x <21t; c)tg2x>2tgx,pr00 <:: <%.

1: . . rt 2 . . . n

Určete. a) tg ;, )e-h dánotgš _ a, b) tg ; n, 1e-lidán sm; _ a,
'n:cos—=b.
n

|93_| Určete množinu čísel, pro která je definována inverzní funkce k funkci

100.

_paky=arctgx, k funkciy=

y = cos x a sestrojte její graf.

Řešení (obr. 53) ]

Inverzní funkce k funkcím go- \ „­
niometrickým se nazývají funk- \
ce cyklometrické. K funkci \ y: x
y : Sin x je invemni funkce \\ y=arcc03x
y=arcsinx,kfunkciy=tgx \

ly

=cos : je inverzní funkcey =
: arccos :, což je velikost ob­
louku, jehož kosinus je :=.K se- \
strojenígrafufunkcey = arccosx \ \
využijeme toho, že graf funkce 1. E \\ „
inverzní je souměrný s grafem '1 0 2
funkce dané podle osy y = x. \
Proto je také definiční obor pů- 4 \
vodní funkce roven funkčnímu Obr 53
oboru funkce inverzní a funkční '
obor původní funkce je roven
definičnímu oboru funkce inverzní. Aby funkce daná i inverzní byly
prosté, volíme za definiční obor funkce y = cos : interval 0, n).
Potom funkční obor funkce y = arccos :: je y e (0, “It), defmič obor
(—l,l) .

Zpaměti: Určete inverzní funkci k funkci daně: a) y =-Š—cos x;

jn'olá

//

/ /
lk

b)y=-;—sinx;c)y=2tgx; d)y=-Ěcotgx.

Zpaměu': Vyložte smysl vztahů:

)a) arcsinl =£ ; b)arcsin(_ l) : _32 6 2 6
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101.

c) arcsin1= 2; d) arsin (—1)= —£;
2 2

V3 'n:> "' __ =__' arccos0=—;
e) arcs1n( 2) 3, f) 2

g) arccosl = 0; h) arccos—Š—= %.

Zpaměti určite hodnotu výrazů: a) arctg 0; b) arctg 1; c) arctg V3;
— 3

d) arccotg%; e) arcsinV3; f) nm;-?.

102. Zpamčti určete definiční a funkční obor funkci:

10GB

104.

10UI

432

a)y=arcsin2x; b)y=arctgí;—; c)y=arccos—;—;
d)y=arctgl/;; e)y=arccosV;; f)y =arctgl/x—5;
g) y = arccos (: — 1). V případě a) —c) se pokuste mtroiit graf.

3. TABULKY LOGARITMÚ GONIOMETRICKÝCH

FUNKCÍ, ŘEŠENÍ PRAVOÚHLÉHO TROJÚHELNÍKA

. Vyhledejte z pětirnístných tabulek: a) log sin 370 20' ;

b) 108Sin 420 18'; c) log sin 23034'25";

d) log cos 78034'40"; e) log tg 68032'10"; ;) log cos %";

f) log tg 57057'; h) log tg—Šn; i) log tg 2;
i) log cotg 11, 120.

Určete ostrý úhel ve stupních, ie-li: a) log sin = 9, 86 934 — 10;
b) log sin :: = 9, 72 582 —10; c) log cos :: = 9, 94 317 —10;
d) log cos : = 9, 27 863 —10; e) log tgx = 9, 59 059 —10;
f) log tgx = 9, 41832 —10; g) log cos 1:= —0,46 271;
h) log cotg :: = —0, 24 850 .

. Určete :, platí-li: a) log sin :: = ——0,37 199;
b) log cos :: = —0, 48 213; c) log tg :: = 0, 73 520 ;
d) log cotg :: = —0, 04 360 .



106. Sestrojte graf funkce (z tabulky hodnot): a) y = log sin : ;
b) y = log tg x; c) y = log cotg x; d) y = log |cos xl;
e) y = log Isinxl; f) y = log lsin xl + log cosx .

|107_| Určete velikost úhlu ocpři vrcholu rotačního kužele, jehož podstava ma
_ poloměrr = 5 cm a strana s má velikost8 cm. Jak je tento kužel vysoký?

108.

109.

Řešení (obr. 54)

Osový řez kužele je rovnoramenný
trojúhelník, jehož základna je 2 r, rame­
na s a aje úhel proti základně. Výška ku­
žele rozdělí tento trojúhelnůt na dva
shodné pravoúhlé trojúhelníky. Pro pře­
hlednost výpočtů volte stálou úpravu,
např. jako je zde. Do prvního sloupce
píšeme veličiny dané, hledané i vypočte­

né, do druhého sloupce obecné řešení Obr 54
a do třetího sloupce výpočty (loga:-inny). '
Velikost hledaných prvků určete, pokud je
to možné, raději z prvků daných než z těch, které jsme už vypočetli. Proč?

r=50m swf-== logsiní=o,69s97—o,9o309
s=8cm 2 s 2
az= ? . a: 5 =9,795ss—1o,
7J= ? SID—=—

77022' 2 8a:
v = 6,2cm tg & =3 5 = 38041'.

2 r 2

v = r. tgí logv = 0,69897_ 9,90346+ 10
2 = o, 79 551 ,

'v = 6,2 .

Závěr: Úhel při vrcholu kužele a = 77022', jeho výška v = 6,2 cm.

Pomocí pětimístných logaritmických tabulek řešte trojúhelník pravoúhlý,
je-li dáno: a) c = 16,4 m, a = 34013'; b) a = 21 m,;3 = 83030';
c) c = 300 m, a = 36052'; (1)c = 24,3 m, 6 = 53047';
e) a = l44m, b = 165m; f) a : l35cm, : = 205cm;
3) b =632i, c =8>3j—

Pomocí logaritmického pravítka řešte trojúhelník, v němž je dáno:
'a) a = 73,5 mm, ,8= 28016'; b) b = 16,3cm, B = 700; C):: = 126mm,

= 76,8 mm; d) b = 25,4 cm, a = 22030'.
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110. Jak velký je výstupový úhel vnějšího okraje šroubového vřetena M 20,
jehož průměr d = 20 mm a jehož výška závitu je 12= 2,5 mm?

111. Jaký úhel svírá úsečka AB = 1 dm 5 průmětnou n, jestliže délka jejího
pravoúhlého průmětu A,B1 je 6,5 cm?

112. Do kružnice o poloměru r je vepsán pravidelný n—úhelník.Napište vzorec
pro jeho obsah i obvod.

113. Dvě síly F„ F2 působí v jednom bodě pod úhlem 900. Jaká výslednice má
stejný účinek jako obě tyto síly a jaké úhly svírá tato síla se směry F„ F,?

114. Určete velikost strany a obsahu pravidelného sedmiúhelníka vepsaného
do kružnice o poloměru r = 1.

115. Najděte velikost stran a úhlů v trojúhelníku pravoúhlém, v němž je dáno:
a) c = 155,44m, B = 59045'20"; b) a = 212,58mm,
6 = 76049'38"; c) c = 202,44 j, a: = 2108'12"; d) P = 246 jz,
„B= 38052'40".

116. Pomocí logaritmického pravítka určete zbývající prvky pravoúhlého
trojúhelníka:
a) a =64,6cm, : = 84,5cm; d) P= 17cm2,a = 5,4cm;
b) a = 27,5 cm, b = 34,8 cm; e) a = 18,5 cm, a: = 42024';
c) v,=5cm, a=48015'; f)P=100cm2, a=32020'.

117. V lichoběžníku ABCD je dána větší základna AB = a, jeho výška v a
úhly a, B ramen se základnou AB. Určete velikost druhé základny
CD = c a ramen BC = b, AD = d; proveďte diskusi. Řešte pro a =
=56,3j,v =20j,a =600,B=480.

118. Štít na domě 12,5 m širokém má tvar rovnoramenného trojúhelníka
o výšce 4 m; jaký úhel svírají obě části střechy?

119. Sečna dělí délku kružnice na dvě části v poměru 4 : 5. Jaká je její vzdále­
nost od středu kružnice?

120. Vypočtěte úhel tečen vedených ke kružnici o poloměru r = 1,7 cm z bo­
du, jehož vzdálenost od středu kružnice je a = 4,6 cm.

*121. Dvě kola 0 poloměrech r1 = 56 cm, 72 = 25 cm, jejichž středy mají vzdá­
lenost c = 335 cm, se mají spojit řemenem. Jak dlouhý bude řemen,
otáčejí-li se kola: a) v témž smyslu; b) ve smyslech opačných? Řešte též
pror,=40cm,r,=20cm,c=90cm.

122. Jaká je výška v úseče příslušející středovému úhlu 1100v kružnici o polo­
měru r = 7,5 cm?

123. Jaké je dovolené zatížení dutého sloupku, jehož průřez je omezen pravi­
delným osmiúhelníkem opsaným kružnici o průměru d1 = 230 mm
a soustřednou kružnici o průměru d, = 210 mm. Dovolené napětí je
z = 7 kp/mm'.
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124. Kolik rna vody proteče za hodinu kanálem lichoběžnntového průřezu,
je-li šířka jeho dna z = 3,5 m, mají—lijeho stěny sklon 650 a 400 a je-h'
průměrná výška vody v kanále h = 1,25 m, přičemž střední rychlost
vodyjev = 0,9m/s?

a
*125.Dokažte,že v trojúhelníkupravoúhlémplatí: a) $% = Kč ;

—/3
2 .b) sin2az.tg,B=2Ž:;c)a+b= cV2.cos“

126. Dokažte, že trojúhelník, v němž platí sina :sinfi = cosB : cosaz je
trojúhelník pravoúhlý.

*127. V pravoúhlém trojúhelnůtu )eodvésna: a) aritmetický;
b) geometrický průměr

druhé odvěsny a přepony. Určete úhly toho trojúhelníka.

*128. Hranou krychle je položena rovina tak, že ji dělí ve dvě části, jejichž
objemy maji velikosti v poměru m : ». Určete úhel této roviny se soused—
ními stěnami krychle.

129. Trojboký jehlan má. výšku v = 32 cm a pobočné hrany 51= 40 cm,
s: = 53 cm, s, = 64 cm. Jak velké jsou úhly bočních hran s podstavou?

|_130| Kouli vidime z jistého bodu v zorném úhlu a = 37012'58". Přiblížlme-lisekníodélkud=lm,vidlmejivzomémúhlufi= 48036'18".Jaký
je její objem?

Řešeni (obr. 55)

ObjemkouleV= gata.Po- /

loměrtétokouleurčímez pra- A)?
voúhlých trojúhelníků OA T„ A
CET„ kde 0 je stí-ed koule,
A,B jsou pozorovací body, T„
T2body dotyku tečen vedenych
2 bodů A, B. Potom plati

r=0A.sin%,r=OB.sing. (l) (""-55
Z těchto rovnic dostaneme

5 B. . d _ G_ _

r(sm———sm—) =ds1n—-s1n——,2 2 2 2
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131.

. a: . d . 0! . 13

,._ Sin—žsm—z-: dsmísm2
sing—sinEli 2 cos/i“ -sinp—1

2 2 4 4

Odtud dostaneme

4 (___—_;dsin—singaa)
V=—'rr

3 2cos51— ití/34

2
Pro naše hodnoty— = 1'803629", = 24013095? = 21027'19'3

5% = 2050'50"= 10250".

Log sing ; “ = log1o25o+ S—10=4,01072+4,68540 —10=
= 8, 69 612 —10. Log V = 1,07 922, V = 12,00. Objem pozorované
koule je V = 12 ma.

Vrchol věže stojící na rovině vidime z určitého místa té roviny ve výš­
kovém úhlu 39025'. Přiblížíme-li se k nl o 50 m, vidime vrchol té věže V
pod úhlem 58042'. Jak vysoká je věž ?

132. Z vrcholu pahorku ležícího 75 m nad vodní hladinou je vidět přesně za

*133.

sebou 2 lodičky pod hloubkovými úhly a: = 64f> & „B= 480. Určete
jejich vzdálenost.

Rotační kužel má při vrcholu úhel :: = 40012'50". Ve vodě je o 476 p
lehčí než na vzduchu. Určete velikost strany kužele.

*134. Na domě jsou dva řádky nápisu. Horní z nich má spodní okraj ve výši

*135.
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30 m, druhý 15 m nad vodorovnou rovinou. Jak vysoká musí být písmena
v prvním i druhém řádku, mají—libýt stejně čitelná jako písmena vysoká
80 cm z místa vzdáleného 30 m od příslušné stěny domu ve vodorovném
směru ve výšce očí, tj. 1,5 m?

Sklenice tvaru rotačního válce s podstavou o poloměru 3,2 cm a výškou
0 = 9,4 cm je plná vody. 0 jaký úhel musíme sklenici naklonit, aby z ní
vytekla '

a)——l vody,



136.

137.

138.

139.

*140.

141.

*142.

143.

144.

145.

14s.|

b) zlocelkového objemu vody ve sklenici? [Návod: Při naklonění sklenice
o úhel a má vytéci V'cms vody, což je polovina objemu rotačního válce
o podstavě s poloměrem r a výšce :: = 2r tg a.]
Úhel nakloněná roviny je 18030'. Jak velká síla udrží v rovnováze břemeno
520 kp, působí—lirovnoběžně: a) s nakloněnou rovinou; b) se základnou
nakloněné roviny?
Z rotačního válce objemu V = 156,14 dmJ je vyříznut stejně vysoký
trojboký hranol, jehož podstava vepsaná do podstavy válce má úhly
a: = 35025', B = 44048'. Určete objem hranolu.

Rovnostranný trojúhelník se otáčí kolem své strany a. Určete objem
vzniklého tělesa.

Z okna ležícího 8 m nad horizontální rovinou vidíme vrchol věže ve
výškovém úhlu 53020', její patu v hloubkovém úhlu 14015'. Jak vysoká
je věž?

Výškakruhového mostního oblouku je v = 24 m a jeho rozpětí d = 82 m.
Vypočtěte poloměr mostního oblouku a velikost příslušného středového
úhlu. Kolik m2 plOchy průřezu bude třeba vyzdít, je-li vozovka 1 m nad
nejvyšším bodem oblouku?

_V jaké zeměpisné šířce vrhá svislá tyč vysoká 2,5 m v době rovnodennosti
v poledne na vodorovnou rovinu stín 3,6 m dlouhý? _
Letec spatřil objekt A na povrchu zemském, dívaje se směrem severním,
v hloubkovém úhlu a = 335 O tři km dále směrem k západu spatřil týž
objekt v hloubkovém úhlu B = 210.Jak vysoko letěl?

Aby bylo možno změřit výšku vysílacího systému televizní antény, byla
na vodorovné rovině změřena délka úsečky AB = a, která leží v téže
svislé rovině jako anténa. Vrchol antény je vidět z bodu A pod výškovým
úhlem a, z bodu B pod úhlem ,8. Z bodu B je pak dolní konec antény
zaměřen ve výškovém úhlu 132.Určete výšku antény:
a) obecně; b) pro a = 12 m, a = 340,6 = 460,62 = 420; c) a = 16 m,
a = 390, „B]= 620, 132= 590. (Použijte logaritmického pravítka.)

Určete velikost strany a úhlů pravoúhlého trojúhelníka, v němž je dáno:
a)a+c=338m,b=260m; b)c—b=3m,a=10m; c)a+b=
=281m,c=229m;d)a+b+ c=2064j,g=95j;e)r=12,5j,g =3j;
f ) g—— 3 m, P = 54 m2. Pokuste se o řešení konstruktivní.
Určete ostatní prvky trojúhelníka pravoúhlého: a) r—_ 92,51,3 :
—_'55047 40"; b) r = 43251, a_—8,16j; C)F: 420j2, a =36052'l2";
d) P_—780j2, y—_ 30010'54".
Určete vzdálenost Slunce od středu Země, je-li velikost poloměru Země
R a paralaxa Slunce p, = 8,88".
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147.

148.

149.

150.

15....

Řešení (obr. 56)

Je—liP místo pozorovatele na po­
vrchu Země, Z jeho zenit a S hvězda,
z níž by bylo vidět poloměr Země R
pod úhlemp, pak úhel SPZ=z
je pozorovaná zenitová vzdálenost.
(0 je střed Země.) Pro přesná měření
je třeba znát zo. Tuto vzdálenost do­
staneme ze vztahu za = z —p. Hod­
nota p je proměnná a největší je
v bodě S„ který leží v horizontální
rovině pozorovatele P. Úhel PSIO =
: p1 je horizontální paralaxa. Pro
vzdáleth Slunce od středuZeměpak

Obf-55 platí d = sin—R_. Odtud logaritmicky
].

d = 23 229 R.

Stálice Sírius, nejjasnější hvězda v souhvězdí Velkého psa, má roční
paralaxu 0,38". (Roční paralaxa je úhel, pod nímž bychom 2 hvězdy
viděli poloměr zemské dráhy, tj. 148 . 103 km.) Určete vzdálenost Síria
od Země. Jako jednotku délky volte světelný rok, tj. dráhu, kterou urazí
světlo za jeden rok.

Zdánlivý průměr Slunce ze Země v perihéliu je a = 32'36,5". Spočtěte
z toho skutečný průměr Slunce, je-li nejmenší vzdálenost Země od
Slunce 146,2 . 10“ km. Určete zdánlivý průměr Slunce v aféliu (vzdále­
nost Země od Slunce 151,1 . 10“km).

Střední vzdálenost Měsíce od Země je 60,2778 poloměrů Země. Jak
velká je horizontální paralaxa Měsíce?

Určete vzdálenost Měsíce od Země, jsou-li známy zeměpisné souřadnice
Stockholmu % = 59020'31" (z2 = 61013'33") a Kapského Města (p, =
= —33054'56"(z1 : 33020'24"), ležících na témže poledníku. [z„ 2, jsou
zenitové vzdálenosti.]

Dva shodné rovnoramenné trojúhelníky mají společnou základnu a =
= 40,5 dm a úhly proti ní ležící a = 70020'. Odchylka jejich rovin
(p = 42050'. Určete vzdálenost třetích vrcholů.

152. V pravidelném čtyřbokém jehlanu je odchylka pobočně hrany od pod­

153.
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stavy (p= 48030'. Délka strany podstavy je a = 6 cm. Vypočtěte obsah
průseku vedeného úhlopříčkou podstavy kolmo na pobočnou hranu.

Vrcholem pravidelného čtyřbokého jehlanu je vedena rovina svírající
s rovinou podstavy úhel tp, jejíž průsečnice s rovinou podstavy je rovno­



154.

15.G"

156.

157.

É

běžná s hranou podstavy a. Úhel bočně stěny při vrcholu jehlanu je a.
Určete obsah řezu.

Povrch pravidelného čtyřbokého jehlanu je 3, úhel bočně stěny při jeho
vrcholu je a. Určete výšku jehlanu.

V podstavě jehlanu leží pravoúhlý trojúhelník, jehož jeden ostrý úhel má
velikost 1 a poloměr vepsané kružnice r. Každá bočná hrana svírá
s podstavou úhel a. Určete objem jehlanu.
Do koule o poloměru R je vepsán komolý kužel. Podstavy komolého
kužele oddělují od koule dvě kulové úseče, jejichž středové úhly jsou
1 a B. Určete plášť komolého kužele.

Určete objem pravidelného čtyřbokého jehlanu, jehož bočná hrana má
délku 1 a úhel dvou sousedních stěn má velikost 6.

4. GONIOMETRICKÉ ROVNICE

Pro která x je splněna rovnice cos (x + %) = 0,8?
Řešení

Položme :: + % = a. Potom cos a = 0,8 a z tabulek goniometrických
funkcí najdeme hodnotu a = 36052'. Protože perioda funkce cosa je

3600, platí též cos (36052' j; k . 3600) = 0,8. Proto cos (x + %)

=cos(36052':tk.3600),k=0,1,2,.... z tohovyplýváx+% =
“= 36052' + k . 3600, x = —808' + k . 3600. Daná goniometrická rovni­
ce má tedy nekonečně mnoho řešení, lišících se o násobek 3600.

E Pro která x platí cotg 2x = —cotg 1100?
Řešení

Protože cotg (2R —a): —cotga, platí cotg 1100——
= —cotg (1800—1100) : — cotg 70, a tedy —cotg 1100 = cotg 70o
= cotg 2x. Perioda funkce cotg a je 1800,platí proto cotg (1800 + a)
: cotg a, cotg (k. 1800+ az)= cotg a. Z rovnosti goniometrických
funkcí úhlů vyplývá i rovnost velikosti příslušných úhlů. Tedy 2x =
=k.1800+700,x=350+k.900,kdek=0,l„.2
Zkouška správnosti: cotg 2x—: cotg (700 + k. 1800): cotg 700.

Závěr: Daná rovnice má nekonečně mnoho řešení tvaru
x=350+k.900, k=0,1,2,3 .....
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160. Řešte zpaměti: _

a) sinx = %; b) sinx = _V%; c) sin2x =0,5;

d)cos2x=l; e) tgx=l; f)tgx=V—;š
g)cotg6x= —1; h) tgx=—Ví.

161. Určete :: z goniometrických rovnic:
a) sin :: = sin 100; b) cos x = cos 330; c) tg :: = tg_1120;
d) cotg :: = cotg1900; e) sin :: = —sin 2500;

f) cosx = —sin10045'12"; ;) tgš = tg 600.
162. Řešte:

a)_tg2x=tgx; b)cosx=cosy;
c) cosx=sin3x; d)cosx=—siny.

163. Řešte goniometrické rovnice:
1 . .

a) cos(x —520) = 1; b) sin(l200 —x) = I; c) sm 4x = sm 3x;
d)sinx=siny; e) sinx=—siny.

164. Řešte zpaměti:
a) sin|x| = 1; b) |sinx| = ]; cosa:a= 1 .

165. Řešte zpaměti:
a) cos3x.sin2x =0; b) sinx. cotg2x=0;

m2x
c) (sinx)(l+200sx)=0; d)s =0;cosx

e)sinxcosx=í.
Řešte goniometrickou rovnici:1166.

sinx+ cosx=Šproxe (0,n').

Řešení lze provést:

a) Substitucí|cosx|= Vl—sinzx
Potomsinx +V1—sin3x=l 21—sin2x=l—2sinx. Celou2,

rovnici umocníme, což je dovolená úprava, ie-li l —2sinx go, ti.

sinic; —l—,atedyx; 300;1500; 1:51800 4(1—sin* x)=1—
2 „tym

—4sinx+4sin2x,8sin2x—4sinx—3=0.sinx,_2=——16—=
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168.

= 1 2521/7. sin ::1 = 0,91145, z toho ::1 = 65042' + k . 3600, sin ::2 =
= — 0,41145, ::2 = —24018' + k . 3600. První kořen zřejmě odporuje
předpokladu (x g 300),a proto dané rovnici nevyhovuje.
b) Úpravou daného výrazu na sin(x + 450). Je totiž sin(x + 450) =

—_sin :: cos 450 + cos :: sin 450: V—_(sin :: + cos x)

Proto je možno lpsát sin :: + cos :: =__V2sin (x + 450). Potom V2.
42.sin (x + 450) = —, sin (x + 450) = ——

Log sin (: + 450)2= ?. 0,30103 —0,60206 = 9,54845—10. x + 450=
= 20042'18", :: : —24ol7'42" + k . 360o jako v příkladě'a). Ie možný
ještě jiný způsob řešení?

Závěr: Řešení rovnice sin x + cos x = % je 1: = —24018'.
7.| Řešte rovnici:

3 coszx — sin 2ac— sin 2x = 0 .

Řešení

Tuto rovnici upravíme nejprve tak, abychom v ni dostali jedinou gonio­
metrickou funkci. Dělíme proto všechny členy dané rovnice výrazem

cos2 :: .:.—E0, tj. předpokládáme, že :: gk;— .Tím dostaneme 3 —“?tg :: —
—2tgx = 0, a odtud tgx1= l tgxa=2.—3 Proto je x] = ——2+ kn,
xz—_- arctg(— 3) + k-rc=k1t —arctg3 = kn— 71034'.

Zkouška správností:

a) 3 cos2 (3- + kn) —sin2 (3 + kn) —sin (2 + 2k1r) ; O,4 4 2

l l3 —————1:0.
2 2

b) 3 . 0,3162 — 0,9482 + 0,599 : 0,299 + 0,599 —0,898 = 0 .

Oba kořeny xl = % + km: a ::2 = kn -—71034' dané rovnici vyhovují.

Řešte goniometrické rovnice:

5 + sin :: _ . _ _a)m—3, b)2tgx-—3cotgx—l,



c) 4coszx+4cosx—3=O; d)2$in'-'x+sinx——1 :O;
e) sinzx—coszx+sinx=0; f) 2sin2x=3cosx.

169. Řešte goniometrické rovnice:

a) coszx—sin2x —%= 0; b) sin2x+ 3coszx+cosx=15
c) 2sin2x—3coszx=2sinx; d)tgzx+4sin2x—3=0;
e) tgax+tg2x-—3tgx—3=O.

170. Řešte goniometrické rovnice:
a) sinx=cosx—1; b)sinx+sin2x=tgx;
c)15sinx+10cosx=l2; d)sinx+2cosx=2;
c)sinx+VŠcosx=l; f) sinx+cosx=l+sin2x;
g) l2eosx+55inx=ll,2; h)7sinx+4cosx=8.

171. Řešte goniometrické rovnice:
a) cos 2: = 2cos x; b) sin 2x = Bsinzx; c) tga = sin 21;

d)tga+cotga =4sin2a; e)l+—tgí.tgx= 1.l—tgx
172. Řešte rovnice:

a) sinzx—2sinxcosx—coszx=0;
b)ósin2x+38inxcosx'— Scoszx=2;

. 3 5 .

c) smzx + ícoszx = —2-smxcosx;
d)3oos2x—sin2x—sin2x=0;
e) cost + 3sin2x+ 2VŠ.sinxcosx = 1;
f) sinzx—ócoszx+sinxcosx=0.

173. Řešte:
l+cosx x .

3)W=2tgšg b)a.smx=b.cosx;
c)asinx=btgx; d) sin2x=bcosx;
c) sin(a + x) + sin(a —x) = c.

174. Řešte rovnice:

3) sin 3x = sin 2x —sin x; b) 2 sinzx + sin2 2x = 2;

c) tgx —cotg : = % sin 2x; d) cos 2; + sin 2x = cosx +sinx;

e) Vícos 51 + sin 5x = 1 .
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175.

*176.

177.

117—84

Těleso se pohybuje rovnoměrně po kruhové dráze poloměru r úhlovou
rychlostí w. Stanovte okamžiky :, kdy je vzdálenost tělesa od průměru
ASB (kde A je počáteční bod pohybu, S střed kružnice a B je bod kruž—
nice na přímce AS ) právě rovna danému číslu a < r .

Dva závodníci se pohybují po kruhové dráze o poloměru r pohybem
rovnoměrným, přičemž startovali z téhož místa v okamžiku : = 0.
Určete čas :, v němž jejich vzájemná vzdálenost bude a, jestliže poměr
jejich úhlových rychlostí je 1 : 2 a jestliže se pohybují a) v témže smyslu,
b) v opačném smyslu.

Ve kterém okamžiku po 13 h je vzdálenost konce minutové ručičky
od konce hodinové ručičky rovna v = VR2 + r2 , je—lidélka minutové ru­
čičky rovna R a hodinové r?

Do koule je vepsán rotační kužel tak, že se jeho plášť rovná obsahu
_— kulového vrchlíku, který má s kuželem společnou podstavu. Jak velký

17.
CD

180.

*181.

182.

je úhel osového řezu kužele při jeho vrcholu?

Řešení

Z daných podmínek vyplývá nxs = 2m- (r ——a) . . . (1), kde a je
vzdálenost podstavy od středu koule, x je poloměr podstavy kužele,
: délka jeho strany. Platí: x = r sin 2m, a = r cos 2m a s = 2r cos co,
když co je poloviční úhel při vrcholu kužele. Dosadíme-li tyto hodnoty
do rovnice (1), dostaneme r2 sin 2w cos w = r2(l — cos 2w) neboli
sin (u cos2(» = sin2 w. Protože to až 0, můžeme tuto rovnici dělit sin a),
čímž dostaneme sinzw + sin (» — 1 = 0 . Její kořeny jsou (sin w),_2=

—1 Š .„ .. . —1
——ŽV—-,zmchzvyhovujejensmw=V5 , neboť to musí být

ostrý úhel.'Log sin (» = 9,79101 — 10, a) = 38“10'23".
Závěr: Uhel při vrcholu kužele v osovém řezu je 2m = 76020'46".

Povrch kulové výseče je roven čtvrtině povrchu koule, z níž byla vyťata.
a) Který středový úhel přísluší kulové výseči, b) v kterém poměru je
povrch kulové výseče k povrchu kulové úseče?
[Návod: Povrch kulové výseče je 21trv + Tr.-gr.Platí tedy nr(2fv + 9) =
= nrz.]
Poměr součtu (rozdílu) velikostí odvěsen pravoúhlého trojúhelníka
k délce jeho přepony je p. Určete velikosti úhlů tohoto trojúhelníka.

Určete úhly v rovnoramenném lichoběžníku, jehož ramena jsou shodná
s menší základnou a v němž poměr velikostí větší základny k velikosti
výšky je m. (Např. pro m = 2.)

V rovnoramenném trojúhelníku je poměr velikosti ramena ke vzdálenosti
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protějšího vrcholu od středu kružnice vepsané % . Vypočtěte velikost
úhlů toho n-ojůhelníka.

183. Počáteční rychlost střely vystřelené z děla pod výškovým úhlem a: = 309,
je 600 m/s. Určete dálku dostřelu. Pro které a bude dálka dostřelu nei­
včtšl?'(Bez ohledu na odpor vzduchu.)

184. Cíl, který je na stoupajícím svahu 160, je od stanoviště děla podle mapy
vzdálen 3 km. Pod jakým úhlem musí střílet dělo, aby zasáhlo cíl, je—li
počáteční rychlost náboje 600 m/s (bez ohledu na odpor vzduchu)?

185. Řáte goniometrické rovnice:
a)tgx+thx—tg3x=0;
b)cos2x+cos4x+oos6x+cos8x=0;
c) sin2x+sin3x=sinx; d)cosx—coszx—.cos4x=0;
e)sinx+sin2x+sin3x=l+cosx+cos2x.

186. Řešte goniometrické rovnice:
sinx_: 0.

a)siny 2, x+y= 120,

b)sinxsiny=—Ž—,tgx.tgy=3;

c) sinx+ cosy=l+zvě,x+y=60“;
tg: od =3, x— 30,)t—gy= y=

e)%=1,275,x+y=8340.
187. Řešte goniometrické rovnice:

a) x+y= 1200,sinx+siny= 1,5;
!

b)x—y=60“, cosx—cos =—í;
c)x+y=300,sinx: sin2=2;

_ „ s__inx_V3+l_

e)sinx+siny= l,cosx+cosy=VŽ.
188. Řešte rovnice:

&) arcsin(x + 1) = %:; b) arcsin(2x — 3) = 57“ ;



c).arccos(x2—5x+7)=0; d) arctg(x2—4x+]/3_+ 3)=_Tš;

e) arccotg(x“—8x+ 15+ VŠ)= %.

189. Ve tvaru algebraické rovnice napište funkční závislost:

a) aresin :: = arctg %; b) arccos :: : arccotg—š;
c) arccosy = arctg x.

190. Graficky řešte rovnici:
a) 11:2= sinx; b) cosx =x; c) sinx =x; d) tgx =x.
Kolik řešení má každá z těchto rovnic?
[Návod k a): Položíme y = x*,y = sin x. První souřadnice společného
bodu grafů obou funkcí bude pak řešením dané rovnice.]

191. Řešte graficky:

a) %=sinx; b) xz—tgx :O; C)sin2x=cosx.
192. Kolik reálných řešení má rovnice:

a) 2x = sinx; b) 21:: 51-c(l—cosx); c) tgx : 2x + 3.
193. Řešte graíicky rovnice:

a)(ax+b)sinx=l; b)sinx+2x—1=0;
c)asinx—3x+4=0; d)163'"z+3.4“"=0.

194. Pro která x nabývá funkce 3; : sin % hodnoty:
a) 0; b) 1; c) —1?

l
195. Dokažte, že jsou ekvivalentní rovnice sin22x — sinzx = ? ,

l
' 3 . ' = — .

sm :: _ sm :: 2

196. Zjistěte, zda jsou ekvivalentní rovnice tg :: (l — 2 cos 1) . (2 + sin x) =
=0atgx(l —2cosx):O.

197. Jaké musí být a, aby daná rovnice měla řešení:
a) 7sin2x+ 3coszx=a; b) asin2x+ 5cos2x=7?

5. SINOVÁ A KOSINOVÁ VĚTA

Úlohy 198, 200, 201 řešte zpaměti.
198. Odůvodněte, že v trojúhelníku a) sinus součtu kterýchkoli dvou úhlů ie

kladný, kdežto kosinus, tangens a kotangens toho součtu mohou být
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záporné; b) každá funkce polovičního součtu dvou úhlů je kladná; c)
kosinus polovičního rozdílu dvou úhlů je vždy kladný, kdežto sinus,
tangens a kotangens tohoto rozdilu mohou býti záporné.

190. Odvodte sinovou větu a vztah platný mezi stranou trojúhelníka, proti­
lehlým úhlem a poloměrem kružnice opsané.

200. Ze sinové věty určete poměr velikostí stran trojúhelníka, jehož úhly jsou:
a) 300, 600, 90Q; b) 450, 600, 750; c) 150, 450, 1200. Načrtněte.

201. Určete velikost úhlů a poměr stran v trojúhelníku, jehož úhly jsou v po­
měrua)] :2:3;b)2:3:4,c)4:5:6.

202. Určete velikost úhlů v trojúhelníku, jehož poměr stran je: a) 2 : 3 :4;
b) 4 : 5 : 6. Existuje trojúhelník, jehož poměr stran je 1 : 2 : 3?

203. V trojúhelníku jsou dány strany a, b a podmínka a = 2,3. Určete jeho
úhlyproa=32cm,b=21 cm.

Izoq Nepřístupný bod C v rovině byl zaměřen ze dvou stanovišť A, B, jejichž
__ vzdálenost je c = 56 m, pod úhly BAC : 49057',ABC = 68020'.Jaká

je vzdálenost bodu C od obou pozorovatelen? Užijte logaritmickěho
pravítka.

Řešení

Existuje-li řešení, označme vzdálenost AC = b, vzdálenost BC = a.

Ze sinové věty ak dostáváme a — c sin : b — 6 sinp _ siny , _ siny '
:= 56 csinaz 'logc=1,748
a = 49057' “ = „„ logsina: = 9,884
13— 68“20' log sin ]? = 9,968

a=?;b=?; b_csinp logsiny=9,945
a = 48,7 m _ sin ): log a = 1,687
5 = 59,1m ? : 2R _ (a + B) 1085 = 1,772
Bod C je vzdálen od zaměřovacího bodu A 59,1 rn, od bodu B 48,7 m.

205. Určete ostatní prvky trojúhelníka, v němž je dáno: a) b = 16,52 m,
,8 = 38049'48", y = 25“31'12"; b) a = 135,3 m, ,8 : 48050'32",
y = 107016'17“; c) v„ = 28 j, a = 51019', B = 67038'; d) b = 17,5 i,
c = 26,3 j, 5 = 33020'. '

206. Určete ostatní úhly v trojúhelníku, v němž je: a) b = 13,6 m, : = 22,5 rn,
B = 21038'10"; b) a = 746,38 m, c = 1854,4 m, y = 145c6'40";
c) c = 56 m, 1 = 49057', B = 68020'; d) b .= 16,52 rn, B = 38049'48",
y = 25031'12".
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207. V trojúhelníku je dáno: a) a = 20 m, b = 13 rn, a = 67,380;
b) c = 5,1 km, a: : l48,llo,B : 16,260;
c)a=65m,b=46m,a=42,50.
Určete ostatní prvky.

208. Ze dvou míst A,B na moři, jejichž vzdálenost je 3 740 tu, byla pozorována
loď L pod úhly LAB = 72035', LBA = 81041'. Vypočtěte vzdálenost
lodi od obou mist A,B.

209. Cíl C je pozorován ze dvou pozorovatelem A,B, které jsou od sebe
vzdáleny 350 m. Úhel BAC—— 793 dílců, úhel ABC = 1 258 dílců (dc).
Vypočtěte vzdálenost AC. [Poznámka: 3600—= 6 000 dc.]

210. Pomocí logaritmického pravítka určete ostatní prvky trojúhelníka.:
a) c = 218 j, a = 56051', B = 50057'; b) b = 795 j, 6 = 55020',
)! = 44040'; c) a = 65j,b = 46j,az = 42030'; d)b =: 17,5j, : = 26,3j,
B = 33020'.

12114 Určete ostatní prvky trojúhelníka ABC, je-li a = 81,2 j, b = 118 j,a = 38020'.

Řešení (obr. 57)

Porovnáme číslaa, b sin a = 0. Pro- 3
tože je a > 0, má úloha dvě řešení.

sinB = b smat loga = 1,9096
a log b = 2,0719

a = 81,_2i, log sin 38020'-—— 9,7926
b = 1181, log sin,B—— 9,9549,
a = 38020' je = 64020',
c = ? B' = 115040'

5 = ? o , A b (:
p = 64 20 Obr. 57
p'= 115040'

); = 1800 —(a + ,B)—— 77020', log sm ;! — 9 9893
y' = 26000

c _ a siny_ sina
l27,7=128 logc =2,1063
57,4= 57 log c' = 1,7588

Úloha má opravdu dvě řešení,a to: : = 128j, a = 77020', B = 64920';
a' = 57i, y' =26o, [3' = 115040'.

Kolik řešení má úloha, jestliže: a) a_—-b sm az, b) a < b sina? Jaký
trojúhelník vznikne v případě a)?

h
||||
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212. Dokažte poučku známou z planimetrie: Osa úhlu dělí protější stranu
trojúhelníka v poměru zbývajících stran.

213. Vypočtěte velikost ostatních prvků trojúhelníka, v němž jsou dány veli­
kosti dvou stran a velikost úhlu ležícího proti kratší z nich:
a) a = 7,572 km, c = 9,861 km, a = 44013';
b) b = 9,25 111, c = 12,34 m, &= 23050';
c) a = 172,4m, b = 236,7 m, a = 37046'20".

214. Dokažte, že pro obsah trojúhelníka platí vztahy:

a2 sin 6 sin y _ _ abc _
2sin(/3+y)' (ŠP—É,

d) P = VWÍWSÍT), kdea, b, (:jsoustranydanéhotroj­
úhelníka, at,6, y jeho úhly, r poloměr kružnice opsané, : poloviční obvod.

[Návodz Do vzorce a) dosaďte za b ze sinově věty b = asílilnf a po­
užijte vztahu sin a = sin[2R —(.3+ y)] = sin (B + y) ; pro c) 2 úlohy

199 dosaďte do a) siny = %; pro d) siny = 2 sin % cos % a použijte
dále vzorců pro hodnoty goniometrických funkcí polovičního úhlu:
.í_ (s—b)(s—c) Ž_ :(s—a) . .

smz— ———,cos 2—V b.c , kde s je polovrčníbc

obvod.]

Určete úhel ležící proti základně trojúhelníka rovnoramenného, je—lidána
velikost ramena b a velikost obsahu P:

a) obecně;b)b=3j,P=4,5j“;c)b=8V2—j, P=8j*.
Trojúhelník, v němž je dána strana c a dva úhly k ní přilehlé, rotuje kolem
strany c. Určete objem tělesa, které touto rotací vznikne.

217. Jedna strana pole tvaru ostroúhlého trojúhelníka má při silnici délku
48 m. Cesty vedoucí podél zbývajících stran tohoto pole svírají se směrem
silnice úhly a: = 76030'. ,B= 94030'. V jaké vzdálenosti se musí pozemek
přehradit, aby parcela při silnici měla tvar lichoběžníka velikosti 10 arů?
[a je vnitřní, !?vnější úhel trojúhelníka.]

*218. Louka tvaru trojúhelníka ABC se má rozdělit příčkou MN, která svírá
se směrem strany AB úhel &,ve dvě části, jejichž velikosti jsou v poměru:
a) l :2; b) 2 : l. Určete polohu bodu X na straně AB, je-li velikost
AB = 34,5 m, a: = 710, B = 580, 5 = 800.

219. Vypočtěte obsah P, poloměr kružnice vepsané g a poloměr kružnice
opsané r trojúhelníku ABC, v němž je dáno: a) a = 5, b = 6, c = 7;
b) c = 15, a = 62010', 13= 18040'.

a)P=Šabsiny; b) P=

21S"

21
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*220. Proveďte diskusi řešení trojúhelníka, v němž je dáno: a) r, a, fl ; b) a, b, P;
c) a, b, 1.

221. Určete ostatní prvky trojúhelníka z předchozí úlohy, je-li a) r = 10,
a =113o„8 : 480;b) a = 0,23 j, b = 0,45 j,r =O,25 j.
Jak dlouhý bude přímý tunel spojující místa A, B, leží-li bod C od nich
stranou tak, že platí, AC = 170 m, BC : 250 m, 37.CAB : 8504'3O"?

223. Ze dvou míst A,B na horizontální rovině vzdálených od sebe 3 113 m
bylo pozorováno čelo mraku nad spojnicí obou míst ve výškových úhlech
a = 78040', [? = 63050'. Jak vysoko byl mrak?

. Příkop, který je vykopaný v rovinatém terénu, má nahoře šířku 1,8 m,
bočně stěny svírají s vodorovnou rovinou dna úhel 104,40. Pro pozoro­
vatele, který má oči ve výšce 1,6 m a který stojí ve vzdálenosti 2 m od hor­
ního okraje, zmizí právě dno příkopu. Jak je příkop hluboký?

22P

*22A

22 Jak vysoká je věž, vidíme-li její patu z okna, umístěného 15 m nad hori­
zontální rovinou, v hloubkovém úhlu a = 12050' a vrchol ve výškovém
úhlu /í = 25012'40".>

. Z kopce 155 m nad horizontální rovinou je vidět vrchol továrního ko­
mína v hloubkovém úhlu a: : 18034'17" a jeho patu v hloubkovém úhlu
B = 29014'52". Jak vysoký je komín?

227. Pomník je vidět z bodu A, který leží v téže horizontální rovině, v úhlu
a: = 15021'16", z bodu B, ležícího nad bodem A ve výšce 'a =- 2,3 m,
se jeví pata pomníku v hloubkovém úhlu B = 4012'. Jak vysoký je
pomník?

228. Z výšiny, ležící 80 m nad hladinou rybníka, je vidět mrak ve výškovém
úhlu 560 a jeho obraz ve vodě v hloubkovém úhlu 580. Jak vysoko je
mrak nad hladinou rybníka?

229. 15 m vysoká budova je vzdálena 30 m od břehu řeky. Z vodorovné
střechy této budovy je vidět šířku řeky pod úhlem 150.Jak široká je řeka?

230. Aby mohla být stanovena vzdálenost dvou bodů A, B, oddělených od
sebe řekou, byla na jednom břehu řeky změřena základna AC =b=
= 136 m a úhly CAB : a: : 70021'51", ACB : y : 43544'9'2
Jak velká je vzdálenost AB ?

231. Řešte a sestrojte trojúhelník, v němž je dáno:
a) va : 17, c = 20, )! : 49059'49"; b) va = 17,59; v„ = 15,739,
c = 29,904; c) v„ = 14, a = 22,2, b = 14,9.

232. V trojúhelníku je strana a třikrát tak velká jako strana 6. Jak velký je
úhel B, je-li a: = 45012'13"?

233. V trojúhelníku je dáno a :b = 5 : 8, 19= 64012'45".
Jak velký je úhel a?

S"

22
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*234.

*235.

*236.

237.

239.

240.

241.

Řešte rovnoběžník, je—lidáno:
a) P = 4,3093 j?, e = 2,736 j, ] = 5,492 j; b) a = 3,71; e = 2,69;
a = 13506'32"; c) P = 4 P, obvod 2 s = 40 j, a: = 300.Řešte i konstruk­
tivně.
[Návod ke konstrukci: a) P považujme za obsah čtverce o straně s a pře­
měňme jej v obdélník se stranou e.]

Řešte početně i konstruktivně deltoid, v němž je dáno: a) P = 10,
e :f= 2 : 5,0:=1150;b)g = 16,4,a = 50,5,e = 38,2.
[Návodz Určete nejprve úhel B, potom části, na které je rozdělena strana
a dotykovým bodem vepsané kružnice.]
Řešte a sestrojte čtyřúhelník, v němž platí:
a)a=l4cm,b=l9cm,c=17cm,d=l3cm,a=1100;b)a=
= 24,5 cm, c = 54,2 cm, a: = 80054', 13= 147020', y = 500.
[Návod: Prodlužte strany b, d až do jejich průsečíku.]
Jak velký je obsah části kruhu mezi dvěma rovnoběžnými tětivami a, b,
je-li jejich vzdálenost c:
a) a = 4,b =6,c=1; b) a=4 j, b=6 j,c=3 j. Proveďtekonstrukci.

[Návodz ]e-li x a y vzdálenost tětiv od středu kružnice, pak platí

4x2+02 _rz 4y2+b2
4 _ " 4

Určete velikosti ostatních stran a úhlů trojúhelníka, v němž platí:
a) a + b = 43,2 m, r = 14,31 m, )! = 81020,2';
b) c — b = 7,23 m, r = 13,17 m, a: = 25031,2';
c) a — c = 12,86 m, b = 48,54 m, 1 = 32,84 m.
Řešte i konstruktivně.

Určete ostatní prvky trojúhelníka, v němž je dáno:
a) b + c = 158,8m, 6 = 62053,3', y = 69052,3';
b) a —c = 4,8 m, ,8 : 43029,2', ;; = 55“10,6';
c) a — b = 139,8 rn, c :- 637,4 rn, a: = 7805,2'.
Řešte ve vhodném měřítku i konstruktivně.
Určete velikosti vnitřních úhlů trojúhelníka, v němž je dáno:
a) a=15m, b = 14m, c=13m;
b) a = 17m, b= 16m, c=15m;
c) a=21m, b=201m, c=l9m.
Použijte vztahů pro poloviční úhel. [Viz úlohu 214.1

Určete vnitřní úhly trojúhelníka, jehož velikosti stran jsou:
a) a = 48,25 m, b = 57,63 m, c = 31,79 m;
b) a = 6,81 m,. b = 9,08 rn, c = 3,77 rn;
c) a = 7452,7 m, b : 5879,6m, c = 3758,9m.

=r2,x—y=c.]



242. Určete vzdálenost dvou bodů A, B, z nichž byly zaměřeny úhly a, =
= CAB, a, = DAB, B, = DBA, ,8, = CBA na sloupy primárního
elektrického vedení CD, jejichž vzdálenost je d . [a:l > 0:2, 62 > 131-1

[Návod k řešení (obr. 58) B

Označme úhly y = ADC, &= ACD. x pz
Existuje-li řešení, potom z trojúhelní- rar
ku ACD plyne: A

_ “1 “27+6 __2R—(a1_“2):

sin y _ A_C ., .
sin &_ AD Z troluhelníku ABC a
ABD najdeme

1 sin 131 d' 3AC= .—— ,
sm (al + 51) 0 d U

_ 1: sin B, . _ Obr. 53
_ s—in(dz+ .32), takze dostá

AC s_iny _ xsinB1 _ xsin 52
vámeAD: s—inó_sin(al+ýl)'sin(a2+52)=P:7+ó=2R—
—(ac1—a,) = co. Tuto soustavu rovnic uvedeme na soustavu ekviva­
lentm':

siny = p . sin &, odtud sin );3: sin &= (p i l)sin &, takže

siny—sinó_p—1 _ g y—ó_
——_siny+sinó—p—+1,prop= l.Ztohocotg2 tg 2 _
_P_:_
==P+1,y+ó —w.
To je soustava rovnic ekvivalentních s původními rovnicemi, za před—
pokladu, že 6 $ k-rc(k celé číslo), p $ 0, p st —1.

— ó

Ztohoíy =<p+k1c,y+ó=w. y=wl22<2
— kn, kde k je libovolné celé číslo.]

Z děla na stanovišti D )e ostřelován cíl C. Z pozorovatelem P„ P2, vzdá­
lených od sebe 1500 m a ležících na téže straně spojnice CD, byly změ­
řeny úhly DPIPŽ : a1—=350201, CP1P2 : az—_ 580403 DP2P1_——BI :
: 480303 CP2P1: 62 = 42010.
Načrměte obrázek a určete výpočtem vzdálenost cile od děla.

Určete vzdálenost dvou nepřístupných míst M, N, jestliže byly zaměřeny
2 bodů A, B vzdálených od sebe 435 m, úhly

+k„,ó=“'—T2'P_
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MAN = a = 62010', NAB = a, = 41023',
MBN = ,s = 66034', MBA = 5, = 34052'.

*245. Čtyři body A, B, C, D leží v rovině. Určete vzdálenost AD = x,

246.

247.

248.

249.

*250.

452

BD = y a CD : z, jestliže byly změřenytyto hodnoty:
a) AB=a= 113,5m, BC=b =72 m, 4ABC=y = 1800,

< ADB = a = 20“26'12", 4 BDC = B = 9038'44";
b) a = 250m, b = 155m, ): =1340, a: =69o, fl = 350.

Návod: Označme <):BAD = 90,< BCD = 8. Potom 3 + (;D: 360<>—

_ 1 _ M 1 331,5.
(a_i—B+W'a—sina'b ' ]

Z místa A do místa B má být prokopán přímý tunel. Určete: a) jeho
směr; b) jeho délku, jestliže v horizontální rovině, v níž je tunel veden,
byla změřena délka AC = a = 1000 m a zvolen bod D tak, že úhel
CAD = a: = 18020',úhel ACD = ,8= 138040',úhel BCD = y = 60030',
úhel CDB = 6 = 84010'.

Mezi dvěma místy horského masívu má být vybudován vodorovný přímý
tunel. Aby bylo možno určit jeho délku, bylo třeba změřit z bodu C,
ležícího stranou trasy a položeného o a metrů výše než tunel, hloubkové
úhly al, az, pod nimiž je vidět počáteční bod A a koncový bod B tunelu,
i úhel ACB = „B.Určete délku tunelu: a) obecně; b) pro a = 75 m,
a, = 20,30, 012= 14,50, 13= 81,40; c) a = 82,5 m, al = 15,30, az =
= 18,60, ,8 = 100,30.

Dvě místa A, A' na úpatí hory, z nichž A' je položeno výše než A, mají
být spojena tunelem. Z koncových bodů úsečky BA = a, A'B' : a'
byl zaměřen vrchol hory 8, který leží v téže svislé rovině jako úsečka AB,
popř. A'B', pod výškovými úhly fi, a a a', ,B'.Určete délku a sklon tunelu:
a) obecně; b) pro a = 400 m, a = 28,50, ,8 = 21,30, a' = 550 m, a' =

24,40,6' = 16,30; c) a = 600 rn, a = 25,30, 5 = 19,20,a' = 880 m,
1' = 22,60, b" = 14,70 [obr. 59].

Triangulační body A, B, C třetího řádu mají triangulací stanovené vzdá­
lenostiBC= a = 6km,AC : b : 9km,AB =: = 5km.Zečtvrtého
bodu D je vidět vzdálenost AB v zorném úhlu 6 = 750, vzdálenost BC
v zorném úhlu &= 550. Určete vzdálenost BD.

Stanovte vzdálenost vrcholů dvou skal D, E, v jejichž blízkosti není
možno změřit základnu. Z koncových bodů vzdálenější základny AB =
= 674,36 m byly změřeny velikosti dvanácti pomocných úhlů. (Viz
obr. 60.)



Obr. 59

Velikost úhlu (1) = 66017'10",
(2) : 50029'30", (3) : 63013'20", (4) = 78054', (5) = 4203—1'40'3
(6) : 58034'20", (7) = 59024'30", (8) : 7405'50", (9) : 46029'40",

(10) = 47030'20", (11) = 69018'40", (12) = 63011'.

_ _ AB sin (1) _ sin (4) _ sin (8)
NáVOd.BP— w, CP—BP sin(6), DP —CP sin(9),

_ sin (10)
DE _ DP sin(12)'

251. Jak zní kosinová věta pro stranu c, je—liprotilehlý úhel: a) ostrý ; b) pravý;
c) tupý? (Zpaměti.)

252. Jak velký je úhel ): v trojúhelníku, o jehož stranách platí
a) 62 = a2 + b2 +ab; b) (:2= a2 + b2 — ab. (Zpaměti.)

253. Dokažte, že jeden úhel trojúhelníka je tupý, je-li čtverec velikosti největší
jeho strany větší než součet čtverců jeho druhých stran. (Zpaměti.)

254. Dokažte, že v rovnoběžníku je součet čtverců velikosti dvou sousedních
stran rovný polovině součtu čtverců jeho úhlopříček.

255. Dokažte, že se dá sestrojit trojúhelník se stranami a = 3, b = 5, c = 7
a úhlem ): = 1200. (Zpaměti.)

1255_|Silnice, vedoucí po hrázi rybníka, má být po zrušení rybníka nahrazena
' přímou zkratkou. Její krajní body A, B jsou zaměřeny z bodu C pod

úhlem 600,přičemžCA = 421 m, CB : 233m. Jak bude zkratka dlouhá?

Řešení

Jde o výpočet strany trojúhelníka, v němž jsou dány dvě strany a úhel
jimi sevřený. V tomto případě je nutno použít věty kosinové.
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CA = 421 m, CB = 233 m, 6 = ]/4212+ 2332 — 2.421 .233.
. cos 600

y = 60 c = V177241 + 54289 — 98093
c2 = a2 + b2 — 2ab cosy c = V133437

log :: = 2,56264, c = 365,4.
Zkratka bude dlouhá 365 m.

Určete zpaměti velikost strany (:trojúhelníka, v němž je dáno: a) a = 5,
b=6,y=600; b)a=3,b=4,y=900; c)a=4,b=6,y=600;
d)a=5,b=4,y=450;e)a=5,b=4,y=300; f)a=3,b=5,
)! = 1200.

Určete zbývající strany a úhly v trojúhelníku, v němž je dáno:
a)a=6m, b=11m,c=7m; b)a=40m,b=23m,c=23m;
c) b : 683,1m, c : 534,7m,a : 26038'16";d)a : 134,5m,b : 111,2m,
y = 54312cge)a = 863,1m,b = 534,7m,y = 26338c16ccgf)a= 290m,
b = 750m,y : 58040'16".
Pomocí logaritmického pravítka řešte trojúhelník, jehož strany jsou a, b,
c,úhlyaz„8,y : a) = 8,5,b : 7,2,c = 6,8;b)a = l30,b = 180,c= 150;
c) a=7, b=8, c=5; d) a=l9, c=49„8=30024'; e) b=48,
c = 55,0: = 73012'.

. Určete výslednici dvou sil 125 kp a 75 kp působících v témže bodě a sví—
rajících úhel 500. Při kterém úhlu by byla výslednice obou sil největší?

. Tlaková síla R = 12 kp se má rozložit na dvě složky F„ F2, jejichž směry
svírají se směrem vektoru R úhly a = 300, 13= 450. Jaké budou složky
F1 a F2?

Sila F] = 21 kp svírá s výslednicí sil F, a F2 úhel a = 330. Určete sílu F2
i její úhel s výslednicí obou sil R = 35 kp.

Dva trámy, nesoucí tlakové síly F, = 60 kp, F2 : 70 kp, jsou podepřeny
v témže bodě a svírají spolu úhel oc.Jaký je tento úhel, je-li výsledná
tlaková síla v tom společném bodě R = 100 kp?

Ve vazbě střechy jsou do jednoho bodu (A) zapuštěny tři sloupky, které
nesou tlakové síly F1, F2, F3, jejichž velikosti jsou: a) v poměru 5 : 29 : 30 =
= a : b : c; b) jsou stejné, přičemž jsou v obou případech v rovnováze.
Jaké úhly svírají nosníky?

[Návodz cos 92:—= Vál—%:), kde s = 32, <)'ab = a: + B]

Dvě silnice se rozdvojují v lese v bodě A, přičemž směry obou silnic
tvoří úhel 370. Jedna z nich vede k nádraží B, vzdálenému od křižovatky
440 m. Z bodu D na druhé silnici, vzdáleného od A 500 m, se má zřídit



odbočka k nádraží. Postavíme-li v bodě D úhloměrný přístroj a zaměříme
na bod A, musíme otočit teodolit o úhel a, abychom vytyčili směrkná­
draží. Určete velikost úhlu a.

Při stavbě primárního vedení lesem se má provést přímý průsek mezi
body A, B, ležícími'na krajích lesa. Mimo les bylo zvoleno stanoviště C,
z něhož jsou oba konce plánovaného průseku vidět, a to pod úhlem
ACB = 75R7c30cc.Přitom vzdálenost AC = 361 m, BC = 324 m. Jak
bude průsek dlouhý?

*267. Je třeba stanovit délku budovy, jejíž jeden roh A je nepřístupný. K tomu
je nutné z druhého rohu B budovy vytyčit pod libovolným úhlem zá—
kladnu do bodu C (BC = 34,9 m) a její prodloužení do bodu D (CD =
= 13,32 m). V bodech C, D se zaměří rohy budovy a zjistí se v bodě C
velikost úhlu BCA : 720 a v bodě D úhel BDA = 550. Vypočtěte
z těchto měření délku budovy.

. Jaké úhly svírá se svými složkami F1, F2 jejich výslednice R, jestliže

F1 : % R, F2 = R?

Lichoběžník je určen čtyřmi stranami a, b, c, d, přičemž strana a je
rovnoběžná s c. Určete jeho úhly a obsah, je-li a = 368 m, b = 285 m,
c = 300 m, d = 293 m. Sestrojte jej. Řešte též pro a = 512 m, c = 312 rn,
e=397m,f=497m.

270. V deltoidu ABCD je AB = BC : a a CD = DA = b. Mimoto při
vrcholu A je dán úhel a. Jaká je velikost ostatních úhlů a úhlopříček?
Řešte též pro a = 12i, b = 9 j,a = 1200.

271. Vypočtěte velikost ostatních prvků a obsahu u tětivového čtyřúhelníka,
u něhož známe velikost stran a = 56 cm', b = 33 cm, c = 16 cm, velikost
poloměru kružnice opsané r = 32,5 cm. Sestrojte.

*272. Čtyřúhelník tečnový je určen velikostí stran a = 5 cm, b = 3 cm,
c = 4 cm a úhlem [? = 800 sevřeným stranami a, b. Vypočítejte velikost
ostatních prvků.

*273. Tři kružnice o poloměrech rl : 1 cm, r2 = 2 cm, 73= 3 cm, ležící v ro­
vině, se vzájemně dotýkají vně. Jak velký obsah má plocha ležící mezi
nimi?

274. V trojúhelníku, jehož strana a = 17 cm, b = 40 cm, y = 81“l2'9",
zjistěte velikost strany c, těžnice za, symetrály úhlu sa.

|275_| Z vrcholu kopce, který má výšku v = 150 m nad horizontální rovinou,
— vidíme dvě místa A, B v té rovině v hloubkových úhlech a: = 300,„B= 450,

jejich vzdálenost AB v úhlu y' = 60“ (průmět úhlu y).
Jak velká je tato vzdálenost ?
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Řešení (obr. 61)

Vrchol kopce označme C. Vzdá­
lenost CA = y, vzdálenost CB = z,
vzdálenost AB = x. Položme
C!! = a, C'B = b. Potom ac2=
=a2+b2—2abcosy'; a=v.
. cotg 450, b = v . cotg 300.
x*: 1502. 3 + 1502—2 . 1502.

.Vš.%=1502(4—Vš), , (:

x= 150. V2—26___225. Aon s:' I'.

Vzdálenost míst A, B je přibliž­
ně 225 m.

. Vypočtěte objem kosého kužele kruhového, v němž: a) nejdelší strana
osového řezu je a = 7 j, nejmenší strana je b = 4 j a úhel řezu při
vrcholu kuželem = 600; b) a = 3 j, b = 2 j, a: = 1200.

Pro regulaci toku řeky je třeba určit přesně vzdálenost dvou pilířů C, D
ležících na různých březích. Proto byly změřeny ze dvou stanovišť A, B
vzdálených od sebe a metrů, ležících v téže rovině na jednom břehu řeky,
úhlyzal—_ <):BAC, 0:2: %:BAD, B, = <,tDBA, 52: <):DBC. Řešte:
a)obecně; b)proa—_ 150m,az1= 33(,,—a,— 12,50,61= 31,50,B,=
c) pro a = 225 m, 0:1= 24038,35', B, = 39051,65', a, = 96,50, 5129=
= 1030.

Ze dvou bodů A, B, ležících v údolí na vodorovné přímé tran', vzdálených
500 m, je vidět vrchol hory V, ležící stranou směru AB pod výškovými
úhlya, = 26,1 aa:2: 31,1 ÚhlyPABaPBA jsouj?1= 470,13,= 1160.
Jak vysoko je vrchol hory nad údolím? [P je průmět vrcholu hory do ro—
viny údolí.]

Dvě přímé důlní chodby, které ústí do téhož místa A a svírají úhel 97=
= 37046', mají být spojeny chodbou (prorážkou) BC, spojující bod B na
jedné chodbě s bodem C na druhé chodbě. Jak dlouhá je prorážka, je-li
AB = 137,8m a AC = 105,3m?

Letadlo letí k východu ve výši 800 m. Pozorovatel v letadle vidí plynojem
směrem jihovýchodním pod hloubkovým úhlem a = 290.Opatnáct vteřin
později vidí týž plynojem ve směru přesně jihozápadním pod stejným
hloubkovým úhlem &.Jaká je rychlost letadla ?

Letec spatřil na povrchu zemském objekt 0 ve směru přesně severním
pod hloubkovým úhlem a: = 330. Když uletěl ve stejné výši směrem zá­
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padním 3 km, spatřil týž předmět v hloubkovém úhlu B = 210. Jak vy­
soko letěl?

Od paty vysílací věže F stojící na kopci byla po svahu změřena vzdálenost
FB = 56 m a dále za bod B ve stejném směru vzdálenost BA = 38 m
Vrchol vysílací věže H byl z bodů A, B zaměřen v úhlech a: = 220, B =
= 320. Určete výšku věže i úhel sklonu návrší (obr. 62).

Hlídce byl dán pochodový H
úhel 97,= 130, po 7 km byl
změněn směr pochodu na úhel

—_.75o Tímto směrem ušla
hlídka dalších 8 km. Jak daleko
od výchozího bodu vzdušnou
čárou byla potom hlídka?

Na přímé silnici jede vojenská
kolona, která je pozorována z
místa A ležícího mimo silnici.
Radiolokátorem bylo zjištěno,
že vzdálenost místa A od čela š
kolony C je 14 350 ma vzdálenost místa A od zádi kolony jel3 840 m.
Úhel CAZ = 850 dc. Určete délku kolony.

. Vzdálenost mezi baterií a pozorovatelnou je 4 000 m, vzdálenost mezi
pozorovatelnou a cílem je 3 600 m. Tyto vzdálenosti svírají mezi sebou
úhel 1550.Vypočtěte vzdálenost baterie od cíle.

Ze tří stanovišť Sl, S„ S„ ležících v přímce a vzájemně spojených telefo­
nem, je současně pozorováno letadlo pohybující se stranou spojnice bodů
S„ 82, S3 ve výškových úhlech a, 6,71.Jaká je vzdálenost letadla od jed­
notlivých pozorovatelen, jestliže SIS2 = 51: 3283 = 52?
Řešte a sestrojte trojúhelník, v němž je dáno: a) a —b = 15 j, c = 26 j,
;!=7lo40'30";b)a+ b=7j,b+c =9j,c+a=8j; c)P=84j2,
b+c=28j, a=59029'23";d) b—c=7j, a:r=30:111,/3=
—_110026' 40", e)a + b= 3381,c = 3121,7:= 131024'44", f)b —c =
=l3 ), a = 21), a:= 64025'55".

. Řešte trojúhelník, v němž je dáno: a) v„ = 75,2 j, v„ = 46,3 j, y = 540;
b) a=50 j, ta=45 j, tb=36 j; c) a=60 j, va=56 j, ta=75j;
d) a = 52 j, v„ = 31,2 j, P = 330 jz. Sestrojte.

Sestrojte a řešte trojúhelník, ve kterém je dáno: a) v, = 4,8 j, a =
= 36020'55", f? = 4046'19"; b) v„ = 3 i, a = 9,25 j, b = 7,5 j;
c)va=2j,vb=3j,vc=5j.[Návodkc)2P=a.va =b.'v„ =c.vc.
Vyjádřete velikost strany a, b pomocí velikosti strany 0 a použijte kosinové
věty.]
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*290. Čtyři body A, B, C, D leží v rovině. Určete vzdálenost nepřístupných
bodů A, B, jestliže je známa vzdálenost CD : 160 m (přitom úsečka CD
protíná spojnici AB) a jestliže byly změřeny úhly <,!ACD :: 42015',
4,1BCD : 50012', 4; BDC =: 63029', <; ADC : 37055'.

6. TANGENTOVÁ VĚTA

291. Odvod'te vzorce Mollweidovy (Cagnoliovy): (5 + c) : a : cos 5 _

.lí—y a
(b—c).a=sm 2 .cosz.

_ d

: sm ?,

[Návodz Sečtěte b sin a = a sin B a c sin a: = a sin )) a vyjádřete sina :

y a použijte poučky sin/í + siny ==
. a a ,a: . B+_2 _ ___. _

sm 2 cos 2 2sm 2 sm

B+ycos/3—yJ2 2 '

292. Z výsledku předchozí úlohy“odvoďte vzorec pro tangentovou větu.B—— 13+ “
(b—a):(b+a)= tg—2 :tg 2 ­

[29—3.V trojúhelníku ABC jsou dány velikosti stran a_— 12,5 cm, b = 5,3 cm
a €); = 240 lS'. Najděte velikost strany c a zbývajících vnitřních úhlů.

=2$in

Řešení
a—B a—b 1+1?Z : ; : : __.. : __

vysledku ulohy 292 vyplyvá tg 2 a + b tg 2 ,

. a — B _ 12,5 — 5,3 0 24015' a — ,8 _
"' tg 2 —12,5+5,3 g(90 2 ) g 2 _

7,2 . . , —

: 1—,8tg 77052'30". Logantnuckým vypočtem dostaneme a 2 13=

—_'6201 33". Z toho a z podminkyai—2+ B —7—7052'30" pak vyplývá:

a: = 139054'3", B = 15050'57". Ze sinové věty c = šílí—pány dosta—
nemec: 8 cm.

Závěr: Velikost hledané strany c je přibližně 8 cm, velikost úhlu a =
=139054'3"„B=15050'57'
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© Tři sběrné studny A, B, C mají vzájemné vzdálenosti BC = 272,91 m,
AC = 227,37 m, AB = 212,4 m, přičemž ©:BAC = 76038' = a,
<):APB = 15019' = 6, ©:APC = 21024' = 5. Jak daleko je čerpací
stanice P od všech tří studní? *

Řešení (obr. 63)

Zavedeme si pomocný úhel „ při
bodu B a úhel v při vrcholu C.

Potom.i— = _L, L =
sm ll sm & sin v

csin C
= E, odtud:::grĚ/f :
_bsinv
_ sine—"'(

Protoželu + v =360o —(oc+ &+ e)

je Íu_2*_v=1goo_alíi£. 0br.63
Z posledních dvou rovnic je možno určit velikost úhlů .“: v. Výpočet je

zvlášť jednoduchý, když je možno výraz (l) vyjádřit jako funkci 'u—š—v.
Proto položíme sin ;; = kb sin &,sin v = kc sin e a napíšeme
sing—sina: kbsinó—kcsins
siny+sinv : kbsinó+kcsineo

?tgči:.
Ztoho 2 _ bsinó—csine _

g + v _ bsinó+csine —p.
tg ——2——

Vnašempřípadějetedytg '“ ; v : ptg 53—33 , kde05% =

= 56040'30"—LogafitmÍCkým'VÝPOČtem dostaneme " 2—v' = 10054'51".

Z této rovnice a podmínky 'I—Ž—v= 123019'30" dostaneme ,u == 134014'2l",v = 112024'39".

Ze vztahu (l) máme pak :: = 576,1 m. Pomocí sinové věty získáme i veli­
kost y = 407,4 m a z = 449,7 m. (Výpočet ověřtesami.)
Odpověď : Čerpací stanice P je od studně A vzdálena 576,1m, od

studně B 407,4 m a od studně C 449,7 m.
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Najděte vzdálenost dvou míst A, B, mezi nimiž je les, takže z místa A
není vidět do místa B. Zvolíme si proto bod C tak, aby bylo možno
změřit přímo vzdálenosti ACi BC a úhel ACB. Byla změřenavzdálenost
AC = b = 326 m, BC = a = 258 m, <)íACB = y = 72035'14".

V trojúhelníku ABC jsou dány prvky:
a) a = 17,3 cm, b = 12,4 cm, ): = 38025'; b) b = 129,64 rn, c =
= 328,52m,:z = 19023'; c)a = 52,47m c = 128,61m, = 125014'.
Určete zbývající úhly a stranu.

Z místa C vyjedou současně dva automobily. První jede po silnici směrem
ZSZ rychlostí 28,27 m/s, druhý po jiné silnici směrem SV rychlostí
15,3 m/s. Pojedou-li stále stejnou rychlostí, v kterém směru uvidí po
jedné minutě jízdy první automobilista druhého? Za jakou dobu budou
oba vozy od sebe vzdáleny 6 650 m?

Jak dlouhý bude přímý tunel spojující místa A, B a kterým směrem
vzhledem k AG 3 BC bude veden z míst A i B, má-li bod C položený
stranou spojnice AB od míst A, B vzdálenost AC : 170 m, BC =
= 250 m, přičemž < ACB = 8504'30"?

Na svahu hory stojí památník. Abychom určili jeho výšku, změříme od
jeho paty po svahu, dolů délku a = 7,5 m a na jejím konci změříme
zorný úhel a, pod nímž památník pozorujeme. V prodloužení změřené
délky postoupíme o délku b = 6 m a opět změříme zorný úhel, pod
nímž vidíme památník. Jak vysoký je památník, je-li a = 49037', B =
= 34032'?

Z místa A byl pozorován vrtulník ve směru SV v elevačním úhlu & =
= 28035' a současně z místa B ve směru SSV v elevačm'm úhlu e =
= 18015', přičemž AB = 3 km. Jak vysoko byl vrtulník?

Určete ostatní prvky trojúhelníka, v němž je dáno: a) b = 208,33 j,
c = 182,45 j, a = 43020'20"; b) a = 13 j, b = 14 j, c = 15 j; c) a =
= 157,8 m, c : 256,5 m, 6 = 67,520; d) a = 134,5 m, b = 111,2 m,
)! = 54,20.

V trojúhelníku je dána velikost úhlu )! = 1200, přičemž platí a ="2b.
Určete velikost úhlu a, ,8a poměr velikostí stran c : a.

Řešte tangentovou větou úlohy 258c, d, e, f.

Pozemektvaru různoběžníkaABCD má velikostistran a = A8: 123m,
b= BC-—49 rn, c : CD-—57 m, d= DA—— 122m a úhel přivrcholu
B B-—650. Vypočtěte velikost zbývajících úhlů.

[__3—054Řešte trojúhelník, v němž je dáno: P = 84 jz, b + C: 28 j, a: =
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= 59029'23".



306.

30

30

309.

*31

*31

312.

31

.“

©

0.

1.

“

Řešení

1 _ 2P . . , , „

P :; bc sm a, z toho bc = sín—o?. Z logaritmickeho vypoctu dostane­
me bc : 195. Potom b + (: = 28, bc := 195. První rovnici umocníme
dvěma a odečteme čtyřnásobek druhé, čímž dostaneme
b2 + 2bc + c2 = 784

— 4bc : —780

b2 — 2bc + C2 =: 4

b+c=28, b—c= +2, aproto b= 15j, c=13j, nebob= 13j,
i? + ?

c = 15j.), Dále z tangentové věty (b + c) :(b —c) = tg 2 :
_), . Logaritmickypak:tg 2 yplyne 28: 2—_—'tg6001518":tg

dostáváme B = 67022'49", y = 5307'47". Ze sinové věty dostaneme ještě
velikost strany a = 14 j. Ověřte to.

Triangulační body A, B, C třetího řádu mají vzdálenosti BC = 6 km,
AC = 9 km, AB = 5 'km. Ze čtvrtého bodu D je vidět vzdálenost AB
v zorném úhlu 8 = 750, vzdálenost BC v zorném úhlu a = 550. Jaká je
vzdálenost bodů CD? _
Vypočtěte vzdálenost dvou míst A, B ze základny CD : a' a úhlů
BAC : a„ BAD = az, ABC = ,31,ABD = 62.(d = 60 m, a, = 101039',
(12= 62025„ B].: 43029„ 52 = 65027,.)

. Najděte vzdálenost trigonometricky zaměřenýchbodů B, C, D od bodu A,
je-li BC = 2 100,5 m, CD = 1 875 m,
< BCD : 114“22'45", 41BAC : 75050'12", <):CAD = 49043'30'C

V trojúhelníku ABC je dán obvod 23, velikost strany a a velikost polo­
měru r kružnice trojúhelníku opsané. Jaká je velikost stran a úhlů tohoto
trojúhelníka ?

V trojúhelníku je dána velikost poloměru r kružnice opsané a poloměru g
kružnice trojúhelníku vepsané. Vypočtěte velikost středně obou kružnic.
(Řešte aspoň dvěma různými způsoby, např. větou Cagnoliovou a větou
kosinovou. )

Dokažte, že mezi stranami trojúhelníka platí vztah (a + b)“2+ (a —b)—2_—
_—2c—2, jestliže rozdíl úhlů a: ——jB—_ 900.

Řešte rovnoběžnik, v němž jsou dány velikosti úhlopříček u1, 142a velikost
úhlu jimi sevřenéhoy. Řešte: a) obecně; b) u1= 7,5 j, u2—_ 9 j, y =
_620—18'.

. Najděte velikost stran a úhlů v trojúhelníku, ve kterém je dáno, a : r =
= 30 : 113, b — c = 7,6 = 110026'40".
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314. V trojúhelníku je dáno: a) velikost stran a, b a obsah P; b) velikost stran
a, b a poloměru kružnice opsané r. Řešte pro a) a = 6,4 m, b = 8,2 m,
P= 13,12m2;b)a=23m,b=45m,r=25m.
Proveďte diskusi řešení.

7. SFÉRICKÁ TRIGONOMETRIE

315. Mezi základními prvky pravoúhlého trojhranu platí vztahy:
' b

a) sina=sfna, b)cosa=tg—,
sm c tgc
g a \ . sin b\ =_ =_

c, tga sinb, d,; sm/B s'mc ,

, _ tg a \ __ tg b
e)cos/3—tgc, f)tg/i-— sina,

cos 0: cos/í
g) cosa—Sinů, h)cosb--Sina,
i) cos c = cos a . cos b : cotgo: . cotg ,8.
Pokuste se tyto vztahy pomocí obr. 64 odvodit.

/C\„
QOOUo- a

Obr. 64 Obr. 65

316. Jak zní pro přeponu a úhly pravoúhlého trojhranu pravidlo Neperovo?

|3l7.[ Určete ostatní prvky pravoúhlého trojúhelníka sférického na ploše kulové
r = 5 cm, jsou-li jeho strany a = 600, b = 450.
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Řešení (obr. 65)

Prvky a, b se vyskytují v rovnici (podle pravidla Neperova):

cos (900 — b) _= cotg a:. cotg (90o — a), tj. sin b : cotg a . (tg a) —>tgaz =
t _

= ".g—a= 3 = V6, a = 67047'33". Podobně cos (90o — a) =
sm b VŽ—

—2
tg b 2

=.tgb cotg13=sina, odtud tng : 3111——a=V—3'—.Z toho ;? =
= 4906'24".

/"'2
cosc : sin(90o —b) . sin(900 —a) = cosb . cosa = 14—.

log cos c—_ 0, 15056 — 0,60206 =.-9,54850 — 10, c_— 69“17'35".

|318.| Kolik stěn má pravidelný jehlan, jehož sousední pobočné hrany tvoří
úhel q) = 300 a sousední pobočné stěny úhel B—_ 113046'.>

Řešení (obr. 66)

Obr. 66 V

Pravidelný jehlan, jehož vrchol V je ve středu kulové plochy, protíná
tuto kulovou plochu v pravidelném sférickém n-úhelníku, jehož vnitřní
úhly jsou 6. Spojíme-li střed S n-úhelníku s jeho vrcholy a spustíme-li
z něho na strany příslušné výšky v, vznikne 2 n sférických shodných

pravoúhlých trojúhelníků, jejichž úhly jsou %, %, 900 a odvěsny v (š

a přepona r. Podle Neperova pravidla je pak cos % = sin % . cos %;

odtud logcosž = 9,90796 ——10, % = 360, a = 720. Protože 720 =
= 3600 : 5 je vyšetřovaný jehlan pětiboký.
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319.

32©

32._

32N

323.

324.

Podle úl. 318 řešte: Kolik stěn má pravidelný jehlan, jehož sousední
hrany pobočné mají úhel a) <p= 300, B = 159053; b) 99= 300, B =
= 14604'28"?

. Pravidelný n-boký jehlan (n = 3, 4, 6) má podstavnou hranu a = ],
výšku v = 2. Určete úhel jeho sousedních pobočných stěn.

Určete úhel mezi pobočnou stěnou a rovinou podstavy v pravidelném
osmibokém jehlanu, jehož úhel hran při vrcholu je 13= 360.

. Určete ostatní prvky pravoúhlého trojúhelníka sférického, v němž je
dáno: &) a = 1250, ,B= 430; b) a : 120010', 13= 147020';
c) a = 44045'24", b = 68035'52"; d) a: = 115037'20", B = 73028'10";
e) c = 78017'43", a = 124018'32".

Určete úhly a strany pravoúhlého sférického trojúhelníka, v němž je
dáno: a) a = 43,542“, b = 36,450; b) b = 500, c = 112048'; c) a =
= 48019,72', a: : 50030,45'. Řešte nejprve obecně. [Pozor na více­
značnost funkcí.]

Určete úhly a strany rovnoramenného sférického trojúhelníka (b = c),

je-lásdípozůa) a = 900, b = 650; b) a: = 115,960, 5 = 46,980; c) b == , 0, = 56,640.

|325. Určete obsah pravoúhlého trojúhelníka sférického na kouli o poloměru
r = 100 cm, jsou-li jeho odvěsny a = 600, b = 300.

Řešení
r—

/ \ ObsahsférickéhotrojúhelníkajeP = r2arca,kdes = a + /3 + ;: — 180“ je nadbytek sférického troj­

00-v QUO—22 sin b ' s

1,2 úhelníka. V našem případě 3 = ac+ B — 900. Velí­
kost úhlů o:a ]?určíme z Neperova pravidla.

tg a th=%- Z tohotgac=2VŠ atga=

a =_73053'52".

tng = %, B : 33041'25". Je tedy nadbytek sféric­
kého trojúhelníka &= 17035'17". P = ,.z arc e =

= 10 000 . 0,306 973 5 = 3 069,74. Obsah daného sférickěho trojúhel­
níka je tedy P = 3 069,74 cmz.

Obr. 57

326. Určete obsah rovnostranného sférického trojúhelníka vyťatého na kouli

327.

464

o poloměru r = 8 Šm, je-li jeho strana a = 820.

Vypočtěte velikost strany rovnostranného trojúhelníka sférického, jehož
obsah je P = 15 rn2 a má-li příslušná kulová plocha poloměr r = 7 m.



328.

329.

330.

331.

33!“1

33_)

338.

339.

340.

341.

Jaký je obsah sférického trojúhelníka, ležícího na kulové ploše r = 5 cm:
a) a = 600, b = 30.05 b) a : 143042'36", B := 64“15'18"; c) c =
: 86027'24", a : 29“29'30".>
Určete úhel a stranu pravidelného šestiúhelm'ka sférického, který zaujímá
třetinu příslušné kulové plochy.
Úhly sférického trojúhelníka jsou v poměru a : 8 :y = 7 :8 :9, jeho
obsah je roven dvanáctině povrchu příslušné koule. ]ak dlouhá je nejdelší
strana tohoto trojúhelníka, je-li poloměr příslušné koule r: 100 cm?
Jaký ohxah má sférický trojúhelník na kouli o poloměru r, je--li dáno:
a) a ()327', „B——81056', y _I34“45';
b) a = 4404434", ,8 = 73015'13",y: 9201513";
c) a——69050', b= 46042', c = 109"?38
Vypočtěte obsah sférického trojúhelníka, v němž a) (:= 4304'30"
b = 68017'20", c = 75048'10"; b) 1 : 67c20'10",
& : 105014'45",y : 136“6'5".

. Řešte rovnoramenný sférický trojúhelník, v němž je dáno:
a) a = 500, b = 860; b) a = 75020395= 127“42';c) a : 112014'30",
;? = 43020'. _

V pravostranném sférickém trojúhelníku najděte velikost stran a úhlů:
a) a = 116044'48", b = 44526'21"; b)a : 87054', a : 76021'3";
c) a: : 143033', B : 136027'29" ,d) a—-—123048'4",
B = 52055'28"; e) a = 131040'l7", y = 104032'46"

. Najděte zbývající prvkyv pravostranném sférickém trojúhelníku (c -——:R)
a)a=1200; [3:1350;
b) a = 52030“, fí—— 79054',
c) a = 9801'10", b = 48016'15".

. Vypočítejte poloměr g kružnice vepsané do pravidelného sférického
! II

devítiúhelníku, jehož strana je a = 120504

. Vypočtěte úhel, poloměr kružnice opsané a vepsané v pravidelném
sférickém trojúhelníku, v němž: a) a = 900; b) fi = 1200.

Vypočtěte obsah pravidelného n—úhelníkasférického, je-li dáno:
a)n=4, a=300;b)n=5, a=10“; c)n=6, r=72o
Určete zeměpisnou délku bodu na rovníku, který má od Českých Budě­
jovic (co= 48059', ). = 14029') vzdálenost 10 000 km.

Stanovte vzdálenost Prahy (9)= 50005', a = 14025')od průsečíku nultého
poledníku s rovníkem.
Vzdálenost dvou míst ležících na téže rovnoběžce je 5600 km. Časový
rozdíl mezi těmito místy je 4 hodiny 11 minut. Jaká je jejich společná
zeměpisná šířka?

465



342. Loď pluje nejkratší cestou přes rovník a proťala jej v úhlu a = 500.

343.

344.

34

347.

348.

34

350.

466

.“

V jakém úhlu protne rovnoběžku (p = 150?
Města Lisabon a St Louis mají přibližně stejnou zeměpisnou šířku

= 38040'. Jejich zeměi sne délky se liší o 5 hodin 24,4 minuty. Spočtěte
vzdálenost obou míst. [žasovému rozdílu 1 h odpovídá rozdíl zeměpis­
ných délek 15 o.]

Jaké úhly svírá s půdorysnou n a nárysnou 1' rovina g, jejíž stopy svírají
s osou :: úhly a = 300, 13= 600?

8. OPAKOVÁNÍ

Určete hodnoty ostatních goniometrických funkcí a narýsujte příslušný
úhel, je-li dáno:

' 24 9 / o o­
a) smat = — 2—5; b)cosoz : — 4? proae \90 , 180 ),

5

c) cosa =É, pro 0 < a: < 900; d) tga : —3,pro 900 < oc< 1800;

c) cotg a = —; , pro a jako v úloze d).
. Sestrojte úhel:

a) 42013'; b) 37025'; c)48,22223o; d) 120,678060; e) 84,693050;
f) 72,805830; g) 1201; h) 60520060cc; i) 891750; j) 13533lc26cc;
k) 2,50; ]) 0,647950; m) 4,28513360.
Určete hodnoty ostatních goniometrických funkcí:

1 mt =---' ' =———' _ . _. n '
a) ga: a'b) 81111 M+M: c) tgac—n, d) cotga— ;:

!..­

e) cosa = l/i—Ízzě—,f) cosoc = 722,_n_

Najděte goniometrické funkce menšího ostrého úhlu pravoúhlého troj­
úhelníka, je-li velikost jedné jeho odvěsny rovna 75 % velikosti druhé
odvěsny.

Aniž počítáte velikost úhlu a, Stanovte1tg(900 — oz),je—lisin a = 0,28.
Najděte: 3) sin 150, je—licos 150: -2-1-j/2+—1/3, b) cos 22030, je-li

sin(ac—,B)=?acos(aa+/3)=l “—



351. Zjednodušte výrazy:
sinza + cos2a + tgza _

a)sin2a + cos2a:+ cotgza; b)___—1— ,
cos a:

(1 + cotg2 a) cosza \ 1 _. tg a: 2 1 + tgz “
C)—._—— ; d)( = .sm2a . (l + tg? a) _l — cotg a) 1 + Cotgza

352. Z koncového bodu průměru kružnice je vedena v kružnici tětiva, svírající

353.

354.

355.

356.

35

35.W

359.

360.

361.

>'

s průměrem úhel 44030'. Stanovte velikost poloměru této kružnice, je-li
délka oné tětivy 39,6 cm.

Určete velikost výšek v.„ vbv trojúhelníku, v němž je dáno a—_ 16,2 cm,
b=18,9 cm,y=6542'.
Z koncového bodu průměru kruhu je vedena tětiva, jejíž velikost je
71 % velikosti průměru. Jak velký úhel svírá tato tětiva s průměrem
kruhu?

Jakou velikost má tětiva, která dělí kružnici o poloměru r = 10 cm
v poměru 3 : 5?

Z válcovitého materiálu o průměru 75 mm je třeba vyfrézovat profil pra­
videlného osmiúhelníka. Jaká bude velikost jeho strany a jaká bude šířka
čelistí vhodného klíče?

Jaká tahová síla působí na ložisko zavěšené kladky, na níž je vytahováno
břemeno Q = 150kg, přičemžsměr síly svírá se směrem pohybu břemena

úhel 60“? (Obr. 68.) V
Najděte velikost úhlu stoupání závitu,
je-li průměr vřetena šroubu 40 mm a
výška závitu v = 15 mm (obr. 69).

Vnějšíprůměr závitu je D = 38,3 mm.
Určete výšku závitu, je—liúhel stou­
pání závitu 5030'.
Jakou tahovou silou Z je namáháno
kotevní táhlo, jímž je upevněna pod—
pěra lanové dráhy, která je ve vodo­
rovném směru namáhána silou F = 0
= 3 200 kp, když úhel táhla s vodo­
rovnou rovinou je 38Q? " Obr.68

Z bodu mimo kružnici je vedena seč­
na, jejíž vnější úsek má velikost a, délka tečny vedené z téhož bodu
k této kružnici má velikost b. Středový úhel tětivy vyťaté sečnou v kruž­
nici je a. Vypočtěte délku tětivy a poloměr kružnice, je-li a = 9 cm, b =
= 12 cm, a = 48,333“.
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Obr. 69

362. Na nakloněné rovině se sklonem <p: 42,074“ je těleso o tíze Q = 576 kp.
Jaká síla působí rovnoběžně se základnou nakloněně roviny, udrží-li
těleso v rovnováze (tření zanedbáme)? Jaká tlaková síla působí na naklo­
něnou rovinu? _

363. Dvacet stejných ocelových kuliček o průměru 30 mm je ve věnečku kulič­
kového ložiska, přičemž těsně přiléhají k sobě. Najděte velikost vnějšího
i vnitřního poloměru věnečku.

'364. Jaká musí být šířka zubů na ozubeném kolečku, které má 16 zubů, a je­
hož průměr je 120 mm?

365. Jakou má velikost poloměr kružnice, která protíná jednu z rovnoběžek,
vzdálených od sebe L cm pod úhlem a, druhou pod úhlem B? a) L =

8 8 !=10cm,a=£„8=2_02; b)L=10cm,az=392 ,
3 9 3

_ & *
_ 3 ' _

[Návodz Uhel přímky s kružnici je úhel, který svírá přímka s tečnou
kružnice v jejich průsečíku.]

366. Jaké znaménko má:
a) sin 1; b) cos 2; c) tg (—2,5); d) cotg (—l)? (Zpaměti.)

367. Jakou úhlovou rychlost má vřeteno soustruhu, jehož frekvence otáčení
je 300 za minutu?

368. Ozubené převodní kolo má 90 zubů. V radiánech určete velikost úhlu,
o který se otočí kolečko, jestliže se pootočilo o: a) 30 zubů ; b) 25 zubů;
c) 200 zubů.

369. Vyčíslete:

3) sin (cos %) ; b) cos (sin %) ; c) tg (sin %) ;

d) cotg (cos %) e) sin (tg 1), f) tg (sin 1).
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370. Vyčíslcte:
. 2 . 2 . 1

a) sm (arccos€); b) cos (arcsm€); c) sm (arccos(— í)) ;

d) cos (arcsin (_ ;)); e) sin (arctg 2); f ) cos (arccotg(—2)).
2 . 2 . ——

[Návodz a) arccos ; = a, t). cosa: :?, Ism al = Vl — cosza =

JÉ; e)tga=2=sm“]cosa '

371. Vyčíslete:
77t “rc . . 371

a) arctg (tg ? ; b) arccos(cos (— g)) ; c) arcsm (sm ?) ;

d) arctg (tg %R) .
372. Proveďte:

l l . 1 . 2

a) arctg —2—+ arctgí; b) arcsm ? + arcsm Š .

c)arcsiní—arcsinl' d)arccsl+arcc i3 5, o 3 035,

e) arccos —4—— arccos 1 f ) arct —l—— arct l5 g 2 g 3
g) arccotg 2 — arccotg 45.

[Návod:a)arctgx + arctgy _ arctg-l—x+íy' ]
373. Dokažte:

a) tg (arctg :) = x; b) cotg (arccotg x) = x; c) sin (arccos x)= V1 —?,

—1 g x g 1; d) sin (arccotg x) =
Ví + 3:25

e) cos(arcsinx) = V1—x2, —1g x; 1.

[Návod: c) arccosx =y =>cosy = x, sinx = V1 —x2.]

374. Dokažte:

1 arctg VŠ; b) arccos (— L) +

1 l l

a) —3—arctg l + E arccos — _ 22 ?
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?

+2arcsin—=2artctg l +3artcth—g c)arcsin—+arcsin—
2 VŠ 1/110=

" 5 12
= Í; d) arccotg ? —arccotg 3 = arccotg17; e) arcsin Ě —

—arcsin-3—— ' 33— f)ar ——arct _" =£5—arcsm —6š', Ctg gmm+n 4,

315. Aniž určíte velikost úhlu a, najděte velikost hodnot sin % , cos; ,a . . 1193 311:
tgí,1e-h.a)cosa=T6—9;b)tga=—í,kde?<a<2n.

376. Vyčlslete:

a) sin(a—/3), ie-li sina'=1, th=— 52, jestližeúhly a i B leží
vprvnímkvadrantu;b)tg(a+3,3)atg(a —B),ie-licosaz=0,8, cos/3=

=Í—Ža úhel at je prvkem intervalu (0,900), „B)e prvkem intervalu (0,900).

377. Stanovte:

&) sin 150; b) cos 150; c) tg 150. (Bez použití tabulek.)

378. Spočtětc:

cos (—1200) tg 2100 sin 315Q) 'b)8sin£cos£t 4—71cot 113
cos 300o cos 180Q , 6 3 g 3 g 6 '

2331r 31: tg 3x — Scotg (x + 2700)2_1— __ —__——____
c)2sin— „+ tg2 4 cotg—4, d) 8 sin(750+ x) , pro
x = 2250.4

*379. Spočtěte hodnotu výrazů:

sina+cosa . . __ , seca—cosa r;
a) sina—cosa'Je htga:_ 2, b)Tyc" protga: _ V;

a—z—<a<21c; c) smacosa, sm3a+cosaaz,1e-hsma+cosa=

= n; d) tgaz —cotga,ie-li sina =
_a_
VM'

380. Dokažte, že platí:
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a) sin (60o —p) cos (30o + p) + cos (600 —p) sin (300 + p) = 1;

b) tg 200 + tg 400 + Vítg 200. tg 400 = Vš ;



tgzu — tg2 v

c) cotgzu . cotg2 v — 1

d) sin2 (a + b) + cos2 (a — b) = 1 + sin 2a . sin 2b;

\ 2(sin22a + sin22b) _
e) tg2(a + b) + tg2(a—b) = ___—(COS2:1+ cos%)2 ,

tg22a — tgza _ sin3b + "sinabW' %)m
Dokažte rovnosti:

3) sin (45Q + az) — cos (450 + a)
sin (450 + a) + cos (45o + a)

cos a cos /3 — cos (a + 19)

=tg(u + v).tg(u——v).tg2u.tg2v;

f) tga.tg3a= =cotgb.

38 ._

=t805š

b) =tga.tg13;

2sinacosB —sin(a —,8)
cos(:x ——,B)—25inasin/3

c) =tg(a+/3);

sin2 a coszac

————————1+ cotga ———1+tgai =smoz.cosa;
d)1

(1 —sina —cosa).(l —sina + cosa) __
e) . . 2;

smc: . (sma — 1)
l — cosza cos2 a:2 _ .

0 sec :: + 1+ tgza 1+ cotgza
—tg“a=l.

*382. Dokažte:

sin2a.cosoz —t a_
(1+cos2a)(1+cosa)_ g;,

C) tg(%+a)— tg(%—a)

a)

=sin2a;

rg<f+a>+rs<£w>4 ' 4

1!t2 — —1
g (4+0) . sina cosa

d)—n———=sm2a; e)1—t— l——=
l+tg2(Í+a) +coga +tga

l _ Zsinacosa—cosa: _ t
sina+cosa' 1+ sinza — sina:—cos*az—cogaz.
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*383. Vylučte x, y ze vztahů:
a) cosx—sinx=m,sin2x=n; b)asinx+bcosx=m,sin2x=n;
c) sin3x=a, cost=b; d) sinx+cosx=a, tg3x+cotg3x=bg
e) cosx+cosy=b, cos(x—y)=c, sinx+siny=a;
f) tgx+ tgy=a, cotgx+cotgy=b;x+y=c.

384. Dokažte, že součet čtverců velikosti tětiv, spojujících libovolný bod

385.

kružnice o poloměru r s vrcholy n—úhelnika,do té kružnice vepsaného,
ie 2nr2.

Do kružnice je vepsán konvexní niúhelník tak, že jeho strany vytinají
na kružnici postupně oblouky a, 2a, . . ., n . a. Stanovte poměr obsahu
tohoto mnohoúhelnůta k obsahu pravidelného n-úhelnlka, vepsaného
téže kružnici.

Sestroite graf funkce:

3)y=38in(2x—Ž); b)y=4sin(3x—%);
l 3 l 2 11:

c =—sin —x+—— ; d =2$in —x+— .
)y 2 (2 311) )y (3 3)

387. Stanovte amplitudu, periodu, frekvenci a fázi harmonických pohybů:

388.

_
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a) y = 30 sin(41tz + %); b) y = 15sin 18,851;

c)y = 1,8.sin (22%z+ ii); d)y =4,3.sin(7,6z+ 6,2).,

Pomocí funkce úhlu a vyjádřete:
a) sin 31; b) cos 31; c) tg 3a .

. Sestrojte graf:
8) y = 2sin (2x + 3); b)y = sin(12); C)y = arctgůs x);
d) y = arctg (1 :x).

. Sestroite graf funkce:
a) y : arcsinx; b)y : 2arccosx; c)y = arctgx.

Návod: K sestrojení grafu funkce y = 2 arccos xpoužiite grafu funkce

:: = cos __y_.]2

Jaký je deůniční a funkční obor těchto funkcí?

. Určete množinu čísel, pro něž jsou splněny rovnice:

a) tg22x=%.tg2.t; b)3oos“2x=sin22x;



392.

39W

394.

395.

397.

l cosx' 2 ___ ' . __ .
c) sm x+ 4_smx, d)tgx+-1 sinx_2,

143+V
e) c032x=———-——(cosx—sinx);f)tgx+tg(a—x) =2tga.
Najděte množinu čísel J:,pro která je splněna rovnice:
a) sinz :: + 1,7 cos2:: = 6 sin x cos x; b) sin2 2x + sin 2x cos 2x =

—_2 cos22x; c) sinax = 3sinxcoszx; d) 10síť; + 13sin—Š—.

cos-š—coszš =5, e)sin2x=cos2x—sin2x+l;
f) 2sin2:s:—3cos2x+sinxcosx=0.

. Řešte goniometrické rovnice:

a) sin (5x — 3) = cos(4x + 2), b) tg (Tux+ %) = cotg (11x+ %) ;
c) tg (313) = tg (Sn x); d) (1 —tg x) . (l + sin 2x) = 1 + tg x;
e) tg (H:(x — l)) cotg(1t (x — l)) = 1 .

Pro která :: jsou splněny rovnice:
a) sinzx—cosax—3sinx+ 2 :O; b)2sin2x—coszx —4sinx+
+ 2 =0; c)2tgxcosx+ l =2cosx+ tgx; d)4sin3x+ 4sin2x—
—33inx=3; e)coszx—3sinxcosx+ l =0.
[Návod k c): Anulujte a rozložte na součiny.]

Určete množinu číselx, pro něž platí:
a) sinx + cosx = secx + cosecx; b) 4sinxcosxc032x = 1;

c) Vísinx+ cosx=V2_;„d)tg2x=tgx.tg(x+%) tg(x—%)5

e) sin (x + 700) —cos (x —700) = 0; f) sin4x —cos4x = l;

g)sin4x+cos4x=sin2x;h)tg3x+tgzx—3tgx—3=0.
[Návod ke g): Přičtěte k oběma stranám rovnice výraz 2 sin2 :: cos2x.]

Určete množinu čísel, pro něž platí:

a) arcsinx+amsinšn= 2 ; b)arosinx—arccosx=0;
c) arctg (x+ l) + arctg (x —l) = arctg2; d) arctg (xz— 4x + 4)=

= —;e)6arosin(x2—5x+6,5)=1t; f)arccos(x—l)=2arccosx.

Obsah pravoúhlého rovnoběžnika'je P, jeho kratší strana má velikost b.
Najděte velikost ostrého úhlu mezi jeho úhlopříčkami.
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*398. Velikost menší základny rovnoramenného lichoběžníka je c, větší základny
a, výšky v. Stanovte velikost jeho úhlu a.

*399. Poloměr kružnice vepsané do rovnoramenného lichoběžníka je r. Najděte
velikost úhlu při větší základně lichoběžníka, je-lí jeho obsah roven P jz.

*400. Bočná hrana pravidelného šestibokého jehlanu má velikost m cm, obsah
podstavy S cma. Jak velký úhel svírá bočná hrana s rovinou podstavy?

*401. Řešte nerovnosti:

—a_ z . '1 - i .
a)cosx>srnx cosx,b)smx>0,c)tg(x+1)4>1,

. _ :: tgx—2_ _ _
d)s1n(21ccosx)>0,e)tg2>tgx+2, f) s1nx+sm 3x<
< sin 2x + sin 4x.

402. Graficky najděte množinu řešení nerovností:
a) sin (1:(x+y)) > 0; b) sin (n xy) > 0 .

403. Zobrazte množinu všech řešení soustavy nerovností :
tg (1:(x+y)) > 0, tgn (x —y) > 0.

*404. Strany rovnoběžníka jsou a, b, (a > b), : je velikost jeho menšího úhlu,
e velikost delší, f kratší úhlopříčky, :, menší úhel sevřený úhlopříčkami.
Dokažte, že pak platí: a) e2 = a2 + b2 + 2ab cos :; b) f2 = a2 + b2 —
——2abcos:; c)4a“ = e“+f2+ 2efcos t1;d)4b2=e2+f2—2efcost1;
e) sinz1:sint=2ab :ef; f) cost.cos a': (e+f)(e —f).(a+ b).

.(a—b) :4abef; g)tgzl=2absmt' h)tgt=%fcs—ll;_íl;a2 _ b2 ,

. l
1)S =zV(2a+e+D(2a+e—-f)(2a—e+f) (e+f—2a).

*405. Dokažte, že v lichoběžníku zobrazeném na obr. 70 platí:

a) e2+f2=b2+d2+206

“+“w+©w—©;(1—6WF—ď=

c)p=„_bd+w;
a—c

A 01:70 B d)e2=ac_bd+(ad_abž(Ž+d)š

_a=+c=—b=—d=_ (a+c)=—(e=+f=) _
c)cost— 2ef _- 2ef ,
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,) sin%_ 2V<a+b+e—f)f(e+f—a—c);

gcosš= lV(a+c+f—e)e;a+c+e—f)
406. Najděte velikosti úhlů trojúhelníka, v němž jsou dány velikosti jeho stran:

a) a = 13, b = 18, c = 15; b)a = 186,b = 130,c = 113; C):: = 150,
b = 135, c = 255.

(s ——b) (s — :) É :
s s — a) , tg 2

(.s'—-a)(s—c:)t (s—__a___)_—(—s—b)_a+b+c_]„__—__Vs(s—b) s(s—c) kde s _ 2
Použijte logaritmického pravítka.

Tangens úhlu tvořeného sousedními stranami trojúhelníka ABC
(a = 29 m, b = 40 m) je roven 1,05. Spočítejte obsah toho trojúhelníka.

[Návodz Použijte vzorců tg % =

40.“

*408. Dokažte, že obsah rovnoramenného lichoběžníka je roven polovině sou­
činu čtverce úhlopříčky a sinu dvojnásobného úhlu tvořeného úhlopříčkou
a základnou.

409. Výpočtěte velikost stran a úhlů trojúhelníka, v němž je dáno:
a) a = 150 m, v„ = 24 m, y = 73,733"; b) v., = 17 cm, 1),= 23,8 cm,
7; = 19,860; c) va = 12 rn, vb = 15 m, 71,= 16 rn; d) c = 147 m,
v„ = 144m,;3 = 47,924“; e)c = 52 mm„ = 21 m,oc = 133,60;
f )b =*50cm, :, = 44 cm, a = 56,338“.Řešte i konstruktivně.

*410. Určete velikost ostatních stran, úhlů avelikosti poloměru opsané kružnice
r, vepsané g, obsahu P v trojúhelníku, v němž je dáno: a) ve : 140 m,
a = 77“75c50cc,/3 = 43567"; b) a = 509 m, b = 221 m, :( = 310,4 m;
c) c=102 m,a+b=170 m,a=88368c; d)c= 150m,a+b=
= 170rn, ;: = 1075480; e) c = 40 m, ve = 12 m, y : 104310c.

. Řešte nejvhodnějším způsobem trojúhelník:
a) a =_17„3 = 61055'40",y = 110026'40"; b)b = 113,5 = 61“55'40",
'y = 110026'40"; C) a = 119, c = 156, )! = 71040'30"; (1) b =: 145,
B = 61053'40", P = 8190 jz; e) a = 388, b = 389, a = 750-10'52";
f) b = 281, c = 680, y = 100045'21"; g) c = 120, b = 113, ff =
= 68380086cc.

412. Určete ostatní prvky trojúhelníka, v němž je dáno:
a) a = 330,1, b = 412,2, 7; = 58047'28"; b) b = 17,39, c = 22,88,
a : 42030'34"; c) P = 58 188, a = 330,1, ;? = 71042'42"; d) P =
= 58188, b :- 412,2, )! = 58047'28"; e) a = 15,47, b = 17,39, ;! =­

41_

475



*413.

*414.

415.

4105

u41

*418.

*419.

*420.

H*42

*422.

476

= 8803'27"; f) a = 1,275, c = 0,0565, B = 8902'5"; g) a = 15,47,
b = 17,39, y = 97384c17cc; h) c = 120, b = 113, fl = 61,916670.

Najděte velikoít stran v trojúhelníku, v němž je dáno:

a) a+b =VSŽ—l,a=132o„8=120;b)a=V2,b=1,az —p=
=503;c)a=4,g=1,b—c=2;d)az=600,tb=8,b+c=a.V3_.
Pokuste se o řešení konstruktivní.

Jakou silou je namáhána na ohyb skoba zatlučená do zdi, visí-li na ní
břemeno o váze 82 kp a působí-li na ní ještě v téže rovině šikmý tah
60 kp v úhlu 450 od svislého směru?

Váha konstrukce 300 kp se má rozložit na dva nosníky svírající se směrem
tíže úhly 47014' a 18053'. Vypočtěte jejich zatížení.

. Tři tlaky velikostí F1 = 25 kp, F2 = 36 kp a F3 = 29 kp, působící v téže
rovině, jsou v rovnováze. Vypočtěte velikosti úhlů, které tvoří vektory
těchto sil.

. Budova je vzdálena od řeky 20 m. Z jejího okna, 15m nad hladinou řeky,
je vidět šířku řeky v zorném úhlu 120. Jak je řeka široká ?

Z bodu C ležícího mimo spojnici AB byla vytýčena vzdálenost CD =
= 250 m a z jejich koncových bodů zaměřeny úhly: úhel ADC =
= 41344c44cc, úhel BDC = 2734698cc a úhel ACD = 80[; 44c. Vy­
počtěte vzdálenost AB.

V triangulační síti je zaměřenbod C trojúhelníka ABC pod úhly:
a) BAC = 503202 ABC = 75330c, kde A 5 (290, 340), B .=.-(—30 5,
—120); b) BAC = 673350, ABC = 403480, A s (—30, 120), B E
E (350, —200). .
Stanovte velikost AC.

Stanovte objem pravidelného čtyřbokého jehlanu, má-li jeho podstavné
hrana velikost a a úhel mezi hranami pobočné stěny má velikost a.

. Jehlan má podstavu tvaru kosočtverce o straně velikosti a. Dvě sousední
stěny jehlanu přiléhající k ostrému úhlu (velikostí a) podstavy jsou k ro—
vině podstavy kolrné a druhé dvě svírají s rovinou podstavy úhel velikosti
6. Určete objem jehlanu.

Do koule je vepsán pravidelný čtyřboký jehlan. Poloměr koule je R,
úhel bočné stěny jehlanu přivrcholu má velikost a. Určete plášťjehlanu.
Vyčíslete pro R = 27,3 dm, a = 64016'.
V trojúhelníku ABC se protínají těžnice v bodě 0. Najděte objem tělesa,
které vznikne rotací čtyřúhelníka ABCOA kolem strany AC, když AB —»=
= c, BC = a, úhel ABC = B.
Vyčíslete též pro c = 15 cm, a = 14 cm, 13= 67010'.



42 .01

426.

427.

Trojúhelník se otáčí kolem strany, k níž přiléhají úhly velikostí a, B.
Určete povrch takto vzniklého rotačního tělesa, má-li strana ležící proti
úhlu a velikost a.

Do kužele, jehož poloměr podstavy je r cm a úhel kolmého řezu při vrcholu
kužele má velikost 2a, je vepsán válec tak, že poměr velikostí jeho pláště
a pláště kužele je roven číslu m : n. Vypočtěte objem válce.

Vypočtěte objem pravidelného čtyřbokého jehlanu, je-li velikost polo­
měru jemu vepsané koule r a velikost úhlu při vrcholu bočné stěny a.

Vypočtěte velikost strany a úhlu rovnostranného sférického trojúhelníka,
jehož: a) úhel má velikost a = 800. Dokažte, že úhel rovnostranného
sférického trojúhelníka musí splňovat podmínku 600 < a < 1800; b)
strana má velikost a = 75030'.

Určete obsah pravoúhlého trojúhelníka sférického na kulové ploše, jejíž
poloměrje r = lOOja jehož odvěsnya = 30, b= 450.
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XVI. STEREOMETRIE

|. PŘÍMKY A ROVINY v PROSTORU,
VZÁJEMNÁ POLOHA

Zobrazte krychli ABCDA'B'C'D', jejíž hrana má délku a, v základní
poloze.
a) Vepište jí čtyřboký pravidelný jehlan ABCDV, jehož hlavní vrchol

V E S, kde S je střed stěny A'B'C'D'.
b) Vepište jí pravidelný čtyřstěn ACB'D'.
c) Vepište jí pravidelný osmistěn, jehož vrcholy jsou ve středech stěn

krychle.
d) Vyjměte zní kvádr ABEFAlBlElFl, kde E je střed hrany BC &A1

3

leží uvnitř hrany AA' tak, že AA1 = Í AA'.

2. Pravidelný osmistěn—vznikne ze dvou pravidelných čtyřbokých jehlanů,

.W

A

?“

CD

.“
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které mají společnou podstavu ABCD a vrcholy U, V v opačných
poloprostorech s hraniční rovinou ABC. Všechny jeho hrany jsou stejně
dlouhé. Vypište, které přímky vzniklé prodloužením hran osmistěnu
jsou s přímkou VB rovnoběžné, které různoběžné a které mimoběžné.

a) Kolik různých přímek určují vrcholy A, G, B', D' krychle
ABCDA'B'C'D' ? Které z nich mají polohu mimoběžnou ? Vypište je.

b) Kolik párů různoběžných přímek určují tyto vrcholy? Vypište z nich
ty páry, které obsahují přímku AC.

. Dokažte, že přímky AC a B'D', kde A, C, B', D' jsou vrcholy krychle
ABCDA'B'C'D', jsou navzájem mimoběžné. Na základě toho dokažte
dále, že i přímky AD' a SB', kde S “jestřed dolní podstavy krychle, jsou
navzájem mimoběžné.

Body N, S jsou mimo rovinu at a nejsou rovinou :! odděleny, bod P leží
v rovině az.Popište, jak sestrojíte vržený stín polopřímky PN na rovinu Jr,
je-li S bodem svítícím.

. Kolik různých úhlopříčných řezů lze sestrojit v krychli, obsahuje-li
každý z nich dvě tělesově úhlopříčky krychle? Sestrojte průsečnici p
dvou z nich ve volném rovnoběžném promítání.

Rovina g a přímka ;) mají jediný společný bod P.
a) Dokažte, že neexistuje v rovině g taková přímka q, aby platilo q || 1).
b) Jakou polohu má přímka p k přímkám roviny p?



8. ]akou vzájemnou polohu mohou mít přímky p a q, z nichž přímka p
leží v rovině g a přímka q v rovině a, je-li 9 IIa?

Jakou vzájemnou polohu mohou mít přímky p a q, z nichž přímka p leží
v rovině g a přímka q v rovině a, jsou-li roviny g a a navzájem různo—
běžné?
Sledujte tyto možnosti v krychli ABCDA'B'C'D', kde 9 z ABC,
a E BCD' a jejich průsečnice : E BC; přímky p a q nechť postupně
splývají s prodlouženými hranami nebo úhlopříčkami krychle.

10. Zobrazte krychli ABCDA'B'C'D' a bod M, který půlí hranu BB'.

ll.

Přímkamia E BD a b E A'C' proložte roviny9 E BDM a a E A'C'M
a určete jejich průsečnici :. Přesvědčte se, že průsečnici s protínají
přímky a, b ve dvou různých bodech.
Prodlužte libovolnou hranu krychle v přímku a uveďte ty stěny krychle,
s kterými je rovnoběžná. Udejte pro to důvody.

12. Zobrazte pravidelný čtyřstěn ABCV a sestrojte jeho řez s rovinou 9 E
:—MNP, kde M, N, P jsou po řaděstředy hran AV, BV, CV.
a) Dokažte, že rovina 9 je rovnoběžná s rovinou ABC.
b) Vypočítejte obsah řezu P, je—lidélka hrany čtyřstěnu a.
c) Sestrojte sít' spodní odťaté části čtyřstěnu.

13.'V rovině :: leží různoběžník ABCD. Bodem A jde přímka 1),která neleží
v rovině n, bodem C přímka q llp.
Určete průsečnici r rovin 9 E Dp a a E Bq a dokažte, že je s přímkami
p, q rovnoběžná.

14. Zobrazte čtyřboký pravidelný jehlan ABCDV a sestrojte jeho řez s ro­

l01

*16.

*1q

*18.

vinou 9 E ACM, kde M je středem pobočné hrany BV.
Dokažte, že přímka VD je s rovinou g rovnoběžná.

Zobrazte krychli ABCDA'B'C'D' a bod M, který leží uvnitř hrany BB'
tak, že platí BM : B'M = 1 : 2. Sestrojte průsečnici p rovin 9 E BCD'
a :: =_=.ADM a dokažte, že je rovnoběžná s přímkami AD a BC.

v krychli ABCDA'B'C'D' jsou přímkya 5 AC a b 5 A'B' navzájem
rnimoběžně. Sestrojte přímku 1)tak, aby ležela v rovině 9 E. DBB' a aby
rnimoběžky a, b protínala (příčka dvou mimoběžek).
Proveďte ve volném rovnoběžném promítání.

. Jsou dány dvě mimoběžně přímky a, b a bod M, který neleží na žádné
z daných mimoběžek. Popište, jak sestrojíte příčku mimoběžek a, b
jdoucí bodem M. Je tato úloha vždy řešitelná? Načrtněte si obrázek.

Zobrazte krychli ABCDA'B'C'D' a body M, N, P, které po řadě půlí
hrany BB', B'C', C'D'.
a) Sestrojte příčku q mimoběžek AM a PN jdoucí bodem A'.
b) Je možno sestrojit příčkup mimoběžekAB a D'B', která jde bodem A'?
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*19. Jsou dány mimoběžky a, b a přímka p, která není rovnoběžná s žádnou
z daných mimoběžek. Sestrojtc příčku q mimoběžek a a b tak, aby patřila
do směru p.
Je tato úloha řešitelná pro jakoukoli polohu přímky p? Načrtněte si
obrázek.
[Návod: Příčku q sestrojíme např. jako průsečnici rovin, z nichž jedna
je rovnoběžná s přímkou p a obsahuje přímku a a druhá je rovnoběžná
s přímkou p a obsahuje přímku b.]

. Zobrazte kvádr ABCDA'B'C'D' a bod S, který je středem horní pod­
stavy kvádru. Sestrojte příčku p mimoběžek a E AD a b EBS tak,
aby byla rovnoběžná s přímkou c E CC'.

*2©

21. Přímky a, b, c procházejí bodem V a neleží v téže rovině.. Na přímce a
zvolte body A1, A2, na přímce b body BI, 82 a na přímce c body C1, 02
vesměs různé a odlišné od bodu V. Jestliže se přímky A181 a A282, AIG,
a A2C2, BIC1 a B2C2 protínají, pak jedině v bodech, které leží na téže
přímce p. Dokažte to.

__ Zobrazte kvádr ABCDA'B'C'D', jehož rozměry jsou AB = a = 7 cm,
__ AD : b = 6 cm a AA' = c = 4 cm; sestrojte jeho řez s rovinou 9 E

E MNP, kde bod M je středem hrany A'B', bod N leží na polopřímce
DC za bodem C tak, že CN : 1,5 cm a bod P leží na polopřímce B'B
za bodem B tak, že BP : 2 cm.

Řešení (obr. 71)

Přímka PM leží v rovině stěny ABB'A' a protíná hranu AB v bodě U,
V který je vrcholem řezu; přímka

D' r NT || PM je průsečm'cí roviny
' DCC'D' s rovinou g a její průsečíky

R, T 3 hranami CC'aD'C' kvádru
jsou dalšími vrcholy řezu. Poslední
vrchol Q řezu roviny g s kvádrem
je průsečíkem přímky VR s hra­
nou BC, kde V je průsečík přímky

, MT s přímkouB'C'.
// 0 Závěr: Řezem roviny g s kvád­

A U 3 rem je pětiúhelník MUQRT, je—
hož sn'ana MU || RT a strana

\ MT||UQ.p
Obr-?! [í] Zobrazte čtyřboký pravidelný jeh—

—— lan ABCDV, jehož hrana podstavy
AB má délku a = 8 cm a tělesová výška VS = v = 8 cm. Sestrojte řez
jehlanu s rovinou 9 E MNP, kde bod M je středem hrany AV, bod N
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středem hrany DV 3 bod P leží na hraně BV tak, že platí VP: BP :
: 1.

Řešení (obr. 72)

Úsečka MN je střední příčkou trojúhelníka AVD, proto přímka MN
je rovnoběžná s přímkou AD a též s rovinou ABCD; průsečnice p ro­
viny g s rovinou ABCD musí být tedy s přímkou MN rovnoběžná za
předpokladu, že existuje.
Přímky AB a MP ležící
v rovině ABV se proti­
nají v bodě R, který patří
rovině ABCD i rovině g,
a tedy též jejich průseč­
nici p. Průsečnice 1) tedy
existuje, prochází bodem
R aje rovnoběžná s přím­
kou MN. Jelikož platí
BC || AD, AD || MN, je
BC || MN, BC !| P, a
proto i průsečnice PK
roviny BC V s rovinou 9 A 3 R
jerovnoběžnásprímkoup /

Závěr: Řezem roviny Obr.72
g s jehlanem je lichoběž­
ník PKNM, jehož základny tvoří úsečky PK a MN.

i__24.| Zobrazte pravidelný čtyřboký jehlan ABCD V, jehož hrana podstavy AB
_ má délku a = 8 cm a tělesová výška VS : v = 7,5 cm. Bodem Q,

který leží uvnitř úsečky SV tak, že platí vztah SQ: VQ : l : 2, veďte
rovinu g rovnoběžnou s rovinou VBC a sestrojte její řez s jehlanem.

Řešení (obr. 73)

Ved'me bodem Q přímky
b ||BV a c || CV, které jsou
rovnoběžné též s rovinou po­
bočné stěny BC V.Rovina gE bc
je tedy s rovinou BC V rovno­
běžná.

Jelikož přímky b a VB leží
v rovině úhlopříčného řezu
BDV našeho jehlanu, existují
průsečíky P, T přímky b se

Obr. 73
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stranami BD a DV trojúhelníka BDV. Jelikož přímky : 3 VC leží
v rovině úhlopříčného řezu ACV jehlanu, existují průsečíky M, N
přímky c se stranami AC a AV trojúhelníka AC V. Přímka MP je prů—
sečnice roviny g s rovinou ABCD, přičemž PM [[BC ; její průsečíky E,
F s hranami AB a CD tvoří 5 body T, N vrcholy hledaného řezu. Řez
EFTN je lichoběžník, jelikož platí vztahy: PM || BC, BC || AD, a tedy

též PM „MAD, AD || VBC, a tedy těž AD „Q, odkud plyne NTI! ADTPH
aZávěr: Řez roviny g s jehlanem je lichoběžníkEF TN.

25. Zobrazte krychli ABCDA'B'C'D', jejíž hrana AB má délku a = 4 cm.
Bod M leží na prodloužené hraně B'C' za bod C' tak, že platí C'M =..—
= B'C' = a. Sestrojte řez roviny g :—:A'BM s krychlí a vypočítejte
jeho obvod.

Zobrazte kvádr ABCDA'B'C'D', jehož rozměry jsou AB = a = 8 cm,
AD : b = 10 cm a AA' = c = 4,5 cm. Sestrojte jeho řez s rovinou
9 E A'PM, kde M je střed hrany CC' a P leží na prodloužené hraně AB
za bod B tak, že BP = 3 cm. Sestrojte též průsečnici roviny () s rovinou
stěny ADD'A'.

Zobrazte pravidelný čtyřboký hranol ABCDA'B'C'D', jehož hrana
podstavy AB má délku a = 4 cm a hrana pobočná AA 'délku c = 8 cm.
Uvnitř hrany BB' leží bod M tak, že BM = 3 cm, uvnitř hrany CC'
bod N tak, že CN = 7 cm. Sestrojte řez hranolu s rovinou g a AMN
a skutečnou velikost tohoto řezu.

28. Ve volném rovnoběžném promítání sestrojte řez roviny g = ABD' se
šestibokým pravidelným hranolem ABCDEFA'B'C'D'E'F'.

29. Zobrazte kvádr ABCDA'B'C'D', dále bod M, který leží uvnitř hrany
BD a přímku 17,která leží v rovině podstavy kvádru tak, že protíná
hrany AB a BC ve vnitřních bodech T a U. Sestrojte řez roviny 9,
která je určena bodem M a přímkou p s tímto kvádrem.

30. Zobrazte krychli ABCDA'B'C'D', jejíž horní podstava má střed S.
Sestrojte její řezys rovinami 9 E ABS a a E BCS a potom těleso, které
vznikne z krychle po vyjmutí přední odříznutě části rovinou g a pravé
odříznuté částí rovinou a. Sestrojte též pravoúhlý průmět tohoto tělesa
na rovinu ABCD, má_—lihrana krychle délku a = 4 cm.

. Zobrazte krychli ABCDA'B'C'D' a body M, N, kde M je střed hrany
AB a N středhrany C'D'. Sestrojte řeztéto krychle s rovinou 9 E A'MN
a dokažte, že je to kosočtverec.
[Návod: Ukažte, že řez má všechny strany stejně dlouhé a úhlopříčky
různé délky ]

32. Zobrazte kvádr ABCDA'B'C'D', jehož rozměry jsou AB : a = 8 cm,

2 .G

2 ._.

3_
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34.

37.

*40.

AD = b = 6 cm a AA' = c = 4cm. Sestrojte jeho řez s rovinou 9,
která je rovnoběžná s přímkou AC a prochází body D' a M (bod M je
středem hrany AB).

Zobrazte krychli ABCDA'B'C'D', jejíž hrana má délku a = 7 cm.
Sestrojte její řez s rovinou 9, která prochází body M, N a je rovnoběžná
s přímkoub=—O P. (M je středhrany A'D', N středhrany DC a P leží
uvnitřhranyBB' tak, žeplad BP: B'P=l: 3.)
Zobrazte čtyřboký pravidelný jehlan ABCDV, jehož hrana podstavy
AB má délku a = 7cm a tělesová výška VS = v = 7 cm. Sestrojte
jeho řez ABMN s rovinou g = ABM, kde M je střed hrany CV; určete
průsečnici p rovin BCV a ADV a dokažte, že přímky p, BM a AN se
protínají v jednom bodě.
Zobrazte čtyřbokýpravidelný jehlan ABCD V, jehož hrana AB má délku
a = 8 cm a tělesová výška VS = v = 8 cm. Sestrojte řez jehlanu s ro­
vinou g = MNP, kde M je střed hrany CV, N střed hrany DV a P bod,
kterýležínaůsečceVStak,že SP=3cm.
Zobrazte čtyřbokýpravidelný jehlan ABCD V, jehož hrana podstavy AB
má délku a = 7 cm a tělesová výška SV = v = 7,5 cm. Sestrojte jeho
řezs rovinami g a a, přičemž rovina g prochází bodem M a je rovnoběžná
s rovinou VBC a rovina a prochází bodem N a je rovnoběžná s rovinou
ADV.[Mjevnitřníbodhrany AVadělíjivpoměru AM: VM = 1:2,
NjevnitřníbodhranyCVadělíjivpoměru CN: VN=l:2.]
Zobrazte kvádr ABCDA'B'C'D', jehož rozměry jsou AB = a, AD = b,
AA' = c, a zkoste ho rovinamig = C'D'M a a =A'D'N, kde M, N

jsou vnitřní body hrany BB', přičemžplatí BM = MN = NB' =Š—.
Zobrazte libovolný čtyřstěn ABCV. Sestrojte průsečnici p rovin g =
=BCA', a=A',BC kde A' je střed hrany AV a B' dělí hranu BV
v poměru VB': BB'—= 1:2; potom určete řez čtyřstěnu s rovinou T,
která je určena přímkou p a vrcholem V.

Zobrazte čtyřstěnABCV a těžiště Ttrojúhelníka ABC. Uvnitř úsečky TV
zvolte bod L, na polopřímce AB za bodem B bod M a sestrojte průsečíky
přímkyp= ML s povrchem čtyřstěnu.
Zobrazte krychli ABCDA'B' C'D', jejiž hrana má délku a.
a) Sestrojte řez této krychle s rovinou g = POS, kde P je bod ležící na

polopřímce AB za bodem B tak, že platí BP = % AB, 0 je střed
horní podstavy a S střed spodní podstavy krychle.

b) Vypočítejte obsah řezu pomocí čísla a.
c) Sestrojte průsečíky přímky MP, kde M je střed úsečky OS, s povrchem

krychle.
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41.

2. PŘÍMKY A ROVINY K SOBĚ KOLMÉ.
SOUMĚRNOST PODLE ROVINY

Dokažte, že nejvýše dvě pobočné stěny jehlanu jsou kolmé k rovině jeho
podstavy.

42. Dokažte, že úhlopříčnýřezAA'C'C krychle ABCDA'B'C'D' je obdélník.
43. Hrana AB čtyřbokého pravidelného jehlanu ABCDV má délku a,

pobočná hrana AV délku b. Určete konstruktivně vzdálenost bodu M
od přímky CN, je-li M střed hrany AB a N střed hrany AV.

44. Určete konstruktivně i výpočtem vzdálenost v vrcholu A od tělesově

45.

46.

4 .q

*48.

úhlopříčkyBD' kvádru ABCDA'B'C'D', jsou-li jeho rozměry AB = a,
AD = b, AA' = c.
Hrany krychle ABCDA'B'C'D' mají délku a. Na polopřímce DC za
bodem C je zvolen bod M tak, že CM = a. Dokažte, že úsečkaMB udává
vzdálenost bodu M od přímky BD'.
Hrana AB čtyřbokého pravidelného jehlanu ABCDV má délku a, jeho
tělesová výška VS také délku a. Určete vzdálenost d bodu M od hrany

BC, leží-li M uvnitř úsečky VS tak, že platí SM = % VS.
Určete vzdálenost d středu pravidelného šestibokého hranolu
ABCDEFA'B'C'D'E'F ' od roviny 9, která je rovnoběžná s pobočnými
hranami hranolu a prochází body M, N, kde M je střed hrany AF
a N střed hrany AB. (Délka hrany AB je a.)
Je dán pravidelný čtyřboký hranol ABCDA'B'C'D', jehož hrana pod­
stavy má délku a a hrana pobočná délku b = 2a. Určete početně i kon­
struktivně vzdálenost d vrcholu B' od roviny BA'C'.

„TI Hrana AB a tělesová výška VS pravidelného čtyřbokého jehlanu
'— ABCDV mají stejnou velikost rovnou kladnému číslu a. Vypočítejte
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vzdálenost d středu S podstavy jehlanu od roviny jeho pobočné stěny.

Řešení (obr. 74)

Vzdálenost d je výškou SP pravoúhlého trojúhelníka VSM, kde M je
střed hrany BC. __2 _
Platí vztahd. VM=a.%, kde VM= a2+3: %Vs, z něhož

(:2 a2 __í=Ž_V_5—jed= — = —= _
2. VM a V5 1/5 5

Závěr: Vzdálenost středu S podstavy jehlanu od jeho pobočné stěny

jed = i? , kde a je dané číslo.



50. Zobrazte krychli ABCDA'B'C'D', jejíž hrana má délku a a sestrojte
přímku k, která je kolmá k rovině ABC' a prochází bodem M, který je
středem hrany A'B'. Určete početně vzdálenost bodu M od roviny ABC'.

51. Roviny g a a navzájem k sobě kolmé mají průsečnici :. Bod A leží v ro­
vině g a má od průsečnice : vzdálenost AA, = d, 96 0, bod B leží v ro­
vině a a má od průsečnice s vzdálenost BB1 = d2 :; 0. Vypočítejte délku
úsečky AB, má-li úsečka A,B1 délku m.

*52. V rovině g leží pravoúhlý trojúhelník ABC, jehož odvěsny mají délky a, b.
Ve středu S přepony tohoto trojúhelníka je vedena k rovině g kolmice
a na ní zvolen bod M tak, že SM : 1):;E0. Vypočítejte vzdálenost
bodu M od vrcholů trojúhelníka ABC na základě čísel a, b, v.

*53. Pravoúhlé průměty bodů A, B na rovinu 9 jsou A„ B,. 0 jakou délku
je nutno prodloužit úsečku AB, aby prot'ala rovinu g v bodě R, je-li
délka AA, = m, BB, : n, A,B, : d, a platí-li vztah m > 71.

54. Je dán čtyřboký pravidelný jehlan ABCD V, jehož hrana podstavy má
délku a a hrana pobočná délku b. Přímka MN, kde M je střed hrany AB
a N střed hrany VC, je příčkou navzájem mimoběžných přímek AB
a VC. Jaký vztah musí platit mezi čísly a, b, má—.1itato příčka být k přímce
VC kolmá?

|_5—_5._IDokažte, že přímka p spojující středy M, N hran AB a VC pravidelného
čtyřstěnu ABCV je k přímkám AB 3 VC kolmá. (Osa mimoběžek.)

Řešení (obr. 75) a

Trojúhelník VMC je rovnoramenný, jelikož VM : CM = 3- - VŠ,
má-li čtyřstěn hranu délky a; je tedy 1) _LVC. '
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a
Trojúhelník ANB je také rovnoramenný, jelikožAN = BN = -- .W;2
je tedy 1) _LAB.

Závěr: Přímka p je kolmá k přímce AB, je kolmá k přímce VC, je
tedy osou mimoběžek AB a VC.

56. V krychli ABCDA'B'C'D' vyhledejte alespoň tři páry mimoběžných
hran a určete osy těchto párů.

*57. V pravidelném čtyřstěnu ABCV je tělesová výška VS půlena bodem P.
Dokažte, že přímky AP, BP, CP stojí k sobě navzájem kolmo.

58. V rovině 9 je dán bod M; přímka p je s rovinou g rúznoběžná a má s ní
společný bod Pšé M. Bodem M ved'te v rovině g přímku q tak, aby
q i p. Proveďte diskusi vzhledem k poloze přímky [: k rovině g.

59. Dokažte, že pravoúhlým průmětem pravého úhlu AVB do roviny je
zase pravý úhel, leží-li jedno jeho rameno v prúmětně a druhé rameno
není k průměrně kolmé.
Zobecněte tuto poučku.

60. Dokažte, že pravoúhlými průměty mimoběžekp, q na rovinu n mohou být
a) dvě různoběžky,
b) dvě rovnoběžky,
c) přímka a bod, který na přímce neleží.
Ověřte si všechny tyto možnosti na krychli ABCDA'B'C'D', volíte-li
rovinu ABCD za prúmětnu n a prodloužené hrany nebo úhlopříčky
krychle za přímky p, q.

61. Zobrazte krychli ABCDA' B' C'D', jejíž hrana má délku 5 cm. Ke čtverci
BCC'B' sstrojte čtverec souměrný podle roviny g:= CC'P, leží-li
bod P uvnitř hrany AB tak, že platí AP——2BP.
[Návodz Bod B1 souměrný k bodu B podle roviny g leží na přímce BM,
kde M je vnitřním bodem hrany AD, přičemž platí DM = 2 AM.]

62. Zobrazte čtyřboký pravidelný jehlan ABCDV, jehož hrana AB má
délku a = 8 cm a tělesová výška SV = v = 8 cm. Sestrojte k němu
obraz jehlanu souměrné sdruženého podle roviny9, která jde vrcholem C
aje rovnoběžná s přímkami BD a VS.
[Návodz Přímka AG je kolmá k rovině g.]

|63—.|Určete všechny roviny souměrnosti útvaru U složeného ze dvou různých
_ poloroving a a majících společnouhraniční přímkup.

Řešení (obr. 76)

Útvar U má rovinu souměrnosti a: tehdy, jestliže se útvar U', který je
k útvaru U souměrný podle roviny az,s útvarem U ztotožní. (U' = U
v souměrnosti podle roviny oz.)V našem případě jsou dvě možnosti:
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a) ]e-li 9' E a a a' Eg, je útvar U' .=_U; rovina a: prochází hraniční
přímkou p, <I aa: = <):ga.
b) ]e-li g' 59 a a' EU, je také útvar U' 5 U; poloroviny a a 9 jsou
v souměrnosti podle roviny a samodružně, v důsledku čehož platí
vztahy 9 _La, a _Laz,p i a. Takových rovin a: je neomezený počet.

Závěr: Útvar U složený ze dvou
poloroving a a, které mají společ- „
nou hraniční přímku p, má ne- ::
omezený počet rovin souměrnosti.
Jsou to všechny roviny kolmé
k přímce p a rovina, která přím­
ku 1: obsahuje a' platí: šoa = “
= 41 901— Q

64. Co je geometrickým místem bodů
v prostoru, které mají 2! g
a) stejnou vzdálenost od dvou : 5
různých bodů A, B, P
b) stejnou vzdálenost od tří růz­
ných bodů A, B, C, které neleží 0"- 75
v téže přímce?

65. Na povrchu krychle ABCDA'B' C'D' najděte body, které mají od vrcholů
A, B, C' stejnou vzdálenost. [Návodz Určete průsečnici rovin souměr­
nosti úsečekAB a 30 .]

66. Stanovte všechny roviny souměrnosti čtyřbokého pravidelného jehlanu
ABCDV.

67. Stanovte všechny roviny souměrnosti krychle.

68. Existují roviny souměrnosti dvou navzájem mimoběžných přímek?

68. V rovině ar leží kružnice k E—(S; r), mimo rovinu :: bod P.
a) Které body kružnice k mají od bodu P stejnou vzdálenost?
b) Který bod kružnice k má od bodu P nejmenší a který největší vzdále­

nost? [Návodz Uvažujte souměrnost podle roviny 9 _1_az, která jde
body P a S.]

70. Určete roviny souměrnosti útvaru složeného z roviny 9 a přímky p s ní
různoběčně,
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3. ODCHYLKA PŘÍMEK A ROVIN, ODCHYLKA
PŘÍMKY OD ROVINY

71. Pravidelný trojboký hranol má všechny hrany stejně dlouhé. Určete
početně i konstruktivně odchylku úhlopřlček pobočných stěn, které
vycházejí z téhož vrcholu hranolu.

72. Určete početně i konstruktivně “odchylku roviny g .=.BA'C' od roviny
ABCD krychle ABCDA'B'C'D', jejíž hrana má délku a.

73. Určete početně odchylku dvou sousedních stěn pravidelného osmistěnu,
jehož hrany mají délku a.

74. Rotační kužel má poloměr podstavy r a tělesovou výšku ?): 3r. Vy­
počítejte odchylku jeho tečné roviny od roviny podstavy.

75. Nad horní podstavou rovnostranného válce je postaven rovnostranný
kužel, jehož vrchol je V. Určete početně odchylku přímky PV od roviny
spodní podstavy válce, je-li P libovolný bod kruhové hrany této podstavy.

76. Pomníček je zakončen pravidelným čtyřbokým jehlanem, jehož všechny
hrany mají délku a. Určete konstruktivně i výpočtem odchylku jeho
protilehlých pobočných stěn.

77. Jehlan ABCDV má za podstavu tětivový čtyřúhelník, jehož střed opsané
kružnice je S. Tělesová výška jehlanu je VS = v. Dokažte, že pobočně
hrany tohoto jehlanu mají od roviny podstavy stejné odchylky.

78. Je dán čtyřboký pravidelný hranol ABCDA'B'C'D', jehož hrana pod­

“_

Obr. 77 B 3
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stavy má délku a a hrana pobočná délku 2a. Určete početně i konstruk­
tivně odchylku roviny 9 E ACD' od roviny podstavy ABCD.

V W Pravidelný trojboký jehlan ABCV, jehož
_ hrana podstavymá délku a a tělesovávýš­

ka VS : 0, má odchylku pobočné hrany
od roviny podstavy a“ a odchylku pobočné
stěny od roviny podstavy Bo. Jaký je vztah
mezi oběma odchylkami?

Řešení (obr. 77)

]e-li D střed hrany AB, je %:DCV =
C = a a <; CDV = ,3.

v : 3v_=3v.Ví=v.l/3T
.Vš a_Ví 3G a

,



80.

8_

u

!“

tgp: : _: = ,
_ 3:1 a

—'V3 G.V36

t53:2, tg,B=2tga.
tga

Závěr: Odchylky jsou vázány vztahem tg „B= 2 tg oz.

Zobrazte krychli ABCDA'B'C'D', jejíž hrana má délku a a přímku
p = MN, kde M je střed hrany A'D' a N leží uvnitř hrany BB' tak, že

BN = í—BB'.Určete výpočtem odchylku přímky 1)od roviny ABCD.

. Obdélníkový pozemek ležící na svahu, který má od vodorovné roviny
odchylku ao, je zobrazen na mapě obdélníkem o délce a a šířce b. Jak
velkou výměru má ve skutečnosti, je—limapa provedena v měřítku 1 : m?

Vypočítejte odchylku a přímkyp E AB [A E (5, 7; 9), B E (2; 3; 4)]
od půdorysny n.

Jsou dány dvě různoběžné roviny g a a, jejichž odchylka je 0:0.Bod M
leží na průsečnici ;) obou rovin. Dokažte, že odchylka kolmic kl, Ii:2
vedených bodem M k rovinám g a a je také 0:0.

84. Podstavu ABCD čtyřbokéhojehlanu ABCDV tvoří rovnoramenný licho­

87.

S"

běžník, jehož základny AB, CD mají délky :;1 = 6 cm, z2 = 3 cm a výška
v = 3 cm. Tělesová výška jehlanu má délku VU = 5 cm, přičemž U je
průsečík úhlopříček podstavy. Určete konstruktivně odchylku průseč­
nice ;: stěn ADV a BCV od roviny podstavy jehlanu.

Kvádr ABCDA'B'C'D' má rozměry AB = a, AD = b a AA' = c.
a) Jaký vztah je mezi těmito rozměry, je—liodchylka přímky BD' od

roviny ABCD rovna 450?
b) 0 kolik se musí zvětšit rozměr : při pevně zvolených rozměrech a, b,
aby se zvětšila tato odchylka o 15“)?

Je dán pravidelný čtyřboký jehlan ABCDV, jehož délka hrany podstavy
je a = 8 cm a tělesová výška VS = v = 4 cm. Určete početně i kon­
struktivně odchylku kolmice vedené středem M hrany BC ke stěně ADV
od roviny ABCD.

]e dán pravidelný šestiboký jehlan ABCDEF V, jehož délka hrany pod­

stavy je a a tělesová výška VS = v = %. Určete početně odchylku a:
roviny 9 E ACV od roviny podstavy jehlanu.
Kvádr ABCDA'B'C'D' má rozměry AB = a, AD = b a AA' = c.
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Určete konstruktivně odchylku a:přímky BC' od roviny BCD'. (Volte
a=4cm,b=3cm, c=6cm.)

| 39. = 6 dm
a 32 = 2 dm; jeho úhlopříčky stojí k sobě kolmo. Pomocí čísel z„ ::2vy­
počítejte odchylku strany komolého kužele od roviny větší podstavy.

8
D 2 C Řešení (obr. 78)

Označme o: úhel <):BAD. Potom tg a: =
ED _ _ Š

450 _;TE, kde ED—SIU+ USa— 2

+Ž2Ě=M,AE=ZI_—__zz_1etedy
a tga=m=£=2aa=63o26'.

A E & B zl — 22 4Závěr: Odchylka strany komolého kužele
Obr.78 od roviny jeho větší podstavy je a = 63026'.

*90. Je dán rotační válec, jehož podstava má poloměr r, a bod M, který má
od osy válce vzdálenost d. Jakou odchylku mají tečné roviny válce jdoucí
bodem M ? Je tato úloha vždy řešitelná? Proveďte též pro r—_ 3 dm
a d—= 6.dm

*91. Nad obdélníkovým okapem o rozměrech a, b je postavena sedlová střecha
se sklonem ao. Je-li „Boodchylka úhlopříčky střechy od roviny okapu,
dokažte, že ,8 < az.

[Návod: Určete poměrŽ—Žpomocí čísel a, [>.]

*92. Podstavou pravidelného hranolu trojbokěho je rovnostranný troj­
úhelník ABC, jehož strana AB má délku a.
Hranou AC podstavy hranolu je vedena rovina g, jejíž odchylka od
roviny podstavy je ao. Jak velký úsek vydná rovina g na pobočně hraně
hranolu, která jde vrcholem B ?

*93. Dva rovnostranné trojúhelníky ABC, ABC' mají společnou stranu AB
a leží v různých rovinách. Vypočítejte délku úsečky CC', má—listrana AB
délku a a je—liodchylka rovin trojúhelníkůao .

4. HRANOL, VÁLEC

94. Určete délku hrany želemě krychle, která má hmotnost 1 tunu. (Hustota
železa g = 7,8 g/cm3.)
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$" Určete tloušťku : plechu, z něhož je zhotovena krychle o hraně délky a,
je-li hustota plechu g a hmotnost krychle M.

96. Krychli je opsána koule o poloměru r. Vypočítejte povrch a objem
krychle.

9 . Povrch krychle je S. Vypočítejte její objem V.

98. Hrana krychle nebyla změřena přesně. Byla zjištěna její střední aproximo­
vaná hodnota ::1 a prostá chyba a. S jakou chybou je nutno počítat
při určování a) povrchu, b) objemu krychle?

Řešení

Označme a skutečnou velikost hrany krychle, P její povrch a V její
objem. Platí: al — e g a ; al + a a také 6(a1 ——45)2; P ; 6(a1 + e)2,
neboť a1 —s > 0 vzhledem k tomu, že číslo s je oproti číslu a1 velmi
malé.
Prostá chyba, s kterou je nutno počítat u povrchu naší krychle, je

6(al + 3)2 — G(al — as)2
51: *———z——

_.

= 3(a*1"+ 2als + 52 ——ala + Zale — 52) =

= 12ale. Jelikož platí též nerovnost (a1 —£)a ; V ; ((:1+ e)“, je
prostá chyba, s kterou nutno počítat u objemu naší krychle, 32=

_ ((:1 + (a)3— (_a1— s)3 _ až + 3aÍs + 3:11:52+ 63 — až + Baše —
_ _ 2
_ 2 3
32 = 3a125+ 63= hře. (a3má hodnotutakmalou,žeji lze

zanedbat.)
Závěr: U povrchu P naší krychle je nutno počítat s chybou &,= 12ale,

u jejího objemu V s chybou 32 = 3a125.
99. Stanovte hmotnost vzduchu v učebně tvaru kvádru o rozměrech a =

= 10m, = 6 rn, c = 3 rn, je-li hustota vzduchu 9 = 1,208kg/m3.

100. Za jakou dobu se naplní nádrž tvaru kvádru, jsou—lijejí rozměry a =

= 8 m, b = 5 m, : = -3-rn, přitéká-li do ní každou minutu 501 vody?
. 4

101. Rozměry kvádru jsou v poměru 2: 3: 6. Jeho tělesová úhlopříčka má
délku 14 cm. Určete jeho povrch a objem.

102. Rozměry kvádru jsou v poměru 2: 3:4; jeho povrch S = 13dmz.
Vypočítejte objem kvádru.

103. Stěny kvádru, které mají společný jeden vrchol, mají obsahy 6 dmz,
8 dmz, 12 dmz. Vypočítejte jeho objem.

104. Pobočná hrana kvádru má délku c = 4 dm, jeho tělesová úhlopříčka

délku u = %, kde a je obvod jeho podstavy. Určete jeho objem.
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10.01

106.

107.

108.

109.

110.

11 _

112.

E', B'

Kvádr má povrch S = 166 cm'-"a objem V = 140 cm3. ]e-li jeden jeho
rozměr a = 4 cm, určete ostatní rozměry.

Vypočtěte objem prostoru pod střechou domu, který je 15 m dlouhý
a 8 m široký, je-li výška štítu 3,5 m.

Při melioračních pracích je hloubena hlavní odpadová stoka tak, že
kolmý řez stokou tvoří rovnoramenný lichoběžník ABCD, jehož zá—
kladny mají délky AB = zlm, CD : zzm a výška v m. Kolik m3 zeminy
obsahuje výkop stoky na délce d rn?

Skleněný pravidelný trojboký hranol má hmotnost M = 129,9g. Jak
je vysoký, je-li délka hrany podstavy a = 2cm a hustota skla 9 =
= 2,5 g/cma?

Podstavu kolmého hranolu tvoří pravoúhlý trojúhelník, jehož odvěsny
mají délky v poměru 3: 4. Výška hranolu má délku 0 2 cm menší než
větší odvěsna trojúhelníkové podstavy. Určete objem hranolu, je-li jeho
povrch 468 cm2.

Podstavou kolmého čtyřbokého hranolu je kosočtverec ABCD, jehož
strana má délku a = 3 cm. Vypočítejte jeho objem, mají-li jeho tělesově
úhlopříčky od roviny spodní podstavy odchylky 300, 450.

[Návodz Jsou-li e, f velikosti úhlopříček podstavy a v výška hranolu,

platívztahv=e=—f-]V?
. Podstavu vodojemu 2 m hlubokého tvoří pravidelný šestiúhelník, jehož

strana má délku 2 m. Kolik hl vody pojme?

V krychli ABCDA'B'C'D' je vedena hranou CC',jejíž délka je a, rovina 9
D' C tak, že rozdělí krychli na dva kolmé hranoly

(čtyřboký a trojboký), jejichž objemy jsou
v poměru 3: 2. V jakém poměru je touto
rovinou rozdělena hrana AB?

_

Řešení (obr. 79)

Řez rovinyg s krychlí je obdélník CC'E'E,
jehož vrcholy E, E' leží na hranách AB
a A'B'. Označíme-li V, objem čtyřbokého

D // C hranolu AECDA'E'C'D', který má za pod­
// stavu pravoúhlý lichoběžník, jehož zá­

// kladnýmajídélkyAE = x, CD = a a jehož
E a-x B výškaAD = a, V;objem trojbokého hranolu,

Obr.79 který má za podstavu pravoúhlý trojúhelník,



113.

*114.

115.

*116.

*117.

*118.

119.

12O

121.

122.

123.

jehož odvěsny mají délky EB = a — x a BC = a, potom platí podle
podmínky úlohy vztah V1: V2 = 3 : 2. Výšky obou hranolů mají délku
a, takže platí ityto vztahy:

Pla:P2a=P1:P2=a_;x :?;x
(P1, P2 jsou obsahy podstav obou hranolů), odkud x = % , a —x =

4“ v . _ _ í . _í _ .
—?,takzex.(a x)— 5 . 5 —l.4.

Závěr: Rovina g rozděluje hranu AB v poměru 1 : 4.
Dokažte, že objem kolmého trojbokého hranolu se rovná polovičnímu
součinu z obsahu jedné pobočné stěny a její vzdálenosti od protější
pobočné hrany.
Vypočítejte plášťkvádru ABCDA'B'C'D', má-li úhlopříčka AC délku u,
(BAC=,Ba <)ZCAC'=a.
Jsou-li odchylky tělesově úhlopříčky kvádru od jeho stěn do, B“, 70,
dokažte, že platí:
a) sinzat + sinŽB+ sinzy = 1;
b) coszaz+ cossz + coszy = 2.
Určete plášť pravidelného šestibokého hranolu, má—lijeho stěnová úhlo­
příčka délku d a odchylku od roviny podstavy ato.

Vypočítejte objem kosého čtyřbokého hranolu, jehož podstavou je koso­
čtverec mající výšku v a ostrý úhel oc,mají-li jeho pobočné hrany délku a
a od roviny podstavy odchylku Bo.
(Též pro v = 6,1 cm, a = 3904', a = 24,9 cm, 6 = 6602'.)
Jednou hranou dolm' podstavy a protilehlým vrcholem horní podstavy
pravidelného trojbokého hranolu je vedena rovina, která má odchylku
od roviny spodní podstavy ao. Vypočítejte objem hranolu, má-li vzniklý
řez obsah 'P.

Vypočítejte objem trojbokého kolmého hranolu ABCA'B'C', který má
za podstavu trojúhelník ABC, jehož strany mají délky AC = b = ] dm,
BC = a = 2 dm a <)2ACB: y = 600, je-li výška hranolu v = AB.

a=(a+x):(a—x)=3:2,

. Dvouválcový motor má vrtání 70 mm a zdvih 80 mm. Jak velký je
„obsah“ jeho válců v cm3?

Jaký průměr má měděný drát 100 m dlouhý, je—lijeho hmotnost 40 kg?
(Hustota mědi g = 8,9 g/cm3.)

Válcová roura má délku d, světlost : a tloušťku :. Jak velký je její povrch?
Nádoba tvaru rotačního válce o poloměru podstavy r je naplněna vodou.
Oč vystóupí voda v nádobě, ponoří-li se do ní pravidelný čtyřstěn, jehož
hrany mají délku a?

493



124. Sestrojte kruh, jehož obsah se rovná povrchu rotačního válce, jehož
podstava má poloměr velikosti r a tělesovou výšku v.

125. Dva rotační válce mají shodné podstavy o poloměru r. Plášť jednoho
z nich se rovná povrchu druhého. Oč se liší jejich tělesově výšky?

126. Stanovte poměr objemů tří rotačních válců opsaných kvádru s rozměry
AB=a=2cm,AD=b=3cm,AA' =c=4cm.

*127. Rovnostranný válec má podstavu o poloměru velikosti 1. Rovina g rovno­
běžná s osou válce vytíná v podstavě tětivu délky r a rozděluje válec na
dvě tělesa T1a Tz. Určete jejich objemy.

„234 Rotační válec má povrch S = 201tdma. Úhlopříčka jeho osového řezu
__ má délku u = 5 dm. Určete jeho objem V.

0 Řešení (obr. 80)
SI

D Objem rotačního válce je V = “rtf-“v,kde r je
poloměr podstavy a v tělesová výška válce; v a

u v r vypočítáme ze vztahů
21tr(r + v) = 205 (1)

41-2+ v“ = 25 (2)

A s r 3 10 — r“
Obr.80 Ze vztahu (l) je v = ; ze vztahu (2)

po dosazení za v plyne rovnice 25 = 4,2 +
_ 2

+ (QT—rz) , která po úpravě má tvar r“ — 9:—2+ 20 = 0. Její klad­
né kořenyjsou r1 = 2 a r2 = V;
Je tedy nutno rozlišit dva případy:

a) je-lir=2,jev=E—2———4=3aV=12-rt;
__ 10 — 5 _ _

b) jc-lir=V5,jev =—VŠ_ = VSa V=51tV5.
Závěr: Objem rotačního válce je buď 121cdm3,nebo Sul/š dms.

129. Plášť rotačního válce se má k obsahu podstavy jako 5:3. Určete jeho
objem, má-li úhlopříčka osového řezu délku 39 cm.

*130. Z válcového kmene má být vytesán trám největší nosnosti. Jak velký
je odpad v procentech?
[Návod: Trám má největší nosnost, jsou-li rozměry jeho podstavy v po—
měru l : 2.]
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13_

132.

133.

134.

135.

136.

137.

139.

140.

*141.

. Nádoba tvaru rotačního válce, jehož výška v = 20 cm a poloměr pod­
stavy r = 5 cm, je naplněna vodou. Kolik vody v ní zůstane, nakloníme-li

ji o úhela:: 450?(1t= ?.)
Svinutím čtverce se může zhotovit plášťrotačního válce. Určete odchylku,
kterou má úhlopříčka osového řezu tohoto válce s rovinou podstavy.

Do podstavy rovnostranného válce je vepsán pravidelný desetiúhelník,
jehož strana má délku a. Určete plášť a objem tohoto válce.

5. JEHLAN A KUŽEL

Rovina 9 E ACD' utíná z krychle ABCDA'B'C'D' jehlan ACD'D,
jehož povrch je S. Určete povrch krychle.
Stan tvaru jehlanu má mít za podstavu čtverec, jehož strana má délku
a = 2 m a výšku 'a = 1,8 m. Kolik rn2 plátna je třeba k jeho zhotovení?
Jak velkou tělesovou výšku má trojboký jehlan, jehož objem V = 200 cm3,

mají—lihrany podstavy délky 4? cm, 10 cm, 12? cm?
Rovina9 E BC'A' odděluje z krychle ABCDA'B'C'D' jehlan BA'C'B'.
Vypočítejte jeho objem, má—lihrana krychle velikost a.

. Do krychle, jejíž hrana má délku a, je vepsán pravidelný osmistěn. Vy—
počítejte jeho povrch a objem.
[Návod: Vrcholy osmistěnu jsou ve středech stěn krychle.]
Do krychle, jejíž hrana má délku a, je vepsán pravidelný čtyřstěn. Vy­
počítejte jeho objem.
[Návod: Vrcholy čtyřstěnu jsou krajní body mimoběžných úhlopříček,
které leží v protějších stěnách krychle.]

Vypočítejte povrch pravidelného čtyřbokého jehlanu, jehož pobočné
hrany mají délku u, kde u je délka úhlopříčky podstavy jehlanu.

Do podstavy polokoule je vepsán trojúhelník ABC, jehož strany mají
délky a = 25 cm, b = 24 cm, c = 20 cm. Vypočítejte objem jehlanu
ABCV, leží-li jeho hlavní vrchol V na povrchu polokoule tak, že má
od roviny podstavy polokoule největší vzdálenost.

[Návod: Použijte vzorce P = % , kde P je obsah trojúhelníka ABC,
a, b, c délky jeho stran a r poloměr opsané kružnice.]

142. Pobočná hrana pravidelného čtyřbokého jehlanu má délku 4:= 5 cm
a odchylku a: = 300 od roviny jeho podstavy. Vypočítejte objem jehlanu.
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*143. Určete objem V pravidelného pětibokého jehlanu, má-li jeho pobočná
hrana délku a a je-li a“ odchylka této hrany od roviny podstavy jehlanu.

*144. Kovová tyč podoby pravidelného trojbokého hranolu má za podstavu
rovnostranný trojúhelník ABC, jehož strana má délku a. Tato tyč byla
seříznuta rovinou jdoucí hranou AG 3 mající odchylku a“ od roviny ABC.
Vypočítejte objem jehlanu, který rovina z tyče odtíná.

145. Určete objem pravidelného osmibokého jehlanu, jehož tělesová výška
v—— l m, je-li odchylka pobočné hrany od roviny jeho podstavy a: = 600.

|145_| Hrana krychle ABCDA' B' C'D' má délku a. Zobrazte řez této krychle
s rovinou g—= MNP, kde M, N, P jsou po řaděstředyhran AA, CC',
AB a vypočítejte objem a povrch jehlanu, který má řez za podstavu
a hlavní vrchol v bodě B'.

Řešení (obr. 81)

D' “ C' Rovinag protíná krychliABCDA'B'C'D'
7- / v pravidelném šestiúhelníku MPQN UT,

\ II 0 který má střed ve středu 0 krychle. ]eho
A, \ l _ a _

\ a , / stranymají délku MP : 51/2. Poboč­
\ \ , / + =/ N né hrany jehlanu,který má řez za pod­

% / stavu a hlavní vrchol v bodě B', mají

M //// / \ a délkuMB' = %Vš. Je tedy jehlan\
/ D ,', \ C MPQN UTB' jehlanem pravidelným s tě­

/ __

/ / \ lesovou výškou B'O = 31/3. ]eho ob­/ / 0 2
1 2 _

A P 8 jemV=ÉP.v=l-(6-g-V3).
Obr. BI

-—V3= — ].eho povrchS= P +

+ 6. —V2. v', kde v' je výška trojúhelníka MPB' vedená z vrcholu
2 2 2

B' na stranu MP; její délka je v' = Ž;——2li6=1—618a=š—V18 =
3a '—

= ? V2. 2 _ _
]etedypovrchS = 6 .21i6.1/3+ 6 —%V23= %21/3+—9“

%(V3 + 3)
2

Závěr: Uvažovaný jehlan má objem V—— 3—3—3a povrch S = Ta
(V3+ 3)

2
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14.si

*148.

*149.

15.

*151.

152.

153.

154.

15 .01

156.

157.

158.

159.

Čtyřboký jehlan, jehož pobočné hrany jsou stejně dlouhé, má za pod­
stavu obdélník. Určete jeho objem V, je-li jeho tělesová výška v a od­
chylky pobočných stěn od roviny podstavy 0:0,50.
Podstavou jehlanu ABC V je rovnoramenný trojúhelník ABC, jehož
ramena AC : BC mají délku a = 15cm a svírají úhel a: : 130013'.
Pobočná hrana jehlanu, která jde vrcholem C, je kolmá k rovině pod­
stavy, další dvě pobočné hrany AV a BV mají od roviny podstavy od­
chylky ;? = 26019'. Určete objem jehlanu.

Vzdálenost středu podstavy pravidelného šestibokého jehlanu od středu
jeho pobočné hrany je d, odchylka dvou pobočných hran při hlavním
vrcholu jehlanu ležících v téže pobočné stěně je 130.Vypočítejte plášť
jehlanu.

Kružnice opsaná podstavě pravidelného čtyřbokého jehlanu má poloměr
r = 25,3 cm, odchylka pobočné stěny jehlanu od roviny jeho podstavy
je a = 65036'.
Vypočítejte povrch jehlanu.
Vypočítejte objem čtyřbokého jehlanu ABCDV, jehož podstavu tvoří
rovnoramenný lichoběžník ABCD (AB || CD, BC : CD : DA : a,
<,tBAD : a < R), mají-li všechny pobočné hrany jehlanu od roviny
podstavy tytéž odchylky ,Bo.

Ocelový nástroj k prorážení plechu má tvar válce zakončeného kuželovým
hrotem. Jakou má hmotnost, je-li průměr válce d = 20 mm zároveň
průměrem kužele, výška válce vl : 50 mm a výška kuželového hrotu
„2 = 60 mm. (Hustota oceli g = 7,85 g/cm3.)

Rovnostranný kužel má výšku v. Vypočítejte jeho povrch a objem.

Objem rovnostranného kužele je V. Určete jeho povrch S.
Plášť rotačního kužele měří 15 7-tcm2; po rozvinutí do roviny tvoří čtvrt­
kruh. Určete objem kužele.

V krychli o hraně délky a je kužel, jehož podstavu tvoří kruh vepsaný
dolni podstavě krychle ; jeho vrchol leží ve středu horní podstavy krychle.
Vypočítejte jeho povrch a objem.
Čtyřbokému pravidelnému jehlanu, jehož všechny hrany mají délku a,
je opsán rotační kužel. V jakém poměru jsou jejich pláště?
Obsah podstavy rotačního kužele a jeho plášť jsou v poměru 1 : 3; obvod
jeho osového řezu je 12 cm. Určete objem kužele.

Povrch rotačního kužele má se k obsahu podstavy jako 18: 5. Určete
objem V kužele, je-li jeho tělesová výška v = 12 cm.

160. Obsah podstavy rotačního kužele se má k plášti jako 3: 5. Jeho tělesová
výška v = 4 cm. Vypočítejte povrch a objem kužele.
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161. Do rotačního kužele je vepsán rotační válec, jehož výška se rovná polovině
výšky kužele. Určete poměr objemů obou těles.

1"162.]e-li do rotačního kužele o poloměru podstavy velikosti r a tělesově výšce
velikosti v vepsán rotační válec o poloměru podstavy g a tělesově výšce u,

pak platí mezi čísly r, 1),g, u vztah % + % = 1. Dokažte to.

|163'Í Dva rotační kužele K1, K2, které mají stejné tělesově výšky v a poloměry
———podstav rl, r2, jsou do sebe vraženy tak, že vrchol jednoho je ve středu

podstavy druhého. Určete objem společně části obou kuželů.
,.2

K.?

V2 a

> S

V1

K1

"
';

Obr. sa Obr. aa

Řešení (obr. 82)

Těleso společně kuželům K1, K2 se skládá ze dvou kuželů, jejichž
společná podstava má polomer g a tělesově výšky jsou vl, va. Objem

tohoto tělesa V = i 11:9sz+ %Ttgzvz: íngzcvl + v,) = ? Treat).3

Jelikož platí úměry 9er = 02:1), 9er : vlzv, je r,:rl : 02:01,
_ rz—v rlv2 rlrafv rlr2Tz.(r1+rz)=vz:v,vz=—, : =—_= ,

?1+ rz v v(rl + rz) rl + ra
1 7ertakžeV: —1w'A .
3 ("1+ 792

rřrš_ „ ., . o ' 1

Závěr:ObjemspolecnécásttkuželuK1,K2je V = ? m: ' m ­
Em Rotační kužel a rotační válec mají společnou podstavu ; vrchol kužele
—'"' leží ve středu horní podstavy válce.

Vypočítejte odchylku osy kužele ,od jeho strany, jsou-li povrchy válce
a kužele v poměru 7 : 4.

Řešení (obr. 83)
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Podle podmínky úlohy platí vztah

2m(r+v)_l . r+v_1
m—4,Zněh0žjer+s—8. (1)
Rovnici (1) lze upravovat takto:

l+cotga 7
l+coseca_g,

cos a
sin a:

1+_1_
sin o:

,
l
8

sina+cosa _ 7
l + sin a 8 ,

Ssinaz+ 8cosaz=7 + 7sina,
sin a + 8 cos 0: = 7 .

Poslední rovnici vyhovuje ostrý úhel a = 36052', jehož sin a = %.
Závěr: Odchylka osy kužele od jeho strany je a = 36052'.

*165. Určete objem tělesa, které vznikne rotací pravoúhlého trojúhelníka,
jehož odvěsny mají délky a = 13,6 cm, b = 25,5 cm, okolo jeho přepony.

*166. Ostroúhlý trojúhelník se otočil postupně kolem svých stran, jejichž délky
jsou a, b, c. Dokažte, že o objemech V1, V2, V3 takto vzniklých těles

] l 1

platívztahV,.V2.V,—í.í.í.
[Návodz Uvažte, že platí: o . v„ = a . va = b . v„.]

*167. Osový řez rotačního kužele má obsah P a úhel při hlavním vrcholu 2,8.
Vypočítejte objem kužele.

168. Jak velký je povrch rotačního kužele, jehož podstava má poloměr r,
je-li a:oodchylka jeho strany od roviny podstavy?

*169. Strana rotačního kužele délky s má od roviny podstavy odchylku ao.
Vypočítejte objem a povrch kužele.

170. Kruh k o poloměru velikosti r je společnou podstavou dvou rotačních
kuželů, jejichž vrcholy leží v témže poloprostoru s hranicí, kterou tvoří
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*171.

*172.

*173.

17P

175.

176.

500

rovina kruhu k. Strany kuželů mají od roviny podstavy odchylky a“ a B“.
Vypočítejte objem tělesa mezi plášti obou kuželů, je-li a > 6.

Pravoúhlý trojúhelník má obsah P a jeden ostrý úhel a. Vypočítejte
objem tělesa, které vznikne otočením tohoto trojúhelníka okolo jeho
přepony.

Technické těleso se skládá ze dvou rotačních kuželů, které mají spo­
lečnou podstavu poloměru r a vrcholy v opačných poloprostorech
s hranicí 9, kde 9 je rovina podstavy obou kuželů. Určete objem tohoto
tělesa, jsou-li (plo,9:20odchylky stran kuželů od roviny podstavy g.
Jaký obsah má osový řez uvedeného tělesa?

V podstavě rotačního kužele přísluší tětivě délky 3,4 dm středový úhel
velikosti 37016'. Odchylka strany od jeho osy je 18010'. Vypočítejte
objem kužele.

6. KOMOLÝ JEHLAN A KOMOLÝ KUŽEL

Otevřená nádoba z hliníkového plechu má tvar pravidelného čtyřbokého
komolého jehlanu, jehož hrana horní podstavy má délku ::1= 22 cm,
hrana dolní podstavy délku a2 = 10 cm a tělesová výška v = 80 mm.
a) Jakou má hmotnost, je-li hmotnost 1 dm2 plechu 13 g.
b) Určete její objem.

Hlavice sloupu má tvar pravidelného čtyřbokého komolého jehlanu.
Určete její objem, má-li hrana dolní podstavy délku al, hrana horní
podstavy délku a2 a hrana pobočná délku b . (::1> cz.)

Ze 2 ms páleného vápna obdržíme 5 m3 vápna hašeného. Kolik m3 vápna
bylo rozhašeno, jestliže jím byla naplněna jáma tvaru čtyřbokého pravi­
delného komolého jehlanu, jehož hrany podstav mají délky a1 = 2 m,
a2 = 1 m a jehož hloubka v = 1,5 m.
[Návodz K výpočtu objemu použijte přibližného vzorce

V = IDI+PZ . v, kde P„ P2 jsou obsahy podstav a v tělesová výška ko­
molého jehlanu.]

Žulový pomníček se skládá \ze dvou komolých pravidelných jehlanů
čtyřbokých (délky hran podstav spodního jsou a1 = 1,6 m, a2 = 1m
a jeho tělesová výška v, = 1 m, délky hran podstav horního a2 = 1 m,
a3 = 0,6 m a tělesová výška v„ = 2 m) a pravidelného čtyřbokého
jehlanu o hraně podstavy délky a;, = 0,6 m a télesové výšce 7), = 0,5 m.
Určete jeho hmotnost, je-li hustota žuly g = 2,8 g/cma.



178.

1"179.

180.

*181.

18F

183.

184.

El

Určete objem pravidelného trojbokého jehlanu komolého, jehož pod­
stavy jsou rovnostranné trojúhelníky mající délky stran a, b, je-li pobočná
hrana komolého jehlanu odchýlena od roviny větší podstavy o úhel 0:0.
(a < R, a > b.)
Podstavy komolého jehlanu K mají obsahy P1 a PZ. Vypočítejte obsah
jeho řezu s rovinou, která půlí pobočné hrany.
[Návod: Počítejte objem komolce K jako součet objemů dvou komolých
jehlanů, z nichž jeden má řez za horní podstavu a druhý za dolní pod­
stavu.]

Tělesová výška komolého jehlanu má velikost 1),obsahy podstav P1 a PZ.
Vypočítejte velikost výšky :: jehlanu doplňkového. (Doplňkový jehlan
doplňuje komolý jehlan na jehlan.)
Jehlan, jehož objem je V0, je zkomolen řezem rovnoběžným s jeho
podstavou tak, že platí vztah P1 : P2 = 9 : 4, kde P1 je obsah podstavy
jehlanu a P2 obsah řezu. Vypočítejte objemy obou těles řezem od­
dělených.

Čtyřboký komolý pravidelný jehlan má délku hrany větší podstavy a.
]eho pobočná hrana má od roviny této podstavy odchylku a = 450
a rovná se délce hrany menší podstavy komolce. Určete objem V komo­
lého jehlanu.

Nádoba tvaru rotačního komolého kužele má poloměry podstav rl =
= 4 dm, ?2 = 3 dm a objem V = 14811:dm3. Jak je vysoká?

Papírové stínítko lampy má tvar pláště rotačního komolého kužele,
jehož podstavy mají poloměry r1 = 15 cm, r2 = 9 cm a jehož strana
s = 18 cm. Rozvineme-li stínítko do roviny, dostaneme výseč o polo­
měrech sl, s2 a středovém úhlu a. Určete Sn :, a ac.

Objem kmene se v praxi počítá tak, že se poloviční součet obsahů obou
podstav násobí výškou kmene. S jakou chybou je nutno při užití tohoto
vzorce počítat?

Řešení
2 _ 2

Chybu &udává |V' — Vl, kde V' = 3—12—"2—.v a

2 —7trŠV=í'" (rf+rlr2+ rz), V'_ V: “*
3 2

— E32 (rš + rlrz + rš) = lrc—;-(31%+ 372 — 2rÍ — 2r1r2 — 2rš) =

: ? (Tí _ 27172+ 7%)= 1—1)("1 _ 72)2­
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187.

188.

189.

190.

19_

*192.

193.

194.

|195.|

502

Protože%(r, —r,)2>o, je V'—V>0 a s = |V' —V| = V'—V.
Je tedy skutečný objem kmene menší, než udává vzorec V'.

Závěr: Při výpočtu objemu kmene podle přibližného vzorce
, “rn-Í + maf, . l 2 , .

V = ———2——. v vzmká chyba a = ? TC'D. (r1 — r,) . (Vypocítejte

chybu s pro 2r1 = 60 cm, 212= 40 cm, v = 6 m.)
Kovová součástka má tvar krychle o hraně délky a; v ní je vyvrtán otvor
tvaru souosého komolého kužele, jehož podstavy leží v protějších stěnách

krychle a mají průměry; a %. Určete, jaká je hmotnost součástky,

7

Vědro má tvar rotačního komolého kužele o průměrech podstav d1 =
= 180 mm a d2 = 360 mm; výška vědra je v = 340 mm. Kolik l vody
zhruba pojme?
(K výpočtu užijte též přibližného vzorce.)

Krychle má hranu délky a. Její dolní podstavě je kruh opsán, horní
podstavě kruh vepsán. Určete objem komolého kužele, který má uvedené
kruhy za podstavy.
Rotační komolý kužel má podstavy o poloměrech r1 = 6 cm a r, = 3 cm.
Vypočítejte jeho objem, rovná-li se jeho plášť součtu obsahů obou
podstav.

Rotační komolý kužel má povrch S = 2 450 1: cm2 a poloměry podstav
r1 = 28 cm a 12 = 21 cm. Jak velká je jeho tělesová výška v?

je-li hustota kovu g. (n = -2—2.)

. Do pravidelného čtyřbokého komolého jehlanu je vepsán komolý kužel.
V jakém poměru jsou jejich objemy?

Rotačnímu komolému kuželi je vepsán pravidelný komolý jehlan troj—
boký. Kolik procent z objemu komolého kužele zaujímá?

Určete objem rotačního komolého kužele, kterému je vepsána koule,
mají-li jeho podstavy poloměry r1 a r,.

V soustavě souřadnic ny je dán pravidelný šestiúhelník, jehož střed
je v počátku, strana má délku a a jeden vrchol leží v ose y. V jakém po—
měru jsou objemy těles, které vzniknou otočením tohoto šestiúhelníka
kolem osy :: a kolem osy y?

Strana komolého rotačního kužele je s, její odchylka od roviny větší
podstavy a = 600. Vypočítejte jeho objem a povrch, platí-li mezi polo­
měrem rz menší podstavy a stranou : komolého kužele vztah r2 = s.



Řešení (obr. 84)

A. Objem komolého mcg: V = % (ra + „rz + rg).

Jelikožv =s.sin60o :?, r2=s, 71—'2=Ti_s=

i Tts.Vš(9_-92+Ě+sz)=2 _ 6 4 2
_m.j/3g_mej/a .,
_ 6 4 _ 24 ' 5

B. Povrch rotačního komolého [
kužele S =7rrf +7trŠ +TC(1'1+72). s >

2 2 2

_s=_915_+ma+5ls=23ns. a
4 2 4

=scosóoo = ,je 11:?,takže V=

*"!Závěr: Objem komoléhokužele V=
_ z

: „Niall/3 , povrchs = 23? . Obr.34

|196.| Osový řez rotačního komolého kužele má obsah P.
_ Vypočítejte jeho plášť, je—lia“ odchylka strany od roviny větší podstavy

komolého kužele. '

Řešení

Plášť rotačního komolěho kužele je S1 = 7-c(rl+ rz) . 5, kde rl, r2 jsou
poloměry podstav a s jeho strana.
Obsah osového řezu P = (r] + rz) . v, kde v je tělesová výška komolého

kužele, takže platí vztah£ = % , přičemž% = sin a. Je tedy š- :
131

: Sia „ 31= 30—721: - sma

Závěr: Plášť rotačního komolého kužele je S1 = Šin—a.

7. PLOCHA KULOVÁ A KOULE, JEJICH ČÁSTI

197. Tři olověně koule o poloměrech r1 : 3 cm, r2 = 4 cm, ra = 5 cm byly
slity v jedinou kouli. Vypočítejte její poloměr r.

198. Ze dvou koulí o poloměrech rl, rz je ulita nová koule. Určete její povrch.

199. Určete poloměr r železné koule, jejíž hmotnost je 5 kg. (Hustota železa
g = 7,8 g/cms.)
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200.

201.

U kulečníkové koule byl změřen obvod hlavního kruhu a = 16 cm.
Jakou má hmotnost, je-li hustota slonoviny 1,92 g/cma?

Dutá niklová koule má vnější průměr 4 dm a vnitřní 2 dm. Jaká je její
hmotnost, je-li hustota niklu g = 9 g/cm3P

202. Poloměr Země je 6 378 km, poloměr Měsíce 1 732 km. V jakém poměru

203.

204.

205.

206.

207.

jsou jejich povrchy?

Dutá kovová koule má vnější průměr d = 4 dm.Určete její tloušťku,
má-li hmotnost 25 kg. (Hustota kovu g = 8,45 g/cm3.)

Válcová nádoba, jejíž podstava má poloměr r = 8 cm, je naplněna zčásti
vodou. O kolik cm vystoupí voda v nádobě, vhodí-li se do ní koule
o poloměru r1 = 6 cm?

Výklenek se skládá z poloviny rotačního válce, který má výšku velikosti d
a poloměr podstavy velikosti r a poloviny polokoule, jejíž podstava
splývá s horní podstavou poloválce. Vypočítejte jeho objem pomocí
čísel r a d.

Koule a krychle mají stejný povrch. Určete poměr jejich objemů.

Kouli je opsán rovnostranný válec a rovnostranný kužel. V jakém poměru
jsou objemy a povrchy všech tří těles?

|208.| Rotačnímu komolěmu kuželi, jehož podstavy mají poloměry rl, rz, je
vepsána koule. Vypočítejte její povrch S a délku m kružnice k, podél níz
se pláště komolého kužele dotýká.

Řešení (obr. 85)
,; A. Průměr koule, která je rotač—

r; / \ \ nímukomolémukuželivepsána,je
x k / T 29 : V("1+ 72)2_ (72_ "l)2 =

r S-( (% : 1/41er : 21/7172,takže Q : 1/1172
2 a povrch koule S = W172 .

B. Označíme-li (71 + x) poloměr

,. _,. \ kružnice k, podél níž se koule dotýká
2 ' ;— pláště komolého kužele, potom platí

2 x:(r2—rl)=r1:(r1+ r,),odkudx =
Obr. 35 = 7172 — ff ,

"1 + 7'2 ,

_ rlr2 — r? __ff + rlr2 + rlr2 — rš _ 2r1r2
r1+x—r1+ 71+72 _ 71+72 _Ti+'2.

Má tedy kružnice k délku m = 2-rc(r1+ x) = %Ž— .1 2
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210.

211.

212.

*213.

214.

21

216.

01

217.

218.

219.

*220.

221.

222.

223.

Závěr: Povrch koule vepsané rotačnlmu komolému kuželi je S =
= 41rr1r2a délka kružnice k, podél níž se koule dotýká pláště komolého

n-r r
kužel , ' = ——12—.

e je m "1 + 72

Kouli je opsán kužel, jehož výška se rovná šestinásobku poloměru koule
V jakém poměru jsou povrchy obou těles?
Rozdíl mezi objemem koule a objemem krychle do ní vepsané je 1 m3.
Určete objem koule.

Koule má poloměr r = 6 dm. Jak velký poloměr má podstava rotačního
kužele, jehož výška je r a jehož povrch se rovná povrchu koule?

Dokažte, že povrch koule, která se dotýká všech hran krychle, se rovná
rozdílu povrchů koule krychli opsané a vepsané.
Kulovou plochu rozděluje rovina na dva vrchthy, jejichž obsahy jsou
S1 a S„ Vypočítejte obsah řezu.

Kulová plocha má poloměr r = 10 cm. V jaké vzdálenosti od středu

této plochy ji protíná rovina, je—liobsah vzniklého řezu roven %) obsahu
odseknutého vrchlíku?

. Oč je obsah kulového vrchlíku větší než obsah jeho podstavy?

Koule o poloměru r je osvětlena z bodu, který má od středu koule

vzdálenost d. Jakou hodnotu musí mít poměr %, aby byla osvětlena
třetina povrchu této koule?
Vypočítejte objem koule, kterou vidime ze vzdálenosti d od středu koule
v zorném úhlu 93.(Zorný kužel má při vrcholu osového řezu úhel g).)

Letadlo je v určitém okamžiku d km nad zemským povrchem. Jakou část
tohoto povrchu pozorovatel letadla přehlédne?

Z jaké výše vidí letec povrch Země v rozloze 200 000 km??

Povrch kulové ůseče se rovná 116povrchu koule. Určete velikost středo­
vého úhlu, který ůseči přísluší.

V jaké výšce má být rozříznuta polokoule rovinou rovnoběžnou 8 pod­
stavou polokoule, aby oba díly měly stejné povrchy? (Poloměr polokoule
má velikost r.)

Objem kulové úseče je 45 1:cms, její výška v = 3 cm. Určete povrch úseěe.

Hlava nýtu má tvar kulové úseče, dřík nýtu tvar válce. Posuvným měřít—
kem byla zjištěna výška dříku v„ výška hlavy v„ průměr d podstavy
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dříku a průměr 29 podstavy hlavy. Určete objem nýtu a poloměr koule,
ze které hlava nýtu vznikla.

l_224.|Hlava speciálního nýtu tvaru kulové úseče (průměr podstavy úseče
=16 mm, výška úsečeo: 5,1m) má být přeměněnatvarováním

za studena na hlavu tvaru komolého kužele, jehož výška se rovná výšce
úseče a jehož průměr menší podstavy, která je zároveň podstavou válco­
vého dříku nýtu, má být d = 2'r = 10 mm. Určete průměr větší podstavy
nové hlavy, jestliže obě hlavy mají mít stejný objem. Na základě výpočtu
udělejte technický nákres obou hlav i s částí válcového dříku v měřítku
5: 1.

Řešení (obr. 86)

Označme 2x průměr větší podstavy hlavy tvaru komolého kužele.
Podle podmínky úlohy platí vztah

a . .

1t922+—4—n(2)=nív(rz+rx+x2).mo" M4 2 3 2
+ Tento vztah upravujeme postupně takto:

11503 m:

q, al n2£+—=—r2+rx+xz
(V + 9 2 6 3 ( )a

2- í+í=lw+n+m,
2 6 3

Q10 510 3ga+va=2ra+2rx+213,
2x2+ 2rx+2r3—3g*—vz=0. (l)
Prog=8, r=5, v=5,l má rovmcc

,? - „\4 (l)tvarx'+5x—84=0avyhovujejíObf-86 kladný kořen :: = 7. Má tedy větší pod­
stava hlavy průměr 23:= 14.

K technickému nákresu je třeba zjistit též poloměr rl koule, : níž hlava
tvaru kulové úseče vznikla. Ten se určí ze vztahu
g“ = v(2rl —v); r1= 8,8.

Závěr: Hlava tvaru komolého kužele má průměr větší podstavy 2x =
= 14mm.

r
„_5' V jakém

poměru jsou objemy úseče a koule?

Řešení (obr. 87)
. 3

Objemkouleje V = %ma, obiem ůscče U = "92 ; + ;" (š) '
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2

přičemžv=Š ag2 = v(2r —'v) =3-%.Poúpravě U= s—zngnakže
51:13 4

U : V = —— :— = .
24 3 ma 5 . 32.

Závěr: Objemy úseče a koule jsou v poměru 5 : 32.

226. Výška kulové úseče má se k po- V
loměru koule jako 2: 3. Určete
poměrobjemůúsečeakoule. j \ LIN

227.Kulováůseč,jejíž výškav = \ ] QW

r, ze které úseč vznikla.

228. Nádoba tvaru duté polokoule
je- naplněna vodou do výšky :—
v = 10cm. Kolik litrů vody
obsahuje, je-li vnitřní průměr
nádoby d = 28 cm?

229. Nádoba tvaru duté polokoule je
naplněna vodou. Nakloníme-li

= 5 cm, má objem V = 850cm3. ?

Určete velikost poloměru koule ! \
U)

ji o 300, vyteče z ni 11 litrů Obr 87
vody. Kolik vody zbývá v ná- '
době?

230. Dvě shodně koule o poloměru r se pronikají. Určete objem společné
části obou koulí leží-li střed jedné koule na povrchu koule druhé.

*231. Do hmotně koule je provrtán otvor, který má tvar souosého rovnostran­
ného válce. Jak velký vznikne odpad v procentech?

232. Určete objem kulové vrstvy, která vznikne z polokoule o poloměru
r = 5 cm odříznutím úseče, jejiž výška v = 1,5 cm.

233. Kulová vrstva je souměrná podle roviny jdoucí středem koule a rovno­
běžné s podstavami vrstvy. Pás, který tuto vrstvu omezuje, má obsah,
který se rovná polovině povrchu koule. Jakou částí objemu koule je
objem vrstvy?

234. Objem kulové výseče V = 721rcm3, středový úhel jejího osového řezu
2q) = 1200. Jak velký je poloměr r koule, z níž tato výseč vznikla?

Objem kulové výseče se rovná Í objemu koule, z níž výseč vznikla.
Určete povrch výseče, má-li poloměr koule velikost r.

23 .01
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|236.| Do rotačního kužele K, jehož osový řez má při vrcholu V úhel 241,je
vepsána koule o poloměru g.

Určete objem té části kužele K, která leží nad koulí.

V Řešení (obr. 88)

Nechť r je velikost poloměru kružni—
a ce, podél níž se koule dotýká pláště

> kužele K, a její rovina, v výška kužele
! X„ který odtíná rovina a z kužele K, a

fal výška kulové úseče, která vniká do
d 0 ,. >“ kužele K1.

\Š// Potom objem části kužele K nad koulí

s..! 0 je V : V1_ V2, kde V1: šmznv a3

V2: m2 . & + Él—6

Jelikož r : gcos a, v = r cotga :

=g (l — sin ix), je

1 1 . 1 . _.,

V = Enea cos80:cotg o:— 51:930052010 —sma) — Eng“ . (1 —sma) =

31:93cos2a (l — sin a) + rc93(l — sin a)3_l

= Engacosaacotga — 6

:lngscosaacotga— 1:93(l—sinoz)2.(3+3sina+ l —sina) =
3 6

1t93(1—sina)2. (2 + sina) _
= 1 nga cos“a cotg a —

3 3

= Šngs [cos3 0:cotg a — (1 — sin az)2(2 + sin a)] .

Závěr: Objem části kužele K nad koulí je

V :?era [cossa cotga —(l —sin 002(2 + sin d))­
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237.

238.

H24

*242.

*244.

246.

247.

8. OPAKOVÁNÍ

Su'edy stran prostorového čtyřúhelnika jsou vrcholy rovnoběžníka.
Dokažte to.

Zobrazte krychli ABCDA'B'C'D', jejíž hrana AB má délku a, a její
řez s rovinou 9 E MNP, kde M, N, P jsou po řadě středy hran AA',
BB', B'C'. Dále sestrojte skutečnou velikost tohoto řezu a vypočítejte
jeho obsah.
Zobrazte krychli ABCDA'B'C'D', jejiž hrana AB má délku a, a její řez
s rovinou ACP, kde P je střed hrany A'B'. Vypočítejte též obsah tohoto
řezu.

Zobrazte krychli ABCDA'B'C'D' a vepište jí pravidelný čtyřstěn
ACB'D'. Sestrojte řez tohoto čtyřstěnu s rovinou Q, která jde středem
krychle a je rovnoběžná s rovinou ABCD; vypočítejte těž jeho obsah,
má-li hrana krychle délku a.

. Zobrazte řez krychle ABCDA'B'C'D', jejíž hrana má délku a s rovinou
9 E BD'M, kde M je střed hrany AA'. Vypočítejte dále obsah tohoto
řezu a dokažte, že přímka MS, kde S je střed krychle, je osou mimo­
běžek AA' a EU.

Zobrazte řez šestibokého pravidelného jehlanu ABCDEF V s rovinou
9 E BMN, kde M je střed hrany DV a N leží na hraně AV tak, že platí
vztah AN : VN = 1 : 3. Sestrojte též pravoúhlý průmět spodní od­
seknuté části jehlanu na rovinu jeho podstavy.
Zobrazte čtyřbokýpravidelný jehlan ABCDV, jehož hrana podstavy AB
má délku a = 7 cm, tělesová výška VS = o = 8 cm a bod L, který leží
uvnitř hrany VC tak, že platí vztah CL: VL : l : 3. Sestrojte řeztohoto
jehlanu s rovinou g _=_BDL a s rovinou a, která prochází středem M
výšky SV jehlanu a je rovnoběžná s rovinou g.
Zobrazte čtyřboký jehlan ABCDV, jehož podstavou ABCD je různo­
běžnik; průsečíkem P úhlopříček podstavy veďte přímku m rovnoběžnou
s rovinami ABV a CDV a sestrojte její průsečíky s povrchem jehlanu.

. Čtyřboký pravidelný jehlan ABCDV má délku hrany podstavy a a délku
pobočné hrany 2a. Určete početně i konstruktivně délku úsečky AM,
kde M je střed hrany CV.
Zobrazte krychli ABCDA'B'C'D', jejíž hrana má délku a = 6 cm,
a bod P, který leží na hraně AB tak, že platí AP = 2BP.
K trojúhelníku BC'A' sestrojte trojúhelník souměrně sdružený podle
roviny CC'P.
Kolik os souměrnosti má krychle, je-li každá z nich průsečnicí těch rovin
souměrnosti krychle, které jsou k sobě kolmé?
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*248.

*249.

25 .H

25N

*255.

*257.

258.

259.

260.

*261.

262.
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Těleso T se skládá z krychle ABCDA'B'C'D', jejíž hrana má délku a,
a pravidelného čtyřbokého jehlanu A'B'C 'D' V, který má všechny hrany
stejně dlouhé. Zobrazte těleso T, jeho řez s rovinou 9 E ABV a vy­
počítejte odchylku roviny 9 od roviny ABCD.

Je dán rotační kužel (podstava má poloměr r a tělesová výška VS = v)
a bod M, jehož pravoúhlý průmět je M1(MM1 = d, MIS = 4). Určete
početně odchylku průsečnice p tečných rovin kužele jdoucích bodem
M od roviny jeho podstavy. Proveďte diskusi řešitelnosti této úlohy.

Rozměry kvádru jsou v poměru 1 : 3: 5. Součet délek všech jeho hran
je 72 cm. Vypočítejte jeho povrch a objem.

Uzavřený buben odsávacího zařízení má tvar pravidelného šestibokého
hranolu, jehož hrana podstavy má délku a = 0,5 m a tělesová výška
v = 1,75 m. Vypočítejte jeho objem a povrch.

. Plášť rotačního válce je čtyřikrát větší než obsah jeho podstavy, jejíž
poloměr je r. Určete objem pravidelného trojbokého hranolu, který je
válci vepsán.

Vypočítejte objem šestiboké matice šroubu (první operace) pomocí
čísel v, a, d, kde 1)znamená výšku, a délku hrany podstavy a d průměr
válcového otvoru matice.

. Určete povrch a objem válce, který je vepsán do koule o poloměru
r = 5 cm, rovná-li se jeho plášť součtu obsahů obou podstav.

Úhlopříčka d osového řezu rotačního válce má od roviny jeho podstavy
odchylku ,30. Vypočítejte objem válce. (d = 8,6 dm, B = 58050'.)

Osou rotačního válce, jehož výška je v a r poloměr podstavy, jsou vedeny
dvě roviny, které mají odchylku ao; těmito rovinami je rozdělen válec
na čtyři části. Vypočítejte jejich objemy.

Ie dán pravidelný jehlan čtyřboký, jehož tělesová výška je v a odchylka
pobočné hrany od roviny podstavy do. Určete jeho objem a povrch.

Plášť rovnostranného kužele je rozvinut do roviny. Jak velký sďedový
úhel má vzniklá kruhová výseč?

Plášť rotačního kužele S' = 4 cm“, obsah jeho podstavy P = 2 cm:.
Určete odchylku <pjeho strany od roviny podstavy.
Model kužele, který má hustotu g g/cma, plave ve vodě špičkou dolů.
Jak hluboko je ponořen, je-li jeho tělesová výška v?

Součet poloměru podstavy a strany rotačního kužele je »: = 60 cm.
Odchylka strany kužele od roviny podstavy je a: = 40040'. Vypočítejte
povrch kužele.

Pravoúhlý trojúhelnnt, jehož přepona má délku c = 25 cm,-má obsah



P = 150 cm?. Vypočítejte objem tělesa, které vznikne otočením tohoto
trojúhelníka okolo přepony.

263. Pravoúhlý trojúhelník má přeponu c délky 12 cm a jeden ostrý úhel

a: = 67 %“. Vypočítejte objem tělesa, které vznikne otočením tohoto
trojúhelníka okolo přepony.

*264. Součet strany a tělesově výšky rotačního kužele je m, úhel při hlavním
vrcholu jeho osového řezu je a. Určete výšku rotačního válce, jehož
objem se rovná objemu uvedeného kužele, jsou-li obsahy podstav obou
těles sobě rovny.

*26UI. Platí-li mezi velikostmi poloměrů rl, r2 podstav a tělesově výšky v
v komolém rotačním kuželi vztah „a = 4r1r2, l_ze komolěmu kuželi
vepsat kouli. Dokažte to.

266. Parní kotel má tvar rotačního válce, k jehož podstavám jsou připojeny
shodné polokoule, mající podstavy totožné s podstavou válce. Vypočítejte
objem jeho dutiny pomocí čísel r, 1),kde r je poloměr vnitřní podstavy
válce a v jeho výška.

267. Poloměr koule nebyl změřen přesně. Byla zjištěna jeho střední aproximo­
vaná hodnota 11a prostá chyba a.
S jakou prostou chybou je nutno počítat při určování povrchu a objemu
koule ?

268. Dřevěná koule plave na vodě a je ponořena do výše v = % svislého prů­
měru. Jaká je hustota dřeva, ze kterého je vyrobena?

26 Koule o poloměru r = 15 cm se ponoří ve vodě tak, že okrajová kružnice
vytvořená na povrchu koule vodní hladinou má poloměr g = 12 cm.
Jaká je hustota materiálu, ze kterého je koule vyrobena? [Návodz Při
výpočtu použijte vztahu 92 = v(2r —v).]

270. Do rotačního kužele, jehož poloměr podstavy je r a tělesová výška v, je
vepsána polokoule, jejíž podstava leží v rovině podstavy kužele. Vy­
počítejte její povrch.

271. Kouli je vepsán rovnostranný válec a rovnostranný kužel. V jakém poměru
jsou povrchy všech tří těles ?

272. Do rotačního kužele je vepsána koule, jejíž povrch se má k obsahu pod­
stavy kužele jako 4: 3. Vypočítejte úhly osového řezu kužele.

*273. Rotačnímu kuželi, jehož podstava má poloměr r a tělesová výška je v,
je vepsána koule o poloměru 9. V jakém poměru jsou objemy obou těles,
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*274.

275.

*27

27.q

278.
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je-li povrch kužele n—krátvětší než povrch koule ? [Návodz Z podobnosti

trojúhelníků osovéhořezuplyne :: r = (v —g) : g, odkud s + r :? .
Rotační komolý kužel má podstavy o poloměrech rl, r2 a tělesovou
výšku v. Vypočítejte poloměr koule r, jejíž objem se rovná objemu
kužele doplňkového, kterým se komolý kužel doplňuje na kužel.

Kulový pás je omezen dvěma kružnicemi ležícími v rovnoběžných ro—
vinách, z nichž jedna je kružnici hlavní a druhá omezuje kruh, jehož
obsah je čtyřikrát menší než obsah hlavního kruhu.
Určete poměr obsahu pásu a povrchu koule.

Koule má poloměr r. V jaké vzdálenosti od jejího středu je nutno kouli
protnout rovinou, aby objem vzniklé úseče se rovnal polovině objemu
příslušně výseče?

Polokoule o poloměru r má být rozříznuta rovinou rovnoběžnou s její
podstavou tak, aby oba díly měly povrchy v poměru 3: 2. Určete vzdále­
nost d, kterou má rovina sečná od roviny podstavy polokoule.

V kouli o poloměru r = 10 cm je kulová výseč, jejíž osový řez má při
středu koule úhel 29; = 1200. Vypočítejte povrch výseče.



XVII. ANALYTIOKÁ GEOMETRIE

I. ROVNIOE PŘÍMKY V PARAMETRIOKÉM

| NEPARAMETRIOKÉM TVARU, VZÁJEMNÁ POLOHA
PŘÍMEK

Řešte nejprve co nejvíce úloh z kapitoly „Vektory“. [IS.—58.1
“ Napište parametrickourovnici přímky,která prochází body: P E (0, 3),
—— Q = (—2, l) a určete souřadnice jejího průsečíku s přímkou, která

obsahuje body R —=—(5, —2), 8 E (5, 1).

Řešení

Parametrické rovnice přímky procházející body M E(x1,y1) a N E
E (xmya) 231: x : xl + (32_ 11k: y =y1 + (32 _yůl' V našem
případě je tedy rovnice přímky PQ:
x=0+(—2—0)zl= —2t„y=3+(1—3)11=3—2z„
a rovnice přímky RS:
x=5+(5—5)t„y=—2+(l+2)t2;x=5,y=—2+3t„.
Mají-li obě přímky společný bod, musí tento bod mít na obou přímkach
stejně první i druhé souřadnice. Určíme proto nejprve hodnoty para­
metrů t1 a 12,pro které to nastane, a tyto hodnoty pak dosadíme do
rovnic přímek PQ a RS.
Musí tedy platit:

5=—2Í|, [] =—í; 3—211='—2+3lz,a tedy&=?­

Pro souřadnice průsečíků pak dostáváme :: = —2 . (— %) = 5, y =

= 3 -- 2 . (——3—= 8. Stejné hodnoty dostaneme dosazením do druhé
rovnice.

Závěr: Parametrické rovnice hledaných přímek jsou :: = —2tl,
y =3 —2t1;x = 5, y = —2+ 312.Protínají se v bodě Pš(5,8).
Ověřte náčrtem.

Ú Určete souřadnice vrcholů B, D rovnoběžníka ABCD, jsou-li jeho
— vrcholy A 5 (3, 2), C E (—l, 1), strana AB je rovnoběžná s vektorem

u E (1, O) a úhlopříčka BD je rovnoběžná s vektorem v =. (3, 2).

Řešení (obr. 89)

Symbolická parametrická rovnice přímky q zní: X = A + at„
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rovnice přímky;: Y = S + vr„ kde tl, !, jsou různé parametry a u a v
dané vektory, s nimiž jsou přímky p a 4 rovnoběžné. Pro souřadnice
bodu X E(x1,yl) na přímce4 tedy platí:

v xl. = xA + “itn yl =J'A + “2315
m \D \ C pro souřadnicebodu Y5 (x„y,)

na přímce P za : xs + 1291:
ya =ys + faux: Přičemž A E (3, 2),

3

SE(1,;),uI=l, “::o, vl:
9

A B = 3, v: = 2­
u \ Z tohovyplývápro souřadnicebodů_, p naoboupřímkách:

0br.89 x1=3+!1, y1=2; xa=l+3t„
y, = 1,5 + 2:2. Pro souřadnice prů­

sečlku musí platit :|:1= 1:2, 3:1=y2, tj. 3 + zl = 1 + 3:2, 1,5 +

+ 2:* = 2. Řešením obou rovnic dostaneme tl = —% , z, = %.

Průsečíkpřímekpaqmápak souřadnicex=3—Š—=%,
y = 2 .

Pro každý bod přímky »: platí obdobně: X1 = C+ :. u; pro body
přímky p: ::2 = 1 + 3r, y2 = 1,5 + 2r, kde r, s jsou opět parametry.
Z rovnosti výrazů pro první souřadnice průsečůtu plyne xl = —1 +
+ s . 1 = 1 + 3r, : rovnosti druhých souřadnic pak 1,5 + 2r = 1.

]eiichřešenímdostávámes=%,r=—-Š—. Z tohox=i—,y=l.

Závěr: Zbývající vrcholy rovnoběžnika jsou B 5 (% , 2) , D E1

E (? 1)'
O správnosti se přesvědčte narýsováním tohoto rovnoběžníka a tím, že
spočtete délky jeho stran. ]sou strany AB a CD rovnoběžné s vektorem u?
Je úhlopříčka BD rovnoběžná s vektorem v? Jak to poznáte?

3. Určete rovnici přímky procházející bodem P rovnoběžně s vektorem u.
a) P E (3, 2); u E (3, l); d) P E (—3, —5), u E (3, —4);
b) P E (—1,2), u E (—4,3); e) P E(3,5;1), E (—l, 2).
c) P E (0, l), u E (3, O);

4. Určete parametrickou rovnici přímky, která prochází bodem A rovno­
b&nč s přímkou BC :
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8) A,=(——5,8), Cly)Aa= (—1,1), <=)Aa=(0, O); d) A4=(3, 4),kdeB=(3, —2),C=(——2,3.)
Je dán trojúhelník svými vrcholy A = (0,0),B = (7, 1),C :—,(2 6).
Napište: a) parametrické vyjádření stran tohoto u'ojúh

b) parametrické vyjádření stran trojúhelníka A'B' C', jehož
strany jsou vedeny vrcholy trojúhelníka ABC rovnoběžně
s protějšími stranami;

c) parametrické vyjádření úseček AB, AC, A'B', C'A', B' C'.
Zjistěte, zda polopřímka:

a) x = 3 —2:, y = 1 + t, (: > O) protíná polopí'imku BC, je-li B E
E (—1, O),C E (1, 4). Protínají-li se, určete souřadnice jejich průsečíku.
b) :: = 3 + 1,3: = 1 —t, (: < 0) protíná úsečku AB, kde A E(—2,0),
B 5 (2, 8) a Stanovte souřadnice jejich průse .
c) J:: —1+3t1, y = 1+2t1, (tl <0) protíná přímku x=4— 3:2,
.? = 1 + 312;

d) : = 2 + 511,y = —1+ 35,0, > 1) protíná přímku :: = 2 — 3:2,
y = 2 + rz.

. Zjistěte výpočtem, zda body A, B, C, D mohou tvořit vypukly čtyř—
úhelník ABCD:

a) A 5 (—4, —3),B 5
b) A .=: (4, 5), B

B

(2 2), C =:—(1, 3), D E ( —l;)
5 (—2, 2), C E (2, 1), D E(——3,—2);

c) A E (2, 3), E (—3, —2), C E (2, 0), D E(— 1,—;2)
d)AE(1;3,3) BE(-—l Cš(—2; 1,5), DE(1,;5 —3).
Stanovte parametrickou rovnici přímky, která je určena dvěma body:
a) AE(—l,2), BE(3,1); b) Cš(0,3), D—=—(—2,—1);
C) E E (5, —2)>F 56,1), d) G E (_6: _l)a H E (3,O);
e) K 5 (—4, 4), L E (3, —2).
Jak zní parametrické vyjádření úseček AB, CD, EF, GH, KL?
Určete souřadnice průsečíků přímek ]) AB . CD; 2) CD . EF;
3) EF. KL
Narýsujte přímku, jejíž parametrické rovnice zní:
a)x=3—2t,y=—l+t; b)x=5—4t,y=3+2t;
c)x-—-—6+t,y=—3+2:; d)x=2t,y=3—t;
e)x=2,y=3t; f)x=—t,y=4+2t.

. Zjistěte početně i graficky, zda dané body leží v jedné přímce:_lE : =.
9A=u,3)3_amc_%%
b) A =(—1,1), B = (2,7), až (%, 1%),
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11.

c) A 5 (—3, 2), 8 E (0, 3), C —=—(4,4);
d) A 5 (O,5), B E(2,1), C E (—l, 7),
e) P E (3, l), Q E—(—2, —9), R E(B, II);
f) E 5 (0,2), F 5 (—l, 5), G E (3, 4).
Bodem A E (—5, 8) veďte přímku p rovnoběžnou se směrem BC
a určete souřadnice jejího průsečíku s přímkou DE, je-li B :—:(3, —2),
C E (—2, 3), D E (7, 4), E _=—:(10, 9).

12. Určete souřadnice:

&) průsečíků přímky EF, je-li E50, 4), Fš(10, 9) s přímkami
z úlohy 4;

b) vrcholů trojúhelníka A'B'C' z úlohy Sb.

|13_| Ve tvaru neparametrickém napište rovnici přímky procházející bodem
_ ac __ bc

( 42 + ba ' a2 + b2

Řešení

Hledaná parametrická rovnice zní: :: = —šít—bg — bt ,
y = — z be:—2+ az. Vyloučírne-li z obou rovnic parametr :, dosta­

“ + " c(a2+ b=) ..
nemeax+by+ „:D, člhax+by+c=0,cožjeobecný
tvar rovnice přímky, pokud ovšem není a i b současně rovno nule.
Tohoto poznatku použijeme k řešení úlohy:
Rovnici přímky 3x —-2y + 4 = 0 vyjádřete ve tvaru parametrickém.
Zde je a = 3, b = —2, c = 4, a proto po dosazení do rovnice para­

metrické dostáváme: :: = ——% + 2t, y = % + 3x.
0 správnosti řešení se přesvědčíme vyloučením parametru t z obou
rovnic. Dostaneme tím původní danou rovnici 3x — 23;+ 4 = 0.
Přesvědčte se o tom.

A 5 ) , rovnoběžné s vektorem u 5 (—b,a).

14. Převedte na parametrickou rovnici:

1
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a)2x+3y—l=0; d)4x+2y+3=0;
b)3x—y+4=0; e)5x—y—l=0;
c)5x—2=0; f)ax+3y—4=O.
Převed'te na tvar parametrický a dokažte, že přímky dané rovnicemi:
a)2x+y—l=0, x—y—5=0,5x+4y+2=0;
b)y=3x, 2x—y+3=0,y—4x+3=0 se protínajív jednom
bodě. Řešte též jako soustavu tří rovnic, popř. i graficky.



| 16. Napište rovnici přímky procházející body U E (3, —2), V E (—l, 3)
ve tvaru neparametrickém.

Řešení

Rovnice hledané přímky má tvar ax + by + :: = 0. Této rovnici
musí vyhovovat souřadnice bodů U, V, neboť na dané přímce leží.
Platítedy:3a—2b+c=0, —a+3b+c=0.0dtud řešeníma=

=:Š, b= _?4611po dosazení do rovnice přímky2731-—

—476y+c=0. Po ůpravě máme 5x +4y—7=0. Jak ověříme
správnost výsledku?

l.“ Napište rovnici přímky v neparametrickém tvaru, je-li určena body:
a) A 56, 2), REG: 4)Š b) CEO, —8)aD E(—la 7)3
C) E E(—5, 3), F5 (2, 3); d) G E (—2, 1), H E (—2, —3);
e) R E (—4, —3), 8 E (5, 4) .
Která z délek úseček je nejmenší: AB, CD, EF, GH, RS ?

18. V neparametrickém tvaru určete rovnice přímek, v nichž leží strany
a těžnice trojúhelníka:
3) A 5 (9, —4)) B 5 (_4, 9), C E (6, 5)5.
b) A 5 (_I: _3), B E (4, _I), C E (5,B);
c) A E(l3, —4),B E(—7, 5), C š (11, l) .

19. Rozhodněte o vzájemné poloze přímek:
a)3x—4y+5=0, b)2x—y+3=0,

x=2—3t,y=5t; x=l—2t,y=3+t;
c)3x+2y—l=0, d)5x+2y—ll=0,

x=5—2t,y=l+3t; x=3—2t,y=—2+5t.
20. Na přímce MN leží bod C. Určete jeho souřadnice, je-li

&)ME(—3, 5), NE(—l, 2), CE(5,y);
b) M E(ls 2), N E(3: 5), C E(xa _l)5
c) ME(10, 5), Nš(8, —l),Cš(—5,y).

.Zjistěte, zda body AE(3,5), BE(2, 7), CE(—l,—.3), DE
š(—2,—6),EE(0,—l)ležínapřímcey=2x—l.

22. Pomocí jednoho zvoleného bodu přímky a vlasmosti koeíicientů a, b
rovniceax+by+c=0narýsujte přímkydanérovnicemi:
a)x+y—6=0,x—4y+10=0,3x—2y+6=0;
b)x+y=4,x—y+4=0,y=3,y=0;
c)x—y—l=0,2x+2y—ll=0,4x—y=0,y=0. Jaký
obrazectímvznikne?

2_
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23.

24.

*25.

26.

27.

28.

Určete rovnice přímek, které jsou vedeny vrcholy trojúhelníka:
a) A 500, 8), B = (—6,—2), C EU, —5);
b) A E (5, 6), B E (—2, 4), C E (6, —1), rovnoběžně s protilehlou
stranou.

Napište rovnice přímek, v nichž leží výšky trojúhelníka, jehož strany
leží v přímkách o rovnicích:
a)x+y=0, x—2y+3=0, 5x+y—18=0;
b)x+2y—l=0, 5x+4y—l7=0, x—4y+ 11=0;
c)x—2y=6, 7x+6y=42, 9x+2y=l4.
Jaké jsou souřadnice průsečíků těchto výšek?
Určete rovnice výšek trojúhelníků a jejich průsečík:
a) A 5 (5, 6), B E (—2,4), C E (6, —l);
b) A = (3, 5), B .= (—4,2), C s (8, —l);
c) A E (—3, —4), B 5. (5, —2), C E (1, 5);
(1)A 50,1), B E(Z, 3), C E (—4, —3).
Napište rovnici přímky procházející průsečíkem přímek:
a)x+2y—5=0, 3x'—2y+l=0;
b)x—y—3=0, 2x+3y-— 11:O, která je současně kolmá
kpřímoe,jejížrovnicejea)2x+3y+7 =D; 13)5x—4y—20=0.
Která přímka prochází průsečíkem přímek o rovnicích
a) 5x—y+10=0, 8x+4y+9=0 rovnoběžněs přímkou

:: + 33;= 0;
b) 41:+ 73; — 15 = 0, 9x — l4y — 17 = 0 rovnoběžně s přímkou

y = 0;
c)x—6y—l=0,2x+3y=4rovnoběžněsosouy?
Trojúhelník je dán rovnicemi stran:

aš2x+y+3=0, x+2y=3, x=y+3;b —2y+3x—5=0, y=—x,y=2;
c)x+2y—1=0, 5x+'4y—17=0, x—4y+ ll =0.
Určete střed a poloměr kružnice trojúhelníku opsané.

Určete střed a velikost poloměru kružnice opsané trojúhelníku ABC,
"jes

*301

*31.

518

A = (4, 3), B E (—3,2), C = (1, —6);
b) A E (—l, 3), B = (0, 2), C = (1, —l).

Vypočtěte velikost strany rovnostranného trojúhelníka, jehož vrchol je
A=(-—-—,2—1) a protilehlá strana BC leží na přímce, jejíž rovnice je
3x + 4y = 12.
Ověřte, že průser výšek trojúhelníka V, průsečík os stran S a těžiště
trojúhelníka T leží na přímce. Řešte pro:

a)a=x—2y+l =gšb=x—6y—12=0,c..= x + 23;+9 =



b)aš7x+3y—39=0,bEx—óy—12=0,
c=x—y+3=0.

32. V rovnici přímky ax — Sy + 7 = 0 určete koeficient a tak, aby tato
přímka procházela: a) bodem M E (1, O);
b) průsečňtempřímek3x—5y+4=0,2x+2y— 1:O.

*33.Jsou dány rovnicedvou přímek:px+2qy+1—r=0, (1—p).t+
+ (1 —2q)y + r = 0. Pro které hodnoty čísel p, q, 1 jsou tyto přímky:
a) různé rovnoběžky; b) splývající rovnoběžky; c) různoběžky?

34. Určete velikost neznámých konstant m, u v rovnici přímky (3 — m):: +
+ 12y + 2 —n = 0, která splývá s přímkou, jejíž rovnice zní 2x —
— 33;+ 2 = 0.

*35.Jsou dány rovnice přímek: a=x=0, b_=_x—2y—3=O, c=
=2x——y —l = OadvabodyM =(— 2, 3),N =(3, —3).Napřímcea
určete bod X a na přímce b bod Y tak, aby přímky MX a NY byly
rovnoběžné a aby současně byla spojnice bodů X a Y rovnoběžná
se stranou a. '

2. POLOROVINA, SMĚRNICE PŘÍMKY
A VZDÁLENOST BODU on PŘÍMKY

| .| Dokažte, že přímka o rovnici 2x + y + 1 = 0 odděluje body A E
E (—2, 1), B ==-(1, 4) a určete rovnici poloroviny s hraniční přímkou
p=2x+y+l=0,obsahuiícíbodB.

Řešení
RovniceůsečkyAaní:x=—2+3t,y=l+3t,kde0<t<l.

Souřadnice průsečíku C úsečky AB s danou přímkou dostaneme jejich

řešením: 2(—2 + 3x)+ (1 + 3t) + 1 = 0, odtud : = % . Protože

hodnota parametru : =—š—< 1, je průser obou přímek vnitřním
bodem úsečky AB. Oba body jsou tedy touto přímkou odděleny.
O správnosti se přesvědčte např. tím, že vypočítáte první souřadnici
jejich průsečíku a zjistíte, zda leží mezi souřadnicemi bodů A, B. Pro
x=lmábodB'napřímceABdruhousouřadniciy=—3.Nášbod
B EU, 4) má druhou souřadnici větší než (——3),a leží tedy „nad“
přímkou 2x + y + 1 = 0. Načrměte.

Závěr: Rovnice hledané poloroviny zní 2.: + y + 1 g 0.
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37. Dokažte, že přímka 3x —y + 3 = 0 protíná aspoň jednu stranu troj­
úhelníka, jehož vrcholy jsou A, B, C :
a) A 50,0), B E(—3, 1), C 50, —3); b) A E(—4, —l), B E
E (—3, 1), C E (0, O); c) A 5 (—1,0), B 5 (0, 3), C E (2, 2),
d) A 5 (0, 3), B 2 (2, 6), C E (—2, l).

38. Určete koeficient c dané rovnice přímky tak, aby tato přímka oddělovala
body A, B: a) A 20,5), BE(1, —1), p—=—2x+3y+c=0;
b) A š(—3, l), BE(3,2), p 51: + 33;+ : =0; c) A E(2,3),
BE(_1> _3)a Pšy= _2x+cŠ d) AEG-„O), BE(3) _1):

39. Zpaměti určete podmínky pro druhé souřadnice bodů A, B, C, D,
leží-li tyto body v téže polorovinč vymezené přímkouy = 4x + 7, v níž
leží počátek souřadnic:
a) A E(l, P); h) B E(—2, ?), C E(3, ?); d) D E(x1,?).

40. Ukažte, že všechny vnitřní body trojúhelníka ABC leží v téže polo­
rovinč vymezené danou přímkou: a) A E(0,0), B E(—l, —3),
CE(2,3), pš2x —3y—6=0; b) AE(3,4), Bš(l,3), CE
E(2, l),p _=_3x+y—2=0; c)A E(0,5),B E(3,7),CE(—3,2),
p E 2x —y = 0.

41. Napište rovnici poloroviny, jejíž hraniční přímka prochází body A 5
E (3, 5), B E (—4, 2), jestliže v té polorovinč leží další bod:
a) C E (0, O); b) D .=.(—2, —l); c) E E (—4, S); d) F 5 (0, 5).

42. Určete obsah trojúhelníka vymezeného polorovinami danými nerov­
nostmi:
01:50, 2x—3y+6šO, 3x+4y+9šOg
b).?š —3x,yě21+6,yš41—1;
C)3y—xšzax'i'zšoa 2x+yě5

43. Jaký obsah mají trojúhelníky : úlohy 40?

44. Určete rovnice opěrných polorovin rovnoběžníka ABCD, jehož vrcholy
jsou body: A 5 (0, 1), B E (—l, 4), C E (4, 5). (Tři řešení.)[Hrani­
oe opěrných polorovin procházejí body A,B, A, G, B, C.]

45. Určete rovnice opěrných polorovin pravidelného šestiúhelníka, jehož
jeden vrchol má souřadnice: a) A E (0, 3) a jeho střed je v počátku
souřadnic; b) A E (a, 0), střed rovněž v po&tku souřadnic.

|T| Dvě výrobní hnky' různé výkonnosti vyrábějí dva druhy jehel, přičemž
obě linky pracují a sebou. Na výrobu l 000 kusů prvního druhu po­
třebuje linka A 4 hodiny, na výrobu 1000 kusů druhého druhu 5 ho­
din, přičemžmůže být v provozu 20 hodin denně. Druhá linka pode­

520



.“

buje na zpracování téhož množství prvního druhu výrobku rovněž 4 ho­
diny a na výrobu l 000 kusů jehel druhého druhu 2 hodiny při provozní
době 12 hodin denně. Ostatní čas je věnován údržbě. Při jakém vytížení
obou linek se docílí výroby maximálního počtu výrobků?

Řešení (obr. 90)

Nechť je nejefektivnější výkon obou linek :: . l 000 kusů jehel prvního
druhu a y.1000 kusů dru­
hého druhu. Čas potřebnýk vý­
robě těchto množství je po řadě
4x, Sy. Celý pracovní čas je nej­
výše 20 h, musí tedy platit 4x +
+ Sy ; 20. Podobně pro dru—
hou linku dostaneme podmínku
4x + 2y ; 12. Dále je ještě
nutné, aby ::z 0, y ; 0, neboť
množství výrobků nemůže být
záporné. Tyto čtyři nerovnosti
zobrazíme a průnik jimi vyme­
zených polorovin (konvexní po­
lýedr) je množina přijatelných
řešení. Tak je přijatelně řešení
např.pro x=lay=3 nebo
jiné řešení pro x = 2 a y = 1
atp. Viz obr. 90;

Nejvýhodnější bude ovšem to 0br. 90
řešení, které splňuje podmínku
:: = x + y = max, tj. největší počet výrobků obou druhů. Do obr. 90 na­
rýsujeme proto soustavu přímek, jejichž směrnice je —l. (Proč?) Mezi
nimi pak najdeme tu přímku, která má s oborem možných (přijatelných)
řešení aspoň jeden bod společný. V našem případě je to přímkay + x =

= 1—32, která má se čtyřúhelníkem možných řešení společný bod M E

E (% , % . Obraz tohoto bodu představujetedy optimální řešení.
Z hlediska maximálního počtu výrobků obou druhů bude tedy nejefektiv­

nější vyrobit 2.10a kusů jehel prvního druhu a %.10:, kusů jehel
druhého druhu.

Řešte tutéž úlohu, jako je úloha 46, jen s tím rozdílem, že budete po­
suzovat výhodnost či nevýhodnost programu podle ceny výrobků. Nechť
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je cena prvního výrobku a, = 10h, cena druhého výrobku 20 h. Pak
požadujeme maximum pro funkci 10: + 20y = P(mai.) [Návodz Do
obr. předchozí úlohy narýsujte soustavu grafů funkce 10: + 203;= P
a posuňte tak, až se přímka dotkne čtyřúhelníka vymezujícího přijatelná
řešení.]

48. Továrna na spalovací motory má výrobní kapacitu součástí na 600 strojů
typu A nebo 1 200 strojů typu B za dekádu. Montážní hala může za
stejnou dobu sestavit 1 200 strojů typu A nebo 800 strojů typu B. Jak
je třeba zvolit výrobní program, aby bylo docíleno maximální výroby,

jestliže výrobní cena obou xtypů motorů je stejná. [Návodz :: g 0,
3:20 600+ 120051, 1200+s—oogl z=x+y=maxJ

49. Řešte úlohu 48 s podmínkou, že zkušebna může vybavit za dekádu
500 kusů strojů A a 2 000 kusů strojů B. [Návod: Graf obsahuje další

transformační přímku 5—00+2—000; l a přijatelná řešení tvoří pak
pětiúhelník omezený všemi polozrovinamiz úlohy 48 zatouto polorovinou.]

50. ]ZD má osít 100 ha půdy pšenici a cukrovkou za těchto podmínek:
a) k dispozici má 2 800 pracovních norem, přičemž na 1 ha pšenice je
třeba 10 norem a na 1 ha cukrovky 70 norem; b) zásoba osiva pšenice
stačí na 80 ha; c) pro cukrovku je vhodných jen 35 ha. Určete takové
rozdělení osevních ploch, aby za uvedených podmínek mělo družstvo
2 pěstování těchto dvou plodin maximální čistý důchod, počítá—lise
čistý důchod z 1 ha pšenice 1 000 Kčs a z 1 ha cukrovky 300 Kčs.
[Návodz :::1+ x, ; 100, 10x1+ 70x2; 2 800, a:1; 80, x, ; 35, z =
= l 0001:]+ 300x,.= max.]

. Určete graficky nejlevnější jídelníček, sestavený ze sýra a uzenin tak,
aby tyto dvě potraviny zajišťovaly a) aspoň 500 cal; b) aspoň 40 g
bílkovin; c) nejvýše 30 g tuků. Potřebné údaje pro 100g uvedených
potravin obsahuje tabulka:

5_

kalorie bílkoviny tuky cena

sýr 328 20,3 27 2,8

uzeniny 192 16,3 13,6 3,2

52. Krmná norma živin na výrobu ] kg mléka u dojnice, jejíž užitkovost je
větší než 10 kg mléka denně, je 0,05 kg stravitelných bílkovin a 0,25 škro­
bových jednotek. Zemědělský závod bude tuto spotřebu živin nahrazovat
senem vojtěšky, kosené před květem (obsah 8 %su'avitelných bílkovin
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a 28 % škrobových jednotek) a pšeničnou krmnou moukou (obsah
11% stravitelných bílkovin a 75 % škrobových jednotek). Určete
takovou kombinaci uvedených krmiv, aby krmné náklady na výrobu
1 kg mléka byly minimální. Náklady na výrobu 1 kg vojtěškového sena
jsou 0,50 Kčs a na 1 kg krmné pšeničné mouky 1,25 Kčs.

53. Určete velikost směrového úhlu <ppřímky, jejíž orientace je určena
vektorem AB, kde A 5 (x„ yl), B 5 (x„ y,). Jak se změní směrový
úhel této přímky, změní—lise její orientace?

54. Deíinujte směrnici přímky procházející body A 5 (1:1,y,), B 5 (x„ y,).

| 5[ Napište rovnici přímky, která prochází bodem a) A 5 (—3, 7) a je
rovnoběžná se směrem vektoru : E (2, S); b) B 5 (—1, —2) a jejíž

. . 3

směrmceje tg 9)= 5'
Řešení

a) x=—3+2t, y=7+5t neboy—y1=k.(x—x1), tj. 3;—

—7=%(x+3),2y—5x—29=0.b)tgqa=í=g,x= —l+
+5t,y=—2+3t.Neboy+2=%(x+1),3x—5y—7=0.

Závěr: Rovnice přímky žádaných vlastnosti zní: a) 5x — 23;+ 29 =
:o; b)3x—5y—7=0.

56. Jakou rovnici má přímka procházejíd počátkem souřadnic:
a) v parametrickém tvaru; b) v neparametrickém tvaru ? Najděte rovnici
přímky procházející daným bodem rovnoběžně s daným směrem:

5 1 5aCE —2,3,t =—---; bC—z 0,—,t =—;
) ( ) W 2 ) ( 2) w 4

c)C_=_(4,5),x=4t,y=—12—+5t.
57. Podle předchozí úlohy vyjádřete zpaměti ve tvaru parametrickém i ne­

parametrickém rovnici přímky procházející počátkem, jestliže její smě—
rový úhel je: 300, 450, 600, 1200, 1350, 1500, 1800,_2100.

58. Narýsujte přímku, která prochází daným bodem A 5 (—l, 2) a pro
jejíž směrový úhel 9) platí:

1. 5 .
a)cos<;o=í,smc;o>0;b)cosqp=Ví,sm<p>0; c)oos<p=

ž . 1 .
=—V7,s1n<p>0; d)wsm=—í,0<w<1tš e)s1n<p=

l “It 3 .

=—í,5<cp<5n, f)sm<r——l»0<<r<2n­
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59. Určete směrový úhel spojnice bodů (v daném pořadí);
a) A = (0,2),B =(—2, 4); b) C E (3, —l), D 50, —5); c) EE

E (51/315), F E(_V3_, —1); d) G E(op), HE (1, Vš).

60. Určete rovnice stran a úhlopříček čtyřúhelníka ABCD, jehož vrcho­
ly jsou:
a) A 5 (_99 4),B 5 (0,7),C 56,1), D E (0,O); b) A 5 (_l> _l),
B = (3, —2), C E (5, 1), D E (l, 4). Jaké jsou úhly stran tohoto čtyř­
úhelníka s osou +x? ,

Při scelování pozemků při zakládání JZD byl vytvořen hon tvaru čtyř­
úhelnika, jehož vrcholy A, B, C, D měly vůči pevně zvolenému geodetic­
kému nulovému bodu polohu: A E (580, 600), B E (700, —450),
C E (—800, —500), D = (—750, 320), měřeno v metrech. Určete vý­
měru tohoto honu. [Návod: V geodézii jsou body rovinného útvaru vy­
značovány v soustavě souřadnic, jejíž kladný směr osy :: leží v meridiánu
směrem severním a kladný směr osy y ve směru východním.]

62. Jaký směrový vektor má přímka o rovnici ax + by + : = 0? Jak zní
její a) směrnicový, b) úsekový, c) normálový tvar? [a ;L-0, b ;L-0.]

63. Jak zní rovnice přímky procházející bodem A, jejíž směrnice je k:
a) k=2, A EO,—l); b) k: l, Aš(—2,3); c) k= —2,A5

1

E(oa _3)Š d) k = 0, A E(3: _3)Š e) k = ?: A 5 ("'45 —5)5
f) k = —3,14 E(—l, —3)?Narýsujte je.

64. Jak zní rovnice přímky, která svírá s osou x úhel a: stupňů a na ose y
vytínáúsekq:a)a=300,q=2; b)a=300, q=0; c)a=600,
q=—l; d)a=600,q=3;e)a=1200,q=l; f)oc=1350,q=
=—4; g)a=—450,q=2? (Zpaměti.)

65. Napište úsekový tvar rovnice přímky a sestrojte ji, je-li obecný tvar její
rovnice:a)3x—4y+5=0; b)x+y—2=0; c)2x—3y+4=
=0; d)5x—12y+l4=0; e)4x+5=0.

66. Určete rovnici přímky, která je určena některými z hodnot: k, a, p, q.
(k je směrnice přímky, a je směrový úhel přímky, p je úsek vymezený
přímkou na ose x, q je úsek vymezený přímkou na ose y.) a) a = 300,
q=3; b)a =450,q = —10;c):z—_ 1350,q= 2; d)k=2,q= —3;
e) k=— , q=0; f) p=3, q=—4; g) p=—1, q=—2o
(Zpaměti.)

67. Napište v úsekovém tvaru rovnice přímek z úlohy 62 a 63.

_o

|_­

Š
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68. Jaké úseky na osách vytíná přímka určená body A,B, jc-li:a) A E(3, 4)
B _=_(—l, —3); b) A —=—(—l,—2), B =(—3, —5); c) A E(2, 3),
B E(4, —3)?

. Najděte směrnici přímky a úseky, které vytíná daná přímka na osách
souřadnic, je-li její rovnice: a) 3x — óy + 10 = 0; b) 41:+ 3y — 1 =
=0; c)6x—5y=0; d) 6x+y—l=0; e) ax+3y+2=0;
f) 3x+by—l=0,b7£0.

70. Jak zní rovnice přímky procházející daným bodem rovnoběžně s danou
přímkou:a)P=(3, l),y =;0 b)P=(—l, 3),x=0; c)P=
=(—1—2),y=x; d)P=(4, 2),x—6y+ 3 =0; e)P=(— l,—l),
:: = 2? (Zpaměti.)

71. Jakou směrnici má přímka, jejíž paramen-ická rovnice je: a) x = 3 - :,
y=1+21; b)x=2l,y=3t; c)x=—l+2t,y=3—t; d)x=
=3—2t,y=7+3:; e) :: —l,y=1+t?Napište směrnicový
a úsekový tvar rovnice těchto přímek.

72. Určete odchylku dvou přímek:
a) 2x—5y+35=0, 9x+10y—42:0, b) 5x—2y+26=0,
9x+10y—42=0; c)5x—y+6=0, 3x+y—4=0.
Řešte vektorově.

73. Určete odchylku dvou přímek, jejichž rovnice jsou:
a) 5x—y+7=0, 2x—3y+1=0; b)3x+2y=0, 6x+4y=
=—9; c)2x+y=0,y=3x—4; d)3x—4y=6,8x+6y=11;
e)3x+2y=0,6x+4y+9=0; f)y=2x—3,y=0,5x+l.

74. Strany trojúhelníka jsou dány rovnicemi:
a)ašx+3y=0,bEx=3,cEx—2y+3=0;
b)ašx+7y+ll=0,b53x+y—7=0,CEx—3y—l=0;
c)aEx+2y=0,bEx+4y—6=0,cšx—4y—6=0.
Určete souřadnice vrcholů těchto trojúhelníků a velikosti jejich vnitřních
úhlů.

75. Poloha trojúhelníkové parcely na plánu je vyznačena vrcholy trojúhel­
níka A, B, C. Jaké jsou její vnitřní úhly, jestliže:
a) A =(—1, —1),B 505, 3), c E(s, —6); b) A E(9, —3),B 5
E(z, 5),CE(—4, 2), c)Aš(o, 7),BE(6, —1),cEQ, 1).

| 76_—| Najděte rovnici přímky procházející počátkem souřadnic, která současně
protíná přímku, jejíž rovnice zní y= 4— 2x, pod úhlem 45“.

Řešení

Existuje-li taková přímka, nechť má směrnici k. Její rovnice pak je
y = kx. Pro odchylku dvou směrů, jejichž směrnice jsou k„ It„ platí
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k_2—__kl v -- _ __ o
tgtp= l_—+k12'kDaná prímka má směrmcx k1_ 2, (;;—45.

Platí proto tg 450 = lkz+2; a z toho 1 —2k2= k2 + 2, 3k2= —l,_ l
k2 = — Š—. Rovnice hledané přímky tedy zní y = — Š x. Druhá přím­
ka vyhovující úloze je kolmá k přímce nalezené (načrtněte situaci), tj.
tg 900 = (k —kz) :(l + kkz) = oo. Proto je 1+ kk2=0, neboli v našem

případěl— Šk=0, k= +3.

]iné řešení: Pro odchylkupřímek2x+ y =4,y = kx platí: y; =
|2k + l|: -—=—_. OdtUdakk =-— k =+3.

1/1+k2.1/5 p * 3'2

Závěr: Rovnice obou vyhovujících přímekjsou: y = —% x, y = +3x.
77. Jak zní rovnice přímky procházející bodem A a protínající danou

přímku p pod úhlem 450:
a)A=(—l, —1),p=2x+3y=6; b)A=(2, l),p =2x+3y+
+4=O; c)A=(5, 3),p :2x—3y—7=0; d)A =(—l,3),
p: -4x —2y — 1——0.

*78. Určete normálový tvar rovnice přímky:
a) 3x —4y — 5: 0; b) y = 3x — 1; c) vytínající na osách souřadnic

úsekyp = 4, q = —5; d) procházející bodem A rovnoběžně se směrem
vektoru u E (—2, 1), A = (3, l).

[Návodz Normálový tvar rovnice přímky ax + by + c = 0 má tvar
ax + by + c——= =0.
:t ]/a2 + b2 ]

*79. Najděte normálový tvar rovnice přímky, k níž normála vedená z počátku
souřadnic má velikost d a svírá s kladným směrem osy :: úhel a:
a)a=300,d=10j; b)a=135“,d=5j; c)a=60“,d=l2i.

|80.| Najděte velikost výšky va v trojúhelníku ABC, je-li A EU, 5), B 5
= (5, —5),C = (3, 4).

Řešení

Velikost kolmice z bodu A na stranu BC určíme podle vzorce

axo+b0+c ,kdcax+w+c=0ic rovnicesmy BC)
Vaa+ba

v=

526



xo,yo jsou souřadnice bodu A. Rovnici strany BC určíme z podmínky,
že .body B, C leží na přímce, jejíž rovnice je ax + by + c = 0.
Platí tedy Sa — Sb + c = 0, 3a + 41)+ c = 0. Jejich řešením do­

staneme a = Š—b,c = —% b. Dosadíme—lityto hodnoty do obecného
tvaru strany BC (ax + by + c) = 0, dostaneme 9x + 23:— 35 = 0.
[Rychleji dostaneme rovnici strany BC dosazením do vzorce pro rovnici
přímky určené dvěma body:

y—yi =y2—_y1(x—x1),ti.y+5= ;+Š(x—5).Ztoho—2y—
—lO=9x2Í—459x+2y—35=0.]

VzdálenostvaboduAodstranyBCiepakv: W. =
_ 9+1o—35 __13 +
_! V?s vš'

| 81. | Určete vzdálenost dvou rovnoběžek:
y=3x+5, 6x—2y—l3=0.

Řešení

Obě přímky jsou rovnoběžné, neboť jsou kolmé k témuž vektoru.
Na první přímce zvolme libovolný bod, třebaprůsečík dané přímkys osou
y. Potom prox = Oiey = 5, ti. první přímkaprotíná osuy v bodě M E

E (0,5).Jehovzdálenostod druhépřímkyjev : míša—LB. :
= 23VŘ

40 .

Jiný způsob řešení:
Leží-li počátek soustavy souřadnic v téže polorovině vymezené oběma
přímkami,je vzdáleth obou rovnoběžekrovna rozdílu vzdáleností obou
přímek od počátku. Jsou-li obě přímky počátkem soustavy souřadnic
od sebe odděleny, pak je jejich vzdálenost rovna součtu vzdáleností
počátku od obou přímek. Proveďte si náčrt. Vzdálenost počátku od

13' 'ed=———— Vnašem Haděd— —._,d—
pdmky; Va=+b=' pp 1—V10 z V

Závěr: Vzdálenost d = d1+ d„ = i + ; =2——3V—(jako v ře­
Víó 1/40

šeníprvním).
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82.

83.

84.

85

87.

m.

528

Jaké vzdálenosti mají dané body od daně přímky:
8) M E(Ž: 8), N E(_4> _3): P 5 (_7a 7), Q 5 (5, _l)> R E
= —10,0),x—2y+10=0; b) A=(9,—2), B=(ll,—3),

C=(4,0),D=(0,š),5x+12y—20=0?
Určete velikost strany čtverce, jehož vrchol A leží:
a) v počátku souřadnic a úhlopříčka BD na přímce, jejíž rovnice je
6x + By = 49;

b) v bodě A =(—3, —4) a úhlopříčka BD na přímce o rovnici 3x +
+ 43; = 25.

Určete vzdálenost dvou rovnoběžek (když jste se předem přesvědčili,
že daně přímky jsou rovnoběžné):

a)y=xV3—4,y=xv3+2, 3b)3x+2y— 18=0,6x+4y+ll=0; c)2x—y=6, 4x—6y—25=0;d)ax+
'l'byl'l'51=0,ax'*l'b.')"l"Cz:-y—o

Určete velikost výšek v trocjúhelnňcu,jehož vrcholy jsou:a) A =(0,0), B = (2, l),C =—,(3 —l); b) A.—_:—(1,6),B =(4, —2),

C E(ó, S);Cc)A = (15,4), =(l, —3),C = (5,9), Cd)A = (5,2),=,(15),c —=—(—2,1), e>A =(7, 8),B =(5 —2),c =(_ 3, _6).
Ověřte si, že výšky v trojúhelníku procházejí vždy jedním bodem.
[Řešte aspoň pro úlohu a) ]
Určete velikost výšek trojúhelníka, jehož strany leží na přímkách daných
rovmcemr:
a)a=2x+3y+ l3=0, b=3x+y+9=0, c=4x—5y+7=
=0; b) a=3x+y+4=0, b=3x—5y+34=0, c=3x—
— 2y + 1 = 0.

Určete k v rovnici přímkyy = kx + 5, má-li její graf od po&tku vzdále­
nost d = V5.
Najděte přímku, která obsahuje bod:
a) M=(l, —l)amáodboduQ=(2, 7)vzdálenostv=3;
b) P=—-(3, 12) a od bodu Q =(7, 2) má vzdálenost v = VSB;
c) R=(—2, 5)aje stejněvzdálenaod bodů A_= (3, —7),B =—(—4, 1),
Pro které hodnoty konstanty k je přímkao rovnici:
a) (k—3)x+(k*—4)y+k3—5k+6=0;
b)(k2— l)x+yk+k“+ 1,512—1 =0 a) rovnoběžnás osou :,
b) rovnoběžná s osou y, c) prochází počátkem?

Trojúhelníková parcela, ležící při cestách protínajících se kolmo, má
být na nejdelší straně vymezena přímou hranicí, která prochází přes



studni společnou se sousední parcelou. Určete rovnici té strany, je-li
studna M E (40, 50) zaměřena v metrech vzhledem k cestám a má-li
mít parcela tvar trojúhelníka rovnoramenného. Řešte též pro případ
M E (30, 35), jc-li obsah parcely 21 a, nebo M E (60, 50), přičemž
součet stran při cestách parcely má být dlouhý 220 m

91. Přímky, na nichž leží strany troj­
úhelníka, mají rovnice: c E 12x++w—u=mbšu—y+
+ 8 = 0, ašy+8 = 0. Určete:
a) souřadnice vrcholů trojúhelníka
AEb.c,BEa.c,CEa.b;b)
rovnice těžnic a souřadnice těžiště
toho trojúhelníka; c) rovnice os
vnitřních úhlů a souřadnice jejich
průsečíku; d) velikost poloměru
vepsané kružnice; e) velikosti vý­
šek.

*92. Dva sklony nivelety silnice o stou­
pání 3 % a 5 % se mají zakroužit
vertikálním obloukem o poloměru
R = 6 000 m. Vypočtěte délku te- om, g|
čen AB = BC = :. Viz obr. 91.

*93. Na svahu se má zřídit železniční násep široký v koruně 12 m, se sklonem
bočních stěn l : 1,5. Podélná osa náspu „běží“ po vrstevnicích, takže zá­
kladová spára v příčném řezu stoupá. Její stoupání je 12 %. Jaká je
výška náspu h„ je-li hl : 3 m. (Viz obr. 92.) Jaká je délka základu AB?
Řešte i trigonometricky.

AA
Obr. 92

*94. Pro odvodnění vozovky dálnice byla zřízena ve štěrkové vrstvě'dešťová
vpust. Vypočtěte vodorovné vzdálenosti vpusti od krajů vozovky, je-li
výška štěrku nad jejími krajními body AE = BF = 10 cm, 16 cm nad
vpustí CD, přičemž příčný spád vozovky je 1 : 400, spád spodní vrstvy
ke vpusti ] : 200. (Počátek volte v bodě D ; obr. 93.)
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*95. V proiektu navržená niveleta silnice se lomí'v bodě C a přiléhající úseky
mají sklon 1 : 160 a l : 220. Počáteční bod prvého úseku A E (360; 4,8)
a koncový bod druhého úseku B 5 (680, 6,5) jsou přesně zaměřeny.
Lomený úsek má být nahrazen vertikálním kruhem. K tomu je třeba
znát souřadnice průsečíku obou směrů. Vypočtěte je.

W A " 25E _
_; F

C D

X2 16cm \ X1

Obr. 93

3. TRANSFORMACE SOUŘADNIC

|ge_| Posuňte osy souřadnic tak, aby rovnice přímky, procházející bodem
_ A 5 (4, —0,5), v soustavě souřadnic xOy svíraiíci s osou x úhel 600,

mělatvary' = V3. x' .
Řešení

V původní soustavě souřadnic má rovnice hledané přímky tvar

y — % = VŠ (:; — 4), v nové soustavě y' : V3_x'. Stačí tedy nahra—

dit výraz y —? = y ', x —4 = x'. Nmíý počátek souřadnic x'O'y' je

v původní soustavě souřadnic O' —=—(4, í)' Směrnice přímky je stejná,
neboť nová soustava souřadnic je rovnoběžná s osami souřadnic původ­
nich.

|97_| Určete rovnoběžně posunutí, kterým se rovnice přímky y = %x + 5

změní na rovnici y' = %x' —2.
Řešení

Daná rovnice přímky má mít tvar y' + 2 = % x'. Srovneime ji

s tvaremdaným,ti.y—5=íx. Potommusíy—5=y'+2, tedy
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y = y' + 7, x = x' + 0. Nový počátek bude mít proto souřadnice
0; E (0,7).

Zkouška: y' + 7 — 5 = %x', Í toho y' = Š—x'— 2.

Jilné řešení: Rovnicey' = 5x' —2 se dá vygádřitve tvaru y' =
= —2—(x'— 4). PorOvnáme-li ji s rovnici y — 5 = 5x, dostaneme vztah
y'=y—5, x=x' —4, neboliy=y'+5, x=x' —4, a proto

0; E (—4,5).Neboy' = %x' —2 přepíšemeve tvaruy' = í(x' + 6) —

—5, z toho y' + 5 =—Š—(x'+ 6). Potom plati y' + 5 =y —5, x =
= x' + 6, neboliy = y' + 10,x = x' + 6. Souřadnicenového počátku
jsou tedy 0; E (6, 10), atd.

Závěr: Úloha má nekonečně mnoho řešení. Např. 0; E (0, 7) nebo
0; = (—4,5) nebo 0; E (6, 10) atd. 0 správnosti-se přesvědčtezobra­
zenim.

9©. Zpaměti: Jaké souřadnice bude mít nový počátek soustavy souřadnic,
jestliže rovnice přímky:

a) y —0,5 = 3(x —4) přejde v rovnici y' = 3x'; b)y +1 = 3(x + 2)
přejde v rovnici y' = 3x'; c) y — 2x = 5 přejde v rovnici 2y' — 4x' +

5
+-2__0?

99. Zpaměti: Jak zní rovnice přímky procházející počátkem v nové soustavě
souřadnic posunuté rovnoběžně k původní soustavě do počátku P' E

z—:(x„y,)? Řešte též pro: a) y = 2x, P' EU, 3); 13)y = _“ “Š—xs
P' E (—1,2), c)y = 0, P' E(2, 3).

100. Body A, B, C jsou vrcholy trojúhelníka. Posuňte tyto body do nové
soustavy souřadnic rovnoběžných se soustavou původni, jestliže nový
počátek souřadnic je O' E (2, —3) a ukažte, že obsah daného trojúhel­
níka se posunutím nezměnil. Řešte pro A 50,0), B E(3, 4), C E
E (—l, 5). Totéž pro A' E (3, —3), B' E (5, 1), C' E (l, 2), 0" E
E (——2,3) nebo pro A" _=_(—1, 3), B" 5 (l, 7), C" E (—3, 8),
O'" E (—1, —l).

101. Zpaměti: Jak bude znít rovnice kružnice, jejiž rovnice v původní sou—
stavě souřadnic zní: a) (x — 5)2 + (y + 3)2 = 25, jestliže počátek
souřadnic posuneme rovnoběžně s osami do bodu O' E (5, —3);
b) x2+(y— 1)2=4; c) (x—m)2+(y—n)2=r2?
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102. Danou funkci Zjednodušte tím, že posunete osy souřadnic do nového
počátku O' E(m, n). Najděte souřadnice m, n a sestroite graf daných
funkcí v nové soustavě souřadnic: a) y = (x — 2)2 + 1;
b)y—3=(x+2)2; c)y=x2—4x+5; d)y=4x—x2.

a)y=2x2+4x-—3; b)y=x2—103. Jakou rovnici bude mít křivka:
c) y = (x —-l)2 v nové soustavě souřadnic s počátkem

105.

106.

—3x+l;
vbodě O' š(—l, —5)?

„i| Coiegrafemfunkcexy—Zx—y+8=0?
Řešení

Rovnici xy + ax + by + c = 0 je možno napsat ve tvaru (x + b) .
.(y + a) = ab —:. Pro náš případ je b = —1, a = —2. Je tedy
(: — l)( y — 2) = 2 —8. (O správnosti se přesvědčte roznásobením.)

Závěr: Posuneme—lipočátek soustavy souřadnic do bodu O' E (l, 2),
zní původní rovnice x'y' = —6,což je rovnice nepřímé úměrnosti a jejím
grafem ie rovnoosá hyperbola s větvemi ve druhém a čtvrtém kvadrantu.
Podobně jako v úloze 104 převeďte rovnice daných křivek na tvar
xy=kapakzobrazteza)xy—2x=6; b)xy—x+2y=6;
c)xy+2x=3y; d)xy+2x+y+5=0; e)xy+x—3y—l=0.
Vyjádřete souvislost souřadnic bodu A _=.-(x, y) ze soustavy souřadnic

103; v nové soustavě souřadnic
x'Oy', která vznikla otočením pů­

V x QASUJJ'U'W') vodní soustavy souřadnic kolem
, ,/ \ počátku 0 o úhel gv.[Návod: Po­

\7 /// \\ dle obr. 94platí: :: = OB1—AIBI,
\ /// Q)“ 3;= AIC+ AC = BIB+ AC;

\// \\ x' OB1 = x'cos <p,BC = AlB1 =
\ y \ / =y'sin qJ.Ztoho:: =x'coscp—
\ c/ 8 —y'sm%y=x'sintr+y'cos%]
<;- x',/ 107.Transformuite polohu rovnoběž­

\ ,48 nýchpřímeky=x+2,y=x—3] Š' otočením souřadných os kolem
0'50 !, 13, počátku o úhel: a) 300; b) 600;

Obr.94 c) ao. Dokažte, že po otočení jsou
tyto přímky opět rovnoběžné.

108. Sestroite křivku, jejíž rovnice je xy = —4. Jakou rovnici bude mít tato
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křivka, když otočíte soustavu souřadnic o úhel (p = —450?

109. Otočením o úhel 99= 450 zjednodušte rovnici: a) 5x2 — 6:9; + Sy3 =
=32; b)3x2—1oxy+3y2+32=o; c)3x=—2xy+3y=—s=o.
Narýsuite původní i nové osy souřadnic i grafy funkcí.



110. O jak velký úhel 9) se musí otočit soustava souřadnic, aby rovnice:
2

a) ::2 —_y2= a2 se změnila na rovnici x'y' = %; b) 3x2 _ 2xy + 33,3___
= 8 se změnila na rovnici x'2 + 2y'a = 4?

4. PARABOLA

111. Podle definice paraboly odvoďte její rovnici, jestliže vrchol paraboly leží

v počátku souřadnic a ohnisko ve vzdálenosti % na ose x. Jaký význam
má parametr 213?

112. Zpaměti: Určete rovnici paraboly, jejíž parametr je: a) 219= 8;
b) Zp = a, vrchol v počátku a její osa v ose x. Jaký je graf té paraboly
pro a < 0?

113. Zpaměti: Jak zní rovnice paraboly s vrcholem v počátku, s osou v osách
souřadnic: a) y; b) —y; c) —x, je-li její parametr Zp = a?

|114_| Napište rovnici paraboly s osou v ose x, jejíž vrchol leží v počátku a která
—— prochází bodem A 5 (2, 2).

Řešení

Existuje-li žádaná parabola, má její rovnice tvar y2 = 219x.Bod
A E (2, 2) na této parabole leží a jeho souřadnice musí tedy dané rov­
nici vyhovovat. Proto 4 = 21). 2, p = ]. Rovnice hledané paraboly
tedy zní y2 = 2x. Přesvědčte se o tom konstrukcí.

115. Napište rovnici paraboly, která prochází daným bodem,"jejíž vrchol je
v počátku a osa leží v ose x: a) M E (4, 2),

b) N E (6, 8);
c) 0 =(_4, —6);
d) P E (6, —4).

Sestrojte ji pomocí ohniskových vlastnosti.

116. Najděte rovnici paraboly procházející daným bodem, je-li její vrchol
v počátku a osa v osey: a) A E(2, 4); b) B E(l, 4); C) G _=_(2, S);
d) D E (—1, —2); e) E E (2, —8). Jak by měly tyto rovnice, kdyby
osa paraboly ležela v ose +x, popř. —x? [V případě d), c).)

117. Určete polohu ohniska, rovnici řídící přímky paraboly a narýsujte para­
bolu, jejíž rovnice je dána: a) y2 = 4x; b) y“ = —2x; c) :“ = 4y;
d) x2 = —4y; e) y2 = —6x; f) 1:3= —10y.
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118.

ma.

121.

Vhodnou volbou nového počátku P' E (m, n) uveďte rovnici paraboly
y = az:2+ bx + c na tvar y' = ax'z, kde x', y' jsou nové souřadnice
bodů paraboly. Napište vztah mezi původními souřadnicemi x, y a no­
vými souřadnicemi x', y'. Kterým různým hodnotám :: přísluší stejné
hodnotyy?

. Posuňte soustavu souřadnic do bodu O' 3 (3,2) a v ní určete rovnice
parabol z úlohy 117.

Napište rovnici paraboly s osou rovnoběžnou s osou y a procházející
bodyA 5 (l, 2), B 56,1), C E (7,5).

Řešení

Rovnice takové paraboly, pokud existuje, zni (x — m)2—— 2p(y — m),
kde (m, 71)jsou souřadnice vrcholu paraboly, p je její parametr. Souřad—
nice bodů A,B,C této rovnici musí vyhovovat, neboť na Křivceleží.
Dostaneme tak soustavu tří rovnic pro neznámé m, p, n. Pohodlnější
je však upravit rovnici (x — m)2 =—-2p( y — n) na tvar ::2 — 2mx +
+ m2 = 2193:— 2pm. Potom ac2— 2mx — 2py + m2 + 2pn : O, neboli
::2+ Mx + Ny + L = 0. I této rovnici musí vyhovovat souřadnice
všech daných bodů. Dostaneme tedy:
1 + M + 2N + L = 0 ,
9 + 3M + N + L = 0 ,
49+7M+5N+L=0.
Jejich řešením dostaneme: M = —6, N—= —4, L: 13. Dosadlme-li
tyto hodnoty do rovnice ::2 + Mx + Ny + L———0, máme ::2 — 6x —
—4y+ l3=0,neboli(x—3)2=4y—l3+9,(x—3)2=4(y—l).
Odtud snadno určíme souřadnice vrcholu paraboly, velikost parametru
i směr osy paraboly. V E (3, l), 21:= 4 a osa paraboly je rovnoběžná
s poloosou + y.

Zpaměti určete souřadnice vrcholu, velikost parametru a směr osy para­
boly:
a) (y —1)2 = 2(x —1); b) (y — 3)2 = —4(x + 5)š
c) (x — 1)2= 9(y —z); d) (x + 4)2 = 160 + z);
e) (x + 3)2 = B(y — 2).

Zjednodušte jejich tvar transformaci souřadnic a načrtněte jejich graf.

122. Určete souřadnice vrcholu a velikost parametru paraboly:
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a)y“—6y—l2x+57=0; b)x2+6x—9y=0;

c) 4y2—20y—24x—47=0; d)y=%x2—2x+l2.



123. Jaké jsou souřadnice vrcholu a ohniska dané paraboly, jak velký je její
parametr a jakou rovnici má její řídící přímka, je-li rovnice paraboly:
a)x2—sx—3y+10=o; b)2y2—11x+12y+73=o;

c)—3+y—x+1=o, d)y=3x—2x2—6;
e)y=—2x2+8x—9; f)y=—2x2—20x—50?

124. Napište rovnici paraboly s osou rovnoběžnou s osou x a procházející body:

E(—513)9B 5 (1:9):C ==?_93 5; 6)Š b) M: —,(0O),N : (4:5Š9);P —=—-(12, —6); c) R = (3,3),S :- .,(4 6),T _-(0, 12).
125. Napište rovnici paraboly s vrcholem V = (3, —7), jejíž řídící přímka

má rovnici :: = 5. Určete souřadnice průsečíků této paraboly s osami
souřadnic.

126. Určete rovnici paraboly procházející bodem A =(— 5,4), jestliže
rovnice_její vrcholové tečny je y — 3 = 0 a osa paraboly má rovnicix +7

|l27.] Do paraboly y2 = 4ax, a > 0, jsou umístěny vrcholy rovnostranného troj—
úhelníka tak, že jeho vrchol A splývá s vrcholem paraboly a protilehlá
strana BC je kolmá k ose x. Určete: a) souřadnice vrcholů tohoto troj­
úhelníka; b) velikost strany a obsah trojúhelníka.

Řešení (obr. 95) _ , y &

PřímkaABmárovniciy= %s:. (
Bod B _je v průsečíku přímky

y = %x a daně parabolyy2 = 300 8 P!
=4ax. Souřadniceprůsečíkuobou 450 &
čar doStaneme řešením jejich rov­

nic. Tedy % ::2 = 4ax, z toho
x'(x — 12a) = 0, .at:1= O, ::2 =
=l2a. Druhé souřadniceprůse- Obr.95 C\
číkůjsou:y1= 0, y,: jz4al/3.
Souřadnice vrcholů hledaného rovnostranného trojúhelníka tedy jsou:
A = (o,o>,B=(12a,4a1/3), (: =(12a,—4a1/3). Strana tohoto troj­

úhelníkaAB =s= =2yB =2. 4aV3=8aV3,P= 48a V3.
yB

m30o

128. Vrchol rovnostranného trojúhelníka leží ve vrcholu paraboly:
a) y2 = 6x; b) y2 = 2x.
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129.

130.

131.

*132.

133.

*134.

135.

136.

137.
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Určete souřadnice ostatních vrcholů tohoto trojúhelníka, leží-li též na
dané parabole.

Tři vrcholy čtverce o straně a = 6V2 leží na parabole o vrcholu v po­
čátku, s osou v ose x, přičemž jeden z vrcholů je ve vrcholu paraboly.
Určete její rovnici a narýsujte ji.

Tři vrcholy čtverce leží na parabole y2 = 81: tak, že vrchol A splývá
s vrcholem paraboly a protilehlý vrchol C leží na ose x. Určete souřadnice
vrcholů tohoto čtverce.

V parabolickém automobilovém reňektoru má sklo průměr 20 cm, při­
čemž hloubka reflektoru je 15 cm. Určete polohu žhavicí spirály, je-li
reflektor přepjat na velká světla (na dálku).
[Návod: Světelný zdroj musí být v ohnisku.]

Pro parabolický zrcadlový dalekohled o průměru zrcadla 17,5 cm má být
vybroušena zrcadlová plocha s ohniskovou vzdálenosti 100 cm. Určete,
oč je parabolické zrcadlo uprostřed zbroušeno víc než na krajích.
[Návod: Udaná ohnisková vzdálenost umožňuje určit rovnici paraboly.]

Ve sluneční peci postavené v Číně v provincii Kansu je prý uvařen
hrnec rýže během dvaceti minut. Jak daleko od vrcholu parabolického
zrcadla na ose musí být zahřívaný předmět, má-li osový řeztvar paraboly
o rovnici y2 = 2401?

Dokažte, že všechny pravoúhlé trojúhelníky s přeponami kolmými k ose
x a s vrčholy na parabole y2 = 2,01:mají shodné výšky.
[Návod: Zvolte si na parabole bod A E(xl,y1) a napište rovnici kruž­
nice k se středem S E (as„0) a poloměru r =y1. Určete souřadnice
průsečíku této kružnice s parabolou &odtud velikost výšky 0. Její velikost
nebude závislá na volbě bodu A.)

Těleso bylo vrženo šikmo vzhůru rychlostí c ve výškovém úhlu a. Určete
rovnici jeho dráhy bez ohledu na odpor vzduchu.

[Návod: y = ct sin a —%gtz, :: = c . : cos a. Ověřte podle náčrtku.]

Bod M má souřadnice ::1 = at, y1 = ata, kde a :,á 0 a t je parametr.
Dokažte, že tyto parametrické rovnice vyjadřují rovnici paraboly.

Určete souřadnice průsečíků dané paraboly s přímkou:
a)y3=2x,x=t,y=2t; b)x2=4y,x=l—t»y=2+tš
c)(y—2)2=2x,x=l+t,y=2—z;
d)x2=4(y—l),x=3+t,y=2—3t;
e)y2= l2x,2x+y—12=O;
f) y2=12x—24,2x+y— =0.



138.Přímkamá směrnici k = _; a prochází vrcholem křivky: +y' =
= y + 2. Napište její rovnici a souřadnice průsečíků obou čar.

139. Najděte souřadnice průsečíků dvou parabol:
a)y2=6x,y'=12x—24; b)y“=4(x+5),y3= —3(x—2).

*140. Napište rovnici přímky, která prochází vrcholem křivky 2x* + y —
—x = 2 a s přímkou :: — 3y - 6 = 0 svírá úhel 450. Určete souřad­
nice průsečlků s danou parabolou.

|—_141_Í Jakou rovnici má tečna paraboly ya = 9x rovnoběžná s přímkou, jejížrovnioeie5x—3y—2=0?
Řešení

Předpokládejme, že taková tečna existuje. Bod dotyku tečny na para­
bole nechť je T E(x„y,). Rovnice tečny paraboly v tomto bodě zni

=p(x + x,), kde p = 9—, neboť z rovnice y2 = 9x vyplývá, že

21:= 9. Její směrnice, tj. 3%, musí být rovna směrnici přímky daně.1

27 . „_
,yl— 3, y1—í6. Z rovmcey —9x dostaneme

:

1—0-= 9:„ x, = —80—10—.Souřadnice dotykového bodu T tedy jsou

T .—=—(0,815 2,7), rovnice tečny 6y=10x + 8,1

142. Napište rovnice tečen vedených z bodu P k parabole:
a) P E (—3,l),y2 = 8x; b) P E (—3; l,5),y* = 6x;
c) P E (3,0), x* = 9y; d) P E (—6, —2),y3 = 16x;
e) P E(—4, 8),y* = 9x.

*143. Je dana rovnice paraboly a bod M. Určete rovnice tečen vedených
zboduMkekřivce:a)y2—7x+6y+ 16=0; M= (7 —8),

b);y2—8x—8y+24=0, M=(——,58).
[Návodz Vhodnou transformací souřadnic uvedte rovnice na tvar
y'3 = Ax'.]

144. Přímka o rovnici 7x — 63;+ 21 = 0 je tečnou paraboly s vrcholem v po­
čátku a osou v ose +x. Jak mi rovnice tě paraboly?

145. Napište rovnici tečny paraboly x“=12y, která svírá s kladným směrem
osyxúhel: a)450; b)600; c)30.

*146. Dokažte, že: a) Středy S všech rovnoběhých tětiv MN o směrnici k
paraboly, jejíž rovnice je y = ara, leží na přímce r rovnoběžné s osou _v.
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*147.

*148.

*149.

150.

|151.
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Přímka r se nazývá průměr sdružený se směrem tětiv MN. Najděte
rovnici tohoto průměru. b) Na průměru r leží také dotykový bod H
tečny t, která je rovnoběžná s přímkou MN. c) Tečny tl, :, v bodech
M, N paraboly se protínají v bodě R na průměru r. Přitom plati HR =
— HS.

Který průměr paraboly o rovnici 63!= ::2 půlí tětivy r0vnoběžné
s přímkou, jejíž rovnice je 2x —y = 0?

Které tětivy paraboly o rovnici 6y = a:2jsou půleny průměrem :: + 3 =
= 0?

Sečna y = tx vedená vrcholem paraboly V E (0, O), jejíž rovnice zní

y = 71;x2, protne parabolu ještě v bodě M _=_(ht, htŽ), kde ]: 720. Každé
hodnotě parametru : odpovídá jediný bod paraboly a obráceně, každému
bodu paraboly odpovídá jediná hodnota parametru :. Odvodte tyto
výsledky:
a) Sečna (tl), (12)paraboly má rovnici y = (11+ 12)x— htltz.
b) Tečna v bodě (z) paraboly má rovnici y = 21x — hť'. ]eií směrnice

je 2t.

c) Určete podmínku mezi hodnotami k, q, h, která musí být splněna, aby
přímka y = kx + q byla az) tečna, „B)sečna, y) nesečna dané pa­
raboly.

Průsečík tečen ve dvou bodech (tl), (12)paraboly z předešlé úlohy je bod

Q 5 (% (t1 + t,), htlt2 . ]e-li S střed tětivy (tl) (12),udává přímka SQ
směr osy paraboly. Dokažte, že dvě kolmé tečny paraboly se protnou
v bodě Q, který leží na řídící přímce.

Určete velikost úseče paraboly y2 = 8x vymezené na ní přímkou 2x = 9.

Řešení

Obsah úseče paraboly mezi křivkou, osou :: a kolmicí k ose :: v bodě

paraboly P E (xl, yl) je dán vztahem P1= %xl yl. [Viz oddíl Integrální
počet, str. 320, př. l48.] Souřadnice průsečíku dané přímky s parabolou
dostaneme řešením obou rovnic _y?:= 8 . 4,5 = 36; yl,a = +6, ::1 = 4,5.
Proto hledaný obsah úseče omezený osou x, druhou souřadnicí y = 6

a křivkou y2 = 81: je 36 jz. Obsah celé úseče paraboly ie P = Š—xl. yl.
V našem případě tedy P = 72 iz.



152. Pomocí vzorce uvedeného v předchozí úloze odvod'te vzorec pro obsah
úseče paraboly omezené obloukem křivky y2 = 2px a tětivou, jejíž
společné body s danou křivkou jsou Pl E(x1,y1), P2 5 (x„ y,).

. _ 3

[Návod: Použijte nákresu a snažte se dojít k výsledku P = —212pll) .]
153. Najděte obsah úseče paraboly: a) y2 = 6x; b) y2 = 9x; e) y2 = 2,01:

omezeně křivkou, osou :: a přímkou vedenou ohniskem kolmo k ose
paraboly.

154. Jaký obsah má ůseč paraboly, která je vymezená křivkou a přímkou, je­
jichž rovnice jsou dány:
a)y2=12x,6x+y—24=0; b)y2=8x,2x—3y+'8=0;
c)x*=8y,x+4y—l2=0?

155. Jaký obsah má rovinný útvar vymezený parabolou y2 = 123:a dvěma
rovnoběžkami, jejichž směrnice jsou k = ——2a které vytínají na ose y

úseky velikosti l2j a BTOÍ?

156. Určete velikost plochy omezené parabolou o rovnici 3:2— 103;= 0
a tečnami vedenými k této parabole z bodu M E (—2,5; —5).

157. Jaká je množina středů kružnic, dotýkajících se dané kružnice o rovnici
(x—r)2+y2=r3aosyy?

„534 V kružnici, jejíž rovnice je (x — 10)2+ y2 = 400, stanovte množinu
středů kružnic dotýkajících se zevnitř dané kružnice a jejího průměru,
rovnoběžného s osou y, zleva.

Řešení (obr. 96)

Předpokládejme, že takový N

střed S E (x,y) aspoň jeden \ $
existuje. Potom, jak je patrno
z náčrtu, SM = SN, SM : \\
= SIN — S,.S'.Protože SM : x

&

“<

10—x, SIN = 20, je SIS : 0 x 3, ,
= (10 —::)2+y2.Ztoh010—
— :: =„2o — V(10 _ x)2 +y2,

y2 = 40x. Hledaná množina je
tedy parabola (s vrcholem v po­
čátku a ohniskem v bodě S1 E
E (10, O)) procházející konco­
vými body svislého průměru. Obr.95

*159. Najděte množinu bodů, z nichž
je vidět parabolu o rovnici y2 = 2px pod pravým úhlem.
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160. Naiděte množinu středů sečen vedených ohniskem paraboly y» = 40x.

161. Odvod'te množinu středů tětiv paraboly y:! = 219xrovnoběžných s přím­
kou x = kx + q. [Viz též příklad 149.]

162. Co je množinou pat kolmic spuštěných z ohniska paraboly y2 = 2,01:
na její normály?

163. Co je množinou průsečíků normál paraboly, které jsou k sobě kolmé?
*164. Kosočtverec má střed na parabole y2 = 2px, jeden vrchol ve vrcholu

paraboly a stranu v ose x. Co je množinou ostatních dvou vrcholů?

5. KRUŽNIOE

Úlohu 165 až 171 řešte zpaměti.
165. Jak zní rovnice kružnice s poloměrem r, jejíž střed leží v počátku sou­

řadnic: a) ve tvaru osovém; b) ve tvaru parametrickém ?

166. Kružnice se středem v počátku se dotýká přímky:
a) 3x — 4y — 10 = 0; b) 51:+ 43: — 1—6— O. Určete její rovnici ve
tvaru: a) osovém; ;3)ve tvaru parametrickém.

167. Kružnice, jejíž poloměr je 1 = 5 cm, prochází počátkem a má střed
na ose x. Určete její rovnici.

168. Určete rovnici kružnice se středem S 5 (0, r) o poloměru r.
169. Jak musíte posunout osy souřadnic, aby kružnice z úlohy:

a) 167; b) 168 měla rovnici 1:2+3;2 = rz?

170. Určete ve středovém tvaru rovnici kružnice, jejíž střed je
a) 8 E (5, 3) a poloměr r = 6 cm;
b) S E (—l, —3)a poloměr r = 5 cm;
c) S E (m, n) a poloměr r.

171. Jakou parametrickou rovnici má kružnice z úlohy 170c)? Přeměňte ji
na tvar středový.

11724Kružnice k prochází dvěma body: A =(5, 4),B =(7, O) a má střed
_— na ose x. Určete její rovnici.

Řešení

3) Řešení parametrické

Střed hledané kružnice leží v průsečíku osy úsečkyAB s osou x. Rovni­
ce přímky AB zní: :: = 5 + 21, y = 4 — 4t. Tato přímka ie rovnoběžná
s vektorem (2, —4). Vektor kolmý na tento směr je (4, 2). Rovnice
symetrály úsečky AB zní: :: = 6 + 4:, y = 2 + 2t, neboť půlící bod
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173.

&17.

17.01

176.

úsečky AB má souřadnice S:— (6, 2). Bod na ose :: má druhou sou­
radmc1rovnounule,atedy platíO : 2 + 2:, t = —1ax= 6 + 4(—l):

. = 2. Střed hledané kružnice je S=: (2, 0), r = V(5 —2)2 + 49-= 5
a rovnice (a: — 2)2 + y2 = 25.

b) Řešení neparamezňcké

Směrnice kolmice na směr přímky AB je k' = —rx—zlí : —2—

1 3,21—yl _—4=
=í; rovnice symetrály úsečky AB pak je y — 2 = —2—(x — 6), x —
—2y—2=0. Proy=0 ie x=2, čili Sš(2,0). Potomr=5 a
rovnice hledané kružnice (x — 2)2 + y“ = 25 jako v řešení a).

Určete souřadnice průsečíků kružnic o poloměru r a středu S s osami
souřadnic:
3) SE(2, _l): 1'= 3; b) SŠ(532)> ' = 7;
c) S E(—-l, 5; —4),r = 2,5.

Jsou dány body A, B. Určete rovnici kružnice, jejíž průměr je úsečka AB:
a) A —=—(0, 0), B 5 (—4, 6),
b) A 5 (—3,0), B 5 (3, 6).

Sestrojtekružnici:a)x2 +y2 —4x + 23;—4 = 0;
b)x2+y2—8x=0; c)x2+y2+3x—6y—6=0;
d)x2+y2— 10x—10y+25 =0; c) x2+y2+5x—7y+2,5=0.
[Návodz Doplňte na čtverec. a) (x ——2)2 + 0; + 1)2 = 4 + 1 + 4.]

Určete střed a poloměr kružnice: a) :::2+y2 — 4x + 63; ——3 = 0;
b)x2+y2+61+6y—19=0;c)2x2+2y2+10x—6y—33=0;
d)A(x2+y2)+B(x+y)+C=O

|1_7_1'—|_Určete rovnici kružnice opsané trojúhelníku, jehož vrcholy jsou:A=—=(21),3 =(1 4),C =(6 9)

Řešení

_Rovnicehledané'kružnice v obecném tvaru zní
1:2+ 3;2+ Mx + Ny + L = 0. Souřadnice daných bodů musí této
rovnici vyhovovat, neboť na kružnici leží. Platí tedy:
2M + N + L = —5,
M + 4N + L = —17,

6M+9N+L= —ll7.
Jejich řešením dostaneme M = —l2, N = —8, L = 27. Rovnice hle­
danékružnicetedyzníxz+y *—l2x-—8y+27=0, ti.:
(x —6)2+ (y —4)2= 25. Jiné geometrické řešeníby bylo )akov úloze 29.
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178.

179.

180.

18_

182.

183.

184.

185.

186.

18sl

542

Určete rovnici a střed kružnice opsané trojúhelníku:
a) A E (3, 0), B E (0, —3), C E (—3, 3),

A š(—1,3), B_=_(0,2), CEO, —l);
C) A 5 (_123 8), B 5 (_39 _5)3 C E (5, _9)Š
d) A E (3, 0), B = (2, —2), C E (6, 6),
e) A E(Z, —l), B 56, 6), C E (—l, —2).

Určete podmínku pro M, N, L, je-li rovnice ::2+ y2 + Mx + Ny +
+ L = 0 rovnice kružnice, která: a) prochází počátkem; b) dotýká se
osy ::; c) dotýká se osy y.

Pro které hodnoty prostého členu L je křivka:
a)x2+y2+2x—6y+L=O; b) x2+y2+2Mx+2Ny+L=0
kružnice ?

. Napište rovnici kružnice opsané trojúhelníku, jehož strany mají rovnice:a)2x+y+3=0, x+2y=3,x=y+3,
b)4x——3y+8=0,y+8=0, l2x+5y—32=0;
c)x+7y—56=0, x—3y+14=0, 2x—y+8=0.
Určete souřadnice průsečíků čar: a) x2 + y2 = 25, x —3y + 9 = 0;
b)x2+ y2=25, x+2y—10=0;
c)(x—3)2+(y—2)2—25=0, x—7y+36 =D;
d) (x — 2)2 + (y — 9)2 ——10 = 0, 2x — = 0. Zobrazte graficky.

Napište rovnici kružnice, která: a) prochází bodem A E (4, 4) a průse­
číky kružnice xa +3;2 + 4x —4y = 0 s přímkouy = —x;
b) má střed S E (xl, —l,5) a protíná přímku o rovnici :: = 23:+ 6
v bodech A E (2, ?), B E (—4, P). Zobrazte graficky.

Narýsujte kružnici procházející průsečíky kružnic:
a) x2+y2—2x+2y—3=0, x2+y2—13x—9y+30=0
a bodem P š(—1, 2), b) x2+3;a + 10x —8y + 16 =0,
x2+y2+ 4x+ 43:—32 =0 a bodem A E(—3, —3).

Určete rovnici kružnice jdoucí body: a) A E (l, 3), B E (—3, l)
a mající střed na dané přímce 2x —y —8 = 0; b) A E(2, —3),
B 5 (—6, 1), 5x —43;+ 2 = 0; c) A 5 (6, 9), se středem na přímce

y = 6 —í :, je-li její poloměr r = 5.
Kružnice prochází počátkem soustavy souřadnic a vytíná na osách úseky:
a)p=5,q= —3;b_)_p=—4,q=2 C)p=6,q=8; d)p= —7
q = —1. Určete rovnici této kružnice.

. Napište rovnici kružnice procházející bodem M= .(9,2) a dotýkající se
obou os souřadnic. Řešte analyticky 1konstruktivně.



*188.

*189.

190.

&

192.

193.

194.

Dvě cesty se protínají v úhlu 800. Mail se na sebe napojit kruhovým
obloukem o poloměru 10 m. Napište rovnici kružnice, jejiž část je oblouk.
Jak bude oblouk dlouhý? 0 kolik metrů se silnice zkrátí?

Uvnitřkružnice(x —1)2+ (3,+ 2)2: 25 leží bod P E (Š_, ;
Tímto bodem veďte sečnu, která danou kružnici protíná v bodech A B
tak, že je PA: PB. Určete rovnici této sečny.

Kružnice prochází ohniskem, vrcholem a průsečíkem křivky x2 + 8x +
+ 12 = 43:s osou y. Napište její rovnici.

[Určete rovnice tečen vedených ke kružnici o poloměru r = 5, se středem
a) v počátku, ie-li bod dotyku T:— (3, ?),
b) v bodě S=: (2, —l), ie-li bod dotyku T:—(6, ?).

Řešení

a) Rovnice tečny kružnice :!:2+ y2 = r2 v bodě dotyku T E(x1,y1) zní
:ch1+ yy1_—r2 ...... (l), rovnice tečny kružnice (x —m)2+ (y —n)2=
= r2 v jejím bodě dotyku T.:—(x„yl) zní (::1—m) (x — m) +
+(y1—n)(y—n)=r2...... (2).
Druhou souřadnici dotykového bodu T dostaneme z rovnice kružnice,
naníž tento bod leží: 311: + l/r2 —x2= ;L-4. Úloze tedy vyhovují dva
body dotyku: T1—=(3, 4), T2= (3, —4), a proto i dvě tečny: tl:_
_=_3x+4y—25=0,ta:3x—4y—25=
b) Rovnice tečny v tomto případě dostaneme dosazením příslušných
hodnot do vzorce (2).
(6 — 2) (x —2) + (yl + 1) (y + 1) = 25, kde y, je druhá souřadnice bodu
dotyku T. Ziskáme jiz rovnice kružnice, na níž bod Tleží, ti. (x1 — 2)2 +
+(y1+1)2 =25, (6_2)2+(yl+1)2 =25: yl =2: ya: —4-Po
dosazenído rovnice (2)máme :1 533: + 4x —30 = 0, :, 54x —3y —
-—36 = 0. tl, :2 jsou rovnice hledaných tečen.

Určete rovnici tečny v daném bodě kružnice: a) i:2 + 3:2= 16,
T E (2) 4Šy1 < O); b) xz +y2 =10> T E (1,3'1 < O);
C) (1 — 2)2 + (y — 3)2 = 25, T =(—l,y1 < O);
d)x2+y2+2x—24=0, Tš(3,y1>0).
Určete rovnice tečen k dané kružnici z daného bodu:
a) x2+y2=36, PE(0,10); b)x2+y2—6x—2y+8=0,
P=(0,0); c) Jc2+y2—4x—6y—12:O, P=(9,2).
Určete úhel těchto tečen.

Vypočítejte rovnici kružnice dotýkající se osy :: a osy prvního kvadrantu
v bodě T E (P, 4) .
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195. Která kružnice se středem v daném bodě se dotýká dané přímky:
a) ME(—4,0), : —y=O; b)M=(—4,l),y =2x;
c)M=(l, 2),8x+15y+l3=0.

ll96 lUrčete číslo a tak, aby rovnice ax + 43; — 25 = 0 byla rovnicí tečny

19

198.

199.

.“

lkřivky ::2+ y2 = 25.

Řešení

Má-li být daná lineární rovnice tečnou kružnice, musí mít střed kruž­
nice od té přímky vzdálenost rovnou poloměru kružnice. Vzdálenost

_ am + 411 — 25boduSšmnoddané C9=—;—.(,) pam, (Hamm
V našem případě jsou souřadnice m, n, nulové a v = r = 5.

Platíted —— =5' 5= a2+ 16a=+3.
y — Va2 + 16' , V ,

Číslo a může mít tedy dvě hodnoty: a = 3 nebo a = —3. Zkouška
správnosti: Přímka + 3x + 4y —25 = 0 bude tečna ke kružnici
::2+ ya = 25, jestliže ji protíná v jediném bodě, tj. dané kružnice se
dotýká. Souřadnice bodu dotyku dostaneme řešením rovnic obou čar.

25—4 2

:t3 y) +y2 = 25: 31,2= 45
1.1.2: i 3 .
Na přímce existuje tedy jediný bod společný s kružnici.

Určete nejmenší vzdálenost skladiště N od železniční trati zahýbající ve
tvaru kruhového oblouku, jehož vrchlík je obrácen k N.
a) N =(8, 5),::2+y2 : 16;

*b)NE(3,3),x2+y2+6x+12y—4=0.
[Pozn.: Souřadnice jsou udány v km

V rovnici 4x — 2y — c = 0 určete koeficient c tak, aby daná rovnice
přímky byla rovnicí tečny kružnice ::2 + 3:2= 36 .

V rovnici y —x — c = 0 určete : tak, aby tato lineární rovnice byla
tečnoukřivkyx2+y2—6x+4y—45 =0.

200. Ke kružnici: a) 12 + y2 = 4 veďte tečny rovnoběžně s přímkou 3y —

*201.

544

—4x — l = 0; b) ::2 +y2 + 101:— 63; = 2 veďte tečny rovnoběžné
spřímkou2x—y—7=0.
Určete velikost zorného úhlu, pod nímž je vidět kružnice: a) x* + ya—
—3x—4y—6=OzboduA——_—(6,4;2);
b)x2+y2—6x—4y—12=02boduPE(2,9);
c) x2+y2—2x—6y—6=0 z boduP=(—3,0);
d) x2+y2+2x—4y—20=o 2 bodůPE(2,5).



Napište rovnice tečen z daných bodů.
[Návodz Zorný úhel, pod kterým je vidět křivku, je úhel tečen vedených
z daného bodu ke křivce.]

*202. Pod jakým úhlem se protínají křivky: a) x2 + y2 = 25,

*203.

3x2+3y2—50x+75=0; b)x2+y2—4x—6y—l2=0,
xz+y2—18x—4y+60=0; c) y2=l2x,
ť+y2—6x—27=0?
Určete velikost úhlu, který svírá spojnice středu křivky ::a + y2 — 6x +
+6y—l=0svrcholemkřivky9y2—18x—24y+16=0spřím­

kou procházející body A = (—1, 7), B = (% , O) .

204. Ve kterých bodech a pod jakým úhlem se protínají křivky
:|:"l+y2=r2,y= axz,kdea=2, r=V5P

*205. Určete společné tečny dvou daných křivek: a) J:2+ y2 = 36

206.

20

208.

209.

21

*211.

.“

(x—8)2+(y—4)2= 4; b) x2+y2 =9,
xz+y2 —2x—6y—6=0, c) aca+y2—4x—2y+4=0,
x2+y2+4x+2y—4=0; d)y2=9x, x2+y2—2x—8=0.
Která kružnice procházející bodem A = (6, l) a mající střed na přímce
9x+4y—47=0 protíná v pravémúhlu kružnicix2+yz—2x+
+ 5y —5 = 0?

V bodech A:_——,(34),B =(— 13,—8),C(1,2 —8) mají středykružnice,
které se vzájemně dotýkají vně. Určete jejich rovnice. Řešte i plani­
metrický.
Dokažte analyticky, že ze všech rovnoramenných trojúhelníků, které
mají společnou vepsanou kružnici o poloměru r, má nejmenší obsah
trojúhelník rovnostranný. [Návodz Zvolte počátek soustavy souřadnic
ve středu kružnice, C .= (0, h)a dokažte, že obsah trojúhelníka je větší
než 3V3 . rz, když 3V3 r2 je obsah trojúhelníka rovnostranného. Do­

r(h + 1) —= 233'.2.
kažte nerovnost V _ rz + hz _ V ]

Jakou množinu bodů vytvoříúsečka MA = a, která bodem M probíhá
kružnici x2 + y2 = a2 a zůstává trvale rovnoběžná s osou x?

Určete množinu všech kružnic, které se dotýkají: a) jedné osy souřadnic
v počátku; b) obou záporných poloos soustavy souřadnic; c) os prvého
a druhého kvadrantu.

Co je množinou bodů, jejichž vzdálenosti: a) od krajních bodů úsečky
c = 6 jsou v poměru 5:4; b) od bodů A =(5, 7), B =(—4, —5)
jsou v poměru 3: 2; c) od bodů A== (—a,0),B =(a, 0) mají poměr
konstantní ? či
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|t212_|]sou dány body A E (—2, 0), B 5 (l, 0). Určete množinu bodů, pro

*213.

*214.

*215.

*216.

217.

21G

219.

220.

546

něž platí, že úhel AMO je roven úhlu OMB, kde 0 je počátek souřadnic,
M je bod hledané množiny.

Řešení

M E(x, y), směrniceAM nechťje kl = Ě, směrnice0M je

k, = ža směrniceBM je k, = x—i—l.Pro úhel směrů AM, OM platí

y _!
_x+2 :: _ —2y

tga_l+ ya —x2+2x+y2'x2+2x

y__ y
, , _ :: x—l _ —y

Pro uhel směruOM, BMplatí th— 1 y: _—x2_ x+y2'
xz—x

Protože <):OMB : (AMO, platí
2y _ y 2 2

x2+ 2x+y2 _xa _x+y2.Ztohoa)x +3, _
—4x=0;b)y;£0,x7é —*2,x7':l.
Na kružnici ::2+ y2 = 100 určete bod A tak, aby <):OAM = 4: OAN,
jestliže M E (10, 0), N E (—17,0).

Určete množinu vrcholů trojúhelníků, jež mají společnou základnu
a = 3 a při protějším vrcholu stejný úhel a = 450.

Určete množinu bodů, z nichž'se jevi kružnice x2 + y2 = 36 a (x —12)2+
+ y2 = 9 ve stejných zorných úhlech.

Najděte množinuvšech středů tětiv kružnice :::2+ y2 : rz, které pro­
cházejí bodem M E (c, 0), je—li0 < c < r.

Jaká je množina středů všech poloh úsečky AB, jejiž délka je c, a která
svými koncovými body klouže po osách prvého a druhého kvadrantu?

tgaz=tg,3, a tedy

. Vyšetřte množinu středů kružnic, které se dotýkají přímky :: = 0 a vně
kružnice(x—m)2+y2=r“,kdem>r.
Určete dráhu bodu M E (x,y) pohybujícího se tak, že součet čtverců
jeho vzdáleností od bodů A E (-—a,0), B 2 (0, a), C E (a, 0) je 3:12.

Z bodu A s (—2, 0) kružnice ::2+ y2 = 4 je vedena tětiva AB a pro­
dloužena do bodu M na BM = AB. Určete množinu bodů M.



221. ]e dána kružnice ::2+ 3;2= az. Z jejího bodu A 5 (a, 0) jsou vedeny
různé sečny. Určete množinu středů všech příslušných tětiv. Pokuste se
o řešení konstruktivní.

222. Je dán bod A 5 (a, 0). Bod M se pohybuje tak, že úhel OMA v troj­

224.

2
01

226.

úhelníku OMA je stále pravý. Určete rovnici dráhy bodu M. Řešte
i konstruktivně.

Obr. 97

Určete kružnici, která se dotýká kružnic ::2 + y2 = 9 a (x —6)2+ 3;2= 1
zevnitř a kružnice (x — 10)2 + y2 =: 4 vně. Narýsujte.

Dokažte, že množina bodů M, jejichž vzdálenosti od daného bodu A
jsou t-krát větší než vzdálenosti od daného bodu B, je pro : = ] přímka
a pro : 7': ] kružnice. [Návod: Za počátek zvolíme bod 0, dělící AB
v poměru OA : OB : t, a za osu x přímku OB.]

. Z daného bodu byly vystřeleny v jedné rovině současně všemi směry
rakety touž rychlostí c. Jaký útvar vyplní za dobu :? [Návod: Rov­
nice pohybu kterékoli rakety bude 1 = : (cos a):, y = c (sina)t —

— % gtz. Proč? Odvoďte z grafu.]

Ocelový most se skládá z kruhového oblouku o rozpětí v = 160 m
a výšce h : 32 m. Vozovka je ve výši 4 m nad vrcholem oblouku. Na­
pište rovnici kružnice, je-li osa :: v rovině vozovky a osa y má směr
svislý vzhůru. Kruhový oblouk má být nahrazen parabolickým obloukem.
Dokažte, že rozdíl druhých souřadnic pro kružnici a parabolu je asi
6,8 cm pro délku tětivy 20 m. (Obr. 97.)
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231.

6. ELIPSA A HYPERBOLA

Najděte velikost poloos, délkovou výstřednost a číselnou výstřednost
elipsy, jejíž rovnice je ::2 + 4y2 = 16.

Řešení
2

Danouxrovnicizelipsypřeměnímena tvarš—Z+ % = ], ti. v našem
případě]——6y+ — _—l. Odtud máme velikosti poloos a = 4, b = 2.

Protože e——_Va2 — b*, je délková výstřednost 2V3 a číselná výstřednost

Vyslovte rovnici elipsy v osové poloze, ie-li: a) vzdálenost jejich ohnisek
2e : 6i a velikost vedlejší poloosy b = 4i; b) velikost hlavní poloosy
a = 6j a výstřednost e : 2V5 i. Užitím ohniskových vlastností tuto
elipsu sestroite.

, Určete číselnou výstřednost pro dráhu Země kolem Slunce, je-li nei­
menší vzdálenost Země od Slunce přibližně 146.106km a největší asi
152_103km.

. Určete rovnici elipsy se středem v počátku souřadnic, která prochází
dvěma danými body. a) A-—(1, 3),B =(3, 2), b)A =(2, Ví),
B E(o,2); c) A-—-(1, _V3), B =(o, 2). Jaké souřadnice mají její
ohniska?Narýsujte)i
Jak zní osová rovnice elipsy, prochází-li bodem M E (6, 4), když
délka její hlavní poloosy je a = 10 i?

232. Napište rovnici kolmice k přímce 2x — 3y — 4 = 0 tak, aby procházela

233.

234.

235.
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ohniskem F_= (0, —e)elipsy 253:2+ 9y2= 100.

Dokažte, že bod A:— (a cos <p,b sin <p) leží na elipse o rovnici —2+

+ Ž—z= 1. a) Jak zní tedy parametrické vyjádření rovnice elipsy,
kružnice? b) Jaké jsou velikosti parametrů pro vrcholy elipsy?

Obsah části roviny omezené elipsou je dán výrazem P : nab. Jak zní
rovnice elipsy, jejíž obsah je roven obsahu kruhu o poloměru r = 6i

a jejíž délková výstřednost ie e = VŠ i?

Určete obsah části roviny omezené elipsou, jestlli/žg a) a = l3j, e =25 11b2

=12j; b)a=8i,e=0,75; c)—=š—,9=T.



236. Druhé souřadnice bodů na kružnici ::2+ y2 = 36 byly zmenšeny na
jednu třetinu původni velikosti. Napište rovnici této nové křivky.

237. Jak zni rovnice elipsy, jejiž osy jsou rovnoběžné s osami souřadnic
a střed je S: a) S 5 (m, n) a poloosy mají velikost a, b; b) S 5 (O,O),
a=3,b=4; c)SE(0,0),a=5,e=3; d)SE(3,—1),a=5,

= 4; e) S = (—5, —2), e = 3, e = 0,75; f) vedlejší vrcholy jsou
C E (3, 7), D E (—5, 7) a ohnisko F1 5 (-—l,4).

%] Určete souřadnice středu a velikost poloos elipsy 25:::2+ 93;2+ 4001:—
_— —36y+ 1411=0.

Řešení

Doplnime danou rovnici na úplný čtverec členů obsahujících :: a'členů
obsahujicích y.
25(x2 + 16x) + 9(y2 — 4y) = —1 411, 25(x + 8)2 + 9(y — 2)2 %
E—l411+25.64+ 9.4,tj.25(x+8)2+ 9(y—2)2=225.
Srovnáme-li výsledek 3 rovnicí elipsy, jejíž střed je S E (m, n) a polo­
osy a, b, F(x — m)2 + a2(y — n)2 = a*bz, vidime, že b = 5, a = 3,
m = —8, n = 2. Osa elipsy (2a) je rovnoběžná s osou x.

239. Určete souřadnice středu a velikosti os elipsy: a) 163:2+ 9y2 — 40: +
+6y+25=0; b)x2+2y2—8y=0; c)12+6y2—2x+24y+
+ 24 = 0; d)16:14:2+ 93:2— 32x — 18y — 119 = 0.

240. Určete rovnici elipsy se středem S 5 (3, 2), dotýkající se obou os sou­
řadnic, jsou-li jeji osy s osami x, y rovnoběžné.

241. Jakou rovnici má elipsa, jejíž střed je v počátku, velká poloosa a = 12 j
a trojúhelník ACD je rovnostranný? (A je vrchol hlavní poloosy, C, D
jsou vrcholy vedlejší osy.)

242. Elipse 1:2+ 4y2 = 4 je vepsán rovnostranný trojúhelník, jehož jeden
vrchol splývá s hlavnim vrcholem A. Určete souřadnice obou dalšich
vrcholů.'

243. Napište rovnici elipsy vepsané do obdélníka, jehož rozměry jsou le
a 8 j. a) Střed obdélníka je v počátku souřadnic a jeho strany jsou
s osami x, y rovnoběžné. b) Daný obdélník má vrchol v počátku a strany
v osách: a) —x,y; 5) —x, —y.

244. Určete vzájemnou polohu elipsy a přímky: a) ::2 + Aly2= 16, 3x —y +
+2=0; b) 2x2+5y2=40,x—y+10=0; c) 4x2+3y2=16,
2x + 3y — 8 = 0.

245. Určete velikost tětivy elipsy ::2 + 2y2 = 18, která půli úhel sevřený
osami souřadnic.

246. Obsah části roviny omezené elipsou je 721t. Jak zní její rovnice, jest­
liže jeji tětiva o rovnici :: + 23;= 4 je půlena bodem P E (2, l)?
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247.

248.

24

250.

Stanovte rozměry obdélníka vepsaného elipse bb:2 + a?:y2= azbz, je—li
jeho obsah roven polovině obsahu obdélníka téže elipse opsaného.

Na elipse bzi:2+ (132 = a2b2najděte body, jejichž průvodiče jsou k sobě
kolmé. Řešte: a) obecně; b) pro a:2+ 5y2= 2.0

. Pro která q je přímkay = x + q; a) sečna; b) tečna; c) nesečna elipsy
9x2 + 16y2 = 144?

Jak zní rovnice tečny elipsy, jejíž osy jsou rovnoběžné s osami souřad­
nic, pro S 5 (m, n) v jejím bodě M E (xl, y,) 5 poloosami a, b? Jaká
bude rovnice tečny ve středovém tvaru s osami v osách souřadnic? Jaké
směrnice mají rovnice tečen v obou případech?

rete rovnicinorm eisy x+ y2= vjejrn 0 =|_2__51|Uč ály lp 162 25 400 l bděM_

25

253.
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?“

=(x1,y1), která s osami souřadnic omezuje rovnoramenný trojúhelník.

Řešení

Předpokládejme, že taková normála existuje. Souřadnice bodu elipsy

x1,y1 určíme z podmínky, že bod na elipse leží, a z podmínky, že normála

má směrnici k = +1. Proč? Rovnice normály má směrnici k„ _—b—2—x1—y1,

k„ : ŠŠŠ: +1. Odtudy1= i %. Bod M2'=(x„ yl) ležína
1

elipse,proto platí 16(x*'1*+ l—Sóxl)= 400, 951.2= :l: :,yl : iii .V41 V41
Body dotyku na elipse jsou zřejmě čtyři a v každém z nich existuje
normála žádané vlastnosti. Jejich rovnice souhrnně zní:

ti.

y :t—-—-—_:t xzt 3%) . Dokážeme ještě, aspoň pro jednu z nich,
že má 4opravdu žádanou vlastnost. Uvažme např. normálu o rovnici

— _: = x + ___—
y V41_ V41 _
x = —V4l, průsečík s osou y pak :: = 0, y = V4l. Velikost ramen
příslušného trojúhelníka je tedy v_absolutní hodnotě stejná.

Napište rovnice tečen elipsy:' 3) 497:2+ 100y2 — 294x + 4003; —
— 4 059 = 0 v jejím bodě 5 první souřadnicí x = 9 a vypočítejte sou­
řadnice jejich průsečíku; b) 91:2+ lóy2 — 54x + 643; — 129 = 0,
TE(8, ?); c) 4x2+ 93;2—24x+18y + 9 =0, TE(?,0).

Která tečna elipsy: a) x2 + 43;2= 16 je rovnoběžná s přímkou :: =
24 - 28

— __ — _ __ ' 2 2 —_ —_— — =
3 + 31, y 13 + 2z, b) 93: + 253; 225,1: 41 St,y

. ]ejí průsečík s osou :: má souřadnice y = 0,



=É+4„ c)4xz+y2=4,y=—O,2x+2; d)9x2+25y==
=2215,4x+5y—7=0?

254. Pod kterým úhlem se protínají křivky: a) 251:2+ 9y2—_—225, ::2 + 3;2—
=;16 b)9:c3+25y2=900, J:2+y2 =64>

1"255.Pod kterým úhlem se protíná parabola s elipsou, leží-li vrchol paraboly
ve středu elipsy, kladná část osy :: je současně hlavni osou paraboly
a mail-li obě křivky společné ohnisko. Dokažte, že nejmenší úhel, v němž
se křivky protínají, je 67030'.

*256. Určete rovnici tečny elipsy: a) 9x2 + 253;2= 225, která na osách at,y
vymezuje shodné kladně úseky; b) 93:2+ 16y2= 144, která svírá
s kladným směrem osy x úhel 1350a na osách x, y vytlná shodné úseky.

257. Pod kterým úhlem je vidět danou elipsu z daného bodu A:

a) 5x2+ 9y2 =45, A= (O, —3); b) 4x2+ 29y2=36, A—=—(0,5);

c) 93:2+ 163:2= 144,A E(6,0); d)%Z+y? = 1, A E(4, —1)?
258. Sestrojte tečny rovnoběžné s danou přímkou k elipse pomocí průměru

elipsy. Dokažte, že rovnice průměru elipsy b*x2+ a?:y2= (12b2přísluš­
ného tětivěo rovniciy= kx je

2

y : —a2—b_kx. [Návod: Průměr elipsy je množina bodů, půlících
rovnoběžnětětivy v erse.]

259. Určete rovnice sdružených průměrů elipsy: a) 92:2+ 16y2 = 144,
jestliže jeden ze sdružených průměrů svírá s osou : úhel 450; b) 4.1:2+
+ 93:2= 180, je—lijeden z průměrů rovnoběžný s přímkou 2x —y = 3.

2

*260. V elipse o rovnici—1,569+ 3% = 1 určete rovnice a úhel sdružených
průměrů, z nichž jeden je dvojnásobkem druhého.

*261. Která tětiva v elipse o rovnici ::2 + 43:2= 20 a procházející bodem

A 5 (—2, —2)je půlena průměremy = — %s:?

*262. Podle výsledku v úloze 261 najděte rovnice tečen dané elipsy 3x2 + 43;2=
= 300 rovnoběžných s přímkou 3x —2y= 40. Řešte tímto způsobem
úlohu 256.

263. Dokažte, že vnitřek elipsy i s jejími body je.útvar konvexní.
[Návodz Body M E(x1,y1), N E (x„ ya) jsou dva body neležlcí vně
elipsy. Potom všechny body x úsečky MN musí ležet uvnitř elipsy. Vy­
jádřete tuto podmínku parametricky.]

551



*264. Na elipse 8x2 + 253;2= 1 800 určete bod M takový, aby jeho vzdálenost
od přímky p = x + Sy — 71 = 0 byla nejmenší.

x2 y2 x2 yž
265. Najděte společné tečny křivek: a) —5—+ Í = 1, T + ? = 1 ;

y212 ::2— 2: — _:b)6+y 1,4=+9 1.
86. Zpaměti: Deůnuite hyperbolu. Udeite ieií rovnici v osovém tvaru s hlavní

osou rovnoběžnou s osou x a s poloosarni a, b; a) S E (0, O); b) S 5
—=—(m, n).

|287.| Najděte rovnici hyperboly v osové poloze, procházející body M E

=(4,Ví),N=(21/ž, _1).
Řešení

2 2

Dané'body leží na křivce o rovnici % —%? = 1 a jejich souřadnice
danou rovnici tedy splňují.

l6 3 8 l l l
PlatíF—ía= l, Ě—Ř : l. Dosadme;=“, F =v.
Potom uvažované rovnice mají tvar lóu — 39 = l, 814— v = 1. ]eiich

řešenímdostaneme u=%, v= 1. Odtud a =2, b= 1. Rovnice
. 2 2

hledané hyperboly ie tedy“í _ % = 1, neboli := _ 4ya = 4. Řešení
je správné, neboť souřadnice obou daných bodů této rovnici hyperboly
vyhovuii­

zes. Zpamčti: Jak mi rovnice hyperboly, ie-li dáno: __ _
a) a = 5, e = 7, s=(o,0), ABEx, CD=_y; b) a_=Vll, b =1/5,
s=(o, 0), ABEx, CDšy; c) a =V5, e = V7, SEO,—l),
AB "x) CD "y; d) a = 1) b = 2: S š(—29_5)a AB „x, CD "y—
Sestroite]i.

„. Jak zní osová rovnice hyperboly procházejícíbody:

a) M=—(4 —V3),N=<——2V21); b)M== (zl/7 —3>,N=<——76V2>;
c) M=_ (—,53),která je konfokálnís hyperbolouo rovnicix“—

270. Bod M =(?, I) leží na hyperbole o rovnici ::2 —4y*= 16. Určete
jeho vzdálenost od ohnisek.

271. Napište rovnici hyperboly, která má vrcholy v ohniskách a ohniska
ve vrcholech elipsy, jejíž rovnice zní:
a) 9x2 + 253!2= 225; b) 911:2+ lóy2 = 144; c) S::2 + By? = 40.
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272.

273.

274.

275.

276.

277.

2790

Napište rovnici hyperboly v osověm tvaru, je4li její hlavní osa v ose ::
a velikost hlavni osy 2a = 8 j a vzdálenost ohnisek 10 j. Totéž pro

a : 21/51je-li číselná výstřednost :: = 5 = 6 . Narýsujte je.a
Napište rovnici hyperboly ve středovém tvar, “lš'c-li: a) její střed S 5
=—,(2 —l), e =Vl7, rozdil velikosti poloos b -a = 3 a psa b je rovno­

běžná s osou y; b) parametrický tvar rovnice :: : %(t +IT), y
— l

= ——(t—l:1),kde a>0, b>0, tgéO; c)x=t+—l,

y——-t_2+_—t2,,W—l !$ _'2
Určete velikosti poloos a souřadnice středu křivky:
a) xz—y2+6x+4y—4=0;b)2x2—3y2—8x+ 6y—25=0;
c)x2—3y2+2x—26=0; d)x2—y2—6x—4y—3=0;
e) 93:2 — 25y2 — 18x —100y — 316—— 0.

Jakou vzájemnou polohu mají daně křivky:

a)———%=J.,M—y+l=0; WQť—QF=%,y2
x+y—2=0; c)2x—5—6—4=1,8x+3y+32=0;
d) 251:2 — 93!2= 225, 4x — 33; = 0; e) 16y2— 251:2 = 400,
5x — 4y— 10—— 0.

Určete souřadnice průsečíků hyperboly o rovnici 16.1:2— 253;2+ 641: —
-—336 = 0 s osami souřadnic.

Najděte velikost úhlu tečen, vedených k hyperbole s poloosami a = 4,
b = 3 v krajních bodech tětivy, jež prochází ohniskem kolmo k hlavní ose.

Napište rovnice tečny a normály v bodě křivky:
_ a) 9x2 —4y2 = 36, TEO:1 >0,4); b) 31:2——y2= 3, TE(2, P);

2 2

%—%=1, T=(x,<o,—3); d) 9x2—16y2—54x+
+64y— 127:O, TE(8, ?).
Daným bodem Q :—:(x1,y,)veďte-tečny ke křivce, jejíž rovnice zní:279.
ůť—y=9Q=(—30
b)x2—y2=9,QE(3,—6);
c) ::2 — 43:2= 36, Q E(ó, 6);

d)16x2—9y2=l44,Qš %,—4 ;
e) 4(x — 3)2 —45(y + 2)2 = 180 v bodě Q E(—l2, 2).
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280.

281.

282.

*285.

286.

*287.

*288.

*289.
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Jaké podmínce musi vyhovovat koeficienty m, n, aby přímka o rovnici
y = mx + 1: byla tečnou hyperboly ban:a— any2 = azbz?

Najděte velikost směrnice přlmkyy = m1:+ n, která je tečnou hyperboly
o rovnici 16xa — 25y“ = 480 a vytiná na osey úsek n = 3.

Hyperbola v osové poloze prochází bodem M, přičemž přímka ? je její
asymptota. Jaká je rovnice té hyperboly:
a) M=(—10,3]/3—), p 539: —Sy = o;

8 2

Stanovte rovnice a velikost úhlu asymptot hyperboly:

al? 16xa — 25y2 : 400; b) 4:3 — Sy2 = 100; c) 91:2— 25y2 = 225 .ešte i graficky.

_Určete rovnice asymptot hyperboly:
a) xz—y2—2x+2y+4=0; b)4x2—9y2—24x=0;
c) 93:2— 8y2 — 36x —16y — 116 = 0.

2 2

K asymptotám hyperboly o rovnici 2—2— ž—z= ] veďte body A _
5 (2a, b), B 5 (a, 2b) rovnoběžky r, r' Určete průsečíky přímek r, r'
s hyperbolou.

V jakém úhlu se protínají křivky o rovnicích:
x2+y2=ma2,x3—yz=na2? _
Položte'a)m=2, „=1- b)m=2, n=V2.

Dokažte, že součin vzdálenosti libovolného bodu hyperboly od obou
jejich asymptot je veličina stálá, rovná“—

Na zrcadlo tvaru hyperboly o rovnici 4x: —Sy2: 20 dopadá světelný
paprsek z levého ohniska hyperboly, který s osou svírá úhel a, přičemž

iT' %“: < a < 21: . Najděte rovnici přímky, v níž leží
odražený paprsek, jestliže odraz nastává na: a) pravé větv1 hyperboly;
b) levé větvi hyperboly.

Ukažte, že přenesením počátku soustavy souřadnic do levého vrcholu
elipsy b2x2+ azy2 : azb2nebo do pravého vrcholu hyperboly o rovnici

2

tga=

bzi:2— a2y2 = azb2 mají obě rovnice tvar y2 = 2px + qxz, kde % = p ,
q=ez—— 1.
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302.
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7. OPAKOVÁNÍ

Dvě síly, F1 = 30 kp, F2: 40 kp působí v témže bodě, přičemžsvírají
úhel:
a) 900; b) 60(,; c) 300; d) 1200; e) 1800. Určete jejich vektorový součet
(výslednici).

Loďka jede napříčpřes řeku rychlostlš m/s. Určete výslednou rychlost
loďky, je-li rychlost proudu 1,5 m/s.
Letadlo letí směrem jihovýchodním rychlostí 450 km/h, vítr vane rych­
lostí 5 m/s směrem jižním. Narýsujte situaci a určete výslednou rychlost
letadla i směr letu.

Jsou dány vektory u = (2, —l), v = (3, 2). Určete vektor:
a) u+ v; b)u+3v;c)2u+2v;d) 3u+2v.
Určete vektor x tak, aby platilo: a) u + x = v; b) 2u + x = 2v,
jestliže u, v jsou vektory z předešlé úlohy.
Jsou dány vektory :( = PA, y = PB dvourozměrného vektorového
prostoru. Určete graňcky vektor: a) x + y; b)x —y; c) y —x; d) cx;
6) —X; O —y;g) —x — r.

Určete souřadnice výsledného vektoru, pro nějž platí:
a) u ..=.(z, 3) + (4, —2>+ (—1, —4);b) v 5 (3,2) + (5,7) + <—s, —9).
K vektorům a = (6, —5), b = (—7, 3), c =. (—4, —9), d E (3, 8)
udejte nové souřadnice vektoru, má-li nový počátek souřadnic vzhle­
dem ke starému počátku polohu O' = (4, 3).
Jaký výkon musí mít traktor, který jede po hrázi kanálu rychlostí 9 km/h
a táhne vor silou 3 000 N, je-li směr síly vzhledem ke směru voru při­
bližně 300 ?

Koncové body vektoru AC jsou vrcholy čtverce. Určete souřadnice
zbývajícíchvrcholů čtverce, je-li A = (8,4),C = (4, 12).

. Určete souřadnice vrcholů pravidelného osmiúhelníka vepsaného kruž­
nici S== (0, 0) o poloměru r = 4 cm, jestliže jeden jeho vrchol leží na
ose x.

. Vypočtemvyšetřte,zda body A: —,(1—l),B =(2, 3) C =(—4, —l)
0.leží v téže polorovině vyťatépřímkou x —2y + 2:

Najděte souřadnice bodu, který rozděluje úsečku PIP2 v poměru:
a) A=4g b) A: —4;c) A: 1; d) ). = —3,P1=(—10,—5), Pzz­
E (20, 10) .

Určete souřadnice průsečíku přímek:
a)x=—3t+4, y=3+z; x=—l+2t„ y=3—z1;
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b)x=2—t,y=—l+2t;x==3——2t1,y=2—t1;
c)x=2—3z,y=3+2t; x=l+6z„y=3—4zl.
Jaké jsou souřadnice průsečíků os souřadnic s přímkami:
a)x=3—2t,y=7+3t; b)x=3+5t, y=2; c)4x—7y+
+ l4=0; d)—3x+2y—6=0.
Ověřte, že polopřimka a) x = 1 + 21, y = 1 — t, kde ! < 0, protíná
úsečkuMN, kdyžM E (—l,0),N E(l, S); b)x = 1 + 2t,y = 2 —:,
kdet>0,protínápřímku3x—y+7=0;c)x=3+t,y=l—t,
kde : < 0, protíná úsečku AB, je-li A 5 (—2, 0), B 5 (2, 8). Stanovte
souřadnice jejich průsečíků.

. Napište rovnici přímky v neparametrickém tvaru:
a)x=—3+9z,y=5—15t;b)x=l+51,y=2+6t;
c)x=3+51,y=—2+3t; d)x=l+(b—l)t, y=a+(3—a)t.
Určete množinu bodů, která splňuje dané parametrické rovnice pro
všechny hodnoty parametru t: a) x = 21, y—= St; b) x———0,6t + ],
y=0,8t; c)x——tsina,y—_ (t —3)cosa; d)x =4sint,y =4cos t;
e)x=5sint,y=3cost.
Najděte množinu bodů, která vyplní křivku pro všechny hodnoty para­

7!

metrut: a)x=cost,y=cos2t;b)x=cost,y=cos 2t+í) ,
JZ

c)x=cost,y=cost; d)x= cost,y=cos(! +í);e)x=cost,

y : cos(i+n .%), n=4,5,6,...,ll.
Zjištčte, zda přímka, jejíž rovnice je 2x — 33:+ 10 = 0, protíná úsečku
AB, je—li:a) A 5. (100,71), B 5 (98,68), b) A _=_(100,69),B 5 (101,70).

Jaká podmínka musí platit pro koeficienty a„ b„ az, bz, aa, ba, aby přímky
dané rovnicemi y = alx + b„ y = azx + bz,y = aax + b3 se protínaly
v jednom bodě?

Určete úhe_ldané přímky s kladným směrem osy x: a) y = —x + ];
b)y+xV3= 1; c)2y+x—3=0.
Najděte směrnici přímky a úseky vymezené na osách souřadnic:
a)3x—4y+10=0;b)x=3—t,y=1+21;c)6x—5y=0._

. Převed'te na tvar obecný, úsekový a normálový rovnici přímky, která
prochází bodem M a svírá s osou x úhel a:
a) M E(3, 4), a = 450; b) M š(—3, —l), a:= 1350; c) M 50,8),
a = 600; d) M _=_(—4,5),a = 700.
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Jak zní rovnice přímky procházející bodem M E (4, —7) rovnoběžně

spřímkou:a)4x—lly+3=0;b)x=3—2t,y=7+9t;c)š+
+%=1; d)4y+5=0.
Napište rovnici přímky, která prochází bodem P E (2, 5) a je rovno­
běžná: a) s vektorem a E (4, 3), b) s vektorem určeným body A E (3, 1),
B _=_(5, 4).

Napište rovnice výšek trojúhelníka, jehož vrcholy jsou:
a) A E(3, 3), B E(S, 5), C =(7,1); b) A E(2, 2), B E (0, —l),
C E (3, —3).

Najděte velikost úhlu dvou přímek, jejichž rovnice jsou: a) x + 23; —
—7=0, 2x—y+ 11=0; b)2x—y—3=0,x—2y+2=0;
c)x=2—31, =l+4t;d)x=3—4t,y=8—t.

. Vrcholy trojúhelníka, jehož průsečík výšek je V E (4, 3), tvoří body
A _——=(3, 0), B E (5, 8). Najděte rovnice stran tohoto trojúhelníka.
Vrchol C leží v polorovině ABV.
Stanovte rovnice stran trojúhelníka ABC, jestliže: a) C E(—5, —5),
rovnicevýškyvaš: —3y+ 22 :O a rovnicevýškyv„EZx —y+
+ 14 = 0; b) A E(l, —7), rovnice výšky va E 3x —2y + 12 = 0
&rovnice výškyvc53x+ 2y —12 =0.
Pro která čísla a, b, : jsou přímky, jejichž rovnice jsou ax + 2by + 1 —
—c = 0, (l — a) x + (1 — 2b)y + c = 0: a) splývající; b) rovnoběžné;
c) různoběžně?

Najděte velikost úhlů a obsah trojúhelníka omezeného stranami ležícími
na přímkách, jejichž rovnice jsouy = 2x,y = —2x,y = x + b.

Z počátku jsou vedeny dvě vzájemně kolmé přírnky, které s přímkou
2x + y = a omezují rovnoramenný trojúhelník. Určete jeho obsah.

Na přímce, jejíž rovnice je 7x + y — 39 = 0, určete body A, B tak,
aby trojúhelník ABC, kde C = (2,1), byl pravoúhlý s pravým úhlem
při vrcholu C a jeho obsah byl 12 jz.

Určete rovnici přímky procházející průsečíkem přímek:
a) 4x + 73: — 15 = 0, 9x — l4y — 17 = Orovnoběžně s osou x;
b) x —y — 3 = 0, 2x + 33: — 11 = 0 rovnoběžně s přímkou, jejíž
rovnicezní5x—4y—20=0.
Narýsujte množinu přímek, jejichž rovnice jsou y = kx + q pro:
a) q je konstanta a k je proměnné (např. q = 3); b) k je konstantní a q

je proměnné (např. k = — í .
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Narýsujte nomogram pro určení velikosti pozemku osetého secím stro­
jem, jehož zásobník pojme G kp obilí. G a (100, 450).
[Návodz Sestrojte soustavu přímek G = u . h, kde u je velikost pozemku
v ha, h je norma k osetí 1 ha (v kp).] Z tohoto nomogramu pak určete,
jak velký pozemek se oseje: a) G = 200 kp pšenice, je—lihektarová
norma 240 kp; b) G = 180kp, pro h =200 kp; c) G = 160kp, h=
= 200 kp.
Najděte velikost strany rovnostranného trojúhelníka, jehož vrchol je:
a A = (—2, —l) a protilehlá strana BC leží na přímce, jejíž rovnice je
3x+ 43:= 12;b) A =(0,0), BC=3x+4y —35=0.
Bodem Q = (0,1) veďte přímku tak, aby úsečka, kterou na ní vytínají
přímkyorovnicíchx—By+10 = 0a2x +y —8 = 0,bylabodemQ
půlena.
Určete velikost vnitřních úhlů trojúhelníka, jehož strany leží na přímkách
daných rovnicemi: a) 4x + 3y — 12 = 0, 7x —y — 10 = 0, x + 7y +
+3=0; b)x+7y+ll =0, x—3y—l=0,3x+y—7=0.
Jak zní rovnice přímky, která vytíná na ose :: úsek —3 a s přímkou
o rovnici 3x —y—— 5 svírá úhel 63026'6" ?

Určete množinu vrcholů všech trojúhelníků, které mají společnou stranuABa stejnýobsahP. Řeštepro A_= (1,4),B =(_—1, 2),P = 3j3.
Najděte množinu bodů, jejichž vzdálenosti od dvou daných přímek

151,11)2mají poměr 2.: a) A=3 pro plš3x —10y + 12 :O, pzš

_=_3x—2y+6=0; b)l=% prop1=3x—7y+4=0, p2
:—=_x—2y+3=0; c) ,i: —13pro p,=3x—l()_y+ l2=0, pz—
=3x—2y+6=0;d)2= —lpropřímkyzb).
V rovině najděte množinu bodů, pro jejichž souřadnice platí:
3) lx|+|y—2I <5; b) Ix—ll —|y—2I <5;
C)['x—ll —(x—l)l- [ly—2|+(y—2)l<0
Najděte množinu všech bodů, ležících uvnitř daného trojúhelníka, jejichž
součet vzdáleností od dvou stran toho trojúhelníka je roven vzdálenosti
od třetí strany.

. Najděte množinu bodů, která tvoří středy všech pravoúhlých rovnoběž­
níků vepsaných do trojúhelníka ABC, přičemž dva vrcholy vepsaného
pravoúhlého rovnoběžníka leží na straně AB.

Vyšetřujte pohyb přímky o rovnici ž—+ % = l,a =i=0,b 4: O,jestliže:
a) a nabývá všech hodnot množiny (— oo, oo) a b je konstantní;
b) b je prvkem intervalu (— co, 00) a a je konstantní.
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Určete rovnici kružnice, která: a) prochází body A 5 (2, —1), B 5
E- (4, 3), C —=“(—2, —l); b) prochází bodem P E (—8, —l) a dotýká se
obou os souřadnic; c) prochází body P = (2, 2), Q-5 (4, 4) a dotýká se
osy x; d) prochází body P = (3, 4), R E (—3, 4) a dotýká se přímky
o rovnici 5x —12y —65 = 0; e) dotýká se přímeky = 3, 3y = 4: +1,
12x + Sy = 11.

Napište rovnici kružnice nad průměrem OA, kde 0 E (0, 0), A 3
_=_(—4, 6).

. Stanovte velikost úhlu, ve kterém kružnice o rovnici x* + y2 + 4x —
— 6y = 0 protíná osu x.

. Napište rovnici kružnice procházející bodem A = (4, 4) a průsečíky
přímky y + x“= 0 s kružnici, jejíž rovnice je 3:2+yz + 4x —4y : 0.

Jak zní rovnice tečen vedených z počátku soustavy souřadnic ke kružnici:
a) o rovnici ::2 + y2 — 8x — 4y + 16 = 0; b) procházející body A —_
E (1, —2),B 5 (0, —l), C E (—3,O)?
Ukažte, že bod A 5 (3, 0) leží uvnitř kružnice, jejíž rovnice je a:2+ y2 ——
—4x + 23;+ 1 = 0 a určete rovnici tětivy té kružnice, kterou bod A
půlí.
]sou dány rovnice tří tečen kružnice: 3x + 4y — 24 = 0, 4x — 3y —
—7 = 0, x + 8 = 0. Najděte rovnici této kružnice a souřadnice dotyko­
vých bodů tečen.

. V kružnici o poloměru a, se středem v počátku veďte bodem P = (a, 0)
všechny tětivy a určete množinu jejich středů.

Určete množinu bodů M, která má tu vlastnost, že bod N je vždy dva­
krát blíže k bodu A E (l, 0) než k bodu B s (4, O).

. Jaká je množina vrcholů všech trojúhelníků, které mají společnou zá­
kladnu a = 12 j a stejné součty čtverců zbývajících stran (cz + b2 =
= 100 j2)? Řešte i obecně.
[Návod: Základnu trojúhelníka umístěte do osy :: a její střed do počátku
soustavy souřadnic.)

Dokažte, že přímka o rovniciš +% = 1 je tečna křivky o rovnici

? + 6—2= 7—2.Určete souřad­

nice dotykového bodu. Ověřte výsledek poučkami o pravoúhlém troj­
úhelníku.

::2 + y2 = rz, je-li splněna podmínka

Zámečník má zhotovit z tyčí ozdobnou výplň čtvercového tvaru o roz­
měru a = 48 cm s vepsanou kružnici. Pro konstrukci je třeba určit
velikosti poloměrů a souřadnice středů kružnic, které jsou vepsány do

559



rohů čtverce tak, že se dotýkají jeho stran i vepsané kružnice. Ur­
čete je.
[Návod: Souřadnice určete vzhledem ke středu čtverce.]

349. Na parabole: a) y2 = 81; b) 3;2= 6x najděte bod, jehož rádiusvektor
vedený z ohniska má délku pro a) 20 j, pro b) 4,5 i.

350. Na železniční trati zatáčejíd se ve tvaru paraboly o rovnici y“ = 181:má
být zřízena zastávka co nejblíže silnici, jejíž trasa je přímka o rovnici
3x —43;+ 69 = 0. Které místo na trati vyhovuje a jak je od silnice
daleko?

351. Parabolická konstrukce nosného mostu přes řeku širokou 24 rn, jejíž
břehy jsou ve stejné výši, má vrchol 6 rn nad hladinou. Určete rovnici para­
bolického oblouku a délku nosných traverz, které jsou rozmístěny vždy
3 m od sebe.

352. Napište rovnici paraboly a sestrojte ji, je-li dáno: a) vzdálenost vrcholu
paraboly od jejího ohniska d = 3 i; b) poloha ohniska F 5 (5,0) a osay,
která je řídící přímkou paraboly; c) parabola prochází počátkem soustavy
souřadnic a bodem M E (l, —4) a je souměrná podle osy y; d) vrchol
paraboly leží v počátku souřadnic a ohnisko v bodě F E (0,2), přičemž
osa paraboly je v osey.

353. Jak zní rovnice elipsy procházející dvěma danými body, leží-li její střed
v počátku soustavy souřadnic a osy v osách souřadnic:
3) U E(xnyx), VE(xmya)Š b) Uš(2, 3), V E(4>2)?

354. K parabole y2 = 12: veďte tečnu: a) v jejím bodě T E (3, ?); b) rovno—
běžně s přímkou 3x —y + 5 = 0; c) kolmo na přímku o rovnici 2x +
+y —7 = 0; d)svírajícíspřímkou4x —2y + 9 = 0úhel45o.

355. Dané elipse o rovnici 1721:2+ azy2 = azb2 vepište čtverec. Určete sou—
řadnice jednoho vrcholu.

356. V elipse (hyperbole) Stanovte množinu středů tětiv rovnoběžných s přím­
kou y = kx. Jak je možno podle toho zjistit souřadnice dotykového
bodu tečny křivky, vedené rovnoběžně s daným směrem? Pomocí sdru­

2 2

'žených průměrů určete rovnice tečen křivky %,) + “% = 1 rovno­

běžných se směrem k = %.

*357. Pomocí sdružených průměrů najděte rovnice tečen vedených:
a) k parabole o rovnici y“ = 9x rovnoběžně s přímkou 5x — 3y —2 = 0;
b) k elipse, jejíž rovnice je :::2+ 4y2 = 16 rovnoběžně s přímkou 2x —
— 3y — 8 = 0; c) k hyperbole 161:a— 9ya = 144 kolmo k přímce,
jejížrovnicejex + 43;—3 = 0 .
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358. Najděte rovnice tečen elipsy (hyperboly) Š—Oi “% = 1 rovnoběžných
spřímkou2x—y+l7=0.

X2 2

359. Stanovte rovnice společných tečen křivek4x2 + Sy2 : 20, í + ');—= 1.
*360. Páka .se pohybuje po drážkách k sobě kolmých. Jakou křivku opisuje

při tom bod P, který leží na této tyčí a rozděluje ji na dvě části velikostí
a, b? (Obr. 98.)

]y P
A1

Obr. 98 Obr. 99

361. Jaká je množina středů kružnic dotýkajících se kružnice se středem
S E (4, 0) o poloměru r = 10 a procházejících bodem A 5 (—4, O)?

362. Stanovte rovnici hyperboly procházející bodem M E (12,31/3), jejíž

asymptotymají rovnice y = j; 5 x.
2 2

363. Na hyperbole % —% = 1 najděte body, v nichž tečny vedené k této
křivce svírají s osou :: úhel 600.

*364. Dokažte, že tečny hyperboly omezují s asymptotami trojúhelníky stejného
obsahu.

*365. Najděte množinu středů kružnic vytínajících na dvou vzájemně kolmých
přímkách úseky dané délky 2a, 2b.

*366. Jaká je množina středů kružnic, které procházejí bodem A E (3, 0) a do­
týkají se kružnice ::2 + 3;2= 25? Pokuste se o řešení konstruktivní.

367. Zjednodušte rovnici daných křivek posunutím soustavy souřadnic a pak
je zobrazte: a) 5x2 — óy2 + 10x — 12y — 31 = 0;
b)x2—4y2+6x+5=0; c)x2+y3—4x+6y—5=0;
d)x2+4x+5y2—20y+20=0.

368. Stanovte množinu středů kružnic, dotýkajících se osy :: a vně dvou
daných kružnic. Řešte i konstruktivně. [:.:2+ y2 = 1, (x —5)a+ y2 = 4.]
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369. Na automatu klouže táhlo : = p + q svými koncovýmibody po vzájemné
kolmých drážkách, které se stýkají v bodě 0. V bodě táhla Q (viz obr. 99)
je k táhlu připevněna tyč délky QP = a kolmo na směr táhla. Určete
křivku, po níž se pohybuje bod: a) Q, je-li ;) = q = c : 2;

. . c . . . .

b)P,je-lip=q = ?; c)Q,je-lipžq; d)P,je-hpžq.
[Návodz Zavedte jako parametr úhel a, který tvoří táhlo se směrem vodo­
rovné drážky.]

370. Napište parametrické rovnice kružnice, která má střed v bodě S a velikost
poloměrur: a) S E(O, 0), r = 3; b) S 5 (—2,5), r = 1; c) S 5 (4,0),

= 2. Určete ve všech případech souřadnice bodů, které odpovídají

%, 2673,:!:. Vypočtěte souřadnice průsečíků těchto kružnic
s přímkou, jejíž rovnice je x + y = 3 .

371. Napište pararnetrickou rovnici elipsy, která má střed v průsečíku přímek
y = 3 + x a 2x + y = 0, hlavní osu (21 = 6) rovnoběžnou s osou ::
a vedlejší (% = 2) rovnoběžnou s osou y. Na této elipse najděte bod,

parametrům

který odpovídá parametru 2-75.Který parametr přísluší bodům K 5

š(—1,3),L=(—4,2),Mš(-3Ví_2 3) ?2 “' 2

372. Napište parametrickou rovnici hyperboly, která má střed S E (m, n)
na přímce :: = 8 (n = —l), reálnou osu (2a = 8) rovnoběžnou s osou ::
a imaginární poloosu velikosti b = 3 rovnoběžnou s osou y. Který bod

na této hyperbole odpovídá parametru : = az, : = Xn, t = Š—n?Který

parametr je přiřazenbodům D = (12, —1),E = (s + 41/5,z)?
373. Vyjádřete ve tvaru neparametrickém rovnici kuželosečky:

a)x=3+cm, y=—2+tgt;
b)x=l+5cost, y=2+55int;
c)x=3+8t2, y=2+8t;

l — cos2 :

d) :: _ cos2:

374. Těleso je vrženo vodorovným směrem rychlostí c z výšky yo. Napište
rovnici jeho dráhy v parametrickém tvaru. (Parametr je čas t.)

375. Parametrické rovnice šikmého vrhu jsou uvedeny v úloze 135. Vyjádřete
rovnici dráhy takto vrženého tělesa (bez odporu vzduchu), Stanovte sou­
řadnice vrcholu a parametr této paraboly.

;y=cost.
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376.

377.

378.

Vypočtěte rovnici tečny v daném bodě M—= (x„y1) křivky o rovnici:
a)b2.1c2+ a?:yz——azb , je—li::1 = a cosag),y1—= b sin go,kde 99je daný úhel;

b) bzx2—093,2: a2b2,)e-11x1= —,y1 =btg 90,kde g)76(2k + l)“—-;
cos 9) 2

. ::
c)x=s1nt,y=cos2tprot=í.
V jak velkém úhlu se protínají křivky:

5 5 . .a)y=xzax=—cost,y=—smt; b)x=acos<p,y=asmqo,
3 4

at2 az_V3::= —— , y=1+ 12 l +—z2
Elektron hmotnosti m vletí do homogenního elektrického pole intenzity
E kolmo k siločúrám. Určete rovnici dráhy, kterou Opisuie.
[Návod: Osu x volte v původním směru pohybu elektronu, počátek
soustavy souřadnic na začátku pole E.]
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VÝSLEDKY

|. MNOHOČLENY, LINEÁRNÍ ROVNICE

!. OPAKOVÁNÍ 0 MNOHOCLENECH ZE ZÁKLADNÍ DEVÍTILETÉ ŠKOLY

1. t+2p+3k+4m+5v+6s+16. 2. m—le—9y—82—11v.
3.(r—t)nc+d.4.ab+2ac+2bc——2xy—rs.5.l4m+6n.6.5m+n+
+15.8.a)4x4+4x3—512—x+l;b) —1+4x—3x2—4x3;c)3x4—
—1'3y—3x2yz+y4;d)1+2x—2x2—x3;c)l—3x+2012.9.a)10:24—
—10a3b+4a2b2—20ab3+2b4;b) —6a3b+12ab3—4b4;c)6a3b—12ab3+
+ W. 10. a) 0; b) —4; c) —1; d) —21.

11. a) 2; b) 13; c) 2; d) —2. 12. a) 32; —32; b) —185; 185. 13. —88. 14. 0.
15. —l4. 16. 13; 17; 23; 31; 41; 53; 67; 83; 101. 17. 7; 11; 17.18. a) 0; b) 0;
c)5x —3y+ 9z;d)p2+q2+r2;e)y3;f)abc+ abd—acd+ bcd;g)38ab—
— 42a2; h) 0,71:2 + 18,58xy — 0,4y2; i) 2r5 + 273; i) 81:6+ x*; k) 3a4y2 — a“.
19. a) 6am; b) 2; c) p3+ 43; d) 1,728p3—0,125q3; e) v4—l; f) a5—b5;
g)a5+b5;h)2—l4x;i)8a3—b3;i)4a4+8a3+4a2— l;k) 2u2+2v2+
+2t2;l)ma+n3+r3—3mnr.20.x“+x5—x4+x2—x—1.

21. 10,32. 22. 16,4. 23. Zvětši se o 23 + 622 + 112; 204. 24. Zmenší se
oaz+bz—z2;z<a,z<b;proa=lO,b=8,z=3jeaz+bz—z2=
=45. 25. a) 2x—5; b) a2+ab+b2; c) cz—Zc—S; d) 3y2+2y+5;
e) x* — Sx — 1. 26. p3 + 5,02+ 131:+ 8. 28. a) 1,44er2 — 1,215),a+ 0,25x6y4;
b) 6,25m4n6+ m5n5+ 0,04n13n4; c) am + Zamb" + b" ; d) 251:6— 20x3y" +
+ 4y2". 29. a) 5 050; b) 21 250; c) 180 162; d) 0,539 2.

31. 2(6x4 + 7x2 — 12). 35. a) a2 + b2 + c2 + 2ab + 2ac + 2bc; b) a2 +
+ (:2+ c2 — 2ab -—2ac + 2bc; c) 91:4+ 12x33;—14r:t:2y2—12xya + 9y4; d)
1+2xn—x2'f—2x3"+x4n;e) a2+b2+c2+d2+2ab+2ac+2ad+
+ 2171:+ 2bd + 2cd;f) 4m2+ %2 + lóp2 + 25q2+ l2km + lópm —20qm+
+ 24kp — 30kq _ 40pq. 37. a) 7x3 _ 6x2 _ 6x + 7; b) 18ny + 12xy2+
+ 2y3; c) 1. 38. a) aa; b) 64ch3— 48x4+12x2 — 1; c) (a3 + ba)3= a9 +
+ 3a3ba + 36%“ + b“. 40. a) x6 — 6x5 + 1511:4— 201:3+151:2 — 6x +1; b)
a12 + 12:110+ 60as + 160a6 + 2400“1+ 192a2 + 64; C) 6411:5— 192%5+
+ 2403? —160x-'*+ 60152— 12x +1.

41. (a + b)“; 12(a + b)2. 42. a) Bab; b) 16p2; c) 169xs + 338r'y“ + 169W.
44. —2xz — 2yz. 45. 2a + 2b + 3. 47. —m2 + 4m — 27119.49. a2 + b2 +

+c2+1. 50.x=——2,y=—2—23—.
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2. ROZKLAD MNOHOČLENÚ V SOUČIN

51. a) 2m(p — q); b) 2y(ab — Sac + 4bc); c) 7ux(u2—v+ 2uv2x — 3x3);
d) pquz + qr + 1); e) x2y2(x+y + D; f) x(a + b)- (a + 5 + x); g)
31:2(0 — r)2(3v — r); h) asc—“(x— a)2; i) 2(2b + 3c) (2b — 3c); i) (4a — b) .
.<2a + b); k) (a — b) (apz — Sq) . (31:2+ 50; 1) (3x —y + z) (3x —y — z);
111)(m—n+P)(m+n —P)5 n) x2(a—5)(x+1)(x —1)š0) 24(ať—y)—
.(y — x); p) (u+ 6'0 — 3q) (14+ 3q); r) x(5x — 12a);8)7q(8p — q); t) 3 . 22­
.(a+3b).(3a+b); u) (a+b+c)(a+b——c)(a—b+c)(a—b—c);
v) x2(a + b)2(p — q + 1). 52. a) 2a(a2 + 1) (a + 1) (a — 1); b) 2(a2 + 4) .
. (a + 2) (a — 2); c) :(2r + s) (2r2 + 2rs + 52); d) (a + b) . (c + mi); e)
(a+b)(a+b —C)_šf)(x—y)(z —x+y)5g)(m—n)2("_l+")šh)(x —3)­
-(x —2)(x+ 2); 1) (y+ 2)(y —2)-(P+1)(P—1); 1)(Ř+1)(Ř—l)­
.(2k2——k+2); k) ay(a —b).(l +a+ b); 1) a2(a+ l)(a3 —a2+2);
111)(y2 + 1)(.v — 02; 11) (11+ 1) (2h — l); 0) 20201 + D“; P) f(3' — 1)­
. (91'2+ 3r + l); q) 2a2x(x + 2) (x2 — 2x + 4); r) 2b(3a2 + b2); 8) (x + 1)2.
-(352—x+1)5 t) (m2+1)(m2+m+1)(m —1)3 11) (y+1)(y—2)2—
53.a) (a2+2a+2).(a+1); b) (b2+l)(2b2+b+2). 56.a) x(x+7).
. (x — 6); b) x2(x + 1) (x —10); c) 390: + 8) (x — 7); d) (x2 + 3) (x +1).
.(x — l); e) (x2 + 3) (x2 + 8); f) (y2 — 5)(;v2 — S); 3) a(a2 + 4) (a + 1)­
.(a —1); h) (2x — 1) (2x — 3); i) (3a — 1) (3a — 2); i) 2(b —1)(2b — 5).
57- a) (a + 2) (30 —1)5 b) (y + 1) (Žy + 1)3 C) (2 — 312) (3 — 212% d)
(40 + 1) (a —1); 6) (y2 + 1) (2y2 —1); f) (219+ 1) (31)—1); g) (30 — 5)­
.(2a+1); h) (2x—3)(5x+l). 58. a) (x—2)(x+a— 1); b) (x —1).
.(x —a — 1)- 60- a) 3(x +y)(y + 2) (2 + x); b) 3(x2+y2)(y2 + 22).
.(x2 —z2); c) (a+ b>2.<a—b)2.(p+ q)=.(p —q)2.

62. 3abc(a—b)(b—c)(c—a). 66. V: (x—z)(y6—z)(x—y)š V720,jestližexgéy,x;£z,y$z. 67.a)2; 3; a;2c1;3a;6; 64;b;)5 p;q;5p;
5q;pq;5pq;c)2; a;a2; b; 20; 2:12;2b; ab; azb;2ab; 2a2b;d)x; x—y;x2—xy;
e) a; a + 1; a(a + l); (a + 1)2;a(a + 1)2;f)9x2 + 4y2; 3x + 2y; 3x —2y;
9x2—4y2', (3x—2y) (9x2+4y2); (3x+2y) (9x2+4y2); 81x4—16y4. 68.
a)2a4b3x2;b)a+1; c)b(a+3);d)(p—l)(p2+1);e)m—n;f)a+3;
g)b+5;h)a2—b2;i)2a—1;i+)u2—uv 1:2;k) q;2——q+1l)x—3;
m)a —2; n)y —4. 69. a) a5b4x5;b) ab(x2— l); c)y2(y2—1)2;d)px(p—2q).
-(1>2 — (lz); e) (02 — bz) - (<=2— (F); f) (' + 25) (f — 63) (T — 3S)š g) (4 — 12)­
.(4+2x+x2); h) (a4—l)(a2—a+l); i) (x+1)(x+2)(x—3); i)
x(x—8).(x—2)(x+3).70.a)D=x2—y2,n=(x'—y4)(x2+xy+y2).
.(xz—xy+y2);b)D=x+l,n=x4—1;c)D=2a+3b,n=(2a+3b)2.
-(a—3b);d)D=x(x+y),n=4x(x+y)(2x—2y+1)-(x2—xy+y2);
e) D=a(a+2b), n=3a2(a+2b)2(a—2b); f) D=2xy(x—2y): n=
=4xzyz(x—2y)2(x2+2xy+4y2)š g) D=1, n=('n+1)(m—1)2; 11)
D=x, rt=30x(x2—l); i) D=x, n=x3(xB—l); j) n=(x+y).
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(x2 —xy+y2).x2;k)n=(a+b)(c+d)(e+f); 1)D4=x—5n==(x—5)(x+9)(2x+l);m)D=x+2,n=x4—5x2
71.D=(x—y)(x—2),n=(x2—y2)(x2—4)(x2+l)(x24-l—'x+1).72.

zs—z2—9z+9;z3+3zz——z—3.73.a)m+3;b)z+3;c)x+4;
d)y—-7;e)3+a2;f)3n——2.74.3)(a—l)(3a—2);b)m2—mn.75.
a)u=64;b)u=—165;c)u=—280.76.13+_xz+x+1;x4+x3+
+x2+x+lgx5+x4+x3+F+x+l;x"'1+x"“2+x"“3+...+x+
+1

3. ZLOMKY

3—5CU11 x+y xh+(x—y)k _ m .1
81.- : .82. c .83.————h+k 'l—Ox+8y'5ha' 85.

(y +30)."; 78. 86. a) —112; b) 1% . 87. a) —1,4; b) —l,5;_c) —6. 88.

—;. 89.3)x7é0; b)x;/:l; c)x:,£y; d)x7£0,x7é2; c):cslz—Z;
f)x;£=—2,x-—,£—3;g)x-—,á—l;h)x;é—m,x9én.

91.a9é0,b;é0, agéb. 92.19960,p9é1,p9é—l.93.xlibovolné.
1971 77: n 271 31: 311 271 n 77: 1911

94. 15. 95. 3)2— ,1—0, 2, 5, 8, b)í, ““S—,?, “1—6,—2—0—.98. f)

2a+l_ _ a—4_. a+b—c_ .p—2_

20—11, g)3 : . b : 1) “a—b+-—c, „Q"—_I,_ u+3_ a—3_ _r
x+1 m)u_3, n) 3 , 0)r+

3x—5 a2+a+l ::
; s) ; t) .415—7 0+1 y(x—y)

103.Nemásmyslproa=4ax+a+4=0'z=

a+2_
a—2'

a+4_ r)(1+6,

k)

1)x
2
3;q)2­

3,

::
a—4

d—
a)a+3;b)512 7; C):—%.105.a)l; mqén;b)% ; x;.eo, y;,eo,

+ 1. 104,

__ 2_ 2

—————“4“stí ““;aaeo, d) ——1_—l_;u7é—l,e)(—'"——+")—,
2

msén; f)0;qsé0; g)—;pp,9é0p7é—q;h):
—6q

2p+3q

2720; c)

Ž,;aqéb age—b; i)
92—120+324mm::2

Wšx$1>x9é_15i)4šp$_2_4>P—7é
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4 — l l

v:,é0„'u7£3v$—3; l)íá_—Zl)2;m$n; m)—-;;a7£0,a7éí.

106. 22_Sa; a=,61, agé —1; pro a=0 má výraz hodnotu —3. 107.
a3+a 2x2+4x— 2

__—+1.,alibov. 108. 2„01% „>)—í;x9él,x9'=—l.(x2—1)
10.-—————-—' , —, . .0 —l.109(x—5)(x+2)(1—x)'x$5 xaé 2x9é1110 (x )

3n+4m+65_9n+8m+6s 3a
114. 12 , 12 . 115. O n(n+3)
tn

—-— . 118. V = 1; čísla a, b, c musí být navzájem různá. 119. a ?S 2,n —1

b =,á], b $ ——1.120. a)— lšřb;

metrů. 116. Na

b) b; C) —("J2—4); d)— %;e) —l;f)

1. . _.- 2.— „13—6x2+12x+9 x2+xy+yz

Zig)l,h)a l,1)y,))p 2, k) x4_821;1) y .

121,923—2?q;p=,é0, „ee, „so, 17960;bl)—27b;a7ao,bgéo,c;ao;
c) 2,1:720 „eo xqél, xgé—a, d) m;m-—,£l,m$—l; e)(x—1)2;

x9ÉÍ;x$—1;f)(P—9)sšPš/=4;Pšá—958)“š1+W750š h)'—+—j;

7750 saéo; raés; i)b2—_—Éia—;b960;a+b960; i) cz—dz; c+
_+d;£0, ca+cd+d25á0. 122. (a+2)2; a9é2, a;£—2,a=,é0. 123.

—-2

a)'" ;mgéo, m$—2; b)%;pgéipgé—S; $%; asáo,

aqéb;d)3-;lx9é—4;e)—2%;r9és,raé—s,ssé0;f)—z;k7é0,zaé0,
22

k7£z;g)——————;a=,£0,b,;5£0a9=':bmw; „so, b$0,
32

d:,Čb' i): yŠx7é09y5/50, x9£yy(1750, babo, aqéb; i):c+;b;

x? —y. 124-975 b)Ž—ÍŠ;C)1;d>2—;;©2725f)F;g)u2—v2; h) —c*';
(a2 + 172)2 n + 2

4
x . 125.—

"—Í) x——' Í)_ l ; ..126 Výrazy nemají smysl pro p = 0,
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“(tll + za) “Divá“+ 4)p=-3,p=——3;U.-=V=—1. 127. 2 128. v,u+v,d' 129.
o

%; x >y, y > 0. 130.ELH procentní;56%.

131.1370"Kčs. 135.—“. 143. Výraz V ztrácí smysl pro čísla

x ==0, x =72, x = —-2.]behoupfavený tvar je V=x—_Íl_—2,2:750, 1:752,
xgé —-2. Je číslem celým pro hodnoty :: = —1, x = —3, x = —-4. 144.

a) V=%(a2+b2); _a=b, a=—b; b) a=4, b=2 neboa=2, b=4.
145. Výraz V nemá smysl pro a = b, ab : O, a = —b; po zjednodušení ie

V=—2%-2; Vse nerovná nule pro žádné a, b. ]e-li a>0, b>0 nebo
a<0,b<0,1e V>0,1e-11a>0b<0neboa<0b>0,)e V<0.

a(1+a) a2+a+1
146. a) a+2 , ark —2, ark—l; b) Žaz+a+2, aiO; c)

%;GĚO,G$1,a$—1,az—2$O, a4—a2—17':0gd)
(l)—a)“___—. , b—3 b—2 l 0'(b—a)3+(b—a)2+l'a$b ( “)+( “)+ * >

(cz+b)'l _ _ _ 3_
e)(7—l-—b)3——(ťl—+b)ě_—l——l,a$b,a+b=,£1, “+173IE 1: (0+5)
—(a+b)2+l$0.

4. LINEÁRNÍ ROVNICE 0 JEDNÉ NEZNÁMÉ

148. 10. 149. Nemá řešení. 150. —l. 151. l. 152. 1%. 153. —l. 154. l.

155. 5. 156. % . 157. %. 158. ——Š. 159. — %. 160. 7. 161. Nemá řešení.
162. 5. 163. Rovnici řeší každé číslo. 164. Nemá řešení. 165. Každé číslo.
166. 1.

167.1. 168.24. 169.13.170.7.171.8.172.0„3 173.O,.808174.2%.
50

175. 2. 176. 3 +-7—1.

177. 8; 7. 179. — 100; řešení úloze nevyhovuje. 180. 2880 Kčs; 3840 Kčs;
181. 2 Kčs, 1,20 Kčs. 182. 16 mužů, 20 žen, 12 žáků. 183. 48 chlapců, 16 děvčat.
184. 45 žáků. 185. 10 dívek. 186. 43 žáků.
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187. Od pátého měsíce. 188. Nemá řešení. 189. 35 velkých, 25 malých.
190. 30 lístků do divadla, 25 do kina. 191. 12 tun. 192. 500; 500; 800. 193. 20 cm.
194. 24 cm. 195. 50 cm, 30 cm. 196. 5 cm.

197. Největší strana má délku 16 cm. 198. a: = 1200, B = 400, y = 200.

199. Za 5% min po sedmé. 200. 10,5„km. 202. Za 1% h; 6km od A.
203. Za 5 h. 204. 120 km. 205. 9 min.

207. 600 stromků. 208. V prvém oddělení je 320 dělníků. 209. 201 vody
80 0C teplé a 101 vody 20 ('C teplé. 210. 240 Kčs; 210 Kčs. 211. 8 g. 212.
2,91 kg/dma.

5. LINEÁRNÍ ROVNICE S NEZNÁMOU VE JMENOVATELI

216. 3. 217. Nemá řešení. 218. %. 219. 3. 220. —2. 221. 4. 222. — 21.

223. 17. 224. —3%. 225. —12. 226. —4. 227. 27. 228. 3. 229. Nemá řešení.
230. Nemá řešení. 231. Vyhovují všechna :: až 1, x % —l. 232. Nemá řešení.

233. —33. 234. —8%». 235. — % . 236. 2. 237. —0,9. 238. 14. 239. Nemá

řešení. 240. %. 241. 2. 242. 8.

243. 0,9. 244. —5. 246. Autobus má rychlost 30 km/h, auto 60 km/h.
247. 6 dní. 248. Za 12 minut. 249. 30 dní. 250. 24 m2; 12 dní.

6. LINEÁRNÍ ROVNIGE S PARAMETREM

253,3)x=6;3;2;l proa=7;8;9;12š b)pro(Hůl “iza—ří:
=2+a_Ž1' Vyhovujířešeníx=4 pro a=2 _ax=3 pro a=3;

“lí-Ž = 1+ 3. Vyhovujířešeníx= 11; 6; 3; 20—5 a—5
proa=6;7;10;15.254.x=6proa=3,x=12 proa=2.255.a)Pro

. l—a 2 . ., _ _ __ __
agé—ljex—l—+a-——l+a+l.Vyhovu11r;šenix-l,0, 3, 2
proa = 0; l; —2; —3;b) proaqé 2 jex = 2+ ŠTŽ . Vyhovují řešení
: =9; 3; —5; 1 pro a = 3; 9; 1; —5. 256. Pro a :O vyhovují všechna

čísla :: >O; pro a > —1 má jedno kladné řešení1:= %. 257. x =

c)proaiSjex:
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= —30;—l4; —6; —2proa = 7;6;4;0. 258. Prom = lnemá řešení,pro

„:= 1 má jedno řešení:: =;l_l1 . 259.3; = —Š. 260. Pro m = 2 nemá

řešení; pro m = 2 má jedno řešení y = 5—32—33.

261. Pro c = 3 každé číslo; pro c = 3 má jedno řešení x = —6. 262. Pro
m = 0, m = —1 nemá řešení; pro m=0, m= —1 má jedno řešení 3; =

= 2 :2m . 263. Pro b = I, b = —1 nemá řešení; pro b = 0 je řešením
každé číslo; pro b = 1, b = —1, b = 0 jedno řešení z = 1. 264. Pro a = 0,

a = 1 nemá řešení; pro a = 0, a = 1 má jedno řešení x = m . 265.a—l
p+2 _
p2+ 2.266.a)Proy-­

: 3 vyhovuje každé číslo; pro y = 3 má jedno řešení :: = —2; b) pro x = —2

Pro p = 0 nemá řešení; pro p = 0 jedno řešení q :

vyhovuje každé číslo; pro x = —2 jedno řešení y = 3. 267. 3) Pro y = %­

nerná řešení; pro y = %—jedno řešení :: = l 3 23:; b) pro x = —% nemá ře­

šení; pro x = —% jedno řešeníy = či; . 268. ]e-li současněa = 0,

b = 0, vyhovuje každé číslo; pro a2 + b2= 0 jedno řešení z = Žár—ŠZ. 269.
Pro 71= —m vyhovuje každé číslo; pro n; = 0, n = 0 nemá řešení; pro
m=0,n=0,n= —mjednořešeníy=l. 270.Prop=0,q=0,p=q=

= —2nemá řešení;pro p = 0, q = 0, p = q jedno řešenív :jwq—Tjg;
pro p = q = —2 vyhovuje každé číslo.

271. Pro 19= q = 0 vyhovuje každé číslo; pro p = q = 0, p = 0, q = 0
nemá řešení; pro p = 0, q = 0, p = q má jedno řešení x = —pq. 272. Pro
a = b vyhovuje každé číslo; pro a = b jedno řešení 3; = 0. 273. Jedno řešení
x = 6a, a = 0. 274. Pro a = 0 vyhovuje každé čísloy = 0; pro a = 0 jedno

řešeníy = —%. 275. Pro b = 0 nemá řešení; pro b = 0 má jedno řešení z =

= 2—_b—b-.276.Proq=Oap=—-qnemářešení;prop+q=0,q=0 má

jedno řešenív = 3%? . 277. Pro a + b = 0 vyhovujekaždé číslo; pro a + b =
= 0, b = 0 má jedno řešení 1:= —b= 0; pro b = 0 nemá řešení. 278. Pro m +
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+n=0vyhovujekaždéčislox9ém,x=n,prom+n7£0májednořešení

x=m——2l-n,m:,án;prom+n;á0,m=nnemářešení. 280.mcpat-3,

psí: —3,p9':2májediné řečeníx=—

nemá řešení; :: = —6 pro p = 1.
(Pó———)1,222;prop=3,p=—3,p= 2

2

281.]e-1ip=-Š—,p=—3 ,p=0,nemářešení;prop7é—Š—,p;/_­

piOmájedíné řešeníx=%. 282.Prop =2 nemářešení,prop=2 má

jedno řešení:: = ;x =%prop =4. 283. a) ]e—lib= —2a 12 +
1

4(P — 2) 2b

+ 14b + 3b2= 0, má jedno řešení :: = 2—+b . ]e—lib = —2, nemá řešení.
]e-li 12 + 14b+ %2 = 0, vyhovuje každé číslo.b) Pro a = 0 nebo b = 0 nebo
c = 0 nemá řešení; je-li ab + ac + bc = 0, vyhovuje každé číslo; je-li a = 0,
b:,éO,(;;/:O,ab+ac+bc=0, májedinýkořenx=a+b+c 284.Pro
a = 0, b =0, p =qgé 0 nemá rovnice řešení, pro p—= q—= 0 vyhovují

všechna čísla:: = 1, pro a = 0, b 76 0, p 75q má jediný kořenx = i(?—Í— q)
:;E l. 285. Pro a = 0 vyhovuje každá dvojice opač. 'čísel i dvojice (O; O); je-li

a = 0, je řešení—a+ 1; a ; l .286. m_+n,h, 3 h, mávždyřešení,jelikož
m>0, n>0. 287.Pron=lnemářešení;pro ngá ljedélkan
šířkaLem 233_W

n—l y

1cm,

m3, přičemž y > 0; 600n13. 289. Pro

m = 1 nemá řešení; pro m > 1 má řešení % , pokud je číslem přiroze­

cz : _ vc :
1)+ c, _ 'o + c

291. Nemá řešenípro p = q, v = 0; vyhovuje každé číslo pro p = q, v = 0;
2 z _ 2

je-li p = q, má jedno řešeníazgi—q)? . 292. Je-li p = q, nemá řešení;
a(a — 3)

je—li4 > 19,jedno řešení x = nq . 293. Pole bude zoráno za 1: =
q— p 2a — 3

dní;x>0proa>bn, n>l; pron=l,

ným; nejpravděpodobněji »: = 5. 290. t1 =

11,

bn

pncemža>3294zax_d(nl)
a = b vyhovují všechna kladná čísla.
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7. SOUSTAVY DVOU LINEÁRNÍCH ROVNIC o DVOU NEZNÁMÝCH

300. a) 4; 6; b) 8; 4. 301. Nemá řešení. 302. a) Nekonečný počet řešení;

vyhovují jí všechny dvojice v, 8 _3 20 , kde v je libovolné číslo; b) —6; 12;
c) nemá řešení. 303. a) 3; 2; b) ——9;——15.304. a) 5; 10; b) 5; 9. 305. a) 2; 3;

b) %; %; c) 3; 11.306. 71812; 7813. 327. a) %; %; Š)3;4; c) l;16. 308.
a) 10; 1; b) 3; 25.309. 5-5; 1—3. 310. _13' 311. 684 ;),—litru,342 3 litru.

312. 1 ha, 0,9 ha. 313. 300; 500. 314. 29; 27. 315. l 600 Kčs, 1 800 Klčs. 316.

4411et,12 let. 317. 405; 138; 543. 318. 25. 319. l,;2dm l,.8dm 320. 7—2km/h,
4—2.km/h 321. 65 hl/h; 75 hl/h. 322. 46kg;40 kg. 323. 88,64 kg; 35,36 kg.
324. 63,6kg; 36,g.4k

325. a) 154 Kčs, 176 Kčs; b) 137 Kčs, 193 Kčs. 326. 30 dní, 45 dní. 327.
28 kroků. 328. 1,53 kin/míni- 92 km/h; 61 kin/h. 329. 2,7 A; 1,8 A. 330. 360;
540.331. 5drn, 5dm, 8dm. 332. 51 cm, 19cm 333. z1——--64„.8cm,z2=72cm

334. a)6]e-li p = 4—1,2nemá řešení; je-li p = —1, má soustava jedno řešení

x= p+'—l,y= -P_—+21-,b,) plrop= 10 nemá řešení;propgá 10májedno

řešení x = ESO—;;, y= 3-01——3P;c) je-li p = —2, nemá řešení;je—li pyré

$ —2, má jedno řešení :: =;Šl—Í_2, y =22-T—ŽP; d) je-li p = — %, ne­

má řešení; je-li p = — % , má jedno řešení x : 3230—1215,y : 310—4+1;e) je-li

p = —TIS—,nemá řešení; je-li p:,é —%,psáo, má jedno řešeníx zópí 1,

y =3%'_*_4—1); pro p = 0 nemá řešení.

335. a) ]e-li a + b = 0, má soustava nekonečně mnoho řešení a vyhovují jí
všechny dvojice x, ——x,kde :: je libovolné číslo ; je-li a + b ;L—0, má jediné
řešení x = a(a — b), y = b(a — b); b) vždy jedno řešení x = a(a — b), y =
= b(a —b); c) je-li m ='0, k = 0, má soustava nekonečný počet řešení a vy­
hovují jí všechny dvojice x, 0, kde :: je libovolné číslo; je-1i m = 0, k = 0,

nemá řešení; je-li m = 0, k libovolné, má soustava jedno řešení :: = %,
y = 0; d) je-1i b = 0, nemá řešení; je-li b = 0, má soustava nekonečný počet

_ ax, kde x je libovolné číslo. 337.řešení a vyhovují jí všechny dvojice x, 6 b
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a) ]e-li p = —1, nemá řešení; je-li p = 1, má nekonečný počet řešení a vyho­
vují jí všechny dvojice čísel x, 1 — x, kde :: je libovolné; pro p = ——1,;) :,á l

má jedno řešení :: = p—í—l,J): P +——1,;b) je—lip-= 2, nemá řešení; je-li
p = —2, má soustava nekonečný počet řešení a vyhovují )Í všechny dvojice

čísel x, 5 221: , kde :: je libovolné číslo; je-li p :,é 2, p $ —2, má jediné

. _ 1 _ 5 —3p_ . . _ _ _ „
rešení :: —ŽTP,y — 2 _P, c)je11 p _ 1, p — 1, nemá soustava re

2+
šení;je-1ip;é1,p7£—l,májednořešení x=ŽÍi, =2(p€Í——ll).

__3p+8 _4p—9 . __ ___ „ ,_
338.x—p2+6,y—p2+6. 339.]e11a— l,a— 2,nemáreseru,
je-li a = 1, má nekonečný počet řešení a vyhovují všechny dvojice čísel x,

Šír—12,přičemžx= —l; je—liast —l, a$1, asá ——%,má soustava jedno
a _ 1 + 20.

řešeníx ——1—+—2a,y—m.

341 _“i——25ooo-L-—3oooo o b>0 >o d o' d(c—b)_ ,d(c—b)_ >“>' *“ ' >'
(bc>b.342.10+d,10,10—d,0<d<5.343.n——0)K"bu—a'v

?. _l 3.340vp+řp 2,P>2, q>0­

n___(u-—
bu—

bu>av,b>v,u>anebobu<av,b<v,u<a. 344.1e—1ia—1=l;—1$
2 2

c „ . . a b c „ , . .
= c—1, nemá soustava rešení; je-h —1= —1= c—l,má nekonecny pocet re­2 z“2 bz

šení (x libOVOIIlé,y = cl _ ag); je-li & 75& , má iedno řešení :: = ——c1b2—czbl,bl “2 (72 “1172- “abl

y_ ZŠ:—Zia 346.1,068kg,0,.426kg347.s,(s—s,)-„(s,—s). 348. 3000;
18c.

av) Kčs,

0. SOUSTAVY LINEÁRNÍCH ROVNIG 0 TŘECH A VÍCE NEZNÁMÝCH

349.a)20;l7;5;b)8;5;3; c)3; 2; 1;d)l; 3, 5.350.a)15; 12;10;b)7;
1 100 200 55 55 55

5;—3..351a)1;—l;;2b)0; 20;.352.a)21—7—;—2——7,—2——7;b)—,4,1.
353. a)10; 20; 30; b)20; 30; 40.354.5;2; 0.355.l; 1; l..356 11;9, 7.357.
3; 4; 5. 358. 5; 3; 1.

573



360.a) x=8—u,y= —4+u, z= l2—u, u libovolnéčíslo;b) 2; 4;

8; 10.361. a) 1; 2; 3; 4; b)%;6;2; %; c) 1; 1; 1; 1; d) 2; 2;3;3. 362.
222; 333; 444. 363. 3; 16; 81. 364. 17; 31; 43. 365. 483. 366. 720 a l Kčs,
40 a 2 Kčs, 120 a 0,50 Kčs 367. Prvním za 72 min, druhým za 120min, třetím

zaó h. 368. %;“ 3 ; —..369 17; 21; 25. 370.Vždyjednořcšeníx=--+——;—a,

_a+c—b z_a+b—c
y— 2 , _ 2 "o

371. a) ]e-li p = 2, nemá soustava řešení; jc-li p = 2, má soustava jedno
„ _5P _ __P+2_ _ „v ,_
rešeníx— p—2 ,y_P—_—2,z—p—_—2,b)prop—lnemáresem,prop;á

— l . .

gál jedno řešení x=3%_—15, y=z=ř__—; c) je-lip=0, nemá ře—

šení; je-li pak 0, má jedno řešeníx =p —], y= 1), z = 1—p,d) je-li

p = —1, má soustava nekonečný počet řešení a vyhovují jí všechny trojice
x, x — 1, x — 1, kde :: je libovolné číslo. Je-li p = —1, má soustava jediné
řešení:: = 1, y = 0, z = 0. 373. a) ]e-li p = —2, nemá řešení; je-li p = 1,
má nekonečně mnoho řešení a vyhovují jí všechny trojice čísel x, y, 1 —
—x —y, kde x, y jsou libovolná čísla; je-li p = —2, p 3:51, má soustava jedno
. ,___p+l _ 1 (P+1)2. _ _
rešemx— ,y—P—+2,z=P+2,b)jelíp;í1=l,p7é ], má1

? + 2

soustava jedine rešení :: =y =í1_——p)(—1+_55, z = W ; je-li p = 1,
nemá soustava řešení; je-li p = —1, má soustava nekonečný počet
řešení a vyhovují jí všechny trojice čísel x, y, 1— x —y, kde x, y
jsou libovolná čísla. 374. ]e-li p = 0, nemá úloha řešení; je-li p > 0 ,

nateklo rourou A 25 m3/h, rourou B 30 ma/h a rourou C L2Ema/h. 375.

a) Největších matic je Mp,7středních—15? , nejmenších ITP , přičemž 19

je sudé kladné; b) je-li p =71—5, má úloha nekonečně mnoho řešenía vyhovují
jí trojice čísel —8n; n;—711, kde n = 15k, k přirozené číslo; pro p = %1515
nemá úloha smysl. 376. ]e-li a = —3, má soustava nekonečný počet řešení a

3x _ 2 3x _ 4 , kde :: je libovolné číslo.vyhovují jí všechny trojice čísel x, 3 , 3
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]e-li a = 0, nemá soustava řešení; je-li a 75 O, a $ —3, má soustava jedno
_, , a+l a+3 2(a+2)rešemx=——,y= ,z=——-———.a a a

9. OPAKOVÁNÍ

377. a) 60; b) —6Š. 378. a) Mat“ — 10a3b + 4azb2 — 20ab3 + 2b4; b)
—804 + 16an — 14:sz2 + 8ab3 — 6b4; c) —6a3b + 12ch3 — 4b4. 380. a)
4x5y4;b) 5x + 2; c) 4x0:z + l); d) 14m4+ 161712—32. 381. a) 2(x + 2)(x—5);
b) a2(x + 9) (x — 10); c) 2(x + 2) (2x — l); d) (nx — 7) (na: + 2); e)
xy(y — 3) (y — 4); f) 20 + 3) - (3y — 1)- 382. a) (a — 2)2(a + 2); b)
“(a — b) (a + 17+ 1); C)5xy(x + y) . (1:2+ xy + yz) 383- 4quv(qz +
+ pv)2. 385. V = (a — c) (c — b) (a — b); pro čísla a, b, c navzájem různá
není žádný z činitelů výrazu V rovný nule. 386. D = (a — 2) (2a — l),

1001: np

n=(a—1)(a— 2)(2a+ l)(2a— l). 387 Í—00+p' T—00+p''600; 120.
!(100+P) t(200+P) 2(1— X) 3—l. 390.

1003 “> 2003 "——3891+ * * Ž(6—a),
6

a :;E 6, a =,é —6, a 96 ———.

391. l; xyéO, 32750, x7+y:;é0. 392. 2——(Í1+—22);(1722, ast —2, aq':

75—.3393.xii,—„Y ;x+y +z9é0, xgéy+z,y9éx+z,z7éx+y.
394.3)Prop=l,p=—l,q=l,q=—1;b)x=l,x=—l. 395.3)1;
y$0,yz+ I$O,xyZ+x+zaf-0;b)1;xs£0,y7é0,z?50,xy+xz+
+ yz 75 0. 396. —4. 397. 68 km/h. 398. 5; 15. 399. a) Rovnici splňují všechna
čísla :: $ 0, x 71——1; b) nemá řešení. 400. Chybně opsaná rovnice

x+3 x—2
7x+—23 =7(x —1)'

388.10%;b—)

mělatvar—

401.4íh.402.a)x=4pron=3ax=5pron=1;b)x=1pron=2.
403. 3) Pro 1) = 3 nemá řešení, pro p = —3 má nekonečný počet řešení a vy­

hovuje jí každé číslo :; pro p $ 3, 1)$ —3 má jedno řešení :: = %;

b) pro 1:3=0, p = —1 nemá řešení; pro 1)$ 0, pyré —l jedno řešení :: =_? +3
_? +—1; c) pro p—= ] vyhovuje každé číslo, pro p———0 nemá řešení; pro_P+1

——1,p=0 nemá ře­

šení; pro 19%—l, pgéO má jedno2řešení:: =ůgép 404. 3) Pro
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p = 0, p = ] nemá řešení;pro 1)$ 0, p $ 1 má jedno řešení:: = %; b)1

pro m=0, n=0, an=cm nemá řešení;pro mako, 71960,art:/:cm má

jednořešení:: :m. 405.]sou 4 možnosti.Bud' 15 kusů po 3 Kčsmn

nebo 5 kusů po 5 Kčs nebo 3 kusy po 7Kčs nebo 1 kus po 17 Kčs. 406. Za
c————' ; b 0 b 0 ;ab+ac+bch,a)a>0,b>0,c>01)a7é, $:C9é0 ab+

+ac+bc7é0. 407.a) 3; 1; b) 2; 2. 408.5;0.409.11cm,11cm, 7m.
410. 35 cm, 42 cm.

411. 6707'; 56013'; 56040'. 412. Plán 13 400 tun, vytěženo 13 668 tun

a 13 266 tun. 413. 3) Pro a = —% nemá řešení; pro a i — 3 má soustava
. . _ 21 _15(2a+1)_ _3 ,_
jednorešení::_ m , y _ W, b) proa —2 nemaresem,pro

3 . „ 3(5—4a) 2 .— ' =——, = . 41. - = ,
ast 2má1ednorešemx 2(3——2a)y 3—2a 4Ie11a 2,5%0
nemá soustava řešení; je-lí a = 2, s = 0, má soustava nekonečný počet řešení
a vyhovují jí všechny dvojice čísel x, s—x, kde :: je libovolné číslo; je—li

a % 2, s libovolné, má jedno řešení :: : 2—_s—a, y = — z—f— . 415. a) 4;

6; 8; b) —_—2k;— %; %. 416. a) Soustava má dvě řešení; (O;O; O); 37%;% ;
—12 ; b) soustava má dvě řešení; (O; 0; O); —1; —1—'—. 417. První za 203 ' 5
dní, druhý za 30 dní, třetí za 60 dní. 418. 10 cm, 6 cm, 15 cm. 419. 3; 4; 8.

420. ]e-li b = 0 nebo a = 1, b 96 %, nemá soustava řešení; je-li a = 1,

b = Š—, má soustava nekonečný počet řešení a vyhovují jí všechny trojice

čísel x, 2, 2 — x, kde x je libovolné číslo ; je-li a 72 1, b 73 0, má soustava jedi—

é_ešem,x_ b—l _1 _2ab—4b+1
“ r —b(a-- l)'y_b *z— b(a—l) '

21cm 2m: 21tp421. 2; 3; 4; 5. 422.

2th
m+n+p+q'

m+n+p+q'm+n+p+q'm+n+p+q,
423.a=5,b=3,c=7,d=9.
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||. KVADRATICKÉRovmcE,
ROVNICE REBIPROKÉ A BINOMIBKÉ

|. NEÚPLNÁ KVADRATICKÁ ROVNICE

9.a)x1=0, x2=a+b; b)x1=—2b,x,=0proa;£0, proa=0vy—
hovujekaždéx.10.t =

18.a):=j;Va,ašO; b)tab; c)iV%,%šO; d);i:„z ,a>0.

19.„ŽV—,; ——20;b)iV%;nšO;c)iš;d)iVTb.M.:)iš;
b):t %;C)i—; d)i—.

21-a)14, 5:5;b) iVS, tvím 12; d) i [; . 22. a) :t (r —l); b)
i(a—b); c)x1=b,:,= —24—b; d) il; e) ;]:l proadqébc; pri)
ad—bc=0 vyhovujek_aždé5 f) iza. 3. is. 24. —-6.ze. 2321/7, i16V7.
27. a) 85,304; b) 151/2,36V2. za. a, = 7,5 cm, v, = 10 cm. za. 43. 30. a)

63; b)

31.1—5.az. í?,r=17,6an.34.os5cm. 35.21,2cm.38.chzdálc—
nosti2 5modsiln'šihozdro'c.37.a __ ' b_5,99mm.

11:

38. 695 kp, 95,5 kp nun—'; ] mm. 39. 39,8 kp nun-'. 40. Každá tři čísla.

2. ÚPLNÁ KVADRATICKÁ ROVNICE

43. a) —3,1; b) 4, —2; c) 7, —13;d) 3 i Vš 49. a) s, —2; b) 12, —2;
c) 4, —16;d) 15, —l. 50. a) 10, —2; b) 6,5; c) 4,3; (1)9, —5.

51.a) _,2 —12,b) nemářešení, c)4,4; —3,6.512a)l,—3; azil/š;
c) —2 4'd)—:i;V——160—5.,!'v3.a)09;—0,;7 b)2, ——;c)—,—l; d)ncmá, 3;

řápní. 54. 0% , ——Ž—;b) 2,4; —l,6; c) 0,3; —l,2; d) nemů řácní. 55.

1 1 3 a 1 —

a) _? b) ? _? c)prožádné:. se. a) 3, —a;b) 54—1 i V5),
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c) _ %(1+V5);d)VŽ,I/Š—, kde a, b jsoutéhož znamenía různá
od nuly. 57. a), b), c), d), g) nejsou, e, f ) ano. 58. Nejsou. 59. Násobíme—li
rovnici výrazem (x —1), kde a: není kořenem dané rovnice, nebo výrazem

í—lí , kde 19je kořenem dané rovnice. 60. Z Vietovy věty: xl + x; = ——p,
::1. ::2 : q. a) Oba téhož znameni ; b) opačného znamení ; c) aspoň jeden
roven nule.

61. a) l;6; b) —1;—4; c)4; —3;d)—6;2.62.a)2;4; b) —2;—4;c)6;3;
d) —6; —3.63. a) 3;4;b) 20; —1;c) 6;4;d) —8; —3.64.21)x2—5x+6=0;
b)x2—8x+15=0;c)x2—x—6=0;d)x2+3x—10=0.65.a)x2+
+6x+8=0;b)4x2+7x+3=0;c)2x2—7x+3=0;d)2x2+9x—
—5=0. 66. &)x2—3x=0; b) x2+2x=0; c) 9x2—1=0; d) xz—
—0,21—0,03=0;e)2x2—x=0.67.a)ax2—x(a2+1)+a=0,a;£0;
b) x2—5ax+6a2=0; c) x2+ax—2a2=0; d) ab.x2—(a2+b2)x+
+ab=0, a$0, bio. 68. a) (x—3)(x—l); b) (x—7)(x+5); c)
(x—1)(x—9); d) (x—10)(x+6). 69. a) (x+9)(x—5); b) (::—6).
.(x—7); c)(x—a—1)(x—a+l);d) 61a)(x—6)(x—l);61b)(x+4).
-(x + l); ólC) (x — 4) (x + 3); 61d) (x +. 6) (x — 2); 623) (x — 4) (x — 2);
62b)(x+4) (x+2); 62c) (x—3) (x—6); 62d) (x+3) (x+6); 633)(::—4).
. (x — 3); 63b) (x — 20) (x + 1);63c)(x — 6) (x — 4); 63d) (x + 3) (x + 8).

70. a) 3(x —-2a). x+—Ž—a; b)(m—8)(m+7); c)(a—8)(a—9);

d)(y —3a)(y + 2a);e)(y + 2a)(y —a) 3
71.3)[x—(a+b)].[x—(a —-b)];b)4(x—2a)(x+ía);c)(x—3b+

+2a) (x—3b—2a). 72. a) 2; Sgb) 45; —52;c) 0,3; —1,2;d) 3+Vž; 3 4/5.

73. c) 5%; d) —a. 75. a) —5;b) —2a;c) ?; d) 15. 76. a) ——60;b) —5,7;

c) 4a2—_1;d) 4;e) 36. 77.x2+%x+ 1 :O, Jc1+x2= —š,xl.x2=l.

78. Nemůže. 79; a) q(—1+Vž);b) q(2+ VE; c) %(1 + Ví). 83. a)
xĚ+xš=34g b) xš—xš=j;16. 84.a)x2-—px+q=0; b)x2+(p+
+2n)x+_q+pn+n2=0; c)qx2+px+l=0; d)x2+pnx+qn2_=0;
e) qx2+p(q + 1)x + (4 —1)2 +Pz=0- 85—Jv1+xz = —p; xlxz=q;

l + _I-=fl+—x2 = —l. se. Důkaz podobně jako v úloze 85. 87.
xl xz x1x2 ?
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c , , a l ­

x1.x2=í; xl.x2=í;x1.x2=JR. 88.a)p=0;q=_0;b)p-—_-l;
2

q=—2. 89.Nepřímo.90.D=b2—4ac=0;c=Ž;; D'= (2ax+ b)2.
91. = xlx2; q = (a + VŠ.)xz.97. Diskriminant není druhá mocnina čísla.

99. a) 8; —12; b) 18; —l2; c) 14; —36; d) —6; —21. 100. a) 14; 10; b) 9;
—24; c) 9; 8; d) —l; —42.

“13 l 3

101. a) 0,3; —l,2; b) 6; —3; c) l; 5' 102. a) 4; —0,4; b) 0,6; —-Ž;
53 7 7 5 , , 3

c) —5;T; d) ?; —í' 103.a) g —; b) nema rešení; c) 0,9; —0,7; d) ?,; 7

1 5 24

— Š . 104. a) 3; ——11;b) 5; — ím) 10; —0,7;d) 3; — —. 105. a) Nemá13

řešení;b) 0,9; _o,3; 9411/33 d)2; _20. 106.a) 2- _4; b)2; _Š;

c)7;3;d)10;2;e)— ;,;—06 f)7; —-;g)4;— l_—1;h)V3i21/2. 107.

a)4; __ ;b);5 __, c)9 4,-d)9, _42. 108.a)7;——;b) _3i1/3o;

c)8;—5;d)—; —í.109.a)0;—27;b)i3; c);tl; d)4; 7.

111. a) Nemá řešení; b) nemá řešení; c) 31:3VŽ_„+l; lal >1; agál; d)
bz

%;_ —.112.a);t—;b)a+ ,a9é0;a2_2b2,b7£—Opro|alaé|b|;
b 1

c)—;—;a9é0;b9é0;d)—a;—;a9é0.113.3)3,—;b)—;——7;b a 3
7 5 9 7 a b

C)š,„7 ,d)7— _,C)Ža,_14a,f)7a.114.3)—,—,a$0,b)——3,—ž.7,
ab9é0;c)3a;—-—;d)— ;1(proaséib9é0);každéxprob=0,a9é0.

115. a) za + b; b; b) %. (_3 i V3), a ,; o; c) ——m;——n;d) m i a. 116.

a) 3a, —2a,pro a až0, pro a = 0 není řešení;wg, l,a ač0,a 96b; c)a,
c+

2 u,a960,caé—u;d)Ě—:—c,lproaaéc,c;éd,c296ad;e)a—2b,a+b,
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4 k ..
a % :thD—Ě—Jz =,é—2. 117. Shodné pro al = 2, az : —2—',b)3 j: 2V3;

c) 0; 8; d) žádné a; různé pro: a) a> 2, a <— b) a < 3 —21/3, a>35 '

>._3 + 21/3'; c) a < 0, a > a; d) každé a. 118. ib| ; 2.

3. ROVNlCE S NEZNÁMOU V ODMOCNĚNCl

119. a), b) ano, c), d) ne. 120. a) d) e) h) má; b) c) f ) g) nemá.

121. a) Odmocnina je číslo nezáporné. Součet dvou kladných čísel není roven
nule; b): z l; potom:: + 175 x —1; C):: 2 7; x; 5 (nemožné);d) součet
dvou čísel nezápomých není záporný. 122. a) 4; b) 9; c) 28; d) 16; e) 12;

f) 15; g) »: + Ě' 123. a) Nemá řešení; b) 8; c) 8; d) 10; e) 30. 124. a) 8;

b) nemá řešení; c) —5,4; d) —5. 125. a) 20; b) —1; c) 0; 3; d) 131/5 [v d) do­

sad'tezy = sz _ 91.126.a) 324; b) 27; —3; c) 1; _ FM) 84; 19; e) 0; —5.

127. a) 7; b) buď 54; 24 nebo —24; —54; c) izl/ž; d) 4; e) 2. 128. a) 3:5;
b) 14; c) 4; —3; d) 4; 2. 129. a) b) d) Nemá řešení; c) 7. 130. a) LI; b) 5;

c) 16; d) 1%.

131. a) 18; b) 54; c) 16; d) 7; e) %; f) 8. 132. a) 9; b) 25; c) nemá řešení;
d)64,16.133.a)b2+a, bšo; b) a—(a+b)2, a+bšO; c) ia; ago

(prolega);d)a;ašo. 134.a)a;b)9a,a20,proa< 0jex=%;c)0;— > . z_ 2.
d)b(a2+l)!a=1>b>oae)a b)0(ašo)bšo)'

4. SLOVNÍ ÚLOHY NA KVADRATICKOU ROVNICI

136. 86. 137. 24V2_cm. 138. 1 + Ví. 139. o 5 %. 140. z, = 18 cm, 22 =
= 12 cm, v = 14 Cm.

141.z,-= lcm, 22—= 29cm nebo z1= 2cm, zz——28cm, atd., nebo 21=
=l4 cm, z2= 16cm, v = 12cm. 142. 20, 10. 143. O 200%.144. Platí pro
každé r. 145. 3) Celkem 40, přespolních 24, domácích 16; b) celkem 10; 9 přes­

polních, 1 domácí. 146. a) " *__—|'———22k2" " (10 kp, 24 kp), b) obě stejné:
18,38kp. 147.Bud'o 20%, neboo 80%.148. 06%. 149.20%. 150.5%.
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151.122—((“+ » +V(—“4+ 5) + f), 14,3rn.152. ,34 min1532 Vam—000

t = 6,0 min; AB—— 49,70 km; LB—— 130 km. 154. 10 l. 155. a) 4 s.
„__—2" z

156.a) 20 vteřin;b) nemá řešení;c) t = G_:Ělfíi; pro s = Š—g;

32 km za 80 vteřin. 157. a) —9; —7; —5; b) 5; 7; 9. 158. 375 m. 159. 12.
160. 45 dní, 36 dní.

161. Osa—ohnivlak 40 km/h, rychlík 70 km/h. 162. l + Vl + 2a strojů. 163.

_3+ __ 1, b) 7 + 4V3.164. První těleso4m/s, druhé 2 m/s. 165. První
těleso 4m/s, dmhé 2m/s. 166. 40 stromků. 167. 320 km/h, 400 km/h.
168. 40 km/h, 30 km/h. 169. 5 km/h. 170. 24 km/h.

171. 3 m, 4m. 172. První 48 součástek, druhý 20 součástek. 173. 4. 174.
12 km/h, 2,5 h. 175. Za 8 dní, místo 10 dní plánovaných. 176. 300 Kčs, 5 %.
(Druhé řešení je nepravčiěpodobné, p bv bylo 300 %.) 177. 3,5 tuny. 178. 24 m3.
179. 91 = 0,6 g/cm3; 92 = 0,8 g/cms. 180. 20 km/h.

181. První dělníkza z—2+V12+4h; druhý za :+2+ Vz2+4h.z :_—w; traktor:MW ha.183.182. Kůň: 2:
2 2 ' _ —2—_

——————Í: ' n +12; + 4pm. 184.Prvníproběhnedráhuza———-——d,+Vd2+ 4!' dT—' —_2—_—__
| é za d + de + 4m sekund. 185 V(a+ 10bc) + 43cm (a + 10bc)

a g 0; b 2 0; : g 0. 186. 2 m od 81. 187. 158. 188. 345 600 km; 430 000 km.

189. Chyba je v poslední řádce. Z V; = V? neplyne vždy a = b.

5. SOUSTAVY ROVNICE KVADRATIGKÉ A LINEÁRNÍ

191—8)(2; 3);(3; 2);b) (8; 6);(—6; —8);c)(10;3);(—3; —10);d) (Š, %) ,

(_ Š; _ %) —192—a) iSVí; 515; b) 2; dcl/í; C);i:6;;1:2. 193. a) (5,7),

4%; —7113);b) 3:28, 4:12; c) (0,0), (2,4). 194. 3) +6, +4; 135,0),
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(—15,-4-0c) (00) 195.a) (81), b) (34), (12) (x 942,y >3 ,“:25); c)
: 4b

Š(—1iV22);—lil/22;043,42. 196.a)x1'2=a_i.xv; + ,_ :—
MI:;EgĚjÉŠ“divů—““ÉVÉ—de=my=m1M.
3) 2a, —a; —a, 2a; b) a + b, b; b, a + b; c) 2a, a; a, 2a. 198. a) (3,1), (1,3);/_
b) (i, 2), (2, %); c) (5,7),(7,5). 199.a) (9,1),b) (4,1);€) (M

19— 251/13

,

) 200a) 44, :t3, (43, 14),b)(i3 4),(o,—5>;c) :t V3321/6,
y=3$Vč

201. a) :t2, :):2, b) 13,431; 3:5, :F3. 202. a) ia, ia; b) a, —b, C)

(4-—a);[(a+ 1)2;a+_11. zoaa)(—,— ,(—%,—-l—);b> (5,1>,<—1,

—5),c):tVab, i “guma, 5,40, ab>o. 204.8)x12=i(a2_1),
y12= i(a+1) pro aby':l;ie-lia=l, pak x=0,ylibovolné; b)x1,=
= :):)/a?: b*,yl,, ——;tVa2— bz, |a| 2 |b|. 205. 3) První rovnice je závislá
na druhé lineární. Neomezené množství řešení. b) Žádné řešení. Rovnice

vedou ke sporu; c) (_I, — %) . 206. a) Jako v příkladě 205a; b) :: = 3,
y = o; c) :: = 0,y = —1. 207. a) Jako v příkladě 205b; b)neřešite1ná; c) ne—
řešitelná (součet druhých mocnin není záporný). 208. a) Reálné řešení jen pro
m2S 10; b) řsitelná pro a 2 4, nebo a S 0; c) neřešitelná (jakov příkl. 207c).
209. 47,53. 210. 110, ;t24.

211.36.212.(2552),(—52,—25).213.3.2143,%.215.%,%. 216.
2

an:th —42,—,b)inF_2—hp.Vhp,c)—i-Žil—7,1,d)p=

=29,q=20,h=P4g;e)(a—b)220,(cz+b)224ab,í(a+b)2)/ab,

p_>_q,h=%2=q. ísq. 217.2lm,20m 218.c1=24cm,c2=6cm,
a=12V5,b=61/5.219.14cm,6cm. 220.3cm,4cm.

221.vl=30cm,v2= 40cm222.8cm,2cm22368 10...2245%,6%
225. 2m,3m. 226. Skm/h; 4,.5km/h 227. 42dn1; 56dní. 228. 200min;
300 min. 229. 3009, 20052. 230. 90km/h; 40km/h.
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231. 60km/h; 63 km/h. 232. 120cm; 40cm (nebo předmět 20cm před
zrcadlem, obraz 60cm za zrcadlem). 233. 120 cm (vzdálenost b = 60 cm).
234. 100 cm; 25 cm, nebo 15 cm před zrcadlem a 60 cm za zrcadlem.

&. RovmcE KVADRATICKÁs Řešením v oaonu
CÍSEL KOMPLEXNÍCH

236.a) x2—4x+7= 0; b) x2+4=0; c) x2—6x+ l3=0; d) xz—
—2ax+a2+b2=0; e) x2—2x+5=0; f) x2—4x+ l3=0. 237.
a):c2 — 6x + 34 = 0;b)x2 — 21/21:+ 3 = 0;c)3c:2— 2V3x+ 5 = 0; d)x2—­

—3x + —4—:0; e) ::2+ %s:-+ 9 :O; f) neexistuje. 239. a) ] +i; b)

—3Í'V19;c>2ii;d)2ii1/3; e)——3Í1V51;fniiVž; g)—li*V15.2 2 6 8

240.3)—2+i; b)3+2i; c) —3+3i;d)0,5+2i; c)Š+-;—.
— . — — ' _ 40 6“ 3

241. a) +2iV10; b) &iai/2; c) 3 3504/71; d) Í7 IV . 244.3)
Reálné kořeny pro a g 9, a to oba záporné, pro a > 9 kořeny komplexně
sdružené; b) reálné (oba téhož znamení) pro a g —3a a z 3, komplexní pro
—3 < a < 3, oba kladné pro a < —3; c) oba kořeny reálné pro a z 6 nebo
a g —6, téhóž znamení pro a < 6,5, oba záporné pro 6 < a < 6,5, oba
kladné pro a < —6, komplexní pro —6 < a < 6. 245. a) Reálné kořeny pro

%6 ; m < 2; téhož znamení pro m < 0 (oba kladné), pro m = 2 řešení ne­

existuje; b) reálné kořeny pro m ; 3 a m ; 1, téhož znamení pro m > 2- ,
oba kladné pro m > 3, oba záporné pro na < 1; c) pro m = 0 je :: = 0. Reálné

kořeny pro m Š Í ,olga kladné pro 0 < m < i , oba zápor—m;pro m < 0;
d) reálnékořenypro Tl—; m ; 3, opačného znamení pro í < m < 0;

téhož znamení pro m > 0, a to oba záporné. 246. a) Reálné řešenípro m ; %,

téhož znamení pro m > 0, m < —6, oba kladné pro 0 < »: < 3 , nebo pro

m < —6; b) reálná řešení pro všecka m; c) reálné kořeny pro 72 < m < 6,
téhož znamení pro m > 2 a m < 0, oba kladné pro m > 2; d) pro každé m

kořenykomplexněsdružené. 248. a) + (_3—2V2 + 1V—š);b) +4 + i; c) +2 +3i.

251. a) —2i + 3, 2 — i; b) 2 — 3i, 3 — 2i; c) 1 — 3i, 3 + 2i. 252. [Návod:
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c) —e): Použijte vzorce pro řešení obecného tvaru kvadratické rovnice.) a)
. — . .-_ 3 . ._ 1+3i2i—1_ .
1(_31L1/24),1(—3;th6),b)í(l—1),l+l,C) 7+i, 7+i,d)3+1,

2i— _ . _ —. _ 21 71,e)1+11+i'253“3 2x2+x 2 254.a)(x2 2x+ )
(x*—6x+10)=0;b)x'—213—2x2+8x—8=0;—c)x* 6x3+1512—

—18x+10=0.255.a)—i,—_1i21vl—1;b)l—i,_—l—6——1ÍV_—_—c,)l+i

zii;d)1ii, _i.zse.m=_a,„=24,x,=2+iVš,x,_,= —2;t]y3

7. REDIPROKÉ A BINOMIOKÉ ROVNICE

230.3)xa=;11_=3+, 5x2—61+5=0, b)x'——x"*+%?—
_íg_x+1=0; c);4——13+ZÉxŽ—3—5x+l=0; d)(x—i).

.(1r+i)(x—l—i)(:c—l+i)x—;H x—lzi')=xa—3x5+
+ 5,534——633 + 5,539— 3: + 1 =0; e)10x3— 78x7 +273xo— 546x5 +
+686x'— 546x3+273x1—78x+10=0.

261a)i(V2+l),j:(V2—l); b)3,í,— _l;c)2,ll,4,l;d)

;l—ŽĚ l(did/159; e)—3,—%,2,2.233.a)—l„2; b)—l,
—l 1 35

___:Ě—2V_;g) 1:ii; C)1, ii; d) —7,—% , —l; e) —l, —3,—?; f) —1,

3 1 —1 - Š 1 _ 1

'5—>% 264.8) _192 :>? 32b___1—Vib) _1123'2—3—2ÍV3Š C)“1,49í,
l l l .3 2 l

_A—íšd)—19_lía—2)3:í5c)—laíaía—29—í'ma)li+l:l 2 3 l l
—2,__ „_3 __ ;b)— —l,_3_,í,—í, —2;C)_l, _l,2,'í,

—5,——;d)l—l1131.)1_2,_l3,L „aa)—2, azaía 9'3—30i, 2: 3- ' s
. — —1 i 15 3 2 1

_6, _“íš b) 1:3, —l Žil/2; C)Í2a _:iŠ—lF—Š(i)—Z",í- „' QVÉ'
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(lzlzi), V—_1 ; i);b) :izi,:tl; c) 1, %(4 —Vši: iVlo —zVš,
—1+V5til/10 + 2VĚ

4 .

G_ 4 __ 1 a _ 1 8 _ 16/1—
271.a) V3(j:i), iV3s b) _2V1; c)_2V— 1; d) —(viz výsledekúlohy269c);

e)2(ilii) zna)2174—15),„Aolin b>5M c)/

:!:ng Via 273. a) —2+ 5V1= _(—9 :i:5iV3),3; b) —3,1,—1;

c)3, —1, lj;2i, d) 4+2V2. V1,e) 1—,+2Vl.
2—V1

274.b):1:l; c) xk=cos?+isin2—ŽT—c,k=0,l,2; (l, ———iV—;i;)

d) 31:1,ii;e)cos?+isin2?kn,k=0,l,2,3,4;f)xk=cosk'360

+isink'360 , k=0,l,2,...,6.275. a)—l,gill/73; b) ga ii),

[za—1ii); c)cos(360+k.72o)+i.sin(360+k.72o),k=0,l,...,4;
V3 i _V37+i Vši .Vš i Ví

d)i,—2_'+2,_? íg—T—Ž, —1,T—í. 276.2)Í?
(1+i); b) —i,:tV—2š—Š—;c)i,:t Věž—%, d)cos(54o+k.72o)+
+i.sin(54o+k.720),k=0,...,4;e)cos(300+k.400)+i.sin(300+

+k.400),k=0,l,...,8; f)cos(4kl+l)"+ising%",k=o,m,6.

8. OPAKOVÁNÍ

279.a)7,l7—8;b)2,Š—Ž;c)l2,l; d)3,—-;,17e)5——;f)3. 280.a)|a|;b)|b|;
a+2b a—

C) 2 ,
b;d) a,b

281.x„ = ĚKLÍÁ. 282.o 10%. zsz. Asi61s. 284.a)'x1= 2a,
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l ,

x2=2,alibovolné reálnéčíslo;b)x1_2=-—i—5,|al7člbl3P1'0 a=b=0
řáenínení;c)x=a-;b,a=b; d)x1=b—20,x2=3a,a=,£01ibovolné

. a2+b2 az+
čísloreálné; e) x,: 2b ;x2= 2ab _
285.3)6x2—5x+l=0; b)4x2—8x+3=o; c)x2+21/3x=1=o.
286.x2+x—2=0. 288.x'2—l3x'+36=0,x2—l2x+36=0. 289.
:=:tll(x1=—4,xí=4),(x2=—7,x;=7).290.p=2,x=l.

291.p=i7.291x2+(p—q)x—pq=0.293.3)r=4;b)r=36;
c) r = ;t12; d) r1 : ], r2 = —7; e) 1'1= 6, r2 = —11. 294. Reálné: a) |r| Š

, |a|7é|b,i,a:;/:0 nebo batO.

221/17),131525. 295.k=—Š—.296.“kříži/š; 03,4=:t-Š—Vši.
297.al =1,a2 = —2.298.a=j:Š-.299.a)b2—4ac>0,a(ap2+bp+ c)>
>0,a(aqz+bq+c)>0, a(2ap+b)<0, a(2a]+b)<0; b) (ap2+bp+

+c).(aq2+bq+c)<o. 300.a)žádnea;b)—2<asl, c)a>15+
+ 41/17.

301. a1 = —3, a2 = 9. 302. k = 6, pro k = 0 mají obě rovnice kořen rovný

nule.303.a,=o, „= _; a,=í. 304.a) m>ll; b) m< —7,2;

c)0<m<6; d)m>9; e)— LZSS<m <V—255.306.3)412—24x+
+37=0; b)x2—(5—3i)x+4—27i=0;c) 3x2+2x+27=0; d) 2x2—
—x(—i+3)+4—2i=0. 307.a) x2—6x+25=0; b) x2+25=o;
c) x2=2px+p2+q2=o; d) x2—2xV3'+4=o; c) x2+x+1=o.
308.x=2,y=l;:í=l,5,y=0,5.309.a),b)—4<b<4;c)—2<b<2.

310.3;tiV6_;iÉ.

311.a)x2—2x+4=0, b)x2—4x+-43=oi; c)x=—2Vžx+==o,
d):fz—Zx l33:0. 312.3)131311/3b)2:i;—V—;c)V2;ti; d)l:t

ii. 313.3)1—2i,—1+2i; b)3—i, —3l+i, c)5—3i, —5+3i,
d)i3—4, —i+4, e) —5+4i, 5—4i. 314. a)—1—12(iV1—19+5i),b)—-—i,

——Š—1,c) —21,31,d)—%1,21. 315. a)2—1,2+21, b)l+1,3—21,

c)l-—i,2+3i;d)2+i,2—3i;c)2—3i,1—i.316.6osob. 317..ň
318. 53.147. 319. Večer 15. října. 320. Za 10 h.
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321. 39, 69. 322. 249, BQ. 323. 7,5 cm, 15,5cm. 325. al =1; ::2 = -—2.
3 8 l 1 l l

326.3)21—5"91—íí [>)—313)Í13+í3+2ŠC)Z>—ía—393_Š d) _33l —2,——uzo-,—l,ii,303075t»iz,ia_?
ÍV—É, c);tl, —(1i iV3)2;—(—liiVŠ),mil/LT; Ví ..328a)0,
—z,b)0, 1, c)0. 329. a)a-—,£0, b) ab(a—b) (2b—a)7£0, c) %—
—a;£0,9a—b$0,ab(a—b)=,á0. 330.3)36,25;b)10,3;c)12;d)4;
e)5-f)sgxs10.

331.3)2,—1;b);t3c):t2j3V2,d)j:V—33;e)——521/17gf)—3,158):t1š

h)0,1.332.95, i—; b)0,—1,c)ŽiE,d)i3.m ;t3,:t3i;b)j;2,
1 1til/3, —1i iV3, c) iz, im, Vzi iV2,_I/ži iVž.335.a) 2,

3: "1—9Iti; b) Iti: ÍV_7 +Vš).ÍiV7 + VŠ; C) __4, _ 2,
3121/71 1 9—

4 ? (—9iV65). 336. a)l, 10,,1—0-b) 10 109,1/10. 337.a)7,5;

—1,25;b)ncmárcá1néřešcn1;c)8;0;d)7;2,;6e)9; f)y= at:. 338.a)5; 2;b)3,2; c)7, 4, d)x,„,„=5, &, —5, _s, _;a —5;
e)x=10, 2, —2, —1o;'y'=2, 10, -10, —2,f)1(6, 'Žt7=),8(——š, g).:m

a)(1, 1-2),(—1,3:2), b) (16, i2); c)(3, 12), (-3, iz), d)x12=%­

Wlivwoa,=—(VwthM)y„„=»%iW%$WML
B)(-H, 3:2),f)(3, 2>,<32—3>,(—4, z),(——4, —3);g) (z, 4), (12, —6)

1 druhuak_b ,druhéhodruhu“22b ,aqéb.

1

“E“:

; d)??

||. ČÍSLA REÁLNÁ

|. ČÍSLA RACIONÁLNÍ A IRACIONÁLNI

2. 9011' z. d. 3. 7300'19'2

21. a) 033; 1,5; 0,497770; b) 0,4% 1,3940212; 1,122304; 0,478751.
22. a) l,—4;b) 0,430976. 23. a)x = 2; b) x = 3. 24. 01%. 25. 5 329; 7 396;
3481; 8464; 9801; 841. 26. a) 11,56; 3844; 756 900; 0,067 6; 0,002 304;
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b) 39,44; 1513; 906300; 19180000; 0,537 3; c) 6,013; 890,4; 0,128 8;
0,002 096. 27. 132 496; 541696; 61009; 765 625; 855 625. 28. a) 12 321;
b) 11881. 30. a) 4913; 21,95; 140 600; 0,079 51; 0,405 2; b) 12 330000;
31,55; 408 500; 625 000000; 122000; c) 1413000; 13,08; 2 333000.

32. a) 2994,03; 5,632 9; 0,979 976; b) 87,067 6; 4,473 2; c) 124,992 4;
0,004 856; d)3, 312 5; 1782,721. 33. a) 1,62_ 0,72 = (1,6 + 0,7) (1,6 _ 0,7)=
= 2,3. 0,9 = 2,07; d) 0,32. o,052= (0,3 . 0,05)2 = 0,0152 = 0,000 225. 34.
a) _21,2;5 b) 1628,;7 c) 1

41. 1,414 < 1,414 < V2 < 1m < 1,414. 44. a) 3,16228; b) 7,07107;
c) 31,622 78; d) 2,64197; k) 4,78. 46. 12 cm (zaokrouhleno). 47. 10,5 m.
48. 13,4 cm. 49. a) 7,56 cm; b) 10,3 cm. 50. 0 1,54 cm.

51. 9,71 dm. 52. 2,5 dm. 55. a) d = 0,8 mm; b) 0,55 mm; c) 1,1 mm.
56. r = 3,33 cm. 57. a) 2,33 cm; b) 2,09 cm. 58. 1,6r. 59. 62,1 cm. 60. x =
= 1,414 23, y = 1,732 21; iracionální řešení mit soustava nemůže. (Při řešení
soustavy počítáme :: a y jako podíl dvou racionálních čísel.)

2. NE ROVNOSTI

74. a > 2. 75. Pro žádné a. 76. a) ac < bd; b) ac > bd. 77. a)f< b < 2f;

b)b>2f;c)b<0. 95.a)x>—; b)x< —2—3;c)1t>6—,d)x>—

e) :: >10; f)x < 10; g) :: > 5,5; h) :: < 5,5; i) nemá řešení; i) :: < 15—3;

k) vyhovují všechna čísla x.
96.3)Nemářešení;b)x; —l,5;c)n < 20;d)p > 15;e)x < 1,4;f)x > 2.

97. a) 1; 2; 3; 4; b) 1; 2; c) všechna; d) 1; e) 1; 2; 3. 98. a) —l; —2; b) —1;
c) žádná; d) všechna; e) žádná; f) —1; —2; —3; —4. 99. 8) Pro :: > —4,5;

b) pro každé číslo ::; c) pro žádné číslo x. 100. 3) Pro y < —2; b) pro y > %.l
101.3)Prov> —8; b) prov<2; c) prov<í. 102.8) Prom>1je

, pro m = 1 vyhovuje každé čislo :;

l

, pro m <—2vyhovují :: > rg—(mj-11), pro

m—2x>—,
m—l m—l

1 m(m+1)m
b)prom>2)ex<—2m
m = i vyhovuje každé číslo x; c) pro m > 0 vyhovují :: < 1—

ma

2m ; pro

m < ()2vyhovují :: > 12—mm—,pro m = 0 vyhovuje každé číslo z; d) pro

m2, pro m=0m > 0 vyhovujíx >1— , pro m < 0 vyhovují :: < 1—
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nevyhovuje žádné číslo x; e) pro m < %—vyhovují :: >_131m_%2, pro m >;

vyhovují x < lží—;;, pro m = % nevyhovuježádné číslo:; f) pro m>0
] . 2(1—m) l .__ í _ __

nebo m< 2 vyhovu) :: >3(l+2m)' pro 0 >m> 2 VYhOVUJÍ
2(l— m) _ l . _ 2

x< mm, pro m — ? vyhovujekaždé číslo :, g) :: <2———mpro

m<2,x>2žmprom>2. 103.a)x<12; b)x>2. 104.3)—l<

<x<l—; b) —l<x<—%. 105.5<x<27; b) l<x<Š—. 106.
x>9. 1207.x<2. 110.%<x<2%,tedyx=l, x=2; b)3; 4, 5.

111.a) x>5 a x<l; b) l<x<5; c) l,5<x<2,5; d) x<l,5_a
7 3 7 3 — 2

x>2,5;e)—>x>—;f)x>—ax<—; g)x>V3ax<—7;3

h)—V——22<x<V3.112.a)—2l<a<l; b)—%<a<2—;c)a<

<—%aa>%.ll3.xš2axg—3. 114.x>3ax<2.115.š-<

<x<6.116.—%Sx£l. ll7.x>lax<—%.118.x>Š-ax<

<—1—.119.x<—3,x>3. 120.3<x<l2.3
124.x>3a—2<x<2.125.1<x<2x>3.126.x>5,2<x<2,9.

127.—4<x<„6;x7£—l. 128.x<—%. 129.—1<xgl. 130.2—
—V3_st2+V3—svýjimkoučíslax=l.

131.a):24axŠ—1Í9b).2<x<3 na.—. 133.(19;13),(13, 14),
(17, 15),(16; 16). 134.112—1Šx<12„5 kde : 42mmená počet htrů. 135.
34,6 oC < :: < 43,6 QC, přičemž :: znamená teplotu přidané vody. 136.
(3; 2; 3), (4; 3; 3), (S; 4; 3) atd. 137. Více než 14 ha, nejvýše však 16 ha.
139. a) Pro a = 0 nemá řešení, pro a = 5 má nekonečně mnoho řešení a vyho­
vuje jí každé reálné číslo :. Pro agéo, ag)/:S má jedno řešeníx=5—a,
které je kladné pro a < 5, záporné pro a > 5 a nulové pro a = 5; b) pro a = 2,

a=0nemá řácní,proa$0,a;é2 má jednořŠení,a t0x=a—_ž,
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kladné pro a > 2, záporné pro a < 2. Nulové řešenínemá; c) pro a = 4 nemá

řešení,pro a :,é4 má jedno řešeníx = 2:2 ,
záporné pro 4 < a < 6, nulové pro a =056 d) pro a = 0 nemá řešení, pro
a = 1 má nekonečný počet řešení a vyhovuje jí každé reálné číslo x. Pro
a = 0, a ;L-1 má jedno řešení, a to :: = —a, kladné pro a < 0, záporné pro
a > 0; e) pro a = 2 nemá řešení, pro a = 2 má jedno řešení :: = —a, kladné

pro a < 0, záporné pro a > 0, nulové pro a = 0;af) pro a = —1,a = 0 nemá

kladné pro a >6 nebo a < 4,

řešení,pro a až ——1,a :,é 0 jedno řešení : = m, kladné pro a > 0 nebo

a < —1, záporné pro —1 < a < 0; g) pro a = —1% nemá řešení, pro a 71­l . .

:,é _? má jedno řešeníx=02a+17é0' x=—3 , které je kladné pro

cz>—%,zápornéproa<—%. l40.a)Prot>5;b)prot>—l;c)pro
t>0;d)prot<4nebot>6.

142. a) Pro a = —Š nemá soustava řešení, pro a = —% má jedno řešení
21 _7(3—a) 3 3

3+2a,y— 3+2; kladnépro í<a<3,zápoméproa< 2,
řešeníx>0,y <0proa>3,řešeníx;£0,y =0proa =3. 143.a)a < 10;
b) 28 <a<30. 144. a) Pro k>30; b) k< —3;c) 10<k< 12. 146.
Pro 19= ] dostaneme lineární rovnici,ieiíž kořen ie :: = —1. ]e-li p < Onebo

x=

p >; , nemá v oboru reálnýchčíselřešení,pro p = 0 a p = 7 má dvojná­

sobný kořen, pro 0 < 1) < %—má dva reálné kořeny různé, pro 0 < 19< %
l .

jsou oba kladné, pro 1 < p < % jsou oba záporné, pro ? < 1)< 1 mají oba

kořeny opačná znamení a pro p = % je jeden kořen nulový, druhý nenulový.

147.Pro a>4. 148.Pro n<2 nebo3<n<3—3. 149. —6 <m<0.
150. ]e-lí e = ], c = d, má úloha nekonečně mnoho řešení. Pro e =_ ],

c ;L-d nemá řešení, je—lie = f, c ;L-cd má jedno řešeníf—d kladné pro : >
>d,f>eneboc<d,f<e,a2cf—„id=z,b22.

151. ]e-li e = ], d = f(e + s) = 90“+ 3), má úloha nekonečně mnoho
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řešení,proe;éfmáiednořešení,atod—e(_s+f), f(s+e)e—d. Pro f>e
musí být f(s + e) > d > e(s + ] ), pro ] < eeplatí nerovnost obrácená. 152.

1:2 _b >o, :, =“" _b>o, aqéb; ie—li(:= b,t=u,máúloha

nekonečný počet řešení, aleaztrácí smysl. (11253.Za dobu 1——02
> cl; pro c2 = ::1 nemá řešení. 154. —a; P < az. 15. 2Šířkal,rámečku je2_ 2

: Šli—J/LÍŽ < %.Úlohamářešenívždy,protožea + b> Vaz—_+ b2.

3. ABSOLUTNÍ HODNOTA REÁLNÉHO ČÍSLA

166.3)—10<x<6; b)x<—Š—;c)lgxg7;d)x>8,x<—2. 167.
a) Nemářešení;b) vyhovujívšechnačíslax; c)x> l;d) —2g:sz;4g

gx58.168.a)l,2,3;b)žádnéx.169.a)x>l;b)0<x<%,x>2

c) každéčísloxgéí. l70.x=6. 1 3
171.a) —lgxg1;b)x<——,x>-2—; c) —1<x<6;d) —2<2

<x<l;e)—2<x<—Ž—.l72.a)x=—l,-l—gx<%; b) x<0, x>

>1+VŠ; c)x<0,0<x<2. 173.0.175.a)x=4, x=—%;b)x=
= 4, x=í; c) : = -—Š—gd)nemářečení;e)x= —1;f)x= 1. 176. x=—2,
:: = 0, x = 2. 177. a) x = 2, x = —2; b) nemá řešení; c) vyhovuje každé

číslo:;l.178.a)x=2,x=%;b)x=—l,x=í,x=í; c)x=—2

avšechnačíslaxg2.l79.x=%6.181.a)x1=2,y1=l;x2=—l,y2=

=—2 b)x=Šy=%; c)x1=1—31,y1=%;x2=3.. y2=—1;x3=

= %,y=š;d)x1=l,y1=0;x2=—l,y2=0.184.a)x1=0,

x2=2; b) x1=0; x2=2; c) x1=0, x2=l,x3=2; d)x1_2=1ÍTl/š.

185. a) x1= —1,1:2: —2; b) x1= _1, 19:3; c) 31.2=;l:Š—Vňš
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d)x1.2=j:VŽ 186- a) J:, =2+Vš> x2=1—V2—, 13: 1; b_) všechna
3 3

čísla35x54 a všechnačísla—4gx; —3;c) x1=-L2V—7
_3+VB _1—1/5
_ 2 “C3— 2

>x2=
5+Vš 4+Vž_—z—=“:_—Šd)x=lše)x1= 2 ,

— — Zň

f) x=2 —V6_.187.a)x1=2,7:2=l—VS;b)x1=3,y1=l;x2=1—+2V—-,

y2=—1+TV41.189.—Š-gpg3?5,p=1. 190.a) Propgljtlax=
=p; b) prop=0iexlibovolné číslokladné,propgeoiex=PŽ za
předpokladu,že :: z = p.

4. NEÚPLNÁ ČÍSLA

194. 0,050 7 %; 0,040 3 %; druhá zaokrouhlená hodnota je přesnější. 195.
12 Kčs; 16,80 Kčs. 196. a) Délka: střední aproxim. hodnota a = 50,5; prostá
chyba a = 0,3; šířka: střední aproxim. hodnota 30,6; prostá chyba B = 0,4;
b) 0,005 94; 0,013 1; 0,594 %; 1,31 %. 197. Střední aproximace 25,5; abso­
lumí chyba 0,3; relativní chyba 0,0118; v procentech 1,18 %. 198. 87,1;
87,5. 199. 26,59; 0,03; 0,001 13. 200. 15,092; 15,708.

201. Stejně přesně. 202. 0,63 %, 0,545 %; druhý způsob je vhodnější.
203. 4,17 %. 204. 168,05 31:0,01; 21,01 i 0,01; b) 696,7 i 0,1; 551,7 :t 0,1.
205. a) 26,6 ;t 0,14; 1,8 j: 0,14; b) 246,2 i 1,2; 49,8 3: 1,2. 206. a) 42,05 i
31:0,35; —10,85 3: 0,35; b) 409,5 3: 2,5; 63,5 1 2,5. 207. 23,6 31;0,5; 1,6 i
j: 0,8. 208. c = 876,55 31:8,432; d = 0,63 i 0,008. 209. x = 4,441 9 i
j: 0,000 2. 210. x = 13,2 31;0,01; 0,45 %.

212. (6,25 31;0,25) cmz; 0,04. 213. (15,6 ;t 0,9) cm3. 214. U šesté. 216.
(80 ;i; 20) litrů. 217. 14,28. 218. (175 31:32,4) kg. 219. (5,9 1 0,2) kg.
220. (250 j; 83) m/min; (4,16 31:1,38) m/s.

221. (30 1 0,77) cm. 222. (1,6 i 0,4) m2; (6,8 1 3,4) m3. 223. (15,92 ;t
i 0,18) cm. 224. (7,8 1 0,05) g/cma. 225. (1,4 j: 0,16) g/cma. 226. 47 q až
61 q. 227. (61,04 31:1,51) cm2. 228. (7,2 ;t 0,36) q.

5. CÍSELNÉ SOUSTAVY

232. a) 2110; b) 5910; c) 14010; d) 20810; e) 1 19310. 233. a) 8510; b) 13 06610;
c) 8 54810; d) 1 726 414,0; e) 5 48010; f) 10 69910. 235. a) 510; b) 710; c) 1610;
d) 56610; e) 241310; g) 164710. 236. a) 19710; b) 13410; c) 694,„. 237. a) 1310;
b) 2310; c) 5510; d) 12510; e) 628,0; f) 1 65110. 238. a) 80 63210;b)1 643 89110;
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c) 234 73610; d) 487 02210. 239. a) 3110; b) 1 53610; C) 123,„; d) 51110; c)
4310; f ) 119,0; g) 30 42510. 240. a) Sedmičkové; b) pětkové; c) osmičkové.

242. a) 1,; b) 102; c) 1012; d) 10 0102; c) 101012; f) 10101101112. 243.
a)1111111112;b)110000000002;c)10000000100102;d)1011101011100012;
e) 10011010111,; f) 10100 000 010111,. 244. a) 1010122,; b) 2 0210003;
c) 1 002 220 1103; d) 10 001 022 0203. 245. b) 25,510; c) 6,812 5,„. 246. a) 0,75,„;
b) 6,7510; c) 7,437 5; d) 17,7510; e) 25,937 5.0. 247. a) 11,408.o; b) 74,718 75,„;
c) 137,069 4,„; d) 467,907 410. 248. a) 1012; b) 1112; c) 10 0002; d) 1001112.
249. a) 0,37510 = 0,40012 = 0,011,; b) 0,73510= 0,89t9812 = 0,101 111,;
c) 0,310 = 0,312 = 0,012. 250. a) 0,000 001 011 002; b) 0,1112; c) 10,110 1,.

252. a) 10100 0012; b) 1010,0112; c) 100100,102; d) 101110,12. 253.
a)10002;b)11102;c)110002;d)l1110112;c)1111100012. 254.a) 110002;
b) 11 0002; c) 1000 111 0012; d) 111 1100012; e) 11 001 1100112. 257. a) 112;
b) 111002; 0) 11001102; d) 101010112. 258. 3) 10,012; b) 101,01,; c)
100,101 112; d) 10 0012; c) 1 100,1012; f) —100,101 112. 259. a) 1 1012;
b) 1001001112; c) 10011101002; d) 110011012; e) 101010102; f)
111000 1012. 260. a) 101,012; b) 1 011,01„; c) 1 100,1012; d) 1 1101002.

262. a) 111 no,; b) 110,012;c) 1001„; d) 1011011011010,;e)1 100,01,;
f) 101010,111,. 203. 1001 101011001,

6. DĚLITELNOST PŘlROZENÝCH ČÍSEL

264. a) 17; b) 401. 265. Čtyřmi způsoby, nehledíme-li k pořadí činitelů
(60.1; 3.20; 4.15; 5.12). 266. (2; 98), (7; 28), (4; 49), (196; 1), (14; 14); poslední
má nejmenší obvod (čtverec) 267. Pěti způsoby: 2 + 2 + 17; 3 + 5 + 13;
3+7+11; 5+5+11; 7+7+7. 268.a) l; 2; 3; 4; 8; 11; 18;53;
b) 1; 2; 3; 5; 8; 14; 23; 68. 270. Osmi způsoby, nepřihHžíme-likpořadí sčítanců.

271. Větu lze rozšířit pro libovolná čísla celá, jestliže : = 0. 273. x = 180.
274. Po 32 otáčkách. 275. 2,4 vteřiny. 277. 72 a 6 nebo 18 a 24. 278. l a 8
nebo 7 a 14.

282.3) Jsoučtyřiřešení:x=11,y=1; x=8,y=3; x=5,y=5;
x=2,y=7; b)x=2,y=2. 283.x=y=p nebox=p2;y=1 nebo
x = 1; y = p*. 284. Žák B dostane buď 13 tříkorun a l pětikorunu nebo
8 tříkorun a 4 pětikoruny nebo 3 třlkoruny a 7 pětikorun. 285. 11 pětikorun
a 3 tříkoruny. 286. V závodě je 14 zaměstnanců, kteří nepobiraií příspěvky,
6 zaměstnanců s jedním a 5 zamůstnanců se dvěma nezaopatřenými dětmi.
287. a) x = 8, y—= 7 nebo :: = 4, y = 1; b) nemá v oboru přirozených čísel
řešení; c) a:= 32,37= 1 nebo :: =4,y = 5.288. 5cm, 12cm, 13cm. 289.
x = 1,3;=2,z=3nebox =3,y = 1,z=2.290.6;1;8nebo4;4;7nebo
2; 7; 6 nebo 0;10;5.

593



291. Deseti způsoby. 292. 0; l; 4; 5; 6; 9. 83. a) 7; 9; 3; 1; b) dekadický
zápis mocniny 74"—3je zakončen cifrou 7 atd. 294. &) a0 + 10411+ 102 . a2 +
+ . . . + 10"-1 . 011-1,přičemž 0 < a„_1 ; 9 je číslo oelé a ostatní 0 g a, ; 9
také čísla celá; b) :: . 10"—1+y . 10"—2.297. M = 612 nebo M = 918. 298.
a) Neřešitelné; b) 15; 26; 37; 48; 59; 40.

?i? . Obrácená věta zní: ]e—li;) přirozené číslo tvaru (671+ 1) nebo (6n ——l),
53k ;: je prvočíslo větší než 3; tato věta neplatí, neboť např. 25 = 6 . 4 + 1.

7. OPAKOVÁNI

327. a) Platí pro všecka čísla x; b) a:< 4. 328. a) _Mí < : < —l%;
b) :: > 0. a_ _

? l,prop1<0jex<%—l,prop=02?

splňuje nerovnostkaždé čislox; b) pro p >—2je :: < p—Ššžll) , prop <—1
1)

331.a) Prop>0iex>

ie :: >P(P+ , prop—= i splňujenerovnostkaždéčíslox. 332.a): > 22
2?—

ax< —l;b);<x<2.333.a)x>4ax< —1;b) všechnačíslaxgél;
c) —1<'x<5. 334.měl amgo. 335.Všechnacelá číslapš—l.

336.Proaš2 neboproag—Š. 337.x>5a2<x<2,9. 338.a>8,
b >6. 339. Pro a =4nemá rovnice řešení; pro a7é4 má jedno řešení:: :

=“:Ž,kteréiekladnéproa>9neboa<4,zápomépro4<a<9a
nulovéproa=9.340.—24<p<3.

341.3<p<4. 342.8tranyisouc—(Z—Zš),?; v<s<c. 343.
(8,46+0,17)cm. 344.V=(77400+1750)cm3. 345.f= (56,413,1)cm.
346.s1;(6200+100)m; s2=(9350+150)m. 347.(79081526)kg.
348.;a)x<1 b)x<l. 349.a)x<1; b)řešenineexistuie.350.x<—3;
——'<x<—1'.t>l2 , 2'

3
351.x1=í,x2=——. 352.

=—2-ax22.355.x1=2,x2=
=o. 353.x1=—2,x2=l.354.x=
.356.i1=2,y1=3ax2=3,y2=2.

357.x=2.3ss.o;1.359.x,=2,x2=1—V5Íaso.x=1+1/2Í

.c-w

vll-Fa
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_ 361. a) 2710; b) 7210; c) 15010; d) 62410; e) 21210; f) 29 318,0; g) 42 93510.
362. 3) 100011012; b) 1011100100025 c) 11110101000112. 363. &)
10101,112; b) 10111,011,; c) 0, 110100001001 . . .2. 364. 3) 1010002;
b) 1110011112; c) 110101100000110,110011. . .2. 365. 3) 1011102;
b) 100011,0112; c) 110010102. 366. a) V = 1010 010 0000102j3; b) V =
= 1110101001100002j3; c) V =1111010000100102j3.367. 2; 3; 11; 41.
368. První kolo se otočí pětkrát, druhé třikrát. 369. 120 minut ; první 15krát,
druhý 12krát, třetí 10krát. 370. 12 a 2 nebo 4 a 6.

372. Rovnice má neomezený počet řešení; jsou to např. .: = 6, y = 3;
x=13, y=8; x=20, y=13 atd.; obecně:x=7k— 1, y=5k—2,
kde k je přirozené číslo. 373. x = 125,y = 5 nebo : = 20, y = 10. 374. ]sou
4 možnosti:a=12, b=3; a=8, b=4; a=6, b=6; a=5, b=10.
375. 5 plechovek dvoukilových, 7 tříkilových a 10 pětikilových. 376. Vyhovuje
jen trojice čísel 1; 2; 3. 377. 916.

IV. MOCNINY A ODMOCNINY

|. mocmuv s cELocISELNÝM EXPONENTEM

5.8)a3gb)b8;c)0.6.a)l;x+y;£0;b)l;a=,É0,b=,éO;c)abc;a:,éO,
b;!zO,cgéo; d) 2yzm;x;é0,y7'_-0, 2750, mgéo; e) v“;v;é0; f)1;
m:,aéO.7. a) (x—y)7; b) r“(r—s)3;r;/:0, s:,é0,r;£s. 8. a)lg; a$0;
b) —2c3d;c:,aé0,11750;c)a“; neo; d)—;a;é0, xséo; e)—;y7£0,

„750 f)(25)3šb$0,x750,g)%paeo,qaeo,raeo, monos,uaeo,

v;£0.9.ac;a-7£0„b7£0c$0. 10.92:2;a9é0,b9é0,.c;é0

ll. ——;a9£0,bgéO, c7é0. 12.3)23""2; b) —3"'.22721; c) —aa;a7'_-0;
d)a2"'1 b20—1,a;£0 [,;/:o. e) (a—b—c)4"+2 13. a) "b;—50750,b$0,

C960,d$0;b)(x—5)".(x+2)*;x7é2,x$5;C)(;)2k;agá 0,b;éo;
k_ u

d)(—J-c-—1)-5.ltaz—b2;a;éb, ar,.é —b. 15.a)2 % ;agáo, b:,éo; b)0;
y;:éO. 16x—y,u;év,x;£y,x7é—y 17.(a—b)2"';x$y,xgé—y,
dat—b. 18. azw; (15:50, byt/:O.

21.a)dz'"(x+y);b) a(a2+ l);c)3 . 4z;d) (25+ 1)(21—1);e)a(a'" +1).
.(am—m f) P"(p+q)(p—9); &)x'(x—y)(r2+ry+y2); h) 1339.
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. (x"-—y") (x" + x"y" +y2"); i) x"y"(x + y) (x —y) (x2 + y2); i) (a" + 1)2—

.(a" — 1). 26. Neutron je asi 1,8.103krát těžší nežWclektron. 27. 1,7 . 10—24g.

28.d10—12až10—“mm.29. 7,.310—-.26g30. a) ŽÍ;a$0, 3+0, 0+0,
bře,—);,;d9č069é0 c):-,-,b;£0,x7£0, d)a2—b2,a+b;£0;

1 „_
e);:WTbT),a+b$0,a—bgé0,f)(a+
a+b7£0;asg)x2+2x+3; atari-0. 10

32. a)“f:iŠ„zgeo, b$0, c$0, 4730; b) 3217235(;) .y15;x7£0,

2

3;a—b+m

12

y7é0,2$0;0)(š) ;x9é0,ys£0,z7é0;d)cW;a$0,b$0,acaéO,

—;1

90975

_ 1 bw
d$0, e)m;x+y7é0.33.114—,a9é0,b7é0,c7&0..34

b$0,aqé0,ab7él,ab;£—l. 35.;5;x-7&0.36.1;x;é0. 37.
;é0,b$0,|a|9él,|b|gé1,xqé0,y;á0.

2. ODMDCNINY

39. 461 cm. 40. 46,7 mm (zaokrouhleno) 41. Obdélník má delší úhlopříčku.
42. 25,02 cm; 38,59 cm; 42,28 cg; 44,l_7cm. 43._98; 12,4; 1 120; 52,4; 42,36;
3,317 (zaokrouhlena) 44. a) 4(V3 _ V5)- b) 4V3; c) o; d) 2V2- c) 0- f) 21%;

g) 0. 47. a) 5V7, b) 45V2, c) 18V3 + 32V2, d) 6V3 _ 7V3, e) 15V3. 48.
a) 2V19> 5V3, b) 9V3 > 11V2.50. 7xVx_ 3x, :: > o.

51.a)Va(x_ay+az),ago,b)a(1+a+a2)+Va(1+a+a2+_a=);
az 0, c) a(l + a) + (1 + a)Va2+ (1 + a + a=)VZ,d) (a _ x) (Va _ Vx);
„ přirozené číslo větší než 1, e) 3x2ny7; :: z 0. 52.51) ab(VZ + Vb), b)
ab(a _ b), c) ab(aVb _ bVa), d) 14+ 2Vuv_ v, e) m _ n, f) 3m + za.

54.Vb_8(a=b+1),6. 55. a)V18;V1_2;V125;V2; b)1716;l/54;V;;c)

Vmew—.WQV+ŘS
:“)nywWa—zh) 3,1) % ;i)—V(%—)257 a)2V3+ 4V2_7V5 _2,

56.a); ;,;b)02 c)—3; d)6; e)4;
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b)Vš—Vž—Vš+1;c)Ví+Vš. 58.a+b—VE 59.V;
61. a) 6+2V2+2V3+2V6; b) 10+2V6+2V10+2V15; c) 1; d)

2(a+l/a—_2—b);e)Vx.62. a) V5 b) V2 c)l/53 d)]/sa s>0; e)Vs4 f)Vx13

91/37; h) Va—1b—2;i>Va_29;nm;-VF- WWF; wa; e)5; d)V'2Í 64—

a)x;x>0;b)í/;:1;x>0; c) aa—f;a>0,x>0, c>0;d)117;;x>0.

65.a) V4b) V16 c)V—-; d)V3*,e) V1;f)2Í/Ř 66.3)V—š;1;b)

V5+1--2,)cV3—V2; d)V3+V2; e)2V15+4V3; f)V6+V3—V5— V10;

g)5+2V6; h)(“++b)(V;b_Vb);' 1)a+ÍV_a—l;,+b;i)“I—VŽ—2b2;k)

%. 67.a)V; b) 10;c)2V3+3Vž+Všó;d)41x:

xst 1; e) V5+ 1; f) Ví—VŽ 70- a) 613; b) a; e) ai,/Í; d) ?S

2; :>0,
::

71. a);EFW—x;b) 1. 73.a) Vš+1;b)Vš—Vž. 74. V5——1. 79.
2 __

xgí. so.1>xš 2—V3.

3. MOCNINY S RACIONÁLNÍM A IRACIONÁLNÍM EXPDNENTEM

84. a) Asi684; b) asi478 ss. a)504' b) 1,7.3 ss. a)a2. 0%;a>0;

b) 2—5—0;z>0;c) (y—x)(y—x)1_9;y—x20; d) pg; p>0; c) um;

u>0;f1)7a;420; g)9—5qq>0; h)a 9;a>0. 87. a)a%;a>0;

b)6a. am;a>0; c):fí. b';a>0, b>0;1d) (11%.bz; a>0, b>0.1
88.a)4a2;ašO;b) 2(a2—l);ašO;c) 2a2;ašo,a:,£l.90. 1,15(za­
okrouhleno).

91.a)l;a>01>0a=;£x,b)x,x=,tlc)a—l;a7£0a7':12a=,é—l.
93.a)a2;a>o; b)Va_2;a>0, b>0. 96.a)a2; 020; b)a3V;a20,
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2

b>0; c) 1; x>0; d) mugo. 97. a) 3,162;b) 31,622.93. 3 ;x>0,
"+ _e. 3n _ __!­

y >O nebo :: < 0,y <O. 99. a) 25.31,2 1 , b) (Š) ; c) (%)Vskl/a 12); d)

-zVš+Vš+l/š *“
c 100.a)(a+b)2"*1;|a196lbf;a+b>0; b) __; a>0,

a
sza—sz—l

b>0; c)——_;y>0; x>0.
yV

4. OPAKOVÁNÍ

"175x—n+3_
101. a)3——am-2bn—1c-; b) —x2y. 102. af:z

—; b) % abzcn+2x4y2z4.
d9 asnbómď 469 5

% (% _M) % l—Š 2—Š 2 x2c)5;d)2 3 —3 e)a —a.a.107.(l+x) “m'ř'm'zxť?
_ _ /—

x>0,x7£—%, xgeš,x;e1,x;e2. 110.a)aVa; b) Va;c) 923; d) 2;

c) l(12Vš-15Vž—3Ví>).

111.511121700. 113.89+3V4+2V2. 114.x=2V5.115.a)v=l;
b)b“'. a%;c)Va. Vb,d)sVa—2y.118.a)l<agl; b)a>_1neboag —1.

119. Má hodnotu 1. 120.„)6 ; x 5% a ; > 1; b)a —32V3_

V. MNDŽINY

4.a),b),c)x$I; d)er. 7.a)(4,2);(3,4);(2,;6)(l,8);b)(l,6),(2,9),....
8. Množina M má větší počet prvků než množina N; (30;42 ).9 .a) P ==[1+8;2+7;3+6;4+5);b)P=(l+l+7;l+2+6;1+3+
+5; 1+4+4; 2+2+5; 2+3+4;3+3+3]».10.Ano,ncboťpro
jejich tvoření je dán předpis.

11. M: -U xV=[[l ;51, [l ;61, [11;7],M[2;S], [2,6], .. ,[4,.7]] Mno­žina N má 18 prvků. 12. Q: =(AABC, ABAD, AABE,
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ACDA, AACE, AADE, ADCB, ADBE, ADCE), Q = [AABQ ABAD,
ACD/1, ADCB), R = [AABE, ADCE), s = [AACE, ADBE), T =
= [AADE]. G G M, R G M, Sc M, TCM. 15. L : [AABQ AABD;
AABE; ABCD; ABCE; ACDE; ADEA; ADEB; ACDA; AEAC);
K c L, Rc L. 16. N c M. 17. Každý dělitel čísla 12 je dělitelem čísla 48.
18. Mac M2: M1. 19. a) Není, nýbrž Nc M; b) 11= 0. 20. Správný pro
a), b), nesprávný pro c) ; a), b) n GA ; c) 71= 0.

21.Nc M.25.[16:MnN=N,MU N=M].[20:a)AnB=A,AuB=
= B + číslo 2; b) A; B; c) 0; všechna n]. 26. Množina R obsahuje všechna
čísla z, pro která platí nerovnost —4 < z < 5, množina 5 obsahuje všecka
čísla intervalu (—2,4). 28. a) (2,7) ; b) (—2,6); c) ý; d) (2,5). 29. a) (1,5); b) 0;
c) (3,8); d) (—2); e) 0; f) (a, a + 1).

31. a)[1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10) = D; b) E : (6); c) (2, 4, 5, 6) = F;
d) G = (2, 4, 5, 6). 34. a) 1 < :: g 3; b) <4,5>; c) (S); d) x 6 (1,3); e) 0.
35. a g 1, b = 5. 36. Obdélník. 37. a) y > 900,a < B; b)az : 900,c)a > 900.
39. a) Žije-li občan, který se narodil před r. 1870; nežije-li takový občan, pak
jde vždy 0 zobrazení množiny A do množiny B; c) budou-li přiřazením všecka
data vyčerpána (nepravděpodobné); d) bude—lipočet dat právě roven počtu
občanů a různým občanům přiřazena různá data.

43. Sstrojíme průmět úsečky a na úsečku b z bodu S = AB . CD. 44. Je to
zobrazení do množiny. (Pro :: = 1 nebo x = —2 je M = 3.) 46. 6.

VI. FUNKCE

|. POJEMruuxcr A FUNKCEuneAnul

]. c), d), i), k) ne, ostatní ano. 2. a), b), c), e) ano, d), f ) ne. 4. a), b), c),
d), h): i) : G(_00: co); e): i) x 6 (_Íooa 0) U(0aco); f) x 6 (O) co); 3) x G(0, OC);
k) x G(_003 _1>U<1: OO);1)1 G(—oo, _1)U(1> co); a), b), C)y G(—oo,oo);
d) y = a; 0: i): h): k) y G(0, co); 5), i), 1)y 6 (O,00) 5' a), b): C): b): i) ; G

G(—oo,00);d) 1:55; e) |x| ; Ill; f) x€(—oo,1)u(l,2)u(2,00); k) 0;
g) “$(—oo: 1) U(3300) 6. 3) yG(—oo,3); b) _d) x€(——oo,oo);c) xe(—-l, 1),
y€<0,l>; a)ye<— oo,3); b) ye<—4, 0o); C)ye<0, oo); d)y€(— oo,0>;f) xe
€(—l, l); ye<0, co); g) xG(—oo, 0) u (0,4) u (4, 00), y €(—o-o, co); h)

xe<——l,0)u(o,oo),ye(—oo,oo>;ox=1,y = Ví; i)0;k)xe(—1,1>u
u<2,3),ye(0,00).7.a)s=0,l.t+so; b)s=t+sog c)s=1000at+so.
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8.a)a=6t;b),8=% :. 9.y=0,.011x(x,yvmetrech) 10.tc=——(5tF——160),
lineární.

—n

11. a) Exponenciální;b) a.)=a„ (1 + L) . 12. y =b —%x. 13.

V=nr2<v——4—,0<v<2r. 14.S=2— 412—52,0<s<2r. 15.a)v=
2m2 21tx'f rtf-71:2

:m, V—3(—xz_—r2),x>r, b) V—m,v>27. 16.1-—
351"2 V+nv R " _ , .=——. . =——o . . = _ . O . 1
41:2 17 b„ 0 b 18 b„ (R + V) b 19 Ve kteremko1

kvadrantu, podle znamení a, b.

21. a) Polopřímku vycházející z bodu (2, —2) a rovnoběžnou s osou +y
(bez počátečního bodu); c) část poloroviny pro y = 3 a poloroviny s hraniční
přímkou :: = 2, obsahující osu +y (přímka :: = 2 nepatří k útvaru). 23.

3 3 5 5

a)y——gr+2, d)y= —74—x+5,e)y= —7x+3,f)y——6—x—
3

—%.25.a)x=3;b)x=2;c)x=5;d)x=2;e)x=3,5;f)x=í,
průsečík přímky s osou x. 26. Setkají se v místě C, kde první autobus stojí
v době mezi 16.—26. min po výjezdu, druhý v době mezi 24.—34. min.
27. 8 vozů. 28. Potká 16 vozů, předjede ho 8 trolejbusů. 29. Přímky a), b), c)
splývají, d) je s nimi rovnoběžná, f ), 1) jsou rovnoběžné. Rovnoběžné jsou též
11),i), m); i), k) splývají. Průsečíky (d . e), (I . n) jsou na ose y, (g . h), (d . j =.-k),
(I . m) na ose x.

clogbš
31.T=-—. 33.Dvěpolopřímky:a)y=x—l,prox>l,y=

P
l—logb;

=—x+l, prox<1; b)y=2x—l, proxšš,y=—2x+l,prox<%;
c) y=x+l, pro x<2, y=5—x, pro x>2; d) y=x—5 pro
£E(—00,—1), =—x+5 pro xe(l,oo) a úsečkay=5x—l pro xe
e<—1,l>; e) polepřímkyy = —2x+6 pro xe(—oo, —1),y = —4 pro
xe(3,00) a úsečkyy=—6x+2 pro xe(—l,0> a y=—2x+2 pro
1:6(0, 3>.34.VnitřekčtvercesvrcholyA_=_(l,0),BE(0, 1), c'E(—1, 0),
Dš'(0,—l). 35.a) a=2, b=—l; b) a=l, b=2; c) a=l, b=0;
d)a=—-3,b=0.
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Obr. 100

44. Rostoucí: a), d), e), f), h); klesající: b), g), pro a: > 0. 45. a), b), d),
e), f), b) v celém definičním oboru; g) (-—00,0) nebo (0, 00). 46. Sudé funkce:
c), g), h): liché, b), (1),f ). 48. a) Stále klesá; b) roste pro :: > 0; c) roste pro
:: > 0, klesá pro x < 0; d) roste pro xe (—oo, 1, 5), klesá pro x 6 (1,5; co);
e) klesá v intervalu (—00, O), roste v intervalu (0, cc); f) klesá v intervalu
(—00, 0), v intervalu (0, 00) je rostoucí; g) klesá pro :: e (—00, —1), roste pro
x &(1, oo), konstantní je v intervalu (—1, O); h) roste pro : e (—l, 1), jinde je
konstantní. 49. b), f).

2. FUNKCE KVADRATIGKÁ, LOMENÁ, INVERZNÍ

60.a)a=l,b=l;b)a=2,b=2;c)a=-—l,b=2.61.a)a=0,5,

b=l,5,c=l;b)a=5,b=7,c=5.63.a)Vš (_2—3,ZŠ); b) VE
E (%, %);c) VEC, —4);d)Vš(%,4%) ; e) VEC, —5),osarov­

noběžnásosou —y; f) V E (% , 1—2).65.51)V—E(2,0);b) VE(0, “—2);c)pro
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: > O,y= x*, pro x < 0, y—= —x2.68. Z grafu (při necelých pěti stupních

CelsiaV5= 1,0012). 69. V=v—Í(v —vl)2. vl provlšv, kde vlievýška
válce. 70. Rovnoramenný.

y=-/x2-2/
Obr. ml

a a r
71. ?, í . 72. r' = —2—.73. a)2,5; b) 4,—1; c) 7,—2; d) 6,7. 74. a) 7,—6;

b)%3„ %; c), d) neexistuje; e) %] , l. 75. 0 < : < 4. 77. a) 2, —3, —1;

b) 8,15; c) 3, —l, 3; d) %, —2,3.

80.3:= g,Í—S.82._y:? , a) 72m;b) l2m;c)4m. 83. a)5h;b)3%h;
c) 5 h 50 min; d) 1 h 24 min. 84. 34k:át; 85krát; 765krát. 85. 392krát, 686 m,

648krát, 1231,2 m. se. 160kp (so kp, zo kp, 13,3kp, 4kp); P: %.Q.

87. 4,8 A. 90. Rovnoosé hyperboly: a) y' = %- , O' E (—3, O); b) y' =
I I 3 I I I

0 50,0), c)y =l+:_:ž' Oš(2,1); d) 0 E(—l, l); e) 0 E

E (2, l); f) O' 5 (l, l); g) O' E (0, %). Graffunkce d), e), g) leží“vedruhém
a čtvrtém kvadrantu.

a _1 2 _—7_ _1 3
91.1-Iyperbola:a)y':?,o=( “*?)*—?> b)0=(í* í)'
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a = —1;c) přímkay=:3-2-, kroměbodu M s (3 i). 92. a) Vizobr.3' 3
a—

102;c) obr. 103. 94. a)y=%(x_3); b)y=VIšC)y=1g(l;-;l);1 __
d)y=13š =)y=;;f)y=Vx—1,

Obr. "33
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3. OPAKOVÁNÍ

95. V =%1r(4r2—x2)x.a)0< x< Zr; b) Ve (0,
i. 97.y=x3+3x2—5x+2.ss.s=2+4o:,1021un,1821<m.+­
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2

?
2

4131/51:>.96.s=3t2+

99.1)y==——x,2)y=——Š—x,3)y=l,6x—6,4;4)y=x+4.100.a)y=
5 1

—x+3;b)y=x—2;c)y=Éx——.
N

9
170

160

150
2-22“ + 1,15y

140

130

120

110

100

90

70

30

0
x—>

xe<0g50> Ee<0;15> E=ax=a=0,3
0;50

Žíža; 173) ;: 6 (O;20) „ =pz=>p = 0,12

Obr. IM



101. 340 kg Cu, 40 kg Zn, 20 kg Pb. 102. a = —2. 103. n =% . 104.

(% , %, 2) násobekpůvodnídélky. 105.y :gíó. x,x = lío- = %
gradů (100“=900). 106. a), b) Rovnice jsou závislé; c) obě rovnice jsou identické.
107. Rovnice jsou qumé (jejich grafické zobrazení jsou rovnoběžky). 108.
a)y = —2xprox_£_0,y=0prox>0;b)y=2—xproxg2,y =x—2

prox<2;c)y=2x—3prox>2,y=1pro-žgxg2,y= —4x+3
pro x < 2. 110. Viz obr. 104.

113. S = bx (l ——x—),0 < :: <v, kdexie výška stěny. 114.j(x)= —

—122x + 8. 117. a) ? , 2; b) (0,62; —l,62) ; d) (2,5), (5,2). 118. a) ymm= 3
pro x = 1; b) Jim„X= 1,25 pro x = 1,5; c) ymm = 7,325 pro x = 1,5; d)

ymln: % pro x = % . 120. a:= 21:V; rad. = 293056'.

121. r = 25 111,P: 625m2.122.w—_V—. 123.a), c) ne, b) ano. 124.
__ 13 l —5

f(x) = 73:1:__5 . 125. Hyperbola. a) S =(0, ?) (:=—í , b) S = (2, 2),
5 3 13 1 1 1a—l;c s-- _ _ __. _ _ __ ___) (2, 2),a d)S (3, 3),a 9.128.a)Pro

xěOiey=—l, proogx<1 aprox>l iey=;—í——l;b)y=—2
pro 1:22, obloukkřivkyy=—2Vx—lpro lgx<2. 129.p=0,x=

=l;3;—5;p=—l.130.p=2,prox=2,y=3.132.3)x=—L;b) x=
1 b—

a)x=x„,y= axo+b, xolibovolné;b) (_Ž %);
c) (2, O); d) (2,12). 134. a) 1,1, —2; b) x: 0,58; c) 0,2, 3,06; —3,26; d)
1,1; e) 2,15; f) 1,2, 3.
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VII. LOGARITMUS

I. FUNKCE EXPONENGIÁLNÍ, DEFINICE LOGARITMU,
FUNKCE LOGARITMIOKÁ

4.a)y=1/í6i3,16;y=Vll=0=o,31;,;b)215 O,;46c)l78; 0,56;d)1,47,
0,68. 7. Grafy funkce 18011souměrné podle osy y. ]e-li a > 1, )e prvá rostoucí,
druhá klesající, ie-li a < l, je prvá klesaiíardruhá rostoucí, je—lia= 1, jsou
obě funkce totožné, nerostou ani neklesají. 8. Oba grafy vzniknou z grafu
funkce y = 22 posunutím ojeden dílek a) doleva, b) doprava. 9. Při stejném
měřítku na ose :: se měřítko na ose y v prvém př4padě zvětší dvakrát, v dru­
hém zmenší dvakrát. 10. Sčítáním souřadnic y grafů funkcí y = 25 a y =
= 24 dostaneme graf funkce y = 25 + Tz, odečítáním souřadnicy, graf
funkce y = 21 —24.

11. Pro a > 2. 12. Pro a > 1. 13. b), c) větší než 1; a), d) menší než ].
14.a),d)m>n;b),c)m<n. 15.a)a>l; b),c)a<l. 19.a)2; b)— '

c) —1;d) —2;el)—2.20. a)16; b)0,;l c)89;d)4; e)l; f)6; g)2; h)10.
21. a) 6, b) —;c)4; d) 4; e) VlO; f) V3;g)—; h) Vn; npřirozenéčíslo.

22. a) 2<log263<3; b) ] <logw30<2; c) —1<log„,0,5 <0; d) —5<
1 l 3 l l 3 l

<logz-2—5<—4'24'a)—; b)? c) 4; d) —; e) —;f) _; g) —8—;h) 5.

25.a)3; b)64;xc)l; d)2;e)—;f)2. 27. l;1. 30.M(0,7;0,.7)
32.y=logl—0;:u:>0..33y=10“1—2..34y=log2 ;0<.x<ll—

35. Modul 12321“= 2; čísla2 a 4. 37. Modul Mi 3,32, modul M' = 0,301.
38. Modul M i 0,4343, M' & 2,3026.

46. a) x>—-3—;b) x>5 nebox<—3; c) x>4; d) —l <x<l;

e)0 < 7:< 3,vevšechpřípadcchz > 0,z = 147. Výrazn = Ž+—Í =_(+x+3)(x——3)(x+4)(r—4) _
x2(x + 5) (x _ 1) musí být kladný. To lze splnit několika

způsoby, např. pro :: > 5 nebo 3 < :: < 4 atd.

2. VLASTNOSTI LOGARITMU, LOGARITMUS DEKADIOKÝ

48. a) 11+ logza; b)2 + logza;c)logza —l; d)log,a -—2; e) l + —-2-logza;
f)—2+— zlogza; g)l logza ——l—.49. a) 2logza + logzb; b) 2 10541—2103217;
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c) logza +—2logzb; d) ——Žlogza + ——;;logzb e) —Šlogzal — 2 logzb; f) 2 +
+ logza— logzb;;) 2 + logza —210ga; h) 2 —loga ——Šlogzb; i) —logza+

+ Š—logzb+ %; i)——3 log,b — —3—. 50. a) logza + 10ga + logzc; b) logz5 +

+ logzc + logzd; e) logz3 + logz(x + y); d) logz(a + b) + logz(a —b);
c) logz2 + log,(x + y) + logz(x —y); f ) logz2 + log,:z + logzb — logzc;
&) 10822 + logz(a + b) — log;3 — logz(a — b); h) 10ng + logz(s — a) +
+ logz(s — b) + logz(s — c) — logz4 — logza -—10ga — logzc; i) logzl2 +
+ 2 logza + 310ga + 5 logzc; i) log,2 + 2 103,77:— logz3 — logz(m + 1) —
—log,(m — l); k) 3 + logztga — logza — 10ga — logzc; l) logzlo +
+ logz(a + b) + logz(a — b) —logz3 —210ch —4 logzd; m) logz3 + logza +

1 2 3

+ —3103,3 + ——10ga;n) —log,a — — logzb;8o)-— [log, : + log,(s — a) +4

+ 103.0 —b) + logz(s —c)l; p) 108z3 + glogza + —logz(a + b); (1)

105,15 + ——210ng + —log,2 +——log,(p —q); r) llog; +—21logzm +4
+ %logzn2— logz4 — ? logZS, s) log,6 + logza + --ŠlogZZ +% logzc —

— %logáa —b) — logz5; t) 73—logza — Šlogz23 — ? logzb; u) % log,a —

— %logzb — % logz3.

51. a) log,(3a + 2b) + logz(3a — 2b); b) logz(5ab2 + 4c) + logz(5al>2— 4c);
C)108z(a—b) +10gz(a2 + ab + P); d)10gz(3a —26) + logz(9az + Gao+ M);

c) 2 log,(a + 3); f) 2 logz(5m — 671).52. a) 2 logza + ? logztg a — 310ga —

—ílong; a>0, b>0, c>0, tga>0; b) —2logza—310gzb;a>0;
b>0; c) logz3 — Zlogza + —logzb; a>0, b>0; d) logz3 — logzm —

—210g,n + logzp;m>0, n>0, p>0; e)—logza + Š—logzb;a > 0,

b > 0; f) —log,a — -2—logzb; a > 0,_b > 0; g) —21—logza+ 71—10ga — 105,4;
1

a>0, b>0; h) log,3+ ílogza —logz7;a>0; i) %logza;a>0; i)

šlogza; a > 0, n přirozené číslo; k)n_T_ log„b;a > 0,
l

m(n + 1)
_ _ 8—

b > 0, n a m přirozená čísla; 1) Valog, Va = Talogza; a >O; m) V0,510g,a,

l ložza —
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a > 0; n) logzm + 27tlogzn; m > 0, 71> 0; o) Vílogzm — l/Žlcgzn; m > 0,
3 n+3

">0- 53-=>abc; b) %; c) aabzz;d)“í, ;c)ab—1.b“—1;f)m_a;
V?

7; Í/F Í/2 bz Va—b 22 23g)l—'_-—.54.a)—L—'—;WMA:
VC 524 (a2_4)2

3— n 1
=a+2;C)(a—b).Va2b3; d) “?“), e)b-„gb+c)n_

44

55. a) VZ.1og,b; b) (a log,b)"; c) ahl/163,77, d) n"logzn.
69. a) 0,483 48; b) 0,034 508; c) 0,004 946 9. 70. a) 0,478 61 _ 1; b)

0,678 63 — 1. 71. a) 0,49715; b) 0,502 85 _ 1. 78 0,434 29. 73. 2,302 6.
74. 0,693 15.

3. UŽITÍ LOGARITMÚ |< VÝPOCTÚM

81. a) 102,695; b) 34 288; c) 2,386 8; d) 11 855; e) 0,000 014 359; f) 45,949;
g) 2429,2; h) 0,000 35233; i) 0,004 2052; i) 0,035 265. 82. 8) 769,89; b) 105,687;
c) 7 262 500. 83. 8) 15,389; b) 113,7; c) 0,167 98; d) 4,079 5; c) 529,86; f) 4,6;
g) 0,705 08; h) 25,521; í) 0,042 292; i) 8,122 7; k) 34,764; ]) 0,99186. 84.
a) 4,971; b) 0,180 8; c) 0,078 42; d) 0,758 0; c) 3843; f) 1,494; g) 40,39;
h) 7,992; i) 0,070 47; i) 36,79. 85. a) 1,681 8; b) 15,81; c) 1,065; d) 313,92;
e) 5,964 5; f) 0,35014; g) 1,023. 86. a) 2,386; b) 6,321; c) 7,635; d) 2,32.
87. 10,80. 88. 13,64. 89. 428,7 m3. 90. 224,7 cmz.

91. 29,38 cm. 92. v., = 18,87 cm; P = 361,4 cm2; a = 24,68 cm; b) 29,29cm.
93. P = 2 507 cm2; va = 60 cm, v„ = 73,3 cm, v., = 63,8 cm. 94. 64,95 cmz.
95. 20,15 cm. 96. a) 95,5 cm; b) 725,8 cm2. 97. 12 754 km. 98. a) 1 667 km/h;
b) 1 072 km/h. 99. 482,3 cmz. 100. 75 kg.

101. 4,81 kg. 103. 7,14 cm. 104. v = 10,84 cm; r = 5,42 cm. 105. 2 cm.
106. 1835 t. 107. 1527 t. 108. 468,1 cm3. 109 11,7 t. 110. 510.10“ km2;
10 832 . 103 km3.

111. 10 830 . 108km3. 112. 7,45 g/cm3. 113. 7,065 m. 114. 3,14 m. 115.

8 min 20 sec. 116. 20,74 kg. 117. 864 0001; 4,8 kW. 118. 17,7 kp. 119. a) 6 kp;
b) 5,42 kp. 120. 0,012 m.

121. b) 340,7 m/s; c) 347 m/s.
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4. VÝPOČTY Pomocí LOGARITMICKÉHO PRAVÍTKA

124. a) 4,17; b) 4,68; c) 459; d) 257; e) 1,04; f) 81. 126. a) 58,3; b) 0,917;
c) 572; d) 75,2; c) 5,43; f) 0,46; g) 12 300; h) 4,16; i) 4,81; i) 1,352. 127. 35 km.
128. 2,16 t. 129. 15,7 kpm. 130. 376 m3.

131. 10,7 %. 132. 133,5 m. 134. 180 cm/s. 135. 1,45 m/s. 136. 3,14; 7,07;
12,55; 19,7; 28,3 atd. 137. 20,42 kg. 138. 14,8 kp. 139. 300 000 k = 225 NW.
140. 0 m; 5 m; 20 m; 45 m; 80 rn; 125 m; 180 m; 245 m; 320 m; 405 m; 500 m.

141. 36 m. 142. 3,5 s. 143. 108 kpm. 144. 1,82 s. 145. 26,6 Lx. 146. 0,016;
0,063; 0,14; 0,25; 0,39; 0,57; 0,77; 1; 1,26; 1,56; 2,25; 3,5; 6,2 A.

5. ROVNICE EXPONENCIÁLNÍ A LOGARITMICKĚ

148. a) 6; b) —3; c) —2; d) 3; e) 4; f) 2. 149. a) 4; b) 3; c) —3; d) 6; e) —4;

D—%;g)1;h)%-. 150.a)1;b)3;c)nemářešení;d)3;e)3;f)9;g)3.
2 _ logl,8_ 3—4log4_ _ _ 5—7log2_

151' “) logz' ) 1032 ' c) 1054 ' d)1, “O' 03—21032 '
log13—log31_. log7—l log5—210g4 _

g) 1,396; h) log5—log3 , ]) log3 —4log4' 152' a) 2(log5—2log3)'
b) 2; b=,é0. 153.12. 154.3. 155.a) x1=2; x2=3; b) x1=5; 12:2; c)

31:5;x2=%. 156.11=—Š—,x2=4.158.í.159.2.160.—Š—.

161. ::1 = 2; x„ = —1. 162. a) 100; b) 0,01; c) 5,624; d) 2154; c) 0,01.
8

163. a) 101/16; b) 1%. 164. a) 1; b) 7; c) nemá řešení; d)? e) 36. 165. a)

101; b) %; c) 25; d) —3. 166. a) 36; b) %. 167. a)5;b)V2íM. 168. „%

a>0,b>0;b)a;a>0,b>0. l70.xla=1000,x2=m.
171. 3. 172.3.173. x, = %; x, = lol/W. 174. x, = 5, x, = 3. 175.

x, = lon; 1:2=V10. 176. a)V1—(_);V(T1,b) 1000; c) 1000; d) 1000; c) VW

177.x=10. 17s.1;1o;%.179.x=1ooo. 180.x=100.
181.1;10.183.x=10000,y=10.184.í=5,y=2.185.x=8,y=3;

ago. 186.x=100,y=10. 187.x=V10,y=V1000. 188.x=1000,
y=100.189.x=4,y=6.

8
1

191.3)4;c)x1=2V2;x2=2.192.a)x=2,y=6;b)'x=-Š—,y=í_
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6.0PAKOVÁNÍ

193. Funkce y = log a:2je definovánapro hodnoty : = 0, funkcey = 2 log ::
pro hodnoty :: > 0; rovnost nastane pro hodnoty :: > O.195. a) :: > 2, x = 3;

b) 1 < a: g 3. 197. a) %(2 loga + —21—logb) — log4 — —l—(logc+logd);
aa. b5—"

b)—Š—logc—-Š—loga—%logb—log3+—Ž—log2. 198. a) ; b)
8__ .—

“d—Vlbšczí—W_199. 31 místně. 200. 17,36 (zaokrouhleno).
a

201. Va; a = 1. 202. rá 1,67m. 203. o 91 %. 208. 2. 209. 7. 210. x, =
_log3—log2_ _log2—log3 _
— log6 = 0,2263,12—W= —0,2263.

211.11:1= 2,3:2 = 1. 212.1: = 1000. 213. %.214. a) 163b) 9. 215.z = % .
Zobecnění: Při kterém základu z je logza o 7: větší než logzb? V tom případě

fl

je z= |/%,npřir. číslo,í>0 a=b. 216.2; i. 217.a)x=24,y=
= 12;b)x= 1000,y= 100.218.x=3,y=9. 219.x=625,y =3nebo

:: = 125,31= 4. 220. Rovnost pro x = ? , nerovnost pro 0 < : < 1.

221.0<_x<3proa>l, x>3pr00<a<l. 222.x>3yěa0<
<x<3

VIII. VEKTORY A KOMPLEXNÍ ČÍSLA

I.VEKTORY

3. a) |AD|= |CB|; b) neplatí. 6. (40 i 3,6) km/h. 9. 173,9 m/s, 16042'od
směru S]. 10. 86„6N 300.

11. Asi 2m/s. 13. 798 km/h, 3052'13". 14. Průřez nejméně 125 mraz. 15.

AM=c+%neboAM=c—;—b;BN=a+%=a;c; CP=b+

—=b—" 16. AM=— b+%, BN=a+—2b—,cp=b;"­
17. |R| = 0.19. a) (—1,2); b) (5,4). 20.11) (1, —4); b) (—1,2).

610



22.(1,.0) (_,Í —, %). 23. a) (1, S); b) (—1,.0) 24. —(a + b); úhlopříč­
ky rovnoběžnika se vzájemně půlí. 25. S = —2(cl + b + c). V tomto šati­

úhclniku jsou středy daných úseček v bodě S a navzájem se půlí. 27. 2V2,
1350+k. 360 ,3V'2',225 +k. 360; 6, 60 +k. 3600.Opačně.3150+k.
.;3600 45“ + k. 3600,2400+ k.

. la+b| =15; |a—b|=V593—3.32.ab =? 33.st=š. 34. T=
= 3%“ + b + c), věta o těžišti trojúhelníka.30. a) x =(1,1); b) x = (3,0);

C):: E —2, — 23—8. 37. a) (—4,2);b) (—l,2). 38. (+ %) . 39. a) ?, 5% ;
b) (1,11); c) (7, —10);'d) (13, —2); e) (—17,16)­

41.]ednozetřířešeni:a)D=(——2,_3);b)D=(1,4);c)Q=(— 5, _1);
d) s=(—_,7 _2). 42. a) AB= V13,BC=2V5, CD=3V5, DA =2V13,
AC—= 7, BD= V65, čtyřúhelníkobecný; b) AB: BC= CD= AD = 5,
AC= BD = 5V2,čtverec;c) AC—_ 2V13,BD= V145,AB: V178,BC =

= 3V10, CD= V13,AD= V17,čtyřúhelnňtobecný. 43. c= (ěl-, _4) ,

D,=(4 _3). 44. 2V10,2V5, V20,5,5; T=(3,í). 45. a)5, 5, V2,rovno­
ramenný; b) V34, V17, V17 rovnoramenný, pravoúhlý; c) V305,V61, V244,

pravoúhlý. d) V30—5,V61, V244,Ppravoúhlý. 40. D=(— 2,.1) 48. P=9j2,b)P =20j,=c)P 34,5j2;d)P =2,5j2.49.P= 13j2.50.a)c=(12,0);
b) CE(11,3) nebo C1E(9,6; 7,2) nebo Czš(—3,3) nebo Csš(—1,6;
—1,2).

51. c,=(3,C0), 2=(— 7,.0) 52. a=6. 55. a) k. (_ 3,5); b) k. (1,2);

c) k. (0,l); d) —4—, l k, kdekje libovolnéčíslo. 56.a)v =k(l, —6),b)

v =(3, —1); c) v _=.k(—3,5);d) v =k(—1, —2); e) k(0, —1)=v;f) v =

=k(%, _1) . 57. L = :=.b = (ó,—2). (2,3)=6(J). 50. F = VWNM _.
= 74045',s = V'í'3'.

2. KOMPLE XNÍ ČÍSLA

61 a)az=0; b)al=0; C)al=az=0; d)al= %;e)al= —az-63­
d=6, b=3+3iV3, c=—3+3iV3,d=—6, e=—3_3iV3, f=3—
—3iV3Ma=al+azi,b=—aa+a1i,c=—al— aai,d=az— ali.
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Š
05- la|=5; lbl=2; ICI=5; |d|=13š lel=y—; |f|=15 lg|=||75_;|h|=

|

=|— ' Ikl——V6; číslo] a číslo!!pro a = 0 + kn je komplexní jednotka.

.ml V—Ž33—8) |X|= —'b) |x| = V—7'; C) |1|= —'d) |1|=

73. a2 31:—b,. 75. a) Mají-li komplexní čísla tvar a1 + bzi, b1 + bzi; b)
a1+a2i, a1+b2i, q=ba; c) a2=b2. 16. a) 0; b) 0; c) 30i; d) 2(a+ b)i.

78. a=5, 5=Ě+ 5—i]|2,c=5i, (!=—va +i—|2/—,e=—5,

f=—5—V22——5i12/2, g=—5i, h=5—V—2—Sil/2 ;absolutníhodnotavšcch
číselieSaargumentypořadčn.,45okdcn=0„„.123 ,7. 80 |x|=

=2|cos—i3', g)= “ip pokudla—pl <1t,<p=1c +“—ÍĚ
Idi—BI>“

82. a) cos 600 + isin 600; b) 39 (003292037' + isin 292037'); c) cos 450 +

+ isin 45“;d) cos 0“ +'i sin ooge)3,5 (cos 1800+ isin 1800);f)3 (cos 3700+

+ i sin 270“); g) 5 (cos 126052' + isin 126052'). 83. lal = 1, „ = 22%, 34,

pokud

a) 551/72—52£i; b) 4/5— i; c) 4,2262 + 9,063li; (nád/734; e) —7;
f) 1; ;) —2,5i; h) 3i; i) —l,6992 —2,472 3i. 89. a) 3 + 2i; b) 18 +i; c)2;
d) —2; e) 5 — l2i;f) 6i; g) —10i; h) 4i; i) 2 + 6i; i) —2 — 2i; k) —10; l) 8;
m) —4; n) —8i. 90. a) —i; b) 1; c) i; d) —1; e) —i; f) 1; g) 2i + 1; h) (3a +
+ b)i; i" může nabývat jen hodnot: 1; —l; i; —i.

na a) (a + 2) (a —2)(a + 2i><a—20; b) (a + i)<a —i) (2 +il/IZI).
(2 —iVlal); c) (aV2+i) (aV2—i) (al/3 + i) (al/3 —i); d) (3 + iVl—al).
(3 —iVIal) (1 + iVIaI) (1 —iV|a|); e) (a + 1) (a — 1)(a + i) (a —i)
(2 + iVial) (2 —Wm) 0 b<a+ i) (a —i) (3 + iVlal) (3_—iV1a_|) 93 a)

16; b) —32i. 94. a) 212;b) —219(1+ iVš) = 220(-%— Vši). 95. a) a =
= —a2'+ agi; b) a = ::1+ ali. 96. a) ]e-lí alespoňjedno znich rovnénule, oběreál­
ná,obč ryze imaginární, obě imaginární, přičemž platí ::1= ka2, 1= —kb2nebo

: kbl) a: = kbz, kde k je reálné číslo; b) ie—lijedno z nich reálné a různé
od nuly, druhé ryze imaginární nebo obě imaginární, přičemž a1 = ka„

b, = kb, nebo a, = »„ a, = Ida„kde k je reálné číslo; c) platí-li %$;­
2 2
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97.1a0.99.a)3—4i;b)i+li;c)1-i;Řadí—Ši; 0%—
_%i; 33% ——1, h) 1, 1) 1+1V1—a; i)—+*'11—35l100“ 9151200;
c) 0;d)0.

103 4. 15. _ ._
101. 5+5? 102. 1—3—+Él.103.8)—l,b) —l.104.a)—l,b)l—1,

důi. 106.Proa=5+2inení řešitelná;ie—liaqé5+2i, ie y=
3 — 7i 20 21 . 48

— 5+2i —a , 29 291. 107. (O, 25), (100, 0), (0,4). 108. a)
1 "b2+“2 100.1idčl o bo libé
2 —1, ) 4+a2+4+a21 a) ]e- enec rovný ne 18011 0
čísla reálná a dělitel různý od nuly, jsou-li obě čísluryze imaginární nebo obě
imaginární a platí a1 = kaz, bl = kb2nebo ::1 = kbl, a, = kbz, kde k je reálné
číslo; b) ie—lijedno reálné a různé od nuly a druhé ryze imaginární, nebo
obě imaginární a platí a1 = kaz, b2 = —kbl nebo (11= kbz, a2 = —kb1,kde
k je reálné číslo.

111. a) 1, b) —iV2, c) V—2+M—2—i,d) V—ŠO;c) o. 115.Komplexn1ied—
notky.116.1,=1. ns. x=25+3i. 121.x=6+l7inebox=6+8i.

3. OPAKOVÁNÍ

124. a; —%+'%3-i; —%—4;3-i; a(cos00+isin00); c(cos1200+
+ isin 1200),a(cos2400+ isin 2400).125. a = o, b = 4, c =(4 + 215) +

+2iVíd=2Vž+2iVž 126.le=2 síť;“ W=7HL_;+£
a > ,3,.„ : “Lg—_" pokud a: < 5. 128. —676.

131.0;1- —1. 132.c=(5__2—V33-,1_"2'2LV3);c'= (“$, 1—5V3_).

pokud

2
. 3—5i

133. a)0„9—l7l,b)0.134.—-1—31-—12——3—1.135.x= íH—il',09€l+

+2i;x=—l—87-——i. 137.V—5-+ 138. 0;—Š—i;——Š—i.140. Obrazyvšech

čisel :: vyplňují v případě a) levou polovinu roviny PW, jejiž hraniční přímka
je osa y, v případě b) polovinu k ní opačnou.
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X.POSLOUPNOSTI

I. POJEM PDSLOUPNOSTI, POSLOUPNOST OHRANIČENÁ, NULOVÁ.
LIMITA POSLOUPNOSTI

1 “)"“ “35 b) 5T_1+282-3)5—10—;b)9.4.4:1. 5.018.
1 211—164r (—1)nř;b , 2—1;n+1.

—21"—1,h)2nn+151)2—"2" .7.x=5,y=8_8_x=2,y=5,:=8.
11.Rostoucíprox >O, klesajícíprox <0. 12.Rostoucíprok >0ax >1

nebok<OaO<x<1,k1e$ajícíprok<0ax>lnebok>OaO<x<lg
prox<0 střídajíčlenyposloupností znamení. 13. 0;1; 2; l; —4. 14. l; 2;

1;l;0;—1.15.d=6;a5=7.16.2;l;1; l ..1738. 18.(3;3;——31;l\,;1 1 l 1 1 2 4 2 2 8
(2; 2;;l 3;1—2);(1;l;2;6;2—4-).20.a„+1=a„+2(n+1);a1=2,

.. 2

popřípadě a„+1= a„ (l + —); a1 = 2.
21- an+1: an + 10815 “1 :logx 22- 3) an+1=d„; “1=13 b) an+1=3G„š

al : 3; C)—1a.„+1:=a1ll+ 2; 01 = 3; d2)d'a-+1= an; al : —1;C) an+1 :" _. _"+__„ _ _ _n
n—z

24.=a„=(-l-)n . 25. a„=n. ze. a)a„=2n+l; b)a„=n—1_l. 37.2
1

2 — 3n '

43. &)Od členu am; b) od členu am. 46. ra + sb. 47. a'. 49. a) 2; b) 1;

c)0;d)nemálimitu;e)ncmá1imitu;f)0;g)%.50.a)l;b)%;c)2,71828...

2. ARITMETICKÁ A GEOMETRIGKÁ POSLOUPNOST

i
51.d=3; an+1=a„+3; d= —;a„+1=a„+—;d=b; a„+1=a„+b.

52. d= _í; a„+1=a„— Ž; rostoucí pro b<0. 53. Rostoucí, ic-li
b>0,c>0ncbob<0,c<0; klaaiící,ie-lib>0,c<0ncbob<0,
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c > 0; posloupnosti stejných čísel pro b = 0. 54. d = —%; a„ =0; S„ =

= ---—2—-1—. 55. Počet sčítanců udává přirozené číslo, o jehož dvojmoc jde. 56.
O 100. 57. a, = 3. 58. 2(n2 + 1 — n). 59. 91.

62. d=2; a,=2r. 63. d=8; a„=8n—7. 64.10. 65.1. amo=67;

smo=3400;II. d=0,5; n=11; III. n=30; 330=146+—;IV.a1=
=—38;n=15. 66.d=b—3—=0,8; a1= 2a—b=1; alo=2b—a=
=8,2; s10=5(a+b)=46. 67. 128.as. 90. 69. d=š neboa:—1
70 __2a— - _Ž-a _2_a—+b 2.'“2_ 4 “'“—2,4“ 4

71.4; 7' 10-13—16' 19'22. 72.2'5'8' 11 14, .. .;73.2 5;8;11;14;

17;20;. ..;;;75371115;19..76—lš;0;1—3nebol;g; 9nebo —9;

—-133;—%. 77.1: —%-;x;x+ 21l—xneboac3+2y—x;3x; x—2K—x; racio­
nální pro x = kz, kde k' je libovolné rac. číslo. 78. 4; 6, 8; 10; 12; 14; 16;
18; 20 nebo v pořadí obráceném; 8; 9; 10; 11; 12; 13; 14; 15; 16 nebo
v pořadí obráceném; ::1 = a., = a„ = . . . = a9 = 12; O; 3; 6; 9; 12; 15;
18; 21; 24. 79. Hledanou vlastnost mají dva členy posloupnosti: a,, = 15;
a33= —66. 80. a = 18cm; b = 24 cm; :: = 30cm; a = 36052'35 = 5308',
)! = 900.

81. 3dm; 4dm; 5dm. 82. 21 cm; 28cm; 35cm. 84. 3cm; 80cm; 13cm.
85. l 480. 86. 12; 14. 87. 198. 88. 39 0C. 89. Ž. 12.90. c. t — %. ,z_

91. Za 10 minut. 92. Za 9 sekund. 100.q = 3; a„+1= 3a„; q = c; a„+1 :
x x

= can;4:5; x$0;y7£0; a„+1=;'a„­
101. Rostoucí, je-li :: < 1; klesající pro :: > 1; stejných hodnot nabývají_ n

členy posloupnosti pro x = 1. 103. 1688. 104. m—DEFU—l. 105. 211.
106 a) alu 19683;sm=29524;b)a1=256; s,=510; c)q=3; s.,:

l
=2186;d)al=7;n=5; e)q=5;n=7; f)n=8;s3=m;g)
a1=1;s„=l74763;h)a1=—4,5;s4=90. 10741- —;a_—,£0;a„=

11—78 n_ ?:

($;b=a.Jc-1ía=b,ieaq=1,a„=a10,
s„=n..a10.108.au=ŽZ;a-7':0;bqé0.

: all—n _brn—1; s =



„(n—1)

111. n = 6. 112. a? .q = . 113. l; 2; 4; 8 nebo 8; 4; 2; l. 114. aa;
iďb; 06173;ia5b3; a4b4; 1113175;azba; 311197;bs. 115. 5;10; 20; 40; 80; 160;
320; 640. 116. 2; 6; 18; 54 nebo —4; 12; —36; 108. 117. 425. 118. 5; 10;

20; 40; 80; 160. 119. 162 nebo %.

121. Úloha nemá řešení. Z délek 2 cm, 8 cm, 32cm nelze sestrojit troi­

úhelník. 122. 300; 1500. 123. 82053'; 9707'. 125. 1024 126. 4.5"; 4a 5- "

127. 27 cm3. 128. Asi 16777 000. 129. %; ;; posloupnost geometrická s kvo­
. l

cxcntem q = 5.130 2—12mg;537:—mg

1131.Asi 627 torů. 133. 298 cm. 134. q = V2; 261,6; 293, 7 (Hz). 135. Asi„ log 2
66—1—C, l7k1'át.137.Za dobu! :m, asi za 15let. 138.

n

3 %. 139. Asi 3 655 m3. 140. K„ = K (1 + +59
141. 6341 Kčs; 6200 Kč:; 141 Kč:. 142. 1000 Kčs. 143. Asi 2 %. 144.

Za 35 let. 146. 53 050 Kčs. 147. 5 056 Kčs. 148. 19 710 Kčs. 149. 8 983 Kčs.
150. Stroj je rentabilní částkou xi 34 800 Kčs. 151. 4 723 Kčs. 152.
5 376,50 Kčs. 153. 49 316,40 Kčs, 2 424,20 Kčs. 154. Sedm splátek po
7 500 Kčs, osmá 6 821,80 Kčs.

3. NEKONEČNÉ GEOMETRICKÉ RADY

155.115. H&M—Í—l. 157.3. 158.3. 159.'l—qx;
4 712 l—:1c21=_—; _ 3.

|xl<l. 161.a)82_1, +13; 3>x> 5.493 5042 4305
163. a)2+——;má—9;c)2+99 ;;d)3+ Š—Š;e) 1+9—999;09—999;

4824 992345 37115

gMTZ;h)990 l)2+99(1*')3+__ k)9—993001)1+99000164'
%90165.1+—ĚŠ—+Ž+. ..100 9. 167.q=+—. 168. a=+a2(1—a)+

+a2(1—a)2+ ;205<a<2.169.1—i-n.
3

171.1+í+(í) +P) +...; |x|<|ml.172.(1+a)+a(l+a)+m m m
+az(l+a)+...,lal<1.173.l+cosza+cos4a+coscaz+...,a9ékn.
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174. a) x = 10; b) ::1 = 6, :::2= 1 nevyhovuje; c) :: = —1. 175. 450; 2250.
2

176. 1+—l—+L+%+.... 178. S=—3—.180.?.
181. S=a2V3. 182. S=d(V2+ 1). 183. S=—(V3+1).184.S=naz

=7Y _ _

135. q = 0,797. 186. “2311/3;“333 . 187. a) 6977 =n; b) 20,9 s. 188.

a)45s;b)90s,c)36s. 189.9a=,—3"“ .

4. OPAKOVÁNÍ

2 2y —nx 2(nx——y)198. = ' .
190.71———(n+2.)01 n ,d=n(n—1);n$l';;199357;

9; 11; 13; 15; 3; 6; 9; 12; 15; 18; 21. 200. ::1 = ——;—;n =27nc:boa1 = 4;
n = 12.

201. 5; 8; 11; 14; 17; 20; 23; 26;29; 32. 202. 468. 203.0: = 18035318= 600;
y = 101025'. 204. a = 600. 205. 15; 20; 25. 206. 346 m/s; 15 oC. 207. Za
3 sekundy. 210. Posloupnost s kvocientcm q = 2.

211. 211. 212. 1; 2; 4; 8; 16; 32; 64; 128 nebo —3; 6; —l2; 24; —48; 96;

—192; 384. 213. a: = 20044'. 214. 3. 4"; a3„_1 . 215. Za dobu :: =
log 2= __—_—- . 2 ­

log (100 + P) __2, 7 let (zaokrouhlené) 216.109 143 Kčs. 217 8 pro
centai (zaokrouhlené) ; 69krát. 218. 120 torů. 219. Na 6 151 Kčs. 220.
11 723 Kčs.

222. 104; 105; 105; 107. 223. Úloha nemá řešení. Z délek 4 cm, 10 cm, 16 cm
nelze sestrojit trojúhelník. 224. 18; 7; —4nebo 2; 7; 12; 18; 6; 2 nebo 2; 6; 18.

225.6,12nebo —-Ž—,2—7.226.111:12;a2=6;a3=3;a4=0;a5= —3.4

227_Říš/ij .228.l+sin2a+sin4a+sin6a+...,a;£%+krc.
lil/E

229.S=1_ ,Ial<1; S'=l_ , 0<a<l. 230.a) x1=4,“ nm:2
ng=—3 b)xa=—1;c)x=2. 231.21rr.232 96
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XI. KOMBINATORIKA, BINOMICKÁ VÉTA

[. VARIACE A PERMUTACE

1. a) 31; 34; 36; 41; 43; 46; 61, 63, 64; b) 413; 431; 461; 416; 436; 463;
613; 614; 631; 634; 641; 643. 3. Šest součinů má činitele a na prvém místě.
4. 24; 12. 5. 56. 6. l 680. 7. 332 640 způsoby. 8. (n — 2)! způsoby. 9. 3. 10.
a) 120; b) 48; c) 48; d) 24 způsoby.

11. 100; 36. 12. 49. 13. 15. 14. 7. 15. a) 5; b) 6. 16. 5. 17. 8. 19. 144 způsoby.
20. 36.

1 _ (__n +_2___)2
22' a) (11+ 2)ť b) 0 n(n+1)————(3n+ 4)

lami; b) 74 nulami. 29. x = n!

31. a) 36; b) 216. 33. 312.34. 62. 35. a) 6 561; b) 9 271. 37. 54. 38. a) 32 768;
b) 7; c) 7. 39. 10.

26. a > b. 27. a) 24 nu­

2. KOMBINACE

41. Tři trojúhelniky. 43. 42 . 44. 15. 45. 15 různých dělitelů; Í +

+ (Š)+(Š)+ (Ž). 46.31.47.a) 15;5; b) 10;(;)—(%) +1, kden

ie počet všech bodů a m počet bodů ležících v přímce. 48. n_(n__—3)=2

= (z)—n, 1:27. 49.45,39,(2),(;)—(';), kde 1:znamenápočet

všech přímek a m počet přímek navzájem rovnoběžných. 50. (Š) , (n 2 l);
120; 36.

51. a) 20; b) 17; c) 13. 53. 31 744 způsoby. 54. 41 216 způsoby. 55. 360.
56. 17. 57. 7. 58. 4. 59. 18. 60. 15; 11.

61.10. 62.1900. 63.2142. 64. 15.65.2400. 66.60; (mf) ("Ěz).
71.a) x=3; b) :: =4. 73.a) Jen pro n=2, n=3; b) rovnostpro n=

=m=2, nerovnostpro mn>4. 74. n = 6. 75. :: =6,y ==3.

1();Ll)=55. 85.7. se. (Hi—1) = 15. 87.83. Součinů je 20. 84. (
3+5—1

( 5 )— 21.
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3. BINOMIGKÁ VÉTA

38. e) 49+ 201/5; f) 216i. 39. a) 64x5+ 1440x=y2+ 1620104; b)íab.
.(a2—-b2).i;i) o. 91. 5xy(x+y)(x2+xy+y2). 92. a5=x2+4xny+
+ 613:+ 4nyy + yz. 94. Číslo 14je také kořenem rovnice .at“— l = 0. 97.
1104Kčs.98.4"—1;5"—1; II“—1.99.65—1;7“—1;93—1.

104. wabl/í. 105. 24a10b8.106. x = %. 107. Pátý. 109. Pátý. 110. Čtvrtý.

111. A1 = 55; A7 = (162 53 . 22; Am =24. 113. Pětašedasátý. 114. Největší

koeficient má člen A5; jeho velikost je (12 55. 34. 115. 8 940x“. 120. a) cos 4m
=Bcos4a: —Scosza +1; sin4a = sina(8cos3a —4cosaz); b) cos5a =
= cos a(16 oos'a —20 cosza + 5); sin 50:= sin a(ló cos'a — 12cos2a + 1);
c) cos 70:= cos az(64cosea — 112 cos4a + 56 cosza — 7); sin 7az= sina .
. (64 cosea — 80 cos4a + 24 cosza — l).

4. OPAKOVÁNÍ

122. 60; 12. 121. 9; 4 skupiny trojúhelníků. 124. (n — 2) (n — l)! 125. 6 545.
128. x = 2, x = 3. 129. Z 15 prvků. 130. 15.

»(M)-(4:1 „(g).(4;„(:)mawa;
f)samě vadné. 133.Žádná. 134.17. 136. —25. 140. |x| =%.

141. n = 2. 142. x = 3, n =6. 143. Člen A.„ kde k =n +1. 144. Mnoho­
člen má 9 racionálních členů; jsou to členy A5, An, A29, A41, A53, A“, A,.„
Ass, Am. 145. 24x10.

XII. ÚVOD DO POČTU INFINITEZIMÁLNÍHO

I. SPOJITOST A LIMITA FUNKCE

5. a) x = 2; b) :: = —2; c) :: = (271_ 1) %, n celé číslo; d), f) spojitá pro

všecky hodnoty proměnné x, ti. xe(—oo,oo); e) : :O. 6. a) f(1) =%;
b) f(O) = 1; c) 0)f) = k; d) f(2) = 3, v bodě :: = ] nelze definovat. 7. a) Vbodě
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:: =2není,vbodčx= 1 ano; b), c) nc; d) ano; e) ne;f)ano. 10.3) 0; b) 1;
c)0; d) ooge) 3;f) -—oo;g) 1,11) 0.

11. a), b) 2; c) o; d) 1; cl)0; f) f(x) = = —,f(x) = —; s), h), i) l 136+V3
a)9;b)2;c) —2-d)4' e) 14.a)1, b2)—;c)1,d) _1 c) ,f)0.
16.502 ;b) %,c)l, d)——,e)27,f)—3, )2Vy,x7':y>0, h)6, i)nan—.1

17.a)í;b)4;c>í;-d)—3;e)í;f)—Vz;g)jang. 18.a)4; b)0;

e);;d)0;c) _1;f)61/ž, 9%? 20.zel(0,99'1,.01)
naša—%; c)0;0%; c) __ ,f)0,g)0, h)—. 23.8)00

b) o, c) 5—6;d) (ír. 24. a) o- b) 4- c)-.; d) oo; až f) %,3g) 1.25.
5,b=_ l ,b)aiečíslolibovolné,b=l. zs. a)4, b)-=7, c)0,

d)%; c)l; f) 1. 29.a)2;b)(—l)"'“".;,n.—,é0;c)? );; až.

a)a=

2. DERIVACE ,

34—8), b) xe (—<>o00), C),d) x 75 0 a)f'(0) = 1šf'(1) = —l'f'(—2) = 5;

b) f'(0)= —5,f'(l) = ], f'(—2) = —l7; c) neexistuje,—2,_; d)f'(0) není

definovánaff(l)=—8f'(—2—)=—_—2—3.35.'a)y =x—%;y'(l)=—-Š-;
-l 10.

y'<—1)=—2,5,y(2)=—Ž,--b>y'=;—— y(1>= —9;y'(—1)=11;
! 9 I I !

y'(2)3=—1-;c) y =Š_%+F; y(l)=5,5; y(—l)=13,5;y(2)=5 12

;'d)y =—2—F—?+ f,;y(1>=—lo,y(—1)l=14; y<2)=
=—4í. 36.3)y'54114—41719;b)y l+—_+ —,c) y'=_

16 2Vx 33Vl_ll l

—( _—--3—); d) l+n(m+l)x"'+n.mx"'_1; e) g(2x— I);31: x



f) x(x2 -—2); g) ax_'—_2VZx—%+x“2,lh) l—cosx. 37. a) —c): xe(01, cc);

a)y'= ,b)y'= —_-;c)—_ž+—1=+cz;d)y'=l+ _2V? _chV „V 2Vx+

+ —,l:; e) y' = —x2—%x—*—%x_*; f)y' = —x_g+ 2x%— x—z,
31/x2

x;:éO.39.a)xe(0, 00),y'=2l—x+2xsinx+x2cosx; b)xe(0, oo),y'=
=—Vx—sinx—c052x; c)0<x-—,£(2k+l)—;—,kčíslo přirozené,y'=

x*

—23xtgx+coszx—

2

—_1cosx+Vxlsinx;d)——,x7£1; e)2Vx<x1—>l
(xx23+4)23>Xi _4; f) x—329x5é0;,xg)(—_11)2,x$1) h)(x+2)2)x9é__;2
i).—2x2—3f2Í0ši)(?——_*_)g:x€(

—00,00)

(?“—(_1—15)2
1:2— (1+13)2"“

+sinx+2xcos x); d)bcosax. cosbx—asinaxsin bx;e) x24_4,xe(—2,2);'

41.a) 2x1,|x| <l; b) —d).xe(—oo,co); b)—— (cosx+

— a - 2 2

f) smxcosx+ (l +;ng x.(l + 2cosx)x$(2k+ ÚE: kde k je
číslo celé. 42. 1) Směrnice tečny; 2) okamžitá rychlost, 3) rychlost reakce.

a)—(Vš—1), bn; c)— V—32",6V34—1,d)“L—[Ževxoš­

(lz—V?). 43. a) —2,1; b) —l',;0 c) —4,3. 44. a) , 1:96

sx
(1 —sin_x)2

1: l

=(2k+l)í, b)1-+———sin2x,x96—(4k+l)š c)(—1—_2i_sšs—x)2,x$
2

$(2Ř+1)Tťšd)—'(šm—_cos—x')—2,x$(2k+l)%>x9é(4k+1)—, kde
k je vždy celé číslo. 46. a) —45, arctg 2 = 63026'; b) arctg (+3) = 3: 71034';

„+1

c) 1350,450;d) 600. 47. a) (1,0); b) neexistuje; c) (+ V5, (Mit—“Y) ,—an
5+1—— a

a < 0, n liché; ( v_n,—„+1 „) , pro a ;č o, n sudé; d) (2k1c,—1),_“
(%+2k1:,l),kie číslocelé.48.a)y=2x—3,x+2y=4;b)x+y=3,
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x—y=1 c)3x—y=1,y+1——š; d)y=4x+14,y=—Ž+Š,
1

e)y—4=7(x—2);y—8=7(x+2),y—4=—7(x—2),y—8 =

: _%(x+2). 49.a)(2,4);b)(iVĚ,VŠ) ; c)(% 41a)'50“:
a

=+2;b)c=(„_221/2-1

51. a) TI =:—(Š, Ě), b) T2E(— %, %); c) neexistuje; d) T3_4E

E(il/í, o); c) T5=(1, 2). 52.a) 1, —l;b) neexistuje;až, _ %; d) 1,
_—l; e) jen zleva, —1; f) 1,4. 53. a) co pro x—> 0+ a :!:—>I..; — co pro

x—>0_a x—>1+; b) ooprox—> 0+, —00 pro x—>i; c) —oo pro x—> —2_,
ooprox—> —2+; d) 00prox—> —l+, —00 pro x—>—l_. 54. P=a2. 55.

=1ima(—t+—ZZ)2——alz=2at. 56. a)s' =v=c+gt, v' =g, F= mg;
magii, F= mbzs.57.6051.53.v=600m/s. so. a)y =—3(l—2x+
+38), b)y' =15(x3—2)4. x*, c)y' =(12x3—36x). (9:4—6x3+7)2; d)y'=

=2(x—2)(2xz—8x+7);e)xqéa,y'=ů2;f)x9é5,y'=(5—_2Éa.
:: :: 2x2+l61.'=—, __; '=__;

m 1 Vaz—xa CM V1+xa

___2_(___23—x21). , 2(3+ 1) , a
y, ; l) = ; f = ; 0;

V1— e)“é „ (1-33 „ (x+a)1'5 g)“é
1

='—=————_—_—. . POkUdnení vyznačeno jinak, jsou derivace
V02+x2(x+V02+x2) M+x+1

definoványproxe(—oo, 00). 62. a)y' = , :: & (—oo,oo); b)
Vx +1

_V____ 1 1:71“ 1y, 2 x+ _ ,__c = _ _—_
=4V—x_—Vx+ * , xe(0, ),CM _ max,xe(0,l)u(l,oo),d)vl+ťa,

,_ —l
e);+cotgx—l_x2,x;£0, xe(—l,1),f)y _co x,x=,é(2k+l).

—2—,kceléčíslo;g)y'=Šln2x3,x>0. 63. a) y'=2(3x2+1).6x; b)

y' = 30:2—2x + 2)2(2x _ 2);c) (3x—2)(9x + 4);d)y'=VŽxVš_l sin: +
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+ „Vš cos x; <:)y' = 3(sinxcos :) (—2 + cos x); f) sinzx cos :: — 3 sin53x_
. cos3x; g)y'=(—sinx)(2 —3sinx + 5 sinax):Vl + sinzx; h) y' =sin5 3x.
. coss3x. K deňm'čnímu oboru viz poznámku v řeč. úlohy 61. 64. b = —3,

c=4. 65 ( “=) (9. 66.m(t)-—-(a—m)k.ss. t12šy=(;t2v2+3)x.

69. (%, 1—47).70. a) 71034', b) 900, 3609'; c) 70030'; d) 900, 36052'.

71. 3V5 .72. 40054' nebo 153906'.73. :: y—+=2 0, s,=2, s„=2. 74.
= —23,d=28. 75. 500m,;ím/sz. 76. lOm/s. 77. a) :_80 3, b) 78——

67l, ssl,45,...,0km/h. 78.a)v=c—gt;b)z=?,s=Š; c)2 4 _ 2g

___Vt._le a —Vzk _ —2v3=— = 2 —— = _
v c, 3 .79.Tíc——š.m/s 80.1) 2! , 4:2 k

81.a=at2, 21t-——64a,lscu=$7n z,prot=32jew=21trad/s.82.a)x=

=ctcosaz, y=ctsina—%gt2; b) s=c2s_m2_a=max. pro a=450. 83.
v=A.e“'“. [acos(at+ b) —ksin(at+b)], a=A .e'“[(k2—a2).
.sin (at+b) —2akcos(at+b)].

3. PRÚBÉH FUNKCE, MAXIMA, MINIMA

85. a) Pro :: > Orostoucí, pro x < 0 klesající; b) klesající pro všecka :: = 0;
c) klesající pro : &(Zim, (2k + 1)1t),k celé číslo libovolné; d) rostoucí pro x &

e (—l—,l)u (_—1, —l), klesajícíprox6 (; —-l—)u2k+12k_ 2k+12k—*+2 2k+2'2k+1
u _21—k'Žk_: l ,k = 1, 2,. . .; e) “rostoucípro každé x; f) rostoucí pro
:: > 0. 86. a) a), B) Lokální extrem , y) klesající, b) a), y) klesající, 13)lokální
extrém , c) a) rostoucí, ,8)klesající, y) lokální extrém; d) a) rostoucí, B) lokální
extrém; y) klesající; e) 6) lokální extrém, y), &)rostoucí, a) klesající; f ) ac)klesa­
jící; B), y) rostoucí; g) a), B) extrém; y) klesající. 87. a) min (0, —2); b)
min (3,9) ; c) min (3, —2); d) max (4,18), e) max (4,16). 88. a) Rostoucí pro
:: > 1 a x < —1, klesajíd pro —1 < :: < 1, ymx = 2, ymm = —2; b) ros­
toucí pro x &(—oo, —3) u (l, 00), klesajíd pro :: e (——3,l),yImm= 28, ymín =

623



— — 9

= —4; c) rostoucí pro x &(—V5,0) u (V5, 00), ymu = 0 pro x = 0, ymh1=

= —2 pro x = iVš; d) x = —2, klesající pro xe(—oo, —3)u(—l, oo),
lokální max (—l,2), min (—3,6); e) rostoucí pro všecka x < —1, lokální
max (=l,l); f) rostoucí pro x > 0 a x < —2, klesajícípro x 6 (—2,0),y„nm=

= 2—47-;g) rostoucí pro x G(2kn, (2k + l)-r:),ymax : szmln : 0; h) klesá
2 \

Pro xe(% + kn, —3—n+kn), k = 0, 3:1, :t2, ...; i) roste pro xe(0,oo),
klesá pro x & (—oo, 0), lokální min (0,1), i) rostoucí pro x < e,

klasaiící pro x > e, ymn = % . 89. a) Rostoucí pro x > 3, x < —1, klesající
pro x 6 (—1,3), v bodě x] = —1je maximum, v bodě x = 3 minimum funkcey;
b) rostoucí pro x > 1 a x < —2,y(l) = —27(min),y(—2) = O(max); c) ros­
toucí pro x > 4 a x < 0, y(0) = 7(max); y(4) = —2,5(min); d) rostoucí pro
x < —1 a 0 < x < 1, y(O) = O(min),y(ztl) = l(max).

91. a) xe (—oo,oo), A = (0,0), B = (1/10), 0 = (=(/5,0), funkce lichá,
lokální minimum v bodě M —_—:(—1,—2), lokální maximum v bodě N =

=(1,2), limf(x) = _ oo, limf(x) = oo; b) xe (—oo,oo),A = (V1 + 1/10) ,

=( —V1+ V3,0), kde A, B, c značí nulové body, k Libovolnécelé

číslo,lokálníminimum ME(0,1), maximumN1 5 (I,; , N2 E —l,%),
funkcesudá; c) x e (—00, —l)u(—l,l)u(l, 00), M 5 (0,1), asymptotyzy = 0,
x = 1, x = —1. 92. a) xe (—oo,oo), A š(—l,0), B =(2,0), M E(2,0),
N = (0,4);b) Me(l, —8),NE(—5,100); c) xe (il/Wm, ';t V(2k+ l)-n>,

4k + 1
y &'<0,1>,M =(V1ír,0), lokálnímaximumN = (il/_ n,1 ,k = 0,
il, 5:2, . . .; d) roste pro x < —1a pro :: > 5, klesá pro x &(—l,5), lokální
minimum M .=_(5, —4), lokální maximum N = (—1,8); e) průsečíky s osou x:

A = (=1,0), B =(2,0), (; = (1,0), roste pro x < 2 11h 2_+3V7,

24251/7,maximumpro x=2_3V7—.93.

aprox>—

lokálni minimum nastává v bodě

a).Pro :: G(0. 00), y € <0, 00), stále rostoucí; b) x &(—oo, 00), A s ( Í2VŠO),

B 5 (0,0), M E (—2, —1—6) NE (2 _), roste pro |x| < 2, klesá pro3' ,3
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|x| > 2; c) (—oo,oo), A =(o,0), B=(3 121/55, o), M=(3, —9),N=
= —1,? , roste pro x < —1 a pro :: > 3; d) xe (—00,co), funkce sudá,
A = (0,0), roste pro :: > 0, M = (0,0), limf(x) = 00; e) :: :;E0, x = ], klesá

pro každé J:,A = (%, O); f) :: e (0, co):JF—ŽŠ,0), ME(1,2),NE(—l, —2),

ljrggíx) = 00, ilin,£(x) = oo, rostoucí pro |x| > 1, klesající pro :: &(_—l,0)u

„ (0,1). 94. a) x &(—oo,oo), A = (0,0), B = (im), M _=_(il/ží —4),

N = (0,0), limf(x) : 00, klesá pro x < —VŽ,0 < :: < VŽ, roste pro 0 >

>x>-—V32aproI/2<x<00; b)xe(—00, 0)u(0,AOO),AEG—175,0),
M2— (1%) , grafse skládá ze dvou částí: I. pro :: &“(—oo, 0) klesá, II. pro
0 < :: < 1 klesá a roste pro :: > 1; c) (—00,2)u(2,0<>),A 50,0), ME.

= (o, _ %),lim ŽK:)= o, lir—r:5x) = 00; d) :: e (—oo, 2)U(2,oo),A=(o,0),
rostoucí pro x < 0, :: > 4, klesající pro x &(0,4),M =_,(4 8),N =—,(0O),
limy : ico, limy = —oo,limy= oo; e)xe(—oo, oo),funkcelichá,A=:

2.5, 3), rostoucí pro xe(— l,l)z,+lokální minimum M =(— 1, —l), lokální

maximum N = (1,1),šířil: 0; f) :: &(—00,00),rostoucí pro 2-1: + 2k1t,

2m.(k+l)+%),Mš(Šn+2k-rc, —V2_'),N—_——(%+2k1c,VŽ) ,

funkce periodická. 97. Krychle o hraně a = írl/í. ss. 2x+y—l=
= 0. SS.-15 m, 30 m. 100. 4m, 1,7 111,nebo 2 m, 3,4 m.

101. %. 102. Vš. 103. : =Šr1/š, v = 515.104. 1“= v = 2,05 m. 105.

r=0,5dm, v= ldm. 106.r'=%r, v' = šv. 107.a:=600. 108.E=

=! cg, “ kde at je úhel dopadu paprsků, d je vzdálenostosvětlenéhomísta

od zdroje světla, : = b—V2.109. h= 0,707 d. 110. x=2V51P,BC——1—07Vg.
2a — a — — 4

111. x=íV3,v—š—V3, V=42—7l/3.112.v=ír. 113.5,6m. 114.
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v : 2—k'kde k je koeficient úměrnosti. 115. Jsou-li A', B' kolmé průměty

ů,A B do směru toku potoka,A'B' = :, AA' =a, BB' = b 143—AaC:
a + b, neboli směr AG je rovnoběžný se směrem BD. 116.b_Odl_'BD

= ——5V—5—117 —2 ?+294“ 118 x—(—2—)2 119d —x a . .a— 1! —3—_._ - o _ lnlO . ' min—

: 3, dm“ = 7. 120. Krychlea = V% .

Vš sl/Š . „ , .
121. r = s? , v = T , kde s )edélkastranykužele. 122. :: clankuvedle

sebe a těchto skupin y za sebou. Vnitřní odpor baterie: 13% : ž; , e1y =

= 2y . 1 = y 23V . 36 skupin po dvou článcích, 1m, = 12 A. 123. x =
a + 3

=VE. 125.a)M=(o„0),N=(24);b)M=(0,9),N=(=3, 36);c)M=

=(il, 4),N=(:1:2,13);d)M_=_(8,6),N=(0,10),e)M= 4,3), f)M=
“lt TC TC

E -2—,_í)' N=(—5—, %); g) NE(%,1'), Mneexistuje. 126.3)
1 1 3 .

J:, = —5, x,., =—:2t—V—_;b) 11,2= —1, x“ = il; c) 11.2: l, ::3 =

= —l, ::„_s= 1 i i; d) xl,2=2, 13.4= ii; e) ac1= —l, ::,3 =2, :ch5: zbil/37.
127.a) xle(0,1); b) xle(—l,0), x26(0,l); c)xle(0,1); x2e(1,2); d) xle

3 :

($(—1,0).128.a)c=—; b)c=0; c)c=3; d)c=0,;596rad e)“ošš. 130.
a)1,;9956 b) 10,05;C2)0,5lj:0,01; d)0„.48:i:001

4. INTEGRÁLNÍ POČET

Integrační konstanty jsou pro úsporu místa vynechány.

136. a) %xV; + ln |x|; b) %xal/Í— 2Vš, x > 0; c) % rzí/13, : g 0;

d) Vt—(Š-t+2), t>0; e) 4x+4šln |x| +3Lx—2arctgx, xgéO; f)
_ 4—

arcsinx + ln |x| —arctgx,xe(—l,1). 137. a)x. (%]/x +-Ž—Vx) , x = o;
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4_ _ _ 3 _
b) Š—Vx(x+3),:>o; c) 2Vx—4Vx,x>0; d)—(x—4)Í/x,x7é0; e)

3Vx++V—_,:>0; onš+—_,x>o. 138.a)—+ 3: _mnmgeo;

b) 12Í/z+ 4,— —s%,z>o; 02%? —5—4V5=Ví+ —z2Vš—54V5z2Ví+— t:
83— 216—“— =— _­

—th2—WVSth+9tVz—24V51V:+Bz, 120; d) —-2—:= +
33- l “- 1

+—Vt+T), :>0; e) 6:2.Vt5(% —l—7),t20. 139.a) —cosx—

—ln|cosx|,x;/=%+k1r,kvždyceléčíslo;b)ez+2cosx; c)2x—tgx,
:::,é%;+k1r d)tgx—cotgx,x;£k7r x7Ék1t+-12£; e) —(tgx+cotgx),

zqákí; £) š—lsinh, xe(—oo,oo);g)2(t2gx—cotgx),x:,ék£;4

h) %tgx, „& %. (2k+l 1). 140.a)ez+zx—e—z,xe(-oo, co); b) cz+e—z,b+c

xG(—00,00);c)e1272,d)l—12(l+2en)3;def—m—xc.

141.a) —%(x—2)—2,x7':2;b)TIG—Jone %$; d)“š—l'

'(23—3)“2,x7é%;e)(xl_+_);,n$15f)Žš g)í—;5.V©ÍTn6,
1:53. 143. a)1n |x+3|, 1:96—3; b) —1n|2—x|, azgi-2;c)1nlx2—l|,

xqel;d)11n|2x+5|,xaeí;e)—1n|1+cosx|, x+(2k+1)n,k
člslocelé;f)ln|xa—x+3|; g2)1n|xa—x+2|,13—x+2=,é0; h)—­

.ln|31+1|, tgé——; i) —ln|cosu|, “$—(2k+1); i)111|aa:"+b3|,

0960,ax"+b$0; k)%+f+"+';+í;- +t+1n|!—1|,t7'=l;
:* l)í_?

bm+1_am+u
m+l

a)3,6+%VŠ;b)7—; c)—78-2—; d)131—V—a—_;c)V2—l;f)44,—5 V2.

—2ln|t|,t7£0; m) ——ln|l—2e1|,e57é—. l44.a)3;b)
n+2

;c)%——; d)l; e)2; f)3 _BV3;g)l+—; h) 145.
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32
146. b) 4; c) %; d) 21; e) e3—1. 149. a) P=—i2' , b)2j2', c)45)2, d)61 ,

“2

e)——j2;f)(n—š+1) '2. 150.a)2ln5'b)l'c) l;d)e2—l; e) %.
16. 8. 253.

152a)P=45i2' , b)—i2;C) 20—1;d)%1;e) ?12; 03—12;9312­

153.QL?- 3b)4,5; c) ?; d)—3-;e)--;f) ln2. 154.a) 4; b)“rc;c) 4. 156.
%nja. 158. —3.1ta3 159. 271tj3. 160. ups; b) %nazb; c) 271113;d)%1:a3.

2

161.3)P =7Š—aghzg, 144 kp, 108 kp; b) 240 kp. 162. l' = ŠŠŠ,—= 1,73 m.

th "* v;
163.k--—R.(—_R+h).164.A :] pdv—povolnwfl— 1,3.104; 165.A—

ve
"|

]:

=Í%dv,k=1,4; At2,475.107].
90

5. OPAKOVÁNÍ
& _

- I/l 1166.b) 18t2+14:- 1; c)StVz—Š T+íVŠ;
Il+2)4V! : W+2V-+l .167.a)y'=lprox>0,y'=—lprox<0,

d>4Vz+|/t+V—. Vt2+tV-t

y(0)neex13tu1e;b)y =|2x|; c)y' %,xaao, d)y' = —1 pro xgo,

—e—zpro x >O. 168. TE(1,1),(p _—71032' 139 a)—x_axn++330 : 1;

b) yy0=p(x+xo);c)x+y=iVaí_.170.a)q>=0,qa=4250; b)arctg3.
171.y=—4x+8,y=:—l-x—2,99=3rCtgl—85—i620. l72.y=x2—4

—3x + 4. 173. v = lim% : knoekt. 174. a) v = —bs, F : mbzs; .b)At—>0

:: =at, v' =a, F=m.a; v =rwcoswt, '0'=a= —rw2sinwt=—w2,

F= mwzy. 175. a) 1058.1031; b) 30 258. 103]. 178. %(1 —e"'“). 179.

a) Parabola, minimum M E (Š' 2,75) , osa rovnoběžná s osou y; b)xe
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e(—oo,—l)u(—l„l)u(l oc),mimmumprox=0, klesajícíproxe(—oo,—1)U
[)(—1,0), rostoucí pro x 2 intervalu (0,1)U(1, oo), 1imy= oo, limy = —oo,

—1+ ;+1­

Imiy= oo,,1i1111+y= —oo; c) xe(—oo, —1)u(— 1 oo), asymptoty :: = —1,z-p za

y =x —2; minimum M E(V2 — l, -—0,2),lokální max. NE(—V2 — ];
—5„8),prox=0 x=l, 2y=0; d)xe(—oo,3)U(3,oo),y=0prox=5

ax=l, zlimmy=l, rostoucípro x>3 zlimy=—oo. 180.a)—————V—+_+
y x y+—y==l; b)_+—'=1;C) „+1 + „+1 =l.

b+Vab 2a % G+ Val,—„ b+ VW
181. a) x &(—00, co), průsečík s osou x gro: ::1 = 0, ::2 = 1, x3 = 2, x, = 3,

lokální minimum v bodě M E (3 Í2VS,_ 2—14),lokální maximumvbodě

N E(%, ÍŠS) , rostoucí pro 1:6(3 —2V5,%) u (3 +2V5,oo); b)prů.

sečík s osou :: v bodě x, = 0,1:23 = ;;:3, klmiící v intervalu(—,V3 V3),
lokálnímaximumvboděN= _V3, _V3, lokálníminimumvboděM—_

__—(V3, _.šV3), ,šiliiy= oo. 182. Lokálníminimumv bodě M=(1,l);

b) ME %,4 ; c) lokálnímaximumN=(o,2), min. M= (+1,1); d)

lokální minimum M = (0,0), lokál. max. N E (2, %) . 183. l. 184. Čtverec
o straně délky x =V13, 185. a) 36,3 %; b) 40%. 186. Obsah obdélníka je
roven polovině obsahu daného trojúhelníka. 187. Troiůhelnňt rovnostranný.

188. aVz, bVŽ. 189. a) x + 2aln |x —a| + :; b) 2Va_x(a+ 2:01—4ax _2x2mVx 4xm+"Vx—212 ___ c; d _t ,
+5Vax+ C)4—m+12m+2"+1 4n+1 ) “+c

e) 3tgx+2cotgx+c,x;ék1t; f)—-Lln|l +3cosx| +c. 190.a)—­

(x_1)26+_ 2-;(x_1)15+c b)_V5—x_2+c, c)—(512—3)“+c,d)V_—

uarccos ví?—+3c, pro lxl > VŽ; &% V(x + l)3 —2Vx + 1+ c; f) (proveďte

substituci : = sin x), ln lsin :: + Vl + sinle + c.

191.a)? -—x+arctgx+c; b) 4 +x3'+ % x2+ 27x+811n|x —3|;
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c) 3x—arctgx+c; d) x—2arctg—+ c, a$0.193. a) 33,3j2', b) 1,75;

c) 35—1-5—32ln3;QE. 194. 4,5j2;b) 3i2;c)-2—i2. 195. a)ln2; b) 12;
4 9 4

c) 4,5; (1) 10—; e) 4. 196. 2at+í, 671:__3' 197. íln 3. 198. &)ípz;
4

b)—i2;c)Ž —; d) 1,e)1+a(1na—1)12, f)2) 199.a2(2-rc——3—).

200. a) —1ta3ia; b) 31:2; c) ——1c;d) 21t2a2b.

6TC

201. a) 181t; b)——; c)——n—ršh,+x1x2+xš). 202. a) —; b) l2'rc; c)
81m3

-3_
3

xm. ZÁKLADY STATISTIKY A POČTU
PRAVDĚPODOBNOSTI

|. ZÁKLADY STATISTIKY

3. Medián 176, modus 174. 7. a)

celkem | 1962 | 1965 | 1968I 1969 | 1970 | 1975

parní |s9,9%|90%|92%|94%|91% 94%!

Např.:
l

(109kWh =? cm, parní elektr. — — —,
celkemelektr. —.)

b) o 38 %. 9. a) 8,2, 1,6; b) 62,6; c) 9,2.
d)

1 1 2 3 4 5 6 7 s 9 10

6,4 9,6 4,3 5,7 15,6 9,8 13,7 14,5 7,3 9,1 4,1

0—3 3—6 6—9 9—12 12—15 15—18
10. a)
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b) 3—5 5—7 7—9 9—11 11—13 13—15 15—17

15. a) 1230 228; b) 1 141242. 17. Průměrná hodinová produktivita je 5,5
a leží mezi hodnotami 4,85 a 6,15, neboť maximální možná odchylka od tohoto

% = 0,65. 18. a) 21 q/ha; b) zváženýprůměr 21,52q/ha.
19. 152 p. 20. a) 164; b) 12.

průměru je

_21. 11)1199808; b) 1301011. 22. Z=9 cm, 13= 486 cm?, V=729cm3;
a = 8,8 cm, P = 482,4 m2, 17= 757,6 m3. 23. 39,43 Kčs. 24. i = 81,58 m.
25. 5 210 000 Kčs. 26. a) 504,6. 10%; b) 1,292; c) 1,239. 28. i„ = 456; z„ =
= 21,3, 53 = 482, 73 = 25,9. 29. a) Variačni rozpětí 9 — l = 8; b) :“ =

n 11

zen—ř? 206—027.
=**? , [2,96];směrodatnáodchylkar = *i—— .[1,721.?!

Žfr
1-1

30. Rozptyl 1966. .. 19 908 = sf, 1971. . . 15 412 = sš; směrodatná od­
chylka rl : 141, t; = 124. Nižší hodnoty směrodatné odchylky i rozptylu
dokazují, že v roce 1971 došlo k určitému vyrovnání mezd

31. a) 5,7 %; b) k = 1,0236. 32. 10,3 %; b) 7,3 %. 33. Průměrný koeficient
4

růstu je I/ 24—9= 1,069. 35. a) 34,3 min; b) 31,3 min. 36. a) 4 min; b) 3 min. 37.191

6,86 h. 38. E„ = 6,77 h. 39. 9,96 min.
40.

R k Živě Polovina naroz. Naroz. od 1. 7. —(x- 1). Koneč.o narození v běžném roce roku do 1. 7. x. roku odhad

1973 106 724 53 362 — —
1974 109 845 549 22 108 184 88 153
1975 114 708 57 354 112 276 91 488
1976 117 137 58 568 115 922 94 459

(108184 . 0,81485 = 88153)

41. Poměrná čísla (indexy) jsou ukazatele, jež vznikají porovnáním dvou
nebo více veličin. Rozdělení: a) intenzitni ; b) struktury, c) srovnávací.

" 631



2. PRAVDÉPODOBNOST

49. (1—0—0— 0,1426) 0,426 : liší; a) al : 45; (12= 35; b) al : 48,

“2 = 37. 50. 26 < a < 31. 511.260 < m < 1.317 52. 0,309 < p < 0,393_1

smol; &%;c) ..57 a)—; b)—Š;c)1L58.a)—5;&%. 59.0,02.
60.P=

3600 = 0,25.

61.1—7. 62. P(A) = 0,096. 63. P(A) = 0,82, P(B) = 0,38, P(B/A) = 0,46.
64. a) 0,999; 0,999; 0,998; b) 0,995; 0,998; 0,998 9; 0,999. 05. P(A) + P(B) =

7

= 0,76. 66. a) 0,7; b) 0,3; c) 0,3. 67. a) 0,25; b) 0,75; c) —; d) l. 68. 3 .

69. 0,.04 70. a) Jsou—lijevy A, B nezávislé; b) P(A): P(AB) + P(AB)3—_­
= P(B). P(A/B) + P(B) . P(A/B—).Rovnost platí pro: 1) A = V, 2) B= U;

3) B=1A; 4)BB=—'14,5) 3——V, kde Uje jev jistý, Vnemožný.

71.?. 785341.73.a)216;=b)p P<B>+P(A) P<B>,—2—5; c>P(A)=
= %; P(B) =1—12,A,B neslučitelné,p =% =—Š—.774.3 TIS—;b)

%.75.á.76.228—2. '%i (27 01,3,0prox<0 x,!li2l3i4l5
F(x)=j(l),7 ŠŠŠBŠÍ< 1' 78' p, | 0,1 | 0,09 0,081 0,0729 0,9'.0,1 '

79. p, = 0,5, pz = 0,25, 193_= 0,125, p4 = 0,062 5, 195= 0,062 5. 80. Pravdě­
podobnost, že jev o pravděpodobnosti P(A) při 71nezávislých pokusech nastane

:: krát, je P„(x) = (2) . [P(A)]z. u —P(A)]"—z,kde 0 g x g „. a) ma) =

,=P3(5) 3—72;b) nejméně tři ze čtyř: R4(3)= 15—; nejméně pět z osmi

9316>15 .
R„(S) = P„(S) + . .+ Ps(8) = %. Protože je—25—6>1—6, je pravděpodob­
nější výhra nejméně pět z osmi.

81. P(A) = 0,88. 82. 0,006. 83. 0,016; 0,094; 0,234; 0,312; 0,234; 0,094;
0,016. 84. Pravděpodobnost, že i-tý zkoumaný výrobek je zmetek či nikoli,
nezávisí na tom, zda ostatni výrobky ze skupiny deseti prvků jsou nebo nejsou
zmetky. Lze tedy použit vzorce z úlohy 80. a)
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m|o|1|2I3i4'l5|6|7!8]9
-0,l460 0,01620,0584p(X __.„.) ]o,2816|o,2503 0,0031 io,0004 Eo,oooo0,0563

b) P(X > 5) = P(X = 6) + . . . + P(X = 10) = 0,02. 85. 0,275. 86. 0,94;
8—7

a a

k' . 88. 0,6552. 89. (6)-(-1—) - (i) =0,053 6. 90. a)(Ě) 3 6 6

0,321; b) P(A) = 0,6; P(B) =o,7; P = 3 . P(A) . P(Z_)2. P(B)“ i 3 . P(A)? .
.P(A) . [P(B) + 3P(B) . P(B)2] + P(A)a . P(B) . [P(B)2 + 3P(B) . P(B) +
3P(B)2] ; 0,313.

91. 0,384. 92. 0,72. 0,83 = 0,251. 93. P(A) : 0,96, P(B/A) : 0,75; 'P :
=0,.72 94. P(A). P(B). 95. P(A) =0,.9 0,7. O,.80,9 =0„45 P(B):

= 0,72. 0,8 = 0,39. První postup zaručuje lepší kvalitu. 96. O,647.97. P(z) =
= V'o,s—O,.9898.1 _ [1 _ P(A)] .[1 —P(B)].100.a)6í c)
0,857.

119 *

101. a)—120;b)1——20.102. O,.501 103. np. 104.E(x) = Ž x,p„ E(x)á 1,25.1- 1

Má- li být zasažen cíl např. 100krát, bude třeba 125 výstřelů. 105. E(x)=
= 1. 0,07+ 2. 0,16 +. .+ 5. 0,=1 2,93. Pro 20 přístrojůbude třeba
59 součástí.

]

);91

XIV. PLANIMETRIE

|. PŘÍMKA, POLOPŘÍMKA, úsecKA, POLOROVINA,
ÚHEL, VYPUKLÝ n-ÚHELNÍK

4. a) AP, PA, PB, BP, BC, CB, CD, DC, polopřímky opačné k polo­
přímkám AP a DC ; b) celkem 10. Jsou to úsečky AP, AB, AC, AD, PB, PC,
PD, BC, BD, CD; AP = BC, AB : CD = PC, AC = BD; c) P, B; A, P.
5. a) Polopřímku opačnou k polopřimce AP, kde A(5) ; b) úsečku s krajními
body B(3), C(4) ; c) dvě opačné polopřímky s počátečním bodem D(—2),
který obrazům čísel x nepatří ; d) polopřímku opačnou k polopřlmce EP,
kde E(—3); bod E k obrazům čísel :: nepatří. 6. ASCDB; a) úsečka SD;
b) polopřímka DB, úsečka SD; d) úsečka SC; c) úsečka SB; f) nemají průnik.
7. a) Úsečku AB, kde A(2), B(S), přičemž bod A k obrazům čísel :: nepatří;
b) polopřímku opačnou k polopřímce CP, kde C(2). 8. a) A, B, E, F; b) pA,
pB, pC, pD, pE, pF; pE = pF EPA = pB; pC —=—pD;c) přímka p prome
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nejvýše 9 úseček. 9. 196,pD, qA, qB. 10. Je množinou bodů společných polo­
rovinám ABC a polorovině opačné k polorovině ACB, nebo množinou bodů
společných polorovině ACB a polorovině opačné k polorovině ABC.

11. ]e množinou bodů společných polorovině opačné k polorovině BVA
a polorovině opačné k polorovině AVB. 12. Jeden z nich je množinou bodů
společných polorovinám AVB a BVA, druhý množinou bodů poloroviny
opačné k polorovině VBA a bodů společných polorovině VBA a polorovině
opačné k polorovině VAB, nebo množinou bodů poloroviny opačné k polo­
rovině VAB 3 bodů společných polorovině VAB a polorovině opačné k polo­
rovině VBA. 13. Průnikem 'je vrcholový úhel k úhlu DBA. 14. Bod V leží
v polorovině BCA a v polorovinách opačných k polorovinám CAB a ABC.
15. Bod D je vnitřním bodem poloroviny opačné k polorovině ACB ; jelikož
ázBAD = a + 600 < 2R, je bod D vnitřním bodem poloroviny ABC. Jelikož
<IBCD = )! + 60Q< 2R, je bod D vnitřním bodem poloroviny BCA. Bod D
je tedy vnitřním bodem polorovin ABC a BCA, a proto leží uvnitř ostrého
úhlu ABC. 17. Body X, Y leží uvnitř poloroviny BVA, úsečka XY nemá
s hranicí VB společný bod a leží tedy celá uvnitř poloroviny BVA. Body X, Y
leží těž uvnitř poloroviny AVB, úsečka X Y nemá s hranicí VA společný bod
a leží celá uvnitř poloroviny AVB. Úsečka X Y leží celá uvnitř polorovin A VB
a BVA, tedy uvnitř dutého úhlu AVB; je-li <):AVB přímý, má úsečka XY
tuto vlastnost. ]e-li tento úhel vypuklý, může a nemusí mít tuto vlastnost.
18. a) M na úsečce XY, N na úsečce ZU; b) XY || ZU !|13;c) přímka XY musí
protnout hranici 1:v nějakém bodě P. Bod M vyplní vnitřek polopřímky opačné
k polopřímce PX. Bod N vyplní celou přímku ZU, je-li ZU „p, nebo vnitřek
polopřímky NZ, je-li N průsečík přímky ZU s přímkou p. 20. a) Jelikož B a .D
jsou libovolné vnitřní body polopřírnek AB a CD, leží celá polopřímka AB
v polorovině ACB a celá polopřímka CD v polorovině ACD. Body X, Y lezi
tedy v opačných polorovinách s hranicí AC, a proto úsečka X Y přímku AC
protne v bodě Q, přičemž Q7—ÉA, Q:,TÉC, neboť přímky AB a CD jsou
různé. Usečka XY leží v polorovině ABC, a proto bod Q je bodem polo­
přímky AC ; úsečka XY leží též v polorovině CDA, proto bod Q je bodem
polopřímky CA. Bod Q náleží polopřímkám AC a CA a je vnitřním bodem
úsečky AC, neboť Q:,TÉ A, Q“;É C. Podobně se dokazuje případ b).

21. iBAC = <IABC je ostrý; proto paty P, Q kolmic kl, k2 leží uvnitř
polopřímek AC a BC. 23. Body D, B leží v opačných polorovinách přímky A U.
26. Rozdělte mnohoúhelník na trojúhelníky AIAŽX. AZASXatd. Polopřímka ;)
bud splývá s polopřímkou XAk, kde A„ je některý vrchol mnohoúhelníka,
a protíná obvod mnohoúhelníka v bodě Ak, nebo prochází vnitřkem některého
z uvedených trojúhelníků a protne jeho stranu protilehlou k X v jednom bodě.
28. a), b) n-úhelník má 6 stran a 9 úhlop""tk. 29. Vypuklý pětiúhelník. 30.

mr v v . _ O 0

„,—+:;““P““ m + „ ““P““ 15 , 45 '
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31. 720,1080; jsou vedlejší. 32. R ——;stupňů, R +; — stupňů, 7; < 2R;
je-li n sudé, mají oba úhly celý počet2.stupňů 3. 24316'35", 155043'25",
24016'35", 155043'25"; podminka: aby jeden z těchto úhlů byl pravý. 34.

0—2 0_ , o o. o 0 =5 2<5<m1 % 2<B<4,1 <B<2. 5.5 ???,
a= n—l.1805tupňů; pro číslan=l, 2, 3, 4, 5, s, 9, 11, 14, 17, 19,29,
35,44, 59,89, 179 je vyjádřenavelikost obou úhlů celym počtem stupňů.

2. VZTAHY MEZI STRANAMI A ÚHLY TROJÚHELNÍKA,
VÉTY 0 SHODNOSTI TROJÚHELNÍKÚ

36. a = p = 650, y = 500. 37. a = 1080,p = 540, y = 180.38. a' = 1440,
,B' = 1260,y' = 900. 39. 5: 3 : 2. 40. V trojúhelníku pravoúhlém.

41. V trojúhelníku pravoúhlém. 44. V trojúhelníku VAP je <)IAVP =
= <)ZAPV= a. Vnější úhel trojúhelníka APV při vrcholu A je 205.Jelikož je

AP „ VB, je qAVB = 2a-.45. Úhel <IKBC = (BCD = % (úhly střídavě).
Úhel šABC = ,8 je vnějšímúhlem trojúhelníka BDC, proto <BDC : —

46. Trojúhelnlk nelze sestrojit, neboťb + c < a. 47. 1 < c < 5, c = 2, c = 3,

: =4.4s.p>y >a.50.Je-li4,403 =y,je 403,4 =R —%a <DBC=_ Ji ' = _ l l :
—2.Uhel<):DBA R 2+2 R.

5l.]e1jkož<ADC=5+%>%,4BDC=a+%>% jeAD<AC,
DB < BC. 52. Je-li (ASC = at, je <):SAC= a, 4301) = za a 4330 =
= 301.53. 5. 55. Např. AAMC má úhly ac,2R — 201,ac; trojúhelník QB'C má
úhlyR + ac,a, R —Za.56. SečtětenerovnostiAB < AU + BU, BC < BU+

+ CU, AC< CU+AU. 57. Sečtěte nerovnosti AB < —2—ta + Š—tb,BC<

%tb +—Štc, CA < 3 to + “Žim58. Sestrojtena polopřímceASI, kde 81
jestřed strany BC, za bodem S1bod A' tak,žeAS1 = SIA'. Čtyřúhelník ABA'C
je rovnoběžnlk, takže platí vztah 2:„ < b + c. Stejným způsobem lze získat
nerovnosti 2:„ < a + : a 21.,< a + b. Tyto nerovnosti sečtěte. 59. AB >
> AC > BC > BD > AD > CD. Abyste zjistili, že AD > CD, naneste na
stranu BA úsečkuBC' = BC; jelikožBC < AB, padne bod 0 dovnitř strany
AB. <):AC'D = 1100,takže AD > DC' a tedy AD > DC, neboť DC' = DG.
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61. Sečtěte nerovnosti v, < AG, 0., < BC, v“ < AC, v„ < AB, v„ < AB,
v„ < BC. Dále sečtěte nerovnosti 27),+ c > a + b, 2% + b > a + c, 206 +
+ a > b + :. Nerovnost 21),+ : > a + b vznikne sečtením nerovností vc +
+ AD > b, vc + DB > a, kde D je pata výšky vc. 62. Trojúhelníky BMP
& CNP jsou rovnoramenné, takže CN = PN a BM := PM. 63. LP = QC,
LQ = AQ. 64. ]e-li <):CBA= ,aa (BAC = a, je <IBYX = !3,<)ZZYA= a,
XY=XB, ZY=ZA, takžeCX+XY+ YZ+ZC=a+b. Dokažte
ještě, že bod Y při volbě a < b a tedy a < 6 padne dovnitř strany AB a bod Z

dovnitř strany CA. 65. DM = DN, <DCM = <):DCN= %; ADMCg
% DNC (usa). b) ADBM % ADAN (usu), odkud AN = BM; potom je
CM = CNa ADMCg DNC (sss).66. ASGVĚ ASDV (sus),odkudGV =
= DV, ASEG_N ASFD (usu), odkud GE= DF. Je tedy VF= VE a
AVED= AVFG (Ssu). 67. AA1Dl_gCI AA2D2C2(usu), odkud je A1C1=
= A2C2; AA B1012 AA28202 (sus). 68. AAIDIC1=N AA2D2C2(Ssu),
odkud <):D1A01: <D2A2Cz; AA1B1C1=NAA282€ 2(ms). 69. Veďte rovno­
běžky s příčkami tak, aby každá z nich procházela jedním vrcholem čtverce;
tak vzniknou dva pravoúhlé trojúhelníky, o kterých dokažte, že jsou shodné.
70. AC= CD,BC= CE; <BCD= <ACE= )!+ 600.AAECN ABDC
(sus).

71. ATAB % CAQ (Sus). 72. BP = BA, TB = BC, <BCD = šTBP
(ostréúhlys ramenykolmými); ACBDg AB TP (sus). 73. ASPTlg ASPT2
(Ssu). 74. APSVg AMSV (Ssu), odkud PV = MV; AQSVg ANSV
(Ssu), odkud VQ = VN. Je tedy PV + VQ = MV+ VN, MN = PQ.
75. Protínají-li osy ramen základnu AB v bodech P, Q, potom rovnoramenné
trojúhelníky APC a BQC jsou shodné, trojúhelník PQC je rovnostranný.

3. OBSAH KRUHU A JEHO CASTI, DÉLKA KRUŽNICE, DÉLKA OBLOUKU.
ÚHELsmcoový A oavonow

2 ' —_
76. 106—3—m i 106 m. 77. 24% cm. 78. r = 2 cm. 79. 21chÍ+ rš + rš.

a2 . a2 5-rrr2 2 l__ _ _. _ ' — ._ 2 _
81. 2 (T: 2). 82. 2 (vt 2). 83. 2117, 9 . 84. 947 cm . 85. 4 nab.

86. 2(a + b) — 2r(4 —1t); ab — 12(4 —1'c). 87. r = VŠ—(rf + rš). 89. 0;­

(2V3—1C).90.—11t02.91.%TC02.92.11'.42(V5_—l): 20,8cm2. 93. r(rc+

+l);— 4. 94. a) 1080,b) 11210. 95. 600, 1200.97. 2R—?(a+j9). 98.
Obě kružnice procházejí bodem A, je tedy A=—X. Druhý průsečík Y leží uvnitř
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polorovin ABC a ACB, tedy uvnitř úhlu BAC ; <)ZCYA: R, <)ZBYA= R,
takže (CYA + <)ZAYB : 2R a body C, Y, B leží v přímce. 99. PS1 =
: PS2 = 8182; PA = PB, <):APB: 600; ŠZPQA= <IPQB = R.. 100.

qCAD = 9%, <IADB : R; co je vnější úhel trojúhelníka ADU, kde v je
průsečík úhlopříček čtyřúhelníka ABCD.

103. <)íAEC = 2R — <ABC = %.:ABD; <):ABD = 2R — <)ZAFD.Odtud
<)2AEC = ZR — <)2AFD. Jsou tedy úhly <)(AEC a <)1AFD souhlasné. 104.
Osy úhlů přímek TlH, T,s jsou a 5 PS 3 a', kde o'_j_ o. Jelikož trojúhelník
HST2 je rovnoramenný, je HT2 _La'. Je tedy PS _La', HT2 i a', odkud
PS IIHT2. 105. Jelikož UZ:,TÉA, je AC$É AB; potom existují body U1
a Uzšé A. Jelikož úhel <)1U1AU2 = R, je úsečka U1U2 průměrem kružnice k.

Jelikož <)íU1AC= <2fU1AB= 2 , je (CSU1= <IBSU1 = ac, takže UIS _L
_1_GB. 106. <)1AC"A= qAB' A'—— <IB'AB= qBCB' = qCB'C' =
= qC'A'C. Je tedy úhel <)ZAC'A'= <):C'A'C, odkud A0 !|A'C. 107.
Uvažte, že přímky AS, BS, CS, DS jsou osami vnitřních úhlů lichoběžníka.
(ASD = <)ZBSC= R a kružnice -k1,k., mají společný bod 5. Dále dokažte,
že v bodě S mají obě kružnice společnou tečnu : _LAB. 108. Považujeme-li
úhly at, (3,y = 2R — (a + ,3) za obvodové úhly v kružnici k, potom příslušné
středové úhly jsou Za, 26, 2y, přičemž 20:+ 26 + 2y = 4R. Sestrojí se tedy
nejprve úhly středové. 109. Přímky a, b, c určují tři dvojice vrcholových úhlů;
kterékoli tři z těchto šesti úhlů, jejichž součet je 2R, určují úhly hledaného
trojúhelníka.

4. GEOMETRICKÁ MÍSTA BODÚ A JEJICH UŽITÍ

lll. Přímka m || 1), jejíž každý bod je stejně vzdálen od obou přímek. 112.

Kružnice k 5 (S; %) . 113. Kružnice k' E (S; 2r). 114. Všechny body osy
úhlu AVB, které leží v úhlu AVB. 115. Kružnice k' E (S; Vf2+ dz). 116.
Trojúhelník A'B' C' souměrné sdružený k trojúhelníku ABC podle středu M.
117. Kružnice k = (s; Vrf— f=). 118. Střed s rovnoběžníkaABCD opisuje

kružnici, jejíž střed leží ve středu strany AB a jejíž poloměr r = A—D.Dva

body této kružnice dráze, kterou opisuje střed S, nepatří. Které? 119. Střed M
strany AC se pohybuje po kružnici, jejíž střed leží ve středu strany BC a jejíž

AB . . . . . .

poloměr r = ?. . 120. Je-h d > 2r, geometrické místo neexistuje, je-h
d = 2r, je geometrickým místem přímka 1). Je-li d < 2r, tvoří geometrické
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, 1

místo dvě přímky 111a 712rovnoběžné s přímkou p ve vzdálenosti v = 5'

. V4r2 _ d?.
121. Geometrickým místem je přímka q || : ležící 5 přímkou p v téže polo­

rovině s hranici :. ]e-li v > ? , přičemž v je vzdálenost přímek t, p, leží

přímka q uvnitř pásu omezeného přímkami : a p; je-li v = -2—, je q 5 p a ie-li

:) < ?Z—, leží přímka q v opačné polorovině s hranici 1) než přímka :. 122.
Vnitřní body dvou shodných měsíčků ležících v opačných polorovinách s hranicí
AB; každý z obou měsíčků je omezen dvěma oblouky nad úsečkou AB patřící
středovým úhlům 90o a 1200. 123. Dva oblouky, z kterých vidíme úsečku AB
pod úhlem 1350. 125. Geometrickým místem je úsečka AB kolmá k ose o
úhlu at,přičemž bod A leží na polopřímce VN a má od přímky VM vzdálenost d
a bod B leží na polopřímce VM a má od přímky VN vzdálenost _d.126. Geo­
metrické místo tvoří úsečka 8182, kde bod S1 leží uvnitř polopřímky VA tak,

že VS1 = % a bod 82 leží uvnitř polopřímky VB tak, že VS2 = % . 127. Geo­
metrické místo tvoří přímka m || 1), jejíž vzdálenost od přímky p je :: =

402 — a2 + b2
_ Sv
oblouk kružnice s krajními body A, B; z každého bodu tohoto oblouku je vidět
úsečku AB pod úhlem (R + 99), přičemž 2<pje středový úhel přináležející
libovolné tětivě CD = c dané polokružnice. Jelikož c < AB, je 297< 2R,
90< R, R + 9) < 2R. Body A, B geometrickému místu nepatří. 129. Geo­
metrické místo tvoří vnitřní body dvou oblouků TB a T'B kružnic k1 a k„
které mají středy v průsečících osy a tětivy AB s kružnici k a procházejí body
A, B. Oblouky leží v téže polorovině tečny : vedené ke kružnici k v bodě A;
T a T' jsou průsečíky tečny t s kružnicemi k1 a k,. 130. Geometrické místo
tvoří dvě přímky l a l ' souměrné položené podle osy a, která j'de bodem M
a je kolmá k přímkám p a p'; přímka lprochází bodem C, který leží na přímcep'
a je kolmá k přímce MC. (NC = MR, kde N, R jsou body, ve kterých osa o
protíná přímkyp' a p.)

131. Bod X je průsečík osy a úsečky AB a přímek a, b, které jsou rovnoběžné
s přímkou p, leží v opačných polorovinách s hranicí p a mají od přímky ;:
vzdálenost d. Uloha má buď dvě řešení, nebo neomezený počet, je-li a E a
nebo a E b, nebo žádné, je-li 0 IIp a nesplývá se žádnou z přímek a, b. 132.
Sestroite libovolný bod M ' tak, aby měl od přímky AB vzdálenost 2 a od
přímky BC vzdálenost 3. Tuto vlastnost mají všechny body přímky M 'B.
133. Bod X leží na oblouku nad úsečkou AB, který patří středovému úhlu 205;

úloha má řešení tehdy, ie—lid ; % cotgš. 134. Bod X leží na oblouku nad

; ie—li a = b, je a: = 32)—. 128. Geometrickým místem je
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úsečkou AC, který patří středovému úhlu 2400. Úloha má 4 řešení. 135. Bod X
je průsečíkem oblouků nad stranami AB a BC, které patří středovým úhlům
1200 a 900. Úloha má dvě řešení. 136. a = 1200, bod M se sestrojí jako prů­
sečík oblouků jdoucích body A, B a A, C přináležejících středovým úhlům 2400.
137. Geometrickým místem středů všech tětiv kružnice k, které procházejí
bodem C, je kružnice k' sestrojená nad průměrem CS , její průsečík P s těti­
vou AB a bod C určují přímku, na níž leží tětiva MN. Úloha má nejvýš dvě
řešení. 140. Střed S kružnice k leží na ose úhlu AVB a na kolmici vedené
bodem B k přímce VB.

141. Sestrojte osu a úsečky AB. Její průsečík T s přímkou q je dalším bodem
kružnice k. 142. Střed S kružnice k leží na osách úhlů přímek p, g a na kruž­
nici kl; úloha má vždy čtyři řešení. 143. Střed S kružnice k leží na osách úhlů
přímek p, m a q, m; úloha má vždy dvě řešení. 144. Střed S kružnice k leží
na kolmici vedené bodem „Mk ose :: a osách úhlu přímek x, y; úloha má dvě
řešení. 145. Poloměr r kružnice k se rovná polovině vzdálenosti rovnoběžek p, q;
střed S kružnice k leží na kružnici k1 : (A; r) a na přímce m, která půlí pás
mezi rovnoběžkami p,q .Úloha má dvě řešení, leží-li bod A uvnitř pásu mezi
rovnoběžkami p, q, jedno řešení, leží-li bod A na některé z daných přímek
a žádné řešení, leží—libod A vně pásu mezi rovnoběžkami p, q. 146. Sestrojte
bod T, který je průsečíkem osy a úhlu a s obloukem AB. Kružnice k se dotýká
též tečny : oblouku AB v bodě T. 147. Kružnice k se dotýká též tečny t kruž­
nice k v bodě T, který je průsečíkem kružnice k1s úhlopříčkou čtverce ABCD.
Úloha má čtyřiřešení. 148. Střed S kružnice k leží na kolmici vedené bodem T
k přímce : a na ose o úsečky AT. Úloha má vždy jedno řešení. 149. Kružnice k
je soustředná s kružnici k, která prochází body Sl, S2 a dotýká se přímky
p' ||p, mající od přímky1)vzdálenost13: rz, v bodě M' přičemžSIM'
= 2M' Úloha má dvě řešení. 150. Střed S kružnice k leží na kružnici k,:
=—(SI; r + r,) a na přímkách tl, z„ které jsou rovnoběžné s přímkou :, mají
od ní vzdálenost r a leží v opačných polorovinách s hranicí !; úloha má vždy
tři řešení.

151. Sestrojtekružnice k2E (S,;Šrl), k3E(Sl; %rl) a přímkyplna

Pí, které jsou rovnoběžné s přímkou1),mají od ní vzdálenost ír, a leží v opač­
ných polorovinách s hranicí p. Střed S kružnice k je průsečíkem uvedených

čar.Úlohamášestřešení.152.StředSkružnice kležínakružnicik' 5 (sklářů)

72 a k," 5

———.) Úloha má nejvýš čtyřiřešení. 153. Střed s kružnice k leží na
kružnicik .= (Sl , Vd—z—rz) a na kružnici kí =(M, d). Úloha má nejvýše dvě

a na kružnici kí E- A;
"**), nebo na kružnici k" 5 s;_ "1+ "2

:'(A 2

639



řešení. 154. Střed S kružnice k leží na kružnici k' 5 (S1; 2r) a na kružnici
kí %. (A; r). Úloha má řešení, je-li r ; SIA _Š_3r. 155. Označte P dotykový
bod kružnic kl, k,; potom přímka a E PS3 je osou souměrnosti útvaru slože—
ného z daných tří kružnic; z toho důvodu se kružnice k dotýká kružnite k3
v bodě T, který je jedním z průsečíků přímky o s kružnici k3 vzdálenějším od
bodu P. Kružnice k je soustředná s kružnicí k', která prochází body S„ 82
a bodem T' ležícím na přímce a a uvnitř kružnice k„ tak, že TT' = 4 cm. Úloha
má řešení tehdy, je-li PT > 4 cm. 158. a) Trojúhelník ASC, kde 8 je střed

strany AB, má strany AC = b, AS = % , CS = r,. b) Sestrojte nejprve
pravoúhlý trojúhelník ABD, kde D je pata výšky v„ na straně BC a potom troj­
úhelník ADC, c) Sestrojte nejprve trojúhelník ACD, kde D je pata výšky v,
na straně AB. d) Sestrojte trojúhelník ADC, kde D je pata výšky v„ na straně BC
a potom trojúhelník BD'C, kde D' je pata výšky 0, na straně AC. Z těchto
trojúhelníků získáte délky stran a a b. e) Sestrojte nejprve trojúhelník SISZC,
kde S1 je střed strany AB a S2 střed strany AC. Tento trojúhelník má strany

8182 = % , SIC = :, a 820 = ? . _f) Sestrojte nejprve trojúhelník ABO,
kde 0 je střed kružnice trojúhelníku ABC vepsané. g) Sestrojte nejprve kruž—
nici k = (S; r), v ní tětivu BC = a a potom pravoúhlý trojúhelník BCD, kde D
je pata výšky v„ na straně AC. 159. a) ]e-li 13< 2R, má úloha vždy řešení.
b) ]e-li va < b, vyhovují úloze dva trojúhelníky, je-li v., = b, jeden trojúhelník,
je-li v„ > b, nemá úloha řešení. c) Užijte rovnoběžníka ABA'C o straně AB =

= c, úhlopříčce AA' = 2:6 a úhlu <)ZBAC= a ; úloha má řešení, je—li:, > %.
d) Sestrojte stranu BC = a a hledejte vrchol A pomocí geometrických mist
bodů ; úloha má řešení, je-li v, ; za. 160. a) Na polopřímce BC sestrojte za
bodem C bod D tak, aby platil vztah SD = CA = ba uvažujte trojúhelník ABD;
úloha má jedno řešení, je-li a + b > c a !? < 2R. b) Na polopřímce AB se­
strojte za bodem B bod D tak, aby platil vztah BD = BC a uvažujte troj—

úhelník ADC s úhlem <):ADC= %. Úloha má řešení, je-li a + c > b ;

š (a + c) sin % . c) Na polopřímce CA sestrojte za bodem A bod D tak,
aby platil vztah AD = AB, na polopřímce AC za bodem C bod E tak, aby
platil vztah CE : CB; potom sestrojte trojúhelník DEB. Uloha je řešitelná,
je—lia<2Ra v, <:.sinaz.

161. Na polopřímce DC, kde D je střed strany AB, sestrojte za bodem C
bod D' tak, aby platil vztah CD' = AC; potom sestrojte pravoúhlý trojúhelník
ADD'. 162. a) Vrchol A leží na tečně kružnice k = (B ; vb)jdoucí vrcholem C a na
kružnici k = '(C ; b). Úloha má řešení,je—libz v„; b)v, je výškou rovnoramenného
trojúhelníka X YC, v němž XY : 2: je základnou. ]e-li v tomto trojúhelníku
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<)ZXCY < R, nemá úloha řešení. Pro <!X OY > R má jedno řešení; c)
v„ = tc; sestrojte nejprve pravoúhlý trojúhelník ATD, kde T je těžiště troj­
úhelníka ABC a D střed strany AB. Úloha má řešení, je--1i 2ta > W,.d) Kruž­
nice k vepsaná trojúhelníku ABC se dotýká strany AB v bodě S, který tuto
stranu půlí. Úloha je řešitelná, je-li c > 29. 163. a) ]e-li S střed kružnice
trojúhelníku ABC vepsané, je <IBCS = 450. Úloha je řešitelná, je—lia > 29.
b) Na polopřímce BC sestrojte za bodem C bod X tak, aby platil vztah CX =
= CA, na polopřímce CB za bodem B bod Y tak, aby platil vztah BY= BA
a sestrojte trojúhelník X YA. Úloha je řešitelná, je-li ;? < R. c) Na polopřímce
BA sestrojte bod P tak, aby platil vztah BT= BC a sestrojte trojúhelník APC.
Úloha má vždy řešení. d) Sestrojte nejprve trojúhelník BST, kde S je střed

strany AB a T těžiště trojúhelníka ABC; TS = % c, SB = še, BT = % tb.
Úloha je řešitelná, je-li 2:1,> 0 > to 164. Úloha je vždy řešitelná. 165. b) Na
polopřímce CA sestrojte bod P tak, aby platil vztah CP= CD, kde D je
střed strany AB, potom sestrojte trojúhelník ADP. Úloha je vždy řešitelná,
neboť a > a, a — v > O. 166. Na polopřímce CB sestrojte za bodem B bod M
tak, aby platil vztah BM= AB, potom sestrojte trojúhelník ACM, je-lí známa
strana MC a úhly <)1ACMa QICMA. 167. a) Na polopřímce BC sestrojte
za bodem C bod E tak, aby platil vztah CE= CA a sestrojte trojúhelník ABE.
Úloha má jedno řešení, je-li b + e > a. b) Na polopřímce AB za bodem B se—
strojte bod B' tak, aby platil vztah BB' = BC a sestrojte trojúhelník AB'C,

v němž AB' = ; o. Úloha je řešitelná tehdy, je-li (a+ b)V2——_< e <a + b,

v případě, že e = (a + b) K2?, vznikne čtverec. 168. Na polopřímce AC se—
strojte za bodem C bod C' tak, aby platil vztah CC' = DB= ] a na polopřímce
AB za bodem B bod A' tak, aby platil vztah BA' = a; potom sestrojte troj­

úhelník AA'C', v němž AC' = e + f, <)ZA'AC'=Ša a %EAC'A'= 450.

169. a) Zvolte přímku p a na ní vrchol A kosočtverce ; potom veďte přímku
q :|1)ve vzdálenosti v a kružnici k= (A; 2D),která protne přímku q ve vrcholu C
kosočtverce. Lze sestrojit vždy v téže polorovině s hranicí p dva navzájem
shodné kosočtverce. b) Vrcholem C kosočtverce veďte přímku p llBD a její
průsečík s polopřímkou AB označte X; dále na polopřímce XC sestrojte za
bodem C bod Y tak, aby platil vztah C Y = e. Potom sestrojujte trojúhelník
XYA, v němž AX = 2a, XY = e + f a e):XYA = 450. Úloha má řešení,

je—li(e + f ) 1/72g 2a < e + ] ; platí-li rovnost, vznikne čtverec. c) Ved'te
bodem D kolmici na přímku AB a její patu označte M; potom sestrnjte troj­
úhelník DMB. Úloha má řešení, je—li] > 29. d) Na polopřímce CA sestrojte
bod M tak, aby platil vztah CM = CB; potom sestrojte trojúhelník ABM,
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je—liAM=e—a, <MAB=ša <MBA=R+%. Úlohaje řešitelná,
je-li a < 120“. 170. Uvažujte geometrické místo všech bodů C, z kterých
vidíme úsečku BD pod úhlem 750.

171. a) Sestrojte nejprve trojúhelník ABE, kde E je pata výškyvbna straně AD.
Úloha je řešitelná, je-li v„ < a; je-li „_ = a, přejde kosodélník v obdélník,
je-li v.,—_= vb, přejde kosodélník v kosočtverec, je-li a = v., = vb, přejde ve
čtverec. b) Sestrojte nejprve délky stran AB a BD z trojúhelníků ABE a ADF,
kde F je pata výšky v„ na straně AD a F pata výšky wana straně AB. Úloha má
vždy řešení, neboť _a < R. 172. a) Sestrojí se nejprve trojúhelník AB'C,
přičemž B' leží na polopřímce AB za bodem B tak, že BB' = :. b) Na polo­
přímce AC se sestrojí za bodem C bod M tak, aby platil vztah CM = f a na
polopřímce AB za bodem B bod B' tak, že BB' = c; potom se sestrojí troj­
úhelník B' CM. 173. d) Veďte vrcholem C lichoběžníka ABCD přímku p || AD
a označte její průsečík s přímkou AB písmenem E , potom sestrojte troj­
úhelník BCE. Uloha má řešení, je—lid + c < a + b. f ) Jako v případě d); pro
a < R, „8< R má úloha jediné řešení. 175. a) Sestrojí se nejprve trojúhelnůt
ABD. b) Sestrojí se nejprve trojúhelník ABC a potom trojúhelník ACD,
přičemž se považuje úhel ;: za obvodový. 176. a) Sestrojí se trojúhelníky ABC
a ACD, úloha je řešitelná, platí-li nerovnosti la —b| < e < a + b, Ic —dl <
< e < : + d, přičemž<CAB + <CAD ;L-2R, <ACB + <ACD= 2R.
b) Sestrojí se trojúhelníky ABC, ABD. Úloha má řešení, je-li e 2 a sin 5,
f_2 a sin a, ovšem za předpokladu, že čtyřúhelníkABCD nepřejdev trojúhel­
ník. 177. Na polopřímce AB za bodem B sestrojte bod E tak, aby platil vztah
BE = CB. Potom sestrojte trojúhelník ACE. ]e-li a < 2R, je úloha vždy řeši­
telná. 178. b) Sestrojí se nejprve trojúhelník ABC a opíše se mu kružnice. c)
Sestrojí se trojúhelník ABD a kružnice k tomuto trojúhelníku opsané. Vrchol
C je průsečíkem kružnice k a kružnice k' = (A; e). 179. Součty protějších úhlů
tětivového čtyřúhelníka měří 2R, 180. Sestrojí se kružnice k== (S; r), v ní
tětiva e = AC, její osa 01 a osa 02, patřící tětivě f tak, aby úhel os 01, 02byl <p;
potom teprve tětiva délkyf. Úloha má řešení,je-li e ; 2r, f_< 2139;< 2R.

181. a) Vypočítá se délka strany d čtyřúhelníkapodle vztahu a + c = b + d.
b) Sestrojí se nejprve trojúhelník ABS, kde 3 je střed kružnice trojúhelníku
ABC vepsané. c) Sestrojí se nejprve trojúhelník ABC a vepíše se úhlu <)ZABC
kružnice o poloměru g. 182. Strana d—— a + c — b > O. Vypište všechny ne—
rovnosti, které tu musí platit, aby úloha měla řešení. 183. Vepsaná kružnice
k = (S; 9) se dotýká stran čtyřúhelníka v bodech TI, Tz, T3, T,. Uvažte dále, že
např. ASTIB ; ASTzB, kde TI, T2jsou body dotyku na stranách AB a BC,
odkud plyne vztah <TISB = <T288 atd.
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s. OPAKOVÁNÍ

184. Jelikož <)2ACBje pravý nebo tupý, jsou úhly <IBAC, šABC osn-é.
Leží tedy bod P uvnitř polopřímky BA a uvnitř polopřímky AB, tedy uvnitř
úsečky AB. 185. Uvažujte trojúhelník CXB; přímka p 5 AY protíná obvod
tohoto trojúhelníka v bodě Y ;"ÉC, YšéB. Podle Paschovy věty musí přímka
protnout ještě jednu stranu trojúhelníka CXB.186. Nechť (ABD = a;
potom i (BYX—_ a, takže ŠZAXY =241. Vedeme—libodem A přímku
AQ || XY, je <)IXAQ = 2R — 2:1; jelikož úhel a > 450, je <IXAQ < R
a polopřímka AQ leží v pravém úhlu <):BAD. Společný bod Yo přímky AQ
a BD padne dovnitř úsečky BD, celá přímka X Y leží uvnitř poloroviny AQB

a bod Y padne dovnitř úsečky YoBa tudíž i dovnitř úsečky BD. 187. R — g- ,

R—g, —%. 188. |XM—XN|<MN; IQM—QNl=
IXM —XNI < IQM — QNI; tuto vlastnost má bod Q. 189. AB = BC,
<):ABP = <)ZBCA= 450, ŠZCBQ = <):PAB (ostré úhly s rameny kolmými).
190. AAFE=N AABC=N FAB (sus); AAPF_N AAQB (usu),přičemžAP———
: PF, AQ= QB.TrojúhelníkAPQ je rovnostranný;platí tedyQP= AP-—
= PF= QB.

191. a) AABCg AEABg ADEA % ACDE _=_ABCD (usu), b)

<)2ABC= 1080, <):BCE = šBCA + <)1ACE= 720. 192. <)ZMSN= %.

ž€.<):TIST2193. Ved'te bodem T společnou tečnu : obou kružnic a uvažte,žepřímky SIU, 82V, kde U=zl. :, V=t2. : jsou kolmé k přímce AB.
194.41—an (n+l). 2R __(n+2). 2R ó_(n+3)2R

takže o:+ 6——,B+py——2R. 195. 51rcm2; 20ncm2. 196. 361ccm2.197.]e-li

2n+3'l5= „+3 ,7_—2'n+3 '- 2n+3 '

=Paie&=m: '2—*mšpřél 193f=|/—(2'i—Ta),
přičemž obsah mezikruží mezi kružnicemi k12a k je menší než obsah mezi­
kružímezikružnicemik a k,.199.—..2oo _'2(n —1/3.

201. —(5n+ 6V3). 202. 9%)stupňů. 203. 550, 600, 650. 204. Sestrojte
kružnici k nad průměremAB a její tečnu : jdoucí bodem M; tato tečna protne
přímky a, b v bodech X, Y. 205. Geometrické místo středů S tvoří osa o rovno­
běžek a, b, která půlí pás mezi nimi vyjma bodu, ve kterém protíná osa a
úsečku AB. 206. Geometrické místo tvoří vnitřní body dvou oblouků, které
procházejí body A, B. 207. Kružnice k je soustředná s kružnicí, která prochází
středy všech tří kružnic; úloha má vždy dvě řešení. 208. Střed kružnice k leží
na kružnici k' E(Sl; Vrz—ríhna kružnici k; E(Sz; V1-2—rš). Úloha má

643



nejvýše dvě řešení. 209. Uvnitř strany CB sestrojte bod M tak, aby platil

vztah CM = CA a sestrojte trojúhelník ABM, v němž ŠZAMB= R + 1 =

= 1200. 210 a) Sestrojte nejprve trojúhelník TSB, kde T je těžiště trojúhel—
níka ABC a S střed strany AB. Úloha je řešitelná, platí--li nerovnosti 2ta +
+ 4zb> 3a, 2t„ + B::> 4:0, 4zb+ 3a > 2:0. b) Sestrojte nejprve kružnici
k__= (S; r), její tětivu BC—= a a středM úsečkyBC. Vrchol A trojúhelníka ABC
je průsečíkem kružnic k a k' =(M, ta). Úloha je řešitelná, je-li a ; 2r a

:

tagr+ ,2_(í21_)_
211. Sestrojí se nejprve trojúhelník PQC, pro který známe PC + QC =

= Š—a,<)2PCQ= 60“ a PQ = d. Úloha je řešitelná, je-li 3%; d ; %VŠ .
212. Trojúhelník BTS, kde S je střed strany AB a T těžiště trojúhelníka ABC

má strany TS = —3%: SB : t„ a BT—_- Š—tb. Úloha je řešitelná, je-li tc<

< z„<2z„. 214.P=0—1—616n-,160cm2.215.—. 2'16.o=21,2cm,1>=
= 26,88 cmz. 218. Na polopřímce AB se sestrojí za bodem B bod B' tak,
aby platil vztah BB' = c a sestrojí se trojúhde AB'D; potom se určí délka
úsečky (a — c) 2 trojúhelníka AB1D, kde DB1 || BC, přičemž B leží na přím­

ceAB.Z rovnica + c—_ AB', a —c = AB1dostanemea = M.
219. Počítejte obsah trojúhelníka ASD jako součet obsahů trojúhelníků ASM
a MSD, kde SM je střední příčkalichoběžníka. 2.20.Dokažte, ze protější úhly
čtyřúhelníka TIT; TQT2jsou výplňkově.

&.snoouosr PŘEMÍSTÉNÍM.osovA A STŘEDOVÁsoumtnnosr.
0116an A PosouvANI

223. Q' E(a2;a1). 226. a) 6; b) 4; c) 2; d) 3; e) 1; f) 2; h) neomezený počet
(přímka sama a každá přímka k ní kolmá), i) 2. 227. a) osou je přímka q, která
jde středem kružnice k a stojí kolmo k přímce p; b) přímka p a přímka q,
která jde středem S kolmo k přímce p. 229. Zvolte dvě nerovnoběžné tětivy
daného oblouku a sestrojte osy těchto tětiv ; jejich průsečík je střed oblouku.
230. Přímka p je kolmá na osy úhlů obou různoběžek.

231. Ramena úhlu leží v přímkách AB' a A'B, kde A', B' jsou body souměrné
sdružené k bodům A, B podle přímky p. Úloha má neomezený počet řešení,
je-li p osou úsečky AB. Úloha nemá řešení, je—liúsečka AB kolmá k přímce p,
ale 1)není její osou, nebo jsou-li body A, B od přímky p stejně vzdáleny a neleží
v přímce kolmé k přímce 1). V ostatních případech má jedno řešení. 232. Sc—
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strojte kružnici kí soumémou ke kružnici k1 podle osy :: a určete průsečíky
kružnic kí a kz. 234. Na ose :: sestrojte bod B tak, aby úsečka PB = 8 cm.
Bod Q leží na ose úsečky AB. Úloha je dvojznačná. 235. Tečna : vedená
z bodu M ke kružnici k se této kružnice dotýká v bodě T. TS je osou souměr­
nosti hledaného trojúhelníka. 239. Uvažujte osovou souměrnost s osou úsečky
AB. Trojúhelník ACD', kde D' je souměrné sdružený bod k bodu D, má
úhel (CBD' : a: —„B,je-li a: > 6. ]e-li b = d, vznikne rovnobéžm'k. 240.
Na osey sestrojte bod B' tak, aby AB = AB'; bod M je průsečík osyy s osou
úsečky BB'. Úloha má řešení, je-li b > 2a.

241. K přímce AC sestrojte souměrné sdruženou přímku AC ' podle osy AB;
AC' || BC. Součet vzdáleností bodu L od přímek AC a BC se rovná vzdále­
nosti přímek A0 a CB. 243. Sestrojte bod A' souměrné sdružený k bodu A
podle přímky p. Přímka A' B protne přímku p v bodě C. Úloha má řešení,
není—liAB _Lp. 245. Hledejte osu o úhlu <)1AXT veďte bodem A kolmici
k přímce AS a sestrojte na ni bod S ' tak, aby AS ' = r. Osa o je osou úsečky SS '.
246. Sestrojte bod M' souměrné sdružený k bodu M podle osy o=_ BC a se­
strojte kružnici k =(M', d), která prome přímku AB v bodě X. Aby úloha.

méla řešení, musí bod X ležet uvnitř úsečky AB. Úloha nemá řešení, je-li
d < % nebo dš%V2, jedno řešení,je-li d =-Ž—nebo pro ? ;. d <

< % 2 a dvě řešení pro % < d < VTM. 247. Sestrojte bod A' souměrný
k bodu A podle osy x; dále sestrojtekružnicik E(A'; r), kder = A'B. Průsečík
kružnice k s osou x označte M; osa o úsečkyBM protíná osu :: v hledaném bodé
X. Úloha je dvojznačná. 250. Q E(O; 4), N E (6; O).253. Je-li A 5 S, je geo­
metrickým místem bodů X ' kružnice k. Jestliže A $ S, je geometrickým
místem bodů X ' kružnice k' souměrné sdružená ke kružnici k podle středu A.
255. Sestrojte přímku t' souměrné sdruženou k přímce ! podle středu M.
Její průsečík s kružnici k je bod Q. Úloha je řešitelná, je-li d ; r, kde d zna­
mená vzdálenost bodu M od tečny :. 256. Sestrojte kružnici k; soumémou ke
kružnici k2 podle středu M ; její druhý průsečík s kružnici k] je hledaným
bodem A. 257. Uvažujte středovou souměrnost se středem M a středovou
souměrnost se středem N; z nich usud'te na polohu bodu C. 258. Existuje jen
jedna dvojice přímek A'B a AB', kde A', B' jsou souměrné body k bodům A, B
podle středu S a mezi nimi jediná vzdálenost. 259. Uvažujte středovou sou­
měrnost, ve které je středem souměrnosti bod S, který půlí stranu BC. ]e—li2ta.
. simp < c < Žla, má úloha dvé řešení, je-li c : 2ta sing) nebo : ; 2ta, má
úloha jedno řešení. ]e—lic < 2ta sin <p,nemá úloha řešení.

261. 600 a 1200. 262. O 600 nebo 1200 v obou smyslech. 263. Libovolnou
tétivu, která má délku d, otočte do polohy rovnoběžné s přímkou AB okolo
stredu S kružnice k. 267. Otočte kružnici k okolo bodu A o úhel 600. Otočená
poloha kružnice k1 protne kružnici k2 ve vi'cholu C trojúhelníka ABC. Úloha
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má 4 řešení. 269. V otáčení se středem A a úhlem a = 90Qje převeden bod B
do bodu D. 270. Na kružnici k1 zvolte libovolný bod X0 a sestrojte kružnici
k=(Xo; d), která protne kružnici k2v bodě Yo, takže X0Yo——d; dále sestrojte
kružnici k,-= (S; SM), která protne úsečku XOY0v bodě M0. Úsečku XoYo
otočte do žádané polohy X, Y, vite-li, že v tomto otáčení o středu 8 odpovídá
bodu Mo bod M. Úloha nemá řešení, je-li d > r1 + r2 nebo d < rz —rl,
jedno řešení, je-li d—— r2 — r1 nebo d—— r1 + 72. V ostatních případech má
úloha dvě řešení.

273. VÍŠ; tgaz = % . 275. V posunutí určeném vektorem MN sestrojime
přímku a' přidruženou k přímce a a zjistíme průsečík Y:—.a' ..b Bodem Y
vedeme rovnoběžku s přímkou MN a jeji průsečík s přímkou a je bod X.
Úloze vyhovují čtyři čtverce. 276. Sestrojí se libovolný rovnostranný troj­
úhelník A' B' C', aby měl vrchol A' na přímce :1 a vrchol B' na přímce :2
a posune se do polohy ABC tak, aby vrchol C' přešel do bodu C na kružnici.
Směr vektoru posouvání udává přímka zl. Úloha nemá řešení, je-li a < 21

nebo a > ?411/3; může mít nejvýše osm řešení. 277. Posuňte úhlopříčku BD
o vektor AC do polohy B' D'. Rovnoběžník BB' D' D má úhlopříčky délek 2a,
217.Trojúhelník DB C lze sestrojit, neboť DB = 2a, CD' = b a <)ZDD'B' =
——.<):ASB Úloha má nejvýše dvě řešení. 278. Posuňte body D, B do polohy
D', B' o vektor AC. Čtyř-úhelník DCB' D' lze sestrojit. 279. Posuňte body B, D
do polohy B', D' 0 vektor AC. Trojúhelník DB'D' má strany DB' = a + c,
B'D': f, D'D——e. Úloha je řešitelná, je-li e + f> a + c. 280. Posuňte
bod P do polohy P' 0 vektor BA a sestrojte nad průměrem P' Q kružnici k'.
Průsečíkpřímky p s kružnici k' je bod Y. Přímka YQ vytiná na kružnici k
bod Z. Úloha má nejvýše čtyři řešení.

281. 81 = SS' . p je střed středové souměrnosti, SS' vektor posunutí.
282. a) Osová souměrnost s osou SP; středová souměrnost se středem 81,
který půli stranu SP; posunutí s vektorem posunuti BP; otáčení se středem P
a úhlem otočení q; = 2700 v kladném smyslu; otáčení se středem S a úhlem
otáčení qa' = 900; b) osová souměrnost s osou AC; středová souměrnost se
středem S ; posunutí o vektor posunutí SD. 284. a) 12; 6 osových souměrnosti,
jedna středová, jedna totožnost a ostatní rotace; b) 271; n osových souměrnosti,
jedna středová, jedna identita a ostatní rotace. 285. 4; jedna identita, jedna
středová souměrnost a dvě osově souměrnosti.

7. Ponoauosr TROJÚHELNÍKÚ

289. Vzniklo 7 trojúhelníků, počítáme-li do tohoto počtu i trojúhelník ABC.
290. AABC N ADBE. 292. Trojúhelník ADC má obsah pl = AD . v„ =

= %AC. d; trojúhelník DBC má obsah P2 = %BD . vc = %BC. d, kde d

646



je vzdálenost bodu D od stran AC a BC. Utvořte poměr P1 : Pa. Trojúhel—
níky ADC, BDC nejsou podobné, neboťshodné úhly nejsou sevřcnyúměrnými
stranami. 293. a = 12cm, b = 8 cm. 294. AAVCN AOIOLS', kde 01, 02
jsou středy stran BC a AB. 296. 48 cm. 297. 5 cm. 298. 2Vab = 25,2. 300

1 _ _
17%mm. 304. ::1 = 20 cm, b1 = 35 cm, c1 = 45 cm. 306. —2—aV2.307. aV3.

309. 2172:(a2 — 2b2), a > bV2. 310. Upravte úměry SA,.: SA = u,: u„
SA,: SA3 : ul: ua, je-li S průsečík přímek a, b.

311. Šaj/6, —1-aV3,kde a je délka strany AB. 316. r =bb—Jíc,kdec:

= Va2+ bz; ll . 318. Uvažované trojúhelníky jsou podobné s trojúhel­

níkem ABC foto latí vztah VE — p VE — q V—É— r
,p p y P AB VP AB V—P AB'

kde p, q, r jsou úseky které vytínají rovnoběžky se stranami trojúhelníka ABC
jdoucí bodem M na straně AB. Uvedené rovnice sečtěte. 319. Je-li trojúhelník
ABC pravoúhlý, je jeho průsečík výšek V E G a věta platí. Zvolme trojúhelník
ABC např. ostroúhlý a označme A„ B„ Cl paty výšek va, vb, v, a V1, V2, V3
body souměrné sdružené podle stran a, b, c k průsečíku výšek V; AA VB1N
N ABVAI, takže platí vztah VA: VB1 = VB: VA1 a tedy také vztah VA:
:2VB = VB: 2VA1, odkud VA. VV1= VB. VVZ (mocnost bodu V ke
kružnici k). Stejným způsobem se dokáže, že i bod V3 leží na kružnici k.

321. Na přímce 1)se nalézají dva body X, X', které mají od středu S kruž­
nice k vzdálenost d——-20. 323. Kružnice k je soustředná s kružnici k', která
prochází body Sl, 82 a dotýká se přímky p []x, jejíž vzdálenost od osy :: je
d = 2cm. Úlohamádvěřešení(p =——y= 2,p' =y = —2).324.a)XA. XB=
= XP. XQ= XA'. XB', kde A, B jsou průsečíky libovolné sečny jdoucí
bodem X s kružnici k1 a A', B' průsečíky libovolné sečny j'doucí bodem X
s kmžnicí kz; b) XP.XQ =(XT1)2 = (XT2)2, odkud XT1 =XT2. 325.
Zvolte kružnici ka, která protíná kružnice kl a kz. Společný bod chordál
kružnic kl, k„a kz, k„patří též chordále kružnic kl, kz. 326. Sestrojí se chordála q
kružnic kl, k,; její průsečík s přímkou ;: je bod X. Úloha má řešení, mají-li
přímky p, q společný bod. 327. Bod X je společný bod chordál všech tří
kružnic.

8. VÉTY EUKLEIDOVY A VÉTA PYTHAGOROVA

f(27' + P)r2 2r rp
331. — —. d2— ,.2_ 332. , =dV— 711: 92 7+?r+p . 334.16a4.335.

_ =-———,BM=i
„z Vaza+ Vaz+b2 Va2+b2

1092 cm2. 338.3V3. 339. 588 m2. 340. 204 cm2.

. 337.f(VS—d 1).d336.AM=
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341. 10 cm. 342. 72 dm2 nebo 2 520 cm2. 343. rVŽ; geometrickým místem

je kružnice k'=(S, rV2) 344. 4cm. 345. 3V7cm. 34s. rV2. 347. _u21/2.

348' 9=—Vz—.—132 349.r=%a, 350.r=%

351. r=%a. 352.3—r(2l/3_i3) . 353.a.(3—2Ví). 354.r=%AB.

355. Šel/15. 356. a = 12, b = 8, c = 41/13. 357. Využijte vztahů ab =

=c. vc, c2=a2+b2. 358. c(VŠ— VŽ). 359.—Š—j/2(uš + uš + už). 360.

Vz— V?

361.291/3_ 2V2—= zed/2 _ 1). 362.11(zaokrouhleno),10_, 4l. 363.3

A8—= V(x2_ x1)2+ (y, _y,)2 + (2, —z,)z. 364. 2 103m. 3663.3; 4.

9. STEJNOLEHLOST

373. Výhodnější je užití stejnolehlosti o středu 8 E B. 374. Koeficienty k
a k' jsou čísly opačnými. 375. Na rameno VA naneste úsečku VA' = 3, na
rameno VB úsečku VB' = 4 a veďte bodem P rovnoběžku s přímkou A'B';
úloha připouští též možnost VA' = 4, VB'= 3. 376. Bodem M veďte přímku
q IlVA a její průsečík s přímkou VB označte N; potom platí vztah VN: N Y —
= XM: MY = 2: 3. 377. Bod M leží na kružnici k== (V; d); dále se sestrojí
bod M ', který má od ramena VB vzdálenost v, = 3 a od ramena VA vzdálenost
v., = 4 a k němu stejnolehlý bod M ležící na kružnici k ve stejnolehlosti
o středu S 5 V. 378. a) Sestrojí se trojúhelník A'B'C ', který má strany a' = 2,
b' = 3, c' = 4 a k němu stejnolehlý trojúhelník ABC tak, aby va = 5, přičemž
středem stejnolehlosu' je bod A' = A. b) Sestrojí se libovolný trojúhelník
A'B'C', který má úhly a:a B,asestrojí se k němu stejnolehlý trojúhelník ABC
ve stejnolehlosti o středu S E C 5 0 tak, aby jeho těžnice t, měla danou
délku. 380. Přímky n, q, m, p omezují čtyřúhelník ABCD, v němž A E 1). n,
B 5 q . n, C .= m . q, D 5. m . p; sestrojte trojúhelník DFE stejnolehlý s troj­
úhelníkem AX C, kde X je nepřístupný průsečík přímek m, n a trojúhelník CGH
stejnolehlý s trojúhelníkem DB Y, kde Y je nepřístupný průsečík přímek p, q.

' Přímka FH E

383. Úloha má dvě řešení. 384. Platí vztahy: MP: MA = MC: MQ,
MP: MA = MQ: MB, MC: MQ = MQ : MB, odkud (MQ)2 = MC . MB.
386. Označme o: úhel různoběžek a, c a ;? úhel různoběžek b, c. Zvolme dále
libovolnou úsečku AIČ1 a sestrojme uvnitř této úsečky bod 81 tak, aby platil
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vztah AIB, = 2BIC1; potom sestrojme trojúhelník AICIPI, který má úhel
ďAlPICI =a a <)ZBIPIC1= B. Trojúhelník AICIP1 přemístěme tak, aby
P1 E P a body A, B„ C1 ležely po řadě na přímkách a, b, c. Zbytek úlohy se
řeší pomocí stejnolehlosti se středem v bodě P. 387. Trojúhelník AVC je
stejnolehlý s trojúhelníkem 0018, kde_O, 01 jsou středy stran BC a AB;
středem stejnolehlosti je bod T. 389. Uloha je dvojznačná. 390. Ve stejno­

lehlosti se středem M a koeňcientem k = —Š—sestrojte kružnici k' sdruženou
s kružnici k. Průsečík kružnic k a k' je bod X. Úloha má nejvýše dvě řešení.

391. Ve stejnolehlosti se středem v bodě A a koeficientem k = % sestrojte
kružnici k' přidruženou ke kružnici k. Průsečík obou kružnic je bod X. Úloha
má nejvýše dvě řešení. 399. Středy 81, 82 hledaných kružnic kl, k2 jsou sou—
měrně sdružené podle středu M; v této souměrnosti odpovídá přímce pl
přímka pí || pl a přímce p2 přímka pě || pz. Kružnici k1 možno sestrojit, neboť
se dotýká přímekpz, pí a prochází bodem M. (To je známá úloha, která se řeší
pomocí stejnolehlostio středu 8:—p2. pí.) Kružnice k2]Csouměrně sdružená
s kružnici k1 podle bodu M. Úloha má právě dvě řešení.

401. Uvažujte stejnolehlost se středem v bodě dotyku T obou kružnic a

s koeficientem k = 2% = —% . 402. Kružnice k' je stejnolehlá s kružnici
k ve stejnolehlosti, jejíž střed O půlí úsečku SV, kde 8 je střed kružnice k;

poloměr kružnice k' je r' = ír, kde 7 je poloměr kružnice k.

ID. KONSTRUKTIVNÍ ÚLOHY ŘEŠENÉ Pomocí VÝPočTu

405c)aV6+Vbcvz(avž)V5+1/b. (;]/ž).406.c)a2+b2 „W=
=zz; d)a—=y. 407.b)a2—b2=y2aab=ZšC)ab=y2;d)í=y.

abb+cd_ ab cd a3+b3_ a2 b2
408.d)c_+d _c+d c+d. ms.-a_b —a_b.a+a—_b.b._2 _
m.“ “"—“ “bc=í. dibi

? d—e—í' Tie— d d e'

411.y=aVš=j/Sa.a,az—b2=z2, a2+b2=u2. 413.x=
ab

b + c '

y = a _ x. 414. AM =aV2_— a. 415. Šířka obdélníka je x = %. 416.
Sn'any trojúhelníka ABC jsou a = u ' m , b = u ' n . 417. Šířka hleda­m + n m + n
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BLL—„_ 413_AM=“;'b _“_bného obdélníka je :: = 2

neboAM=“—;—Ě,BM=02 b.419.AM=BN=a—Í—c. 420.Strana
2

čwerceMNPQjex=Va=—_+b2c.=4z2.x V—-2—'—1"'—'*y—.423.AC= BC=

=V“b'__V_22_ 424.AB= “"—_;4/3. 425.20M=,CN==——“+2b_c.

426. Strana2 rovnostranného trojúhelníka :: = V? —(bl/Š) . 427. a) x =

Š—a. (bj/i); b) :: = 1/(2a) . b, přičemž :: je délka strany kosočtverce
A'B'C'D'. 428. Příčka p ||BC protíná strany AC a AB v bodech X, Y.
Označíme-liCX=x, BY=y, platí vztahy a+x+y=s, b: x=c: y,

přičemžs=a+g+c;x= “(;—“). 430.x=%m+V(%)+41-2

431.XT= XA= ::=W. Úlohaje vždy řešitelná,neboť
2

d>r. 432. VP=|/(%) +VA.VB——;—. 433. Platí vztahy a2+
+b3=c2, ab=c. v.,; z nich c=V(a +b)2 + to.,2—v,; a + b 2 21),VŽ. 434.
Uvažujte trojúhelnth SS2K, SSIK, kde S )e střed hledané kružnice a K pata
kolmicevedené bodem 8 2kpřímceAB; SS, = x + p, S=2K p—x, 881=

=r—x,S,K=r+x—2p. Poloměrkružnicekjex=p(——rr_p) .Úlohamá
vždy jedno řečení,jelikožjer —p >0.

ll. OPAKOVÁNÍ

438. K přímce 1) se sestrojí přímka p' souměrné sdružená podle bodu S.
Průsečík C přímek p' a q je vrchol čtverce. 439. Sestrojí se čtverec AíBíCíDí
tak, aby jeho vrcholy ležely na úhlopříčkáchčtverce ABCD, aby strana AíBí =

= b,a potom se použije otáčení o středu S čtverce ABCD; % VŽ ; b < a.

441. _Sectrojtebody A', D' přidružené k bodům A, D v posunutí o vektor CB
a sestrojujte nejprve trojúhelník ADD, který )e určen dvěma stranami a úhlem
jimi sevřeným.442. 3: 8. 443. 24 cm. 444. AABU N ACDU, kde U )e prů­
sečík úhlopříček lichoběžníka, takže platí vztah AU: AB= CU: DC a tedy

také AU: %AB = CU: % DC; je'tedy AAOIUN ACO,U, kde 01 je střed
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základny AB a O2 střed základny CD. Odtud je áíAUO1 = 4: CUO, a body
01, 02, U leží v jedné přímce. 445. AABCN AFAC, kde F je průsečík
úhlopříček AD a BC; vedle toho je trojúhelník ABF rovnoramenný. 446.

UvnitřstranyBC sestrojtebod Etak 2abyúhel iBAE = 200;potom ABAE Naa

NAABC, BE = b, CE=b———, CD=b123 , kde D je pata kolmice
vedené z bodu C na polopřímku AE, AD = ? b, ED = Š—b—a. Uvedený
vztah dostanete ze' vztahu (BE)2 = (CD)2 + (ED)2. 448. AAOS N ABDC,
kde 8 je střed kružnice trojúhelníku ABC opsané, O střed strany AB a D pata

výšky v„; P = b(zb—2%, r :% = a: v,. 449. Strana čtverce ležící uvnitř úsečky.v.,
BC je x= a+b' strana čtverce ležící uvnitř úsečkyAB je y= cc+ ve.
]elikožc.vc: abac+vc>a+b,jex>y. (Vizpř.4503450.a=csinaz,

vc=bsina; a —v„=csina —bsina;ac__1;c=sina,Í—:%c < 1, a—vc<
<c—b,a+b<c+fvc.

451.Platí vztahy: CD:MC=AE' MA CD'MC=BF: MB; z nich je
_MC.AE _MC. BF _(MC)2.AE.BF 2_

MA_T,NB— CD ,MA.NB—WJMC _­
2

= Miš—Bi a (CD)2= AE. BF. 452. Bod X je průsečíkkružnic

k, a k' =(s„ 12). Úloha má dvě řešení. 453. rí; rz. 454. 1:4., 45. r = %.
456. Trojúhelník CQD je rovnoramenný pravoúhlý se základnou QD;
DC=rV3, CQ=r+QB=rV3; QB=r(V3—l), QD=rV6. 457.
za—Vlo abl/2 [>z—„2 b2(c2—a2) ab5 . om. “goxz—f—T,an0ťvc——c—,
y2 = (c — x)2.

461. Jsou-li středy úseček AB, BC, CD, DA, AC, BD po řadě Sl, S„ SE"
S4, Ss: Ss, jsou trojúhelníky S13485, 828389 stejnolehlé. 462. Sestrojí se troj­úhelníkA'BHC'ostranácha=2, b' =3, y' =7502středSkružnicetomuto
trojúhelníku opsané. Trojúhelník ABC je stejnolehlý s trojúhelníkem A'B'C'

podlestředuS. 464.x=V$+a2=VaG +a);b—=y,y+a=z,

:: = Va—z.465. Strana hledaného čtverceje :: = V;— a . b. 466. Výškalichoběž­
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20:2 _2m . m
a + : _a + c'

468. Délka úseku na příčcep mezi rameny lichoběžnika )e x =

470. Úlohu lze řešit různými způsoby, 1 tak, že se sestrojí výraz AE =: =

= %; úloha má řešení,ie—liAC> AB, z čehožplyne,že <)2ACB<
< 600.

461. Poloměry těchto kružnic jsou 71/73, ,já—Š­

vm. va
nhv=

XV. TRIGONOMETRIE

I. GONIOMETRICKÉ FUNKCE

3. a) 0,311 78; 0,494 95; 0,916 48; 0,964 02; 0,361 62, 0,538 77; 0,752 22;
0,995 75; b) 0,965 17; 0,802 “12; 0,405 41; 0,217 86; 0,919 13; 0,851 73;
0,686 87; 0,126 78. 4. a) 130; 24040'; 37043'; 69056' ; b) 90; 31020'; 35043' ;
62046'; c) 70; 33020'; 42013'; 6603'; d) 60; 28020'; 4403'; 80027'. 6. a) b =
= 76,77 m, a = 92,23 m, 5 = 39,770; b) a = 313 111,c = 528 m, ,6 = 53,60;
c) c = 307,6 111,b = 192,4 m, 5 = 38,720; d) c = 13 cm, a = 67,380, 13=
= 22,620; e) b = 87,04 cm, a: = 78,170; f) a = 0,828 7 km, a = 57,070.
7. a) a = 84,25m, c = 86m, a: = 78035'; b) a = 32m, b = l26m, c =
= 130m, 13= 75045'; c) a = 5,7 m, b = 17,6 m, c = 18,5 m; d) a = 297,2 m,
: =401,8 m, 6 =42018'. 8. 185,4 kp. 9. a) 600; b) 760. 10. a) 1 154,7 111;
b) 932,6 m.

11. r = 32,4 cm. 12. 70031'46". 13. 1 386 000 km. 14. F1 = 8,66 N, F2 =
= 5 N. 15. Pohyb tělesa je ovládán silou F = M .g sin a — T, kde T =f. N.
(fie koeficienttření, N = M .g . coscz.)a) ví 47 m. s—l;b) v = 46m . 54;

c) 105m. 16. s, = % . 12,a = g sina. a) a = 7040'; b) 9030'. 17. 215m/s.

18. L = Gatgg, tga =? 19.69,2.cm.
21. a) 000 698, 628, . . ., 462 kp;b) 693, 571, 476, . . ., 231 kp.22. 1,51 m/s.

26.a =—,p= Ě—ď _ 1—72„. 29.a)97,20;b)s100;c)4680. 30.2nrsinš ,

2m-tgš— , p = m2 tg %; m2 . sin 2%:. 39. a) 0,880 2, —0,474 6, —l,854 6,
—0,539 2, b) 0,108 9, —0,994 1; —o,109 s, —9,132 6; d) 0,262 7, 0,964 9,
0,272 3, 3,672 3; e) =o,758 5, 0,6517, ——l,1640; —0,859 1. 47. Perioda
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(o 21:

rVŠ r _ rV2_ rVŽ)_ (1 r —)_ (_( 2 :_í)ab)( 2 97 , C) íaív3 , d)(09T);e)
4/2 7 2f)(2 *_g'

51. a), b) fází;a), c) amplitudouafází. Ověřtenagmfu. 52.1: = 3cos 2—1?z =
=3cos8,y73t, =3sin8,.73 :. 53. a) y=2rsinwt; b) y=0; c)y=

=r. sinwz+rsinw(t—£)=V2rsinw. (t—zn; d)y=2rcosTcp.

——,frekvenceŠL. 48. x=rcoswt, y=rsinwt, kde w=?. 49. a)
r
2

4

- _2 21 _ 3" _
.smw(z 2), kdew= T' 54. a) y— 2rcos;—Ttíin2Tt; b) y—

Sn . ! Š

=2rcosít. sinÉt. 56 1—11—12—13;u——VL£—;b) — (i); ,

u=u1=uz=u3. 57.cosa=%, sina =V——,tga=v5.
2 ' £ ' £ =l 3 ' £ . :

58.1:1sm2 (1+sm2), V 6 lsm2 sinap. 59.3

zs sin í 4S(sin21 + VZ—EŠ—a)= 2 S':
sinš+v2cosa+cos£2£ sin—+cos—;+VŽc—osa

2. VZTAHY MEZI GONIOMETRIGKÝMI FUNKCEMI

62.a)2V—6;'Šb)%;c)—V d,)—. 64.a)cosx=—0,6; tgx= š—-—;
4 4_ V370 [ 15 —8 .

b)š'—í'c)_6_':_ ,d)sinx—l7—,cosx—l—7.65.8)st—

VŽÚG, cos —- 1/2266:b) sing: : —0,66, coscp =—0,75; c) sing) =
_1 _V312 5 2 b
—2,cosq)——; d)sinqa=l—3,cos<p=l—3._66.a)l/4a—:b32a,za;

V5 _]/__5—2 68.a)
b)(a=+b2)=V2(a*+b)—'ŠVW) )V—m—41/5V14———41/5
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ano, b), c) ne. 69. a) 2 cos x; b) cotgx . cotgy; c) 1 + cos x; d) cotg2x; <:) 2.

70. 2cosaaz; b)c 03120:; c) cotg a; d) cos a; e) l. 72. a) 194015'; b) 168012';
&

c) 1610342 75. a) ili/)%; b)_i7. 76. a) 0,28; b) —9,c %Vz, d)— 2—45,

c):tS:12.77.a=—,B+2knneboa=k.3600nebo,B=k.3600.79.a)2$ina

cosB, 2cosazsin,B; b) 2cosacosB, —28inaz.sin,3; c) cos.(az;t£). 80.

1 - o, “. 1. 0_ Vš __
a)í,b)0,c)sm75,d)cosň,e)Vš, DtngO _ ?. 82.a)x—l

2 ,

kječlslocclé.83.a)x=%n,y=l;b)x=0nebo21r,y=2; c)x=

=Š—+2k1t,y=VŽ;b) —%+2k1t,y=V2_;c)x=%+2k%,y=

%n,y=—V2. 85.8)a9é2k1:+7t,28£n2%;cos—b)L*a'a$12t_+kn-šc)

zsinap;d)2coszy,„ekn;e)1,„e%+lm;f)1/2.cos(a—450),„ek.

%;g)2Vt8—x.cos(450—%),Oo<a<450. 88.a)V2—6,2V—2,WV—6,—

—72; c) 2sin2acosaz, 2cos2a.sina; d) 2cos2acosaz, 23in2a.sinaz; e)
.900+a 900—0: 900+az.900—-a_

2s1n 2 2 ,2009 2 Sin—2—,f)2cosa.cos.

Kal—13)- 89. a) 4cos%.cos(% + SW)-cos (š—wo); b) ZVZ—cos

(450—%). sin—; c) 4sin2x. sin (; + 150)COS(% _ 150);
4cos5(45“— 2x)

sin-bc

cosgcos%.Mx+y+z=k,x=rcosa,y=rcosp,z=rcosy. 95.
Sudá: a), b), e), lichá c), d), f); g), h) ani sudé ani lichá. 96. a) 2 sina

d)
; e)—tg2:; f)4tgxcosaí. .sin*I(45o ——);g)4cos—2—

cosaz<2sina.97.—— ..98 a)y= a_rccos2x;b)y-—-armin——2“—a"b)b2—

3x; c)y= arctgš ;ld)y= arocotgšx. 100.Úhel,jehožsinusie %,icn?.
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101.a)o; b)%;c)%;d)%; e)neexistuje;f)% .102.a) __gxíž­b) všeckačíslareálná;c) —3gxg3, d) 3620; c) ogxgl; f)x
8)0ŠxŠ2-.

3. TABULKY LDGARITMÚ GONIOMETRICKÝCH FUNKCÍ,
ŘEŠENÍ PRAVOÚHLÉHO TROJÚHELNÍKA

103. c) 9,601 98; d) 9,296 75; i) 0,706 52. 104. f) 14040'56"; g) 69050'38";
h) 60033'52". 105.a) 25738" + k . 3600, 1540522" + k . 360o; b) 70045'39"+
+ k . 3600; d) 47052'17" + k . 1800. 108. a) a = 9,2 111,b = 13,6 111;b) c =
= 186m,b = 184m;c)a = 180m,b = 240m; d)a = 14,4m,b = 19,6m;
c) c = 219m, az= 41007'; f) b: 154cm, 13: 48048'43"; g) a = 5,5i,a =
= 41040'. 109. a) c = 83,6 mm, b = 39,5 mm, P = 1 452 nama; b) 17,3 cm,
P = 48,0 cm2; c) az= 58038', P = 4 638 m2; d) a = 10,5cm, c = 27,5 cm,
P = 133,3 cmz. 110. 2016'31".

111. 49027'30". 112. o„e„,=2msin%, P=m2sin%.cos%.-113.
F1: 12kp, F2 = 5kp, 22031'. 114. a7 =0,867 761, P7 =2,7364i2. 115.
a=78,29mm, b= 134,28mm; b) b=908,28mm, c=932,82 mm;
c) a = 73 i, b = 188,82; d) a = 24,7 i, b = 19,92) 116. a) a: = 49050', b =
= 54,5cm, P = 1760cm3; b) a = 38019', c = 44,4 cm, P = 478,5cm3;
c) b=6,7cm, (:= 10,1cm,a=7,5cm; d) b=6,3cm,az=40037'; e) c=
=27,44cm, b =20,26cm; f) 0 = 11,3cm, b = 17,8cm. 117. b =26,9j,

c = 26,7i, d: 23,1i, 01+ 19< 180“*,7)< c.:—_?—Í—“£. 118. 114046'.119.
0,174 . r. 120. 43023'.

121. a) 939,6 cm; b) 947,7 cm. 122. 3,2 cm. 123. 64 t. 124. 18,2 . 103m3.

127. a) a = 5307'50"; b) a = 51049'36". 128. tga = 2" . 129. 300,
53“7'48", 3708'25". '" "

3 1428
131. 82,1m. 132. 31 m. 133. s = —x_——' : = 16 cm. 134.

\ nsinzícosí

lm; l,.60m 135.41)l25054'20"; b) 8021'20".136. a) 165kp; b) 174kp. 137.

40dm3. 138.1V=—1ta3)3. 139. 50,3m. 140. r=47m,az=121025', P:
= 82. 25 —2472 (area —si.na). 141; 55013'. 142. 1427,7m.143. a) x =
_a.sina.sin(B—Bz)_ _ . _ _
—_—sin(/3—a)cos52, b) x_3,03m, c) x_2,62m. l44.a)a_69m,
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b = 260 m, a = 14“51'50"; b) b = 15,167m, : = 18,167m, a = 33024'; c)
b = 60 m, a = 74048'30"; d) a = 912, b = 215, c = 937, ,B= 76044';
e) a=16015'37",a=24, b=7, c=25; f) a= l2m, b=9m, aL=

= magi; = 5308'. 145. a) a = 1041, b = 153i, c = 185i, a = 34012203
b) b = 2,87 i, c = 8,65 i, B = 19022'46". 147. 8,7 světelného roku. 148.
a) 1 386 800 km; b) a = 0031'32". 149. 57'2,1". 150. 62,46 R. (R je poloměr
Země.) 2 __ _

151.x=21dm.152.P=13,5cm=.153.P=“Val. 15Lv=VŽ.
48111?st '

(11+th—
Vcotg————l.155.V=% Tia—3156. .“aŽB-cos„(l—%)
a—B _2 B 23

4 .157.V_ílacotgío(l—cotg22).

4. GONIOMETRICKÉ ROVNICE

162.a)x=k1r,kvždyidáleicčislocelé'b)x=—y+2k1tncbox=

=y+2_k1r;c)—(4k+1),(2k+l)%,d)cosx=sin (š—x), x=—y+

+ (2k+—2—n, x=y+(2k+%T:.163.3)52o+k.3600;b)105031'+
+k.3600;c)x=k.3600;d)x=—y+(2k+1)1c,x=y+2k1t;c)x=

=—_y+2k1t,x=y+(2k+1)r:.164s a) x=%ik. 3600;b) x=
=—90“+k. 360“;c)x= k. 3600,1=1800+k. 3600.165.a)(2k+1).

g,“ 2,b)x=—+k%;c)kn,;tzn+2kn, d)k1t,e)k—+(—l)k.—
168. a) (2100 3.300)+k 360“ (k vždy čislocelé), b) (56018' 12350)+k.1800;

c) :t%+2kn;d)x1=—š+2kn,x2=%+2k1t,x,:(Žk+l)1t—

_ %, c) (300, 1500, 2700) + k . 3600; f) (600, 3000) + k.3600. 169. a)
+37046' + k.180"; b) (900, 1200, 2400, 2700)+ k.3600; c) (32308', 900,

216052')+ k . 3600; d) (450, 1350)+ k. 1800; c) (= %, + %) +k1t. 110.
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a) k . 3600, (4k + 3) . 900- b) (00, 600, 1800, 3000) + k. 3600; c) (8002',

104034)+k 3600,d) 53008'+k. 3600,k. 3600,e)—(4k+ 1), —(12k—1),

f)_ 2+ 2kn, 2kn, (sk + 1)_; ) 530748" + k . 3600, 3520635" + k . 3600,
h) 627022'48"+ k . 3600, 5307 48" + k . 3600.

171. 3) (111032, 248028) + k.. 3600; b) (00, 1800,3041242 213041'24') +

+ k . 3600; c) (00, 450, 1800, 1350,2250, 3150)+ k . 3600; d) sin 20:= il?

(a hodnot); e) arctg (_1 + Vš) + k. 1800.172. a) x = %(4k— l);b)x=

=—Ě+kn, 119045'+k.1800;c) x=arctgš+kn,4 3+lm; d) x, =

=£+kn,x2=kn—arctg3; e)x1=kn,x2=—(3k—15;f)x1=arctg2=

=63o26'6"+k. 180,x2=108026'6"+k. 1800.173.a)x=2. arctg(+—)=

= +70031'46"+ 2k.1800;b)x =arctg—ba; c)x1= kn,6x2—= 2kn j: arccosí;
d) ::1= —;(2k + 1), 1:2—_ arcsin —; e)a:: = arccos 174.21) k . 900,2 2sinaz

i600+k.3600;b);(4kzt1),í(2k+l)šC):i:í+k1t;d)2k1t,%—

.(4k+1); e) 3%(_1y=+ %(3k—l), k celé. 175.mm:-Íri; pro
i 3 1 5
3, 3, 3' 3 '

vteřiny. 176. a) v = 1x, —xll = rlcos an + isin wt — cos 2wt —

' n. n 5
a=1,r=2,w=í)ewt=(i-g,;t-gn)+2kn; :=
13

í,... ]
—isin2wt|.Prov=l,r=l,w=ínie t=1, 5,7, ll,...vteřin; b)

%,Š,%,%, .vteřin. l77.t=21min49s. 179.a)w=73044';
b)25:19.180.a)1<pgl/ž;např.prop=Vžiea=450;b)—1<p<1;

prop=í=1jca=15cž

!=

2 ' 2

181. a = 65042'. 132. 6707', 6707', 45036'. 183. a) L&Z—“ , 36 . 103.
. sin2a; b) pro a: = 450. 184. 15 tgzx —c2tgx + ::2tg16o +15 : O;
xi 900; tímto dělem není možno cíl ostřelovat. 185. a) 00, 600, 1200, 1800,
2400, atd.; b) 180, 450, 540, 900, 1260, 1350, 1620, 1980, 2250, . . .; c) (00, 600,
1800, 3000) + k . 3600; d) i 200 + k . 1200, k . 1800+ 900; c) 300, 900, 1200,
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1500, 2400, . .. . 186. a) x = 900,3: = 300; b) :: = 600,31 = 600; c) :: = 300,
y = 300; d) :: = 600,y = 300; e) x = 69012',y = 14028'. 187. a) x = 900, 300,
y=300, 900;b) x=600,y=00, :: = 1800,y= 1200,...; c) x=arctg.

_ 1

. (V3 — l)-2—,y=300—x; d) x= 300,3;= 150, e) x, = 65015'53",y1=

= 5015'53", :, =y1, y, = x,. 188. a) ——2; b) +2; c) x, = 2, x, = 3; d)
x1=l, x2=3; e) x1=5, x,=3. 189.a) x2+y2= 1; b) x2+y2=lg
c) y2(1 + x*) = 1. 190. a) x, = 0, x, = 0,85; b), c) jedno řešení; d) nekonečně

mnoho řešení. n

191.c)y = sin 2x, y = sin (2 —x). 192.a)oo; b) 7;c) 00. 193.Pro a :O,
—1 < b < 1 nemá daná rovnice řešení; pro a = 0, b > 1 nebo b < —1 nebo
pro a = 0 a b libovolné má neomezeně mnoho řešení; d) řešení neexistuje.

2194.a) x=—l; b) —l——; c) x=—l———. 196.]sou. 197. a)
kn 2k+l 2k—l

.7r 2) 71: 27gagxwagm

5. smovA A KosmovA VÉTA

200. a) 1 : V3 : 2; b) 2V2:2V3: (V6 +V2).
202. a) ,B= 46034', a = 28057'18"; b) ;! = 82“49'10", ;? = 55046'15";

c) neexistuje.
203. B = 40022'4'f. 205. a) c = 11,35 m, a = 23,75 m, a: = 115039'; b) c =

: 319,1 111,b = 251,6 m; c) c = 33,94 j, b = 35,87 i, a = 30,28 i; d) a =
= 31,8, a = 910. 206. a) y, = 37035'20", ;, = 2R —y„ a, = 31,692m,

= 10,138m; b)a = 13018'37",b = 1 192,3 m; C))! = 61043', a = 48,68 m,
b = 59,1 m; d) a = 23,75 111,c = 11,35 m, a = 115039'. 207. c = 21 m,
5 = 36,870, )! = 75,750; b) a = 10 km, b = 5,3 km, )! = 15,630; c) c = 91 m,
5 = 28034'. 208. 8 520 m, 8 220 m. 209. 404,3 m. 210. a) a = 192 i, b = 178 i,

= 72012'; b) a = 952, c = 680, a: = 800; c) 91 m, )! = 108056'; d) a1 =
= 31,8 i, a, = 910,71, = 12,1 i, a, = 22020'.

213. a) b,: 10,237 km, b, = 3,898 5 km, ,s,—_ 7003130", 5, = 210230";
b) a, = 3,4968m, a1= 19,079m, 0:1: 1233248", 0:2——8 4712"-, c) c1=
= 280,38m, c, = 93,82 m, a, = 5701433",p,=122045 27",—P,_ 20325m2,

P,=6801m2. 215.a)P=b252m7
_ o , o , zrg tsa-tsů 2 _ _
_711,a,= 17249. 216.3 (tr „g ,a).217.22,5m. 218.a)AX—
=8,9m; b)AX=16,4m.219.a)P=14,7i2,9=1,6j,r=3,5i;b)g=

, y=arcsinÉ; b)a=900; c)a1=
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= 1,9 i, r = 7,6 i, P = 32,4 iz. 220. 8) Řešení existuje vždy, když o:+ 5 <
< 1803 r > 0; b) pro 2P < ab dvě řešení,pro 2P = ab jediné řešení,pro P = 0
nebo 2P > ab nemá úloha řešení; c) je—lia ; 2r, b vé a, přičemž b < 2r, má
úloha dvě řešení, je—lia < 2r, b = a nebo b : 2r, jediné řešení, pro a > 2r
nebo b > 2r, nebo a = b = 27, žádné řešení.

221. a) a = 18,4i; b = 14,9i; b) ::1= 0,50 i, a, = 27023', „B,= 64010',
c, = 0,30 i, a, = 27023', a, = 115051'. 222. c = 196111,at = 8504'30"; ;; =
= 42038'51". 223. 4 500 m. 224. Asi 120 cm. 225. 46 m. 226. 62 m. 227. 8,6 m.
228. 2 095 m. 229. 43,3 m. 230. 103 m.

231. a) p, = 58012'42", a, = 24,807, 6, = 22,193; 6, = 121047'18",a, =
= 3,731, 172= 22,193; b) a = 17, b = 19, a: = 31045'23", B = 3601'50"; c)
a: = 69059', ,8 = 3905'49", c = 22,33. 232. B = 13040'57". 233. a = 106015'20".
234. a) a = 3,95, b = 1,81, a = 14218; b) a = 44“53'28", b = 3,245; c)
a = 19,592, b = 0,408 34. 235. a) a = 6,112 2, c = 1,803 8, p = 26047'12";
b) c = 28,36, a: = 115026'18", ,? = 44“26'46". 236. a) ,3 = 81“36'54", )! =
= 75036'50"; b) b = 39,494 111,d = 37,94 m. 237. a) r2 = 13, P = 5,132 3;

b) r2 = 8—95-, P = 16,875. 238. a) c = 28,3 m, a: = 43037,4', „B= 5502,4',
a = 19,7 111,b = 23,5 111; b) a = 11,35 m, 13= 38049'20", ;: = 115039'28",
b = 16,52 m; c) 5 = 47039', a: = 80012', a = 64,72 111,c = 51,86 m. 239.
a) a = 63,7 111,b = 77,3 111,c = 81,5 111;b) a = 81020,2', b = 19,7 m, a =
= 28,3 m, c = 23,5 m; c) 5 = 54053', ); = 4701,8', a = 852,3 m, b = 712,5m.
240. a) a = 67,40, 6 = 59,50; b) 0: = 66,40, B = 59,6(); c) a = 650, „B= 59,80.

241. a) a: = 56,840, 8 = 89,670; b) a: = 42044', ,6 = 11512; c) a: =
= 98“54'22", 5 = 51012'24". 243. 448 m. 244. 625 m. 245. a) x = 273,5 111,
y = 317,56 m, z = 361,68 111;b) :: = 203,72 m,y = 235,27 m, z = 268,97 m.

240.w=62“9'10";d= l532,8m.247.a)x=aV 1 M

+ —12í2; b) 342 m;c) 438 m. 248. a) Označme Epam kolmice z boduSna

sin2 0:1 sina;1 sina:2

sm
směr BA, D patu kolmice z bodu A' na týž směr. Položme AE = m, ED = m',, , + a.t
SE=v,AD=v.Potomx=V(m+m)2+(v—v)2,kdem=ů5

m'=t:—,t_——g€„sklonsinq>=v—Tv; _b) x=2019m,(1:20); c) x=
= 3183 111,(l: 19).249. 5,044 km. 250. DE = 871,3 m.

257. a) V31; c) c = 2V7; d) : = V41 — 201/2; e) 41 — 201/3. 258. a)
a = 29032, 5 = 11522; b) a:= 120048',,? = y = 29 36'; c) a = 315,5m,
71= 49027'6"; d) c = 103,5m, a = 77,580“; e) c = 431,2 m, 5 = 29057'8';
f) a = 22027'39"; c) c = 648,4 m. 259. a) a = 7405', )! = 5037; b) 01= 45017',
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,6 = 7940; c) a = 600, 5 = 81047'; d) b = 34, a = 1626; c) a = 61,6rn,
;; = 48015'22". 280. 182,3 kp.

261. F, = 8,785 kp, F, = 6,212 kp. 262. F, = 20,8 kp, ;) = 33022'.
263. 7942502 204. a) <at> = 83018', 467.-= 170026'20", qac = 253044'22'c
265. 60,720. 288. 382,2 m. 287. 42,5 m. 268. a = 70031'43" = 783360510c,

;; = 1800—28 = 439609793. 269. a) a: = 76034'50", B = 900, P = “; “ b;
b) b = 231 rn, d = 178 111,at = 75013'20", ;? = 4809'55". 270. a = 69025'48",
BD = 18,2 j, AC = 10,3 i, 19= 50034'12".

271. d = 63 cm, a = 44045'37'3 ,? = 900, P = 1 428 cm2. 272. d = 6 cm,
a = 7408'28", )! = 144046'34", 6 = 6104'58". 273. P = 0,464 28 cm2. 274.

c = 41 cm, :, = 39,6 cm, s, = 39,7 cm. 276. 3) 38,615 ?; b) V = % V5_7?.

a sin (131— 132
sin(a1+Bl—,B2) ,

; b) 71,9 m; c) 325 m. 278. 755 m. 279. 84,5 m, 280.

277. x2=AC2+ AD2—2AC.AD.cos(az1 42), kde AC =
_ a sin 131

sin(a2 + .31)
489,8 km/h.

281. l 428 m. 282. x = 30,5 m, (? = 4030'50". 283. 13 km. 284. 12 140 m.
285. 7 420 m. 286. x = 537,1 m, d1 = 614 m, d2 = 591 m, da = 633 m.
287. a) a = 27,12j, b = 12,12j, ,3 = 26016'35"; b) a = 3 i, b = 4j, c = 5 j;
c) b =15j, c = 13i, a = 14i, 13: 67022'49"; d) b = 118j, a =111i,
a: = 7046'; e) b = 229, a = 109, B = 33023'38"; f) b = 23,278, ,8 : 89022'3".
288. a) b = 57,23 i, a = 92,95 i, c = 75,2 i; b) c = 42,76 i, B = 78027', b =
= 58,96 i; c) c = 59,42 j, y = 107“47'23", b = 97,56 i; (1) b = 21,15 i, y =
: 36052'10", c = 37,3 i. 289. a) a = 52, b = 7,3, c = 57,7; b) 71 =—18055'29",
011= 112037'12", c = 3,25; 72 = 16104'31", 112: 10027'47", c = 16,52; c)
a = 11,15, a: : 137052'35",B : 26033'40". 290. 189 m.

6. TANGENTO VÁ VÉTA

295. 350 m. 296. a) a: = 9607'52", ]? : 45027'8", c = 10,81 cm; b) ;) =
: 148049'56",a = 210,68 m; c) y = 39“40'13"; b = 164,55m. 297. a =450,
Bi 22030', 3 min. 298. 290 m, a = 59011'25", B : 35044'05". 299. 10 m.
300. l 987 m.

301. a) a = 146,29 i, 15= 77047'37"; b) a = 5307'50", ,? = 59029'20";
c) a = 36,630, )! = 75,850, b = 244,4 m; d) a = 73024', B = 52024', c =

= 113,8 m. 302. i — 1 V7_. 304. a: = 51016'12", )! = 177054'38", & =

= 65049'6". 306. 7,244 km. 307. 75,7 m. 308. AB = 1330,7 m, AC =

a_í
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= 1983,1m, AD=2389,5m. 309.sina = %, (5+ c):a=cos'3 ;? :

:sinfzí, kde b+c=2s—a,'3_;y =R—92í. 310.S=Vr2—29r.
312. b = 4,315 i, a = 7,07 i, a = 78018'4". 313. b = 120, c = 113, a: =

= 7037'41".314. a) c, = 4,3 m, a, = 50013', a, = 99042', :, = 14,1m, a, =
: 1307I, 7,2: 1500; b) cl : 50 m, al : 270233 61 : 6409I, C2: 281111,
1., = 27023', ,s, = 11551.

7. SFÉRICKÁ TRIGONOMETRIE

319. a) n = 10; b) 71= 8. 320. 62030'; 93022'18" ; 125022'34".

321. 38019'54". 322. a) b = 37022'30", a = 11301'40", c = 117007'; b) b =
= 150059'56",c = 63055'39",a = 105044'15";c)c = 74058'54", a = 46048'7",
fi = 74034'21"; d) a : 116048'46", b = 71036'20", c = 98011'; e) b =
= 11105'48", a = 122028'57", ,? = 107040292 323. a) p = 46,995", 11=
= 57,989“, 'c = 54,333“; b) a = 127%,53', a: = 12003,83', p = 56119? ;
c) 17,= 67048,28', :, = 75027,23', ,3, = 7303,05', b, = 112011,72', :, =
= 104032,77', 5, = 106056952 324. a) a = 102,560, ,? = 62,205), b) a =
= 87,0480, c : 54,304Q; c) a = 139,0930, a = 146,060. 326. P = 86,944 m2.
327. a = 46010' (a = 5,64 m). 328. a) P = 7,67 mag b) P =. 48,35 cm2;
c) P = 12 cm2. 329. a: = 1600, a = 56051'44". 330. c = 86019'13" (150,7 cm).

331. a) 1,747 7r2; b) 0,527 94% c) 0,805 767-2.332. a) P=0,527 97r2;
b) P = 2,245 95r2. 333. a) a = 50035403 5 = 8807'53"; b) b, = 42054'16",
b, = 2R _ b,; a, = 33050', a, = 2R —B,; C) b = 63058'9", a = 13501'.
334. a) a = 1300, ,3 = 36“54'48", )! = 59“4'26"; b) b = 8056', p = 8041'3",
); = 103029'23";c) a = 13302021; = 1220452)! = 12540; d) b = 59056'10",
a: = 1300, )! = 67012'; c) a = 129029332 b = 106056'57", ,? = 112“ll'48".
335. b = 127045'41", a = 129“13'53", )! = 116033'54"; b) a = 52055'46",
b = 81057'22", ); = 9607'43"; c) a = 100046'26", ,3 = 47045'56", )! =
= 82046'53". 330. g:- 180. 337. a) a: = 900, r = 5404472 9 = 35015532
b) a = 109028'16",r = 70031'45'39 = 540447. 338. a) 0,287 w; b) 0,052 4r2;
c) 4,164 572. 339. A, = 75031' záp. délky, 71,= 104029' východní délky.
'340. 5 731 km.

341. 3508'7". 342. 48016'52". 343. Asi 6 779 km. 344. u: = 33041'24", <p=
= 73053'52".
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8. OPAKOVÁNÍ

347.a)sina= :!:-+M! 960;b)tga= immaé 0;c)sina= :t—Tízg
Va2+1 Vn2+l

. bL, 01760,načo;e)sma=zt—, lal= Ibl,a=o;f)
sz+n2 a

„,e—1, „=o, tga=(_"_—21É.343. 36“52,2'.349. 3%.. 350. a)

d) sina= i

%Vz-Ví; b) _V2+V2- , c) 450,150.
1 1

351. a) s——in2a'cz:,ékrc; b) ——acosí,a9é kn; c)cotg4a,a;ék.n .--2—(k

je vždy celé číslo); d) 0, a: = % + km 352. 27,8 cm. 353. 14,8 cm, 17,2 cm.
354. 44046'. 355. 18,5 cm. 356. 28,7 mm, 70 mm. 357. 259,8 kp. 358. 6049'.
359.11,7mm. 360. D = 2500kp, Z = 4060k'p.

361. 7 cm, 8,5 cm. 362. 520 kp, 776 kp. 363. 80,9 mm, 110,9 mm. 364.
23,4 mm. 365. a) r = 135,7 cm; r' = 5,539 cm; b) r = 27,32 cm, r' = 7,33cm.

366. a), c) +; b), d) —.367. lOTC/S.368. 2—;, %, 4%n. 369. a) 0,76_17;

b) cos Š=cos 57,30. % = cos28,65(,= cos 28039'=0,87759; c) tg 72 =
=,tg573 .,0707=tg40"31'=0,8546, d)l,8303_3,e)0„99994f)l, 11563.

370.21),b) V—,c)VTIS,d) e)2—V5,f _)%;

371. a)—; b)? , c)— 5%;d)%. 372. a) 3; b) ucmsg—(KíiřT—Q;
. V —V5_ 1-8V3__ . 3—4Vš_

c)mmm—Ý, d) arccosÝ' e) arcsm—20—, f) arctg
1 3

—; g) arctgDTI—.375. a) +15—3pro 0<a<900, — %pr02700<a<_ 5 _ +Vň 3V1—o 12—1oVž_
< 3600,_—_t1'1—3,tg—2 i'l—Ž',b) 10 , __Ý. 376. a) T,

b)2 3—6,ů“ ana —2— , b) —2—, c) V7-4V3. 378.a)
6+V6 . . . Ví . m .

_ 6 , b) 6: C)0, d) _ ?. 379. a) 3, b) — „,—g , C)
2_1 a_bz

" 2 , %(3—n3; d) i“ ,a=b=o. 383.&)1_n=m2; b)
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—1Šn<1,-—(2ma—a2 b2—2abn)2=(b2—a2)2.(l—n2); c) (l—b)
(l+2b)2=2a2;d)b(a2—1)3+6(a2—1)2—8=0;c)a2+b2=2(l+c);

Sinn—a 1 1: 1

f) ab : (b _a)tgc, 0 $ b. 385. . 387. a) 30, 5,2, ?; b) 15, '3_,nsin—
2

l 3,8 , . .
3, 0;c)l,8;3,8;3—8; 1200;d)4,3,—3—8, 1: , l4.388.a)3smaz—4sm3a;

3 _ 3tg_a—_—tgaa
b)4cosa 3cosa;c) _3—_—tg2a'

391. a) x=k. 900, x=22047'+k. 900, b) x=+3o<=+k. 900, c)

300+k.3600,d);t%+2k1:,e)—4+kn,—1š+2k1t,—+2k1r, f) ie—li

tga =0, pak je identita, ie-li tga geo, potom:: = % +(2k +1).%,kdekie
čislo celé. 392. a) 8003'7" + k . 1800, 163713" + k . 1800; b) :: = 22030' +
+ k . 900,58016'57"+ k . 900;C)::= kn; 3:60o + k .1800;d)x = 43036'10"+
+ k . 3600, 216052'12" + k . 3600; e) x = 36012'21' + k . 1800, 11006'14" +

+ k . 1800; f) x, = 450 + k . 1800, 1:25= 123041'24" + k . 1800. 393. a)'n 1 1: 2k + 1 4 _ _
(<4k+1)5+1).3,<4k+1)1í—Ž, b) —1—5,c)k,d)

kn; e) každéčislox$k+l. 394. a)(300,900,150“)+k.3600;nb)
(900,19028',160032') + k. 36002;c) anulujte a rozložte na součin. Zku-+7;—

k-rc+š ;d) (2k —L) n, (k i _) n; c) (450, 63026')+ k. 800. 335.2

4k—l11:;b)4k+l8)

c) kn+ —; f) k.180o +600; g) 1800.k+23o32', k. 1800+ 66028'; h)

T:;c) 2k1t+ l_Ž' (2k+12„)1t,2k1t+1—1t; d) kn;

k. moc—450,k. 18001600.396.a)V—Ž,b) 1/2,c)1;d) l;3;e) 2,3; f) o;
1 b2 29 . 472

"2—.397.231'CÍEF. 398.1—arctgm. 399.arcsm—ÍT. 400. (!=„WM,
3m

401. a) xe(2k1c—-—, 2k-n:+%;) b) x>la——

3,1„e
1 12k+l<x<í*
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4k—1 4k+2 d)(
T! T:. — _. . 2k,—

;á0,c) 4k <x< 4k+1' + rc +2k7c)u3 2

U (2k1r ——%,2k7t—%) U (2kn+Š-1t, 2k1r+7t) U (2k1t+1t, 2k7t+

+ %R) ; e) ((2k+%) 'rc,(2k+Dn) U(2kn+ %n,2k1t+21t); f)

(2kn,2kn+%) u(2kn+%, 2k1t+—Š—1t)„(z/„H, 2k1r+%R) „

5 5

b) 99039', 43033'; c) 2804', 126052'. 407. 420 m2. 409. b = 25 m, : =
= 145m, a = 96,744“; b) a = 70,06 cm, b = 50,04 cm, c = 29,35 cm,
a = 123,9220; c) a = 20,29 m, b = 16,23 111, c = 15,20 m, a: = 80,280,
;: = 47,670; (1) a = 194m, b = 145 m, a = 82,90; c) a = 75 111,b = 29 m,
a = 16,262), f) a = 70cm, c = 85 cm, ,a = 36028'39". 410. a) a =
=- 221 m,b = 149 m, c = 222 111,P = 15 542 m2, r = 117,6 m,g = 52,6 111,
y = 78357c50cc; b) c = 480 m, ve = 220 m, a: = 933950, 6 = 285450, )! =
= 775603, 7 = 225,6 m, 9 = 87,27 m, P = 52 800 m2; c) a = 109 111,b =
= 61 m, )! = 74,33, r = 55,4 m, 9 = 22,5 m, P = 3 062 m2; d) a = 145 111,
b = 25 m, ve = 24 m, a = 813938, a = 10858c, r = 75,5 m, 9 = 11,25 m,
P=1800m2; e) a = 37111,b : 13m, 1 =20m, g =5,33m, P=240m2,
a: = 749879, ,3 = 21839.

U (2k7c + 171, 2k-r:+ 2vr), k celé číslo.406.a) a = 45016', ,8 = 79040';

411. a) b = 113, c = 120, P = 900; b) a = 208, c = 269, ]3= 2309'30";
c) b = 145, 0: = 46023'50"; d) : = 119, a = 156, y = 46023'50" e) c = 195,
13= 75045', P = 36 666; f) a = 569, a = 55017'31U,P = 78 540; g) a, = 17;
a, = 7037'40"; a, = 96, a, = 48031'. 412. a) c = 371,3, a = 49“29'50"; b)
a = 15,47, 5 = 49025'49", P = 134,43; c) b = 412,2, c = 371,3, a: =
= 49029'50"; d) a = 330, B = 71042'42", c = 371,3; e) c = 22,88, 0:
= 42030'44", P = 134,43; f) b = 1,275, a = 88025'36", P = 0,036 0; g) c­
= 22,88,az = 42030'44" = 47g5c6cc,P = 134,43; h) al = 17, 71 = 110027'37",
a2 = 96, y, = 69,520. 413. a) a = 1,2643, c = 1; b) c = 1; c) b = 5, c = 3,

,a = 900;d) a, = 8V3, b, = 16,c, = 8;a2 = b, = 161/313=le.414.124,4kp
nebo 39,6 kp. 415. 241 kp, 106 kp. 416. 126052', 96044', 136024'. 417. 12,4 m.
418. Uloha není dostatečně určena. Řešte ji, ie-li dán ještě úhel DCB =
= 70320c10cc,x = 16,9 m. 419. a) AC = 756 111; b) 297 m. 420. V =

__ dal/COS az 13
- *?

6s1n?
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421. V = % as sin2 a: . tg 553. 422. s = 4112sin 2aj2, s = 2 332 dm2. 423.
262“ 2 2 '

2—7 Va2+ 8— Zde cosů sin a
. a__+,3 a—6.2 mamcotga 2—

sm —2—.COS——2—].425. V=W.(n+l/n —2nmseca:).

4 (cotgazi + 1)2
426.V: gra. —— j.3427.a = 77052'10";b) a = 78027'.428.

cotg Ž — 1

P = 2 210,4 jz.

XVI. STEREOMETRIE

|. PRÍMKY A ROVINY v PROSTORU, VZÁJEMNÁ POLOHA

2. S přímkou VB je rovnoběžná přímka DU; různoběžné jsou s ní přímky
VD, VA, VC, CB, AB, UB; mimoběžné jsou s ní přímky DC, AD, AU, CU.
3. a) 6; mimoběžnou polohu mají přímky AC, B'D' ; AD', CB'; CD', AB';
b) 12; AC, AB'; AC, AD'; AC, CD'; AC, CF. 5. Všechny přímky jdoucí
bodem S a protínající přímku PN vyplňují rovinu g; určíme průsečnici ;)
rovin g a a, která prochází bodem P. Polopřímka PN ', kde N' je průsečík
přímky SN s rovinou n, je vrženým stínem polopřímky PN na n. 7. b) Různo­
běžnou, mají-li společný bod P, nebo mimobčžnou (ostatní). 8. Přímky p, q
jsou buď rovnoběžné nebo mimoběžné; polohu různoběžnou mít nemohou,
neboť jejich společný bod by patřil rovině 9 i a, což je ve sporu s předpokladem.
9. Přímky p, q mohou být různoběžné, mají—lispolečný bod na průsečnici :
obou rovin, rovnoběžné, jsou-li rovnoběžné s přímkou s a mimoběžné, protí­
nají-li přímku : ve dvou různých bodech, nebo jedna z nich přímku : protíná
a druhá je s přímkou : rovnoběžná.

2 _

12. b) P = %Va. 14. Přímka VD || MS, kde s je střed podstavy jehlanu.
15. V rovině g leží přímka BC, v rovině a přímka AD, přičemž BC || AD;
průsečnicep obou rovin musí být s těmito přímkamirovnoběžná. 16.p= SB',
kde 8 je střed dolní podstavy krychle. 17. Jako průsečnici rovin g= (ma)
a a: = (mb). Úloha není řešitelná, je-li tato průsečnice s jednou mimoběžkou
rovnoběžná.18. a) Příčkaq_= A' B' ,b) příčkup nelze sestrojit, neboťp || A'B'.
19. Přímka;: nesmí být rovnoběžná s žádnou : daných mimobčžek. 20.p 2 DD'.

21. Přímkap je průsečnice rovin a EA,B,C1 a g 5 A,B,C? 25. Řezem je
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rovnoramenný lichoběžník o základnách z1 = aVŽ zz=%VŽ a ramenech

11 = r2 = %VŠ. Obvod řezu až: 175mm. 27. Řez AMNP je rovnoběžník;
určete skutečnou velikost úseček AM, MN, AN.

33. Vrcholem řezu M veďte přímku q rovnoběžnou s přímkou C'P; potom
g E(qN). 34. Řez ABMN je lichoběžník, v němž AB || MN; roviny ADV,
BC V, ABM jsou navzájem různoběžné a mají společný bod, který leží na
průsečnících všech tří rovin. 35. Sestrojte napřed průsečnici roviny g s ro­
vinou ABCD. 39. K sestrojení průsečíku přímky p s povrchem čtyřstěnu

2 _

použijte řezu tohoto čtyřstěnu s rovinou 9 E MTV. 40. b) díl/5.

2. PŘÍMKY A ROVINY K SOBĚ KOLMÉ. SOUMĚRNOST PODLE ROVINY

41. Kdyby jich existovalo více, měl by jehlan alespoň dvě pobočné hrany
„;mofběžíě, což je vykÉeno. & AA' _1_ABCD a tedy také AA' _1_AC;
AC = AA' . V2, tedy AC = AA'. 43. Trojúhelník MNG možno sestrojit.

MN = % , MC je úhlopříčkou obdélníka o rozměrech a, % a CN je těžnicí

rovnoramennéhotrojúhelníka ACV. 44. v = L—Ě—i—Š. 45. Trojúhelník
. Vas + bz + cz

MBD' má strany MB = aVž, BD' = aVí, D'M = aVš. 46. d =% Ví.

47. d =% a. 48. d = %a. 50. Kolmice k je rovnoběžná s úhlopříčkouA'D

krychle; vzdalenost d = % VŽ.

51. AB=1/d,a+a: +ma. 52. MA=Mg=MC=ŠVa=+b2+4va

sa. BR =m—'l—nV(m—n)a+d; . 54. b =“76. se. Např.AA'aCD;osou
je přímka AD. 57. Nechť hrana BC čryřstěnu má délku a a její střed je D.

Počítáte-li délku úsečky DP na základě čísla a, zjistíte, že DP = % ; <):BPD=
= 450, c):BPC = 900. 58. ]e-li ;: _Lg, potom každá přímka roviny g jdoucí
bodem M je kolmá k přímce p ; není-li přímka p kolmá k rovině g, existuje
jedma' přímka jdoucí bodem M kolmá k přímce p a ležící v rovině 9. Tato
přímka je-kolmá k průsečnici rovin g a a, kde a prochází přímkou p kolmo
k rovině g. 59. Leží-li i druhé rameno v průměrně, je to zřejmě. Leží—lirameno
AV v průmětně a BV neleží v průměmě, je VB _1_VA, BBI _L VA a tedy
i rovina VBB1 _L VA; odtud plyne vztah VB1 = VA. Zobecnění: Průmětem
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pravého úhlu je pravý úhel tehdy, je-li alespoň jedno jeho rameno s průmětnou
rovnoběžné a druhé rameno není k průmětně kolmé. 60. Např. průměty
mimobčžek A'C', B'D jsou různoběžné, průměty mimoběžek AD', CB' jsou
rovnoběžné a průměty mimoběžek AA' a B'D tvoří bod a přímka. 64. a) R0­
vina souměrnosti úsečky AB; b) přímka kolmá k rovině trojúhelníka
ABC, která prochází středem S ' kružnice trojúhelníku opsané. 65. Vyho­
vují body M, N, z nichž M je sdedem úsečky A'B' a N středem úsečky DC.
66. Má čtyřiroviny souměrnosti, z nichž každá prochází vrcholem V a obsahuje
jednu z úhlopříček nebo středních příček podstavy jehlanu. 67. Jsou to úhlo­
příčně řezy krychle a roviny půlící rovnoběžné hrany krychle. 68. Jsou-li
mimoběžky prostorově kolmé, existují dvě roviny souměrnosti; každá z nich
obsahuje jednu mimoběžku a je k druhé mimoběžce kolmá. Nejsou-li prosto­
rově kolmé, nemají roviňy souměrnosti. 69. Od bodu P mají stejnou vzdálenost
koncové body každé tětivy kružnice k, která je kolmá k přímce SPI, kde Pl
je kolmý průmět bodu P na rovinu n. b) Průsečíky přímky SPl s kružnicí k.
70. Není-li přímka ;) k rovině g kolmá, existuje jediná rovina souměrnosti
útvaru U složeného z přímky p a roviny 9; je to rovina a obsahující přímku p
a kolmá k rovině g. ]e-li p _L9, má útvar U neomezený počet rovin souměr­
nosti; jsou to všechny roviny obsahující přímku p i rovina g.

3. ODCHYLKA PŘÍMEK A ROVIN, ODCHYLKA PŘÍMKY OD ROVINY

71. 41“24'28". 72. 54044'. 73. 70032'. 74. 71034'. 75. 750. 76. Sestrojí se

rovnoramenný trojúhelník o základně délky a a ramenech délky %VŠ; od­
chylkaa leží proti základněa měří70032'.77. AASVĚ ABSVg ACSV %
= ADS V. 78. Sestrojí se pravoúhlý trojúhelník, jehož odvěsny mají délky

24, % VŽ; odchylka leží proti odvěsně délky 2a a měří 7032. 80. 33051'15".

81. c_oE . 82. a = 450. 83. Kolmice kl, k., určují rovinu kolmou k prů­

sečnici p; mto prome rovinu g v přímce kí a rovinu a v přímce ké, přičemž
kíLk1,k2'_Lk2. 85. a)c=-=a=+b2; b) o délku d=c(V3—1).86. 450.
87. a = 450.88. a je úhel C'BP pravoúhlého trojúhelníka PC'B, kde P je pata

kolmice vedené vrcholem 0 na úhlopříčku CD'. 90. sin % = F , a: = 600.
Úloha není řešitelna pro d < r; je-li d = r, existuje jediná tečná rovina válce.
Je-li d > r, existují dvě tečné roviny, jejichž průsečnice jde bodem M a je
rovnoběžná s osou válce.

92.ÚsekBB' = u = žal/53311. 93.co = aVš. sing.
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4. HRANOL A VÁLEC

97. V: 8—V6—S.
94. 50,42 cm. 95. t = 9 . 36

99. 217,44 kg. 100. Za 10 h.

101. s = 288 cm, V = 288 cm3. 102. V = 3 dma. 103. 24 dma. 104. 32 dma.

105. 5 cm, 7 cm. 106. 210 m3. 107. %$ . v . d) m3. 108. Jeho výškav =
=30cm. 109.a =9cm, b = 12cm, : : 15cm, 0 = 10cm, V=540cm3.

110. V=—V3cm3.

111. 207 i 111. 114. 2131/11“ cos (450 — ,3). 116. 3112sin za. 117.5

“*=—“5213125—1343cmaneasmvm 119.1Šdm3.120.
615 cm3 (zaokrouhleno)

(za—V2
121112 . 124.

Poloměr kruhu x——V2—r(r+ v), sestrojení :: pomocí Eukleidovy věty. 125.

Výšky se liší o r. 126. 26. 25. 30. 127. f(zn =31/š); —(1on+31/š). 129.

48601ccm3.130. 1oo(1—Lk

121. 7 l m (zaokrouhleno).122. 21r(s+ t) (: + d). 123.

na“
131. 1,178mm. 132. 72020'35" 133.s m2—1—m80;“ma—18„.

5. JEHLAN A KUŽEL

134. zs(3 _ Vš). 135. 8% m3 (zaokrouhleno) 136. 30cm. 137. Š. 138.6
_ 3 2 _

a2.V3;“—.139.Ě. 140.%(1+V7).
abc 1 5 . . o

141.—=ldm3. 142. 3l—cm3. 143. V=—0381n2acosasm72.

144. £ tga. 145. 314,3 dm3 (zaokrouhlena) 141. V—————vacotga . cotg „B.

1 4,2 cosz—2
148. g 4:3sin a tg/B : 212,4 cma. 149. 12112sin/3. 150. —
i 4 379cm?.

COSG
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151. Šas cos“ítg p. 152. ml 3 (zaokrouhleno).153. m2; %ms. 154.

S=3ÍÍ3n—V2.155. 7-33cm3. 156.7f(1/5+1);T;—.157. zl/šznl/í. 158.
9n—V2 cm3.159. V= lOOchma. 160. 2411:cm?; 1271:2cm3.

161. 8: 3. 162. Vztah plyne z úměry rzg = v: (v — u). 165. 4358 cm3.

l 2'11:r2cos2 % l_ —__, _ 2 ' .
167. 31tP.VP.tg/3. 168. ccm . 169. 3 m3 cos 0: smat, 21:32.cosa

. 11:13 sin (a — 13):í __._
cos 2 ' 170. 3 cosacos'b' '

171.3 „P Psin za. 172.—„,s sm(%+ %);rz Si“(%+ %). 173.i.
3 3 cos cpl cos % cos <p, cos % 24

.Mi 480,6„_
sinaž

2

6. KOMOLÝ JEHLAN A KOMOLÝ KUŽEL

174.a)96,2g; b)2230litru(zaokrouhleno)175.% vm.

.(ag +a1a2+aš). 176. 1%1113. 117. 86—1—q.1713. že? —b3)tga. 179.

(15.2+ IE); 1„_x_vVP_2(VP1;—V2P_2)
7__a31/2

48 '181. 8 Vo;—ŽVO. 182. V=-2—7 183. 12 dm. 184. 27cm, 45 cm,

120.186.192000 (192 —711)kg. 187. 20 l1tru; podle pnbhzného vzorce am

21% 11mm188.%3(3 + V5). 1811.841:m3. 190. v = 24 cm.

191.4:1:. 192.33? :'=41%%. měď/Ašan % + rš). 194.7:41/3'.
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?. PLOCHA KULOVÁ A KOULE, JEJICH ČÁSTI

3

197. r = 6 cm. 198. 41:. V0: + 192. 199. rá 5,35 cm. 200. 132% g (za­
okrouhleno).

S] 27
201. 264kg. 202. s——'——í. 203. 6mm (zaokrouhleno). 204. 4% cm

205. %nrzOd + 2r). 206. V6 : Vš. 207. 4:6: 9. 209. 4: 9. 210. “1733/32:
= 1,581m3.

211. g = 8 dm. 213. . 214. Ve vzdálenosti d = 8 cm. 215. Je větší

0 na, kde v je výška vrchlíku. 216. Š= 3. 217. %nda sina %. 213.

ÍÍŽ : 2md. 219. 5 km (zaokrouhleno). 220. 1200.
92+vž

221. 4. 222.631ccm2. 223.—1td2'v +—1t92'v +—61w2; 2v .z

7 : 27. 227. rá 12% cm. 228. 3,35 litru (zaokrouhleno) 229. 5 litrů. 230.5
Ema.

Slo 82
41:13

231. 64,6 %. 1232. 230 cm3 (zaokrouhlena) 233. —l—objernu koule. 234.
r = 6 cm.235.%1rr2(2+ Ví).

s. OPAKOVÁNÍ

237. Označíme-li středy stran prostorového čtyřúhelníka ABCD po řadě

X, Y, Z, U, je XY || ZU || AC, přičemžXY=ZU=ŠAG 238. uši/Ž
239. Řez je rovnoramenný lichoběžník ACQP, jehož základny jsou ::1 = AC =

= 131/25,za = QP = %VŽ &ramena AP = CQ :g—Vš. Obsah řezu je P=a
= T . 240. Řez je čtverec, jehož vrcholy leží ve středech stran čtverce, ve:

kterém protíná rovina g krychli. Obsah řezu P = % .
2 _

241. Řez je kosočtvereco obsahu P = al/ó . Trojúhelník AA'S je rovno­
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ramenný, takže MS _LAA' ; trojúhelník BMD' je také rovnoramenný, takže
MS _LEU. 242. K sestrojení pravoúhlého průmětu spodní části odseknutého
jehlanu užijte sklopeného trojúhelníka ADV. 243. Bodem M veďte přímky
rovnoběžné s přímkami DB 3 LS. 244. Přímka m je rovnoběžná s průsečnicí :
rovin ABV a CDV. Rovina 9 5 m . s je vrcholová a protíná jehlan v trojúhel­
níku, jehož obvod má s přímkou m dva společné body; tyto body jsou průsečíky
přímky »: s povrchem jehlanu. 245. AM = aV2. 246. Obraz souměrné sdruže­
ného bodu k bodu A' podle roviny CC'P leží na rovnoběžce s přímkou BM,
kde M je bod hrany AD a platí DM = ZAM. 247. 9. 248. Odchylka a =

= 73040'30". 249. tgoz = v _ d ; pro v = d je průsečnice p _rovnoběžná

s rovinoupodstavykuželea a:= 00.Úlohanemářešení qu > —
250. 184cm2; 120 cm3.

251.1,137 m3, 6,56 m2. 252. 3'3—2—1/3.253253. %(6a2V3T—nd2). 254. soncmsg
.. 2

4014/5cms. 255. š—ndasin 20:cos5;— 114%dm3.257. Linu; zvzmtga .— s_
. (cotga + V2 + cotg2a). 258. 1800. 259. tj)= 600. 260. v . V9.

261. cos“ i 4878 cm2. 202. 1 2001:cms. 263. 721:cm3. 204. %m tg % .
2 cos2 —

. cotg % . 265. Osový řez rotačního komolého kužele je rovnoramenný licho­
běžník ABCD, přičemž AB || CD. Označme koncové body střední příčky
lichoběžníka E, F, její průsečík s osou lichobéžníka S, K patu výšky v z vrcholu C
na AB a D patu výšky 2 bodu S na BC; šKCB= <)ZESL.Komolému kuželi
lze vepsat kouli tehdy, je-li 2SL—= x = 27).Tento vztah platí, neboť cos a =

2x v

=71+72=T, kde s=vvz+("1—'z)2=V4'1—Ta+(71—'2)2- 266­

%mzem + 47). 267. Burle; 46133. zes. 0,648 g/cma. 209. 0,104 g/cma;3a _
0,896 g/cm. 270. 2 „z .

271. 316: 12: 9. 272. 600. 273. V1: V2 = nzl, kde V1 je objem kužele. 274.

r=rV4(———rvr), r1>r2. 275.P1:P =V3. 4, kde P2 je obsah kulové1_ _.

plochy. 270. Ve vzdálenosti x= _(Vi2_1_ 217. d——r (V30 —5). 278.

501: (2 + VŠ) cmz.
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XVII. ANALYTICKÁ GEOMETRIE

|. ROVNICE v PARAMETRICKÉM | NEPARAMETRICKÉM TVARU,
VZÁJEMNÁ POLOHA

3.a)x=3+3t,y=2+t;b)x=—l—4t;y=2+3t;c)x—.3z,
y=1; d)x=—3+3t,y=—5—4t; e)x=3,5—t,y=l+2t. 4.
a)x=—-5—St,y=8+Sz;b)x=—1—5!,y=l+5:;c)x=—5t,

=5t;d)x=3—5t,y=4+5t.5.a) AB:x=7t,y=t,Ogtgl;
BC:x=7—'5r,y=1+5r,0;rg1;AC:x=s,y=3s,OgsŠZ;
c) A'B':x=9—14v,y=7—2v, 05031; C'A':x=5+u, y=
=—5+3u, ogug4; B'C':x=—5+p, y=5—p, ogpglo;
AB:x-7t,y—z,ogtgl;AC:x=s,y=3s,Ogsg2. 6.3)DE

= (i, %); bD) _(0,4);c), d) průsečíkneexistuje.7. a), b), c), d) nemohou.5
8.a)x=—1+4z;y=2—z; b)x=—2t,y=3—4t,c)x=5,y=—2+
+3t,d)x=—6+9t,y =—l+t;c)x=—4+7t,y=4—6t. Pro
úsečkyAB, CD,EF GH, KL )eva), b), c),d), e) vždyOŠ tŠl. AB. CD =

5

E —3, % ; CD.EF=(5,13); EF.KLE S,—Š). 10. a), b), d),
e) Dané body leží na téže přímce, c), f) neleží na téže přímce.

ll. P:(4, —1),x= —5+t, y=8—z. 12. a) M1501, —l), M25

=(?83,;823 ,M,=(5„51,5),b)A'=(9,7),B'=(—5,5),c=(5,—5).

14.x=z,y=%—%t;b)x=z,y=4+3t;c)x=%,y=z;.d)x=t,

y=—%—2t;e)x=t,y=—1+5z; f)x=t,y=%—%t. 15.a)

x=t, y=l—2t; x=r, y=—5+r; x=s, x=—_2l——Ž—s;PE
EQ,—3%b) x=t, y=3t; x=r, y=3+2r; x=s, y=—3+4s;
P E(B, 9). Dokažte, že třetí přímka prochází průsečíkem prvních dvou. 17.
a)x—2y—l=0;b)5x+y—2=O;c)y=3;d)x=—2;e)7x—9y+
+ 1 =0. NejmenšívzdálenostGH =4. 18.a)aš2x+ 5y—37 =0, t„
Ellx+8y—67=0, b=3x+y—23=o, zb=17x+23y—l39=
CEx+y—5=0,1655x—7y+5=O;b)a—=—9x—y—37=0,ta
El3:—lly—20=O, bšllx—óy—7=0, tbš7x+4y—24=
eš2x—5y—l3=0, tCEZOx—7y—44=0;c) a52x+9y—31
=0, taš7x+11y—47=0, b55x+2y—57=\0, 10513x+38y—
—99=0,c_=_9x+20y—37=0,tc——_:x—16y+5=0.l9.a),c)různo—

||9„|?|||
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běžky, b) kolmé různoběžky, d) splývající rovnoběžky. 20. a) C== (5, —7);
b) C=(— l,—1), c) C=(—5, —40).

21. BodyA, C,Eleži na dané přímce,body B,Dnan1neleží. 22.a) Troi­
ůhelník; b) lichoběžnik; c) obecný čtyřúhelník. 23. a) 3x + 7y — 86 = 0,
l3x—9y+60=0,5x—8y—45=0; b) 5x+8y—73=0, 2x—7y—
—19=0,7x+y+10=0.24.a) vaEx—y=0,vbš4x+2y—9=
=0,vcEx—5y+6=0,Vš(l,5;l,5);'b)2x—y+l=0, 4x—5y+

+22=0, 4x+y—18=0, VE(!, 20 ;c)2x+y=7, 6x—7y=26,6 3
2t—9y=12,V=(3í,—0,5). 25.a)8x—5y—10=0,x—7y+30=0,

7x+2y—40=0,VE(4Š%, 42—15),b)4x—y—7=0, 5x—6y+
& &
19, 19

4x+9y—2=0,4x+y—9=0,VE %, _? ;d)vašx+y—2=
=0, vDESx+4y—22=0, vcšx+2y'+10=0, VE(14,—l2).26
a)3x—2y+l=0;b)4x+5y—21=0.27.a)x+3y—2=0,b)y=

67 9 1 5V2 3
—m,€)x—'š.28.8)S=(—í,í),f— —,b)sš (2, €),

7=V6_,5, c) 82—(1—12,61_—1),rt4,9.29. a) SEO,—l), r=5; b) sš
441/3

15 '

+32=0,7x+3y—53=0, VE( ); c)4x—7y—16=0,

E(—4,l),r=5. 30.a=

—55

31. a) VE(—2o, -—47),TE (T* 8) , sš(_17,5;35,5),- p 533;—

—y+ 613= o; b) VE(3,8; 1,2),TE(1,% , SE(—0,4;0,4),pš4x —
—21y+10=0.32.a)a=—7;b)a=8.33.a)r9':l—p,p7'=0,p7él,
p=24;b)p=2q,r=l—p,p$0,p$l;C)p$2q,qs£0.3-tm=ll,

n = 10.35.x, E(o,3), Y, 5 (—3,-3), x, E(o, —5),Y, 5 (%, %]).

2. POLOROVINA, SMĚRNICE PŘÍMKY, VZDÁLENOST BODU OD PŘÍMKY

37. Protiná strany: a) AB, BC; b) AC, BC; “c)AB; d) BC a prochází
bodemA. 38.a) —19<c< l; b)—9 < 6 <0; c)+7>c>—5;d)0<
<c<15.39.a)y<ll;d)y<4x1+7.
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41. a), b) 3x—7y+26>0; c), d) 3x—7y+26<0. 42.3) --j2;
b)15:09i2;c)17-5—1jz..433),c)—3—i2;b)íi2.44.1.3x+y—1820,
5y—x4o—21Š0,13x+y—17Š20,—x+25y+5>0. II. x—5y+5>
>0,y—x—5;0,y—x—1:0,5y—x—2150JII. 3x+y—12

20,y—x—120,y—x—5;0, 3x+y—17S0. 45.a)x=—32—VŠ,
3

x=—-I-/-; x+Všy—3V3<o,y]/3+x+31/3zo, x—yV3—31/350,
yV3—2x— 3V320; b) V3x+y— aV3go, Vax+y +a1/3 g 0, y;

; %Víy —V33- aVíg 0, y ; ÍŽ—al/í,y _ 1/33+ 4/3; 0. 47. Nej­
výhodnější ie zde zřejmě výroba 4 000 kusů výrobků prvního druhu a žádný
výrobek druhého druhu. Proč? 48. 300 kusů motorů typu A, 600 kusů motorů
typu B. 50. Optimální řešení bude: osít 80 ha pšenici & 20 ha cukrovkou.
Čistý výnos pak bude 86 000 Kčs.

51. 3283:+ 192yg 500, 20,3x + 16,3y; 40, c) 273:+ 13,6y; 30, z =
= 2,80x + 3,20y= min. Soustava nemá řešení.52. 0,34 kg sena, 0,21 kg mouky,

0,.432Kčs54.y2_—y_1=k. 56.a)x= tcoscp,y=tsin<p;b)y= kx,(k=

=tg<p),y— y12=—k(x—x1);a) 5x+2y+4=0; bí/25x—4y+2=0;3 1 2 V3

c)4y—5x. 5—7.a)x——2—t,y=íz,x—Tt, —Tt,b)y——3—x,
y = x, y = V3x, atd. 58. a)? = 600;c) 97:1350; c) 97= 2100. 59. a) .p =
= 1350; b) <p= 63026'5"; c) 9) = 300; d) <p= 600. 60. a) x = —9 + 9t,
y=4+3t;x=5t,y=7—6t;x=5—-5t, y=l—t; x=—9t,y=4z;
:: = —9 + 141, y = 4 — 31; :: =0, y = 7 — 7t; 18026'6"; 11018'35";
129048'20"; 15602'18"; b) :: + 43; + 5 = 0, 3x —-2y — 13 = 0; 3x + 4y —
—l9=0,5x—2y+3=0,x—3y—2=0,3x+y—7=0.

61. 132,9ha. 62. ; = k(b, —a), kde k je libovolné číslo. a) y = %“x —%,
b)-—x—+y =l; c) M.;—C=O. 63.3)y—2x+7=

:_c —c :i: Va2 + b2
b

=0;ab)x—y+5= 0; c)2x+y+3=0; d)y=—3; e)x—

—2y=6;f)2x+3y=—ll. 64.8)y=Tíx+2š b)y=V—1­
65.a)_ 5+—=l;%b) %=1;c)—Ž-—š-=l;d)—4+

35 4 3 5
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=l; c)———=l.67.a)—x——l=1; b)———=l; (=)—_;
2 _ 1
l __ 35, 7 5 1,5 3
6

—1 —1

_ 2 , c)p=3,q=9. 69.a)—3—,
_l l —4 6 1

_ 3ŠC)P=q=aoak=?Šd)P=_l:9=l>k="'óš—2 —2 1—3
c)p= a ,a=0,q=— 3 ,k=———3———;f)p=3,q=b,b;\é0,k=—I;——.
70.a)y=1;b)x=—l;c)y—x+l=0; d)6y—x—8=0;c)x=—l

__ __ x 1. __3
7l.a)k— 2,y— 2x+7,3,5+7—l; b)k=—Ž,y—22;c;c)

—1 _ —x 5 f. y_ _ _ —3 —__2_3k'—T:y—2 +í95+É—19 (Uk—%:y: 3+2—23še)
2

x = —1, nemá směrnici. 72. a) 63047'; b) 69049'; c) 29045'. 73. a) 450;
O 0 O O 3

b) 0 ; c) 45 5 d) 90 5 e) 0 ; f) arctsí— 74- a) (3, —1),(3,3); (—1,8;0,6),
450, 71034'; b) (——2,;6 —l,2), (2,2;0,4), (3, —2),226033'54", 900, 63026'6";

c) (6,0),(——6,3), (2, —í), 1231432 280420', 139024'. 75. a) a = 4306', p == ,y = 98049'; b) a = 27046'36", B = 104037153 7 = 47369" ;cc)
a=38185026',,B=26034',y=l350. 77.a)x—5y—4=0, 5x+y+6=0;
b)_x—5y+3=0,5x+y—11=0;c)5x—y—22=0,x+5y—20=

3x—4y—5 3x—y—l=0'd +3x=0 3 —x=10.78.a ————=0'b —-—_—-=O;
: )y a y ) :k5 : ) :tVlO

c) x+2y ——5
x—8y—4 l _

) :tV5 )2(V y )_iV6—5 _

b)V—22-(y—x)—5=0; c)%(x+yV3_—24)=0- 82—8)'vu=4v55 ,

12 E 11 3 17 73 1
=.TV-, vp: 3,00: 5V,0R=0; b)vA=vB=É-\vc=

1/21—3; |c1— cz|+b2'

85.a)v„=v,=V5, „FE, b)v,=%1/5_3,v,=5,1V2,o„=—Vs9,

= v„ = o. 83.a) 4,9Vž; b) 10V? 84. a) 3; b)47VE; 26; c)
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C) v“ = 3,51/1—0,“Ub= 5,6Vš, vc : 4Vš; d) va : vc : 5, vb : % VŽ, c) %Vš,

18 sval/É 491/10 _ 141/5 361/5
“371/74'131/2—6“' "“= 247 *“: 110 ' “_ 41 ' 10 '

“gag/333. 87.k = iz. 88.3)(31/1—4i4)xi 43;_ 3VÉ= o; b)
7x—3y+15=0, 3x+7y—93=0;,c) 8x+7y— 19:0, 16x+3y+
+ 17 = 0. 89. a) Rovnoběž. s osouy pro k = +2; rovnoběž. s osou :: pro k =
= 3, prochází počátkem pro k = 2, k = 3; b) rovnoběž. s osou y pro k = 0,

l
rovnoběž. s osou x pro k = 31:1,prochází počátkem pro k = —2, k = í'
90.a)x+y=90; c)x:110+y:110=1, x:120+y:100=1.

91. a) A 50,4), B = (6, —8), C E (—8, —8); b) 63:—y —2 = 0,123: —

—23y—88 =0, 193:+ 12: + 80 =0, TE —%, —4); c) —8x+y+
+4=0, x—2y—8=0, 3y+2x+ l2=0, (0,—4);d) 9:4; e) 12;
11,20; 12,9. 92. 241 m. 93. Počátek volte na svislé ose náspu ):2 = 0,865 m,
AB = 17,95 m. 94. x, = 24 m, ::2 = 8 m. 95. C E (652; 6,6).

3. TRANSFORMACE SOUŘADNIC

101. a) :c'3+y'2 = 25; b) (x' + 5)2+ (y' —4)2 = 4; c) (x' —m + 5)2+
+(y'—n—3)2=r2.102.a)m=2,n=l;b)m=—2,n=3; c)n=l,
m = 2; d) m = 2, n = 4. 103. a) y' = 2x'2; b) y' — 3,75 = (x' — 2,5)2; c)
y' —5=(x' —2)2.105. a) x'.y' =6, O' E(0,2); b) x'.y' =4, O' E
=(—2,1);c)x'.y' = —6,0' =(3, —2);d) x' .y' = —3,o' =(_1, -2);

e)x'.y '=—2, O' :(3, —l). 107.a)x '(-l——V—3)+y'(V—3+—l—)=2,x'.

1__—V3+y:1_+2V3= _3, c)x(sina—cosa)+y'(cosa+sina)=

x'(sinza—cosa)+_5'(cosaz+sinac)=—3. 108. ata—y2=8. 109. x_=x'
2 , V2_ =,;' .V__ ( ,__ xie r2= _ ,2_

=16, c) x'2+ 2y'2 =4. 110. 1350;b) 450, 2250.

4.PARABOLA

a_ . a_32 . 2 . z 8
115.a)y ——x,b)y—?.x,c)y =—9x,d)y =íx.116.a)y=x2;

b)y=4x2;c)y=2x2;d)y=—2x2;e)y=—2x2. 117.a)FE(%,0),
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FE(110)Š d_—__X=—l;b) F5 —%30): dšx=%Š C) FE(031)>
d=y=—1;d)F=(0,—1),d=y=1 113,y'=ax'2 kdex'=x+b:

b2

1:20y' =y+E—c,pr0x„x2,proněžxl+x2= -—£. 119.a)(y+2)2=

=4<aá(++3),ztšxy + 2)2= —2(x+ a);cxx + 3)2=4<y+ 2);d)(x + 3>2——= _ y+
121. a) V—= (1,1), 219= 2, osa x; b) V = (—5,3), 21)= 4, osa —x; c) V =

=““—(1,2), 21) = 9, osay. 122. a) V = (4, 3), 21) = 12; b) VE (—3, —1), 21) = 9;

c) V=(—3,— , 2p=6, d) V=(5,7), 2p=5. 123. a) 2p=3, V=

=(4, —2),F2=(4, —Í' 4y=—ll; b) 2p=121_, V=(5, —3), PE_ 51 _ 3 l _
=(58, 3),y+3=0, 8x—29=O;c)2p= +3, V= Í'_ Í),F=
_ 3 _ _ _ _ 1 _ 3 39 _

"11

3

E(í, —5),4x—3=0, 4y+19=0; e) 2p=%-,VVE(2,—1),F5
—9 —7 l l

==—2,_T,x=2,y=T;f)2p=í, VE(—5,0),E —,—í),
x = 5, 8y = 1- 124—a) (y — 3)2 = 6(x + 5); b) (y — 3)2 = G(x + 1,5); c)

(y _6)2 = —9(x—4). 125. y2+14y+8x+ 25 =o, M = _825, o ,
N= (o, —7+2Vš). 126.(x++7)2 =4(y —3). 128.a) B= (18,6V3),c=

=(1s, —6V3),_b) (6, +2V'3). 129.y2 = ióx. 130.A=(0,BO), =(8,8),C=(160),D = 8,—)

131. 1,67 cm od vrcholu reflektoru. 132. 1 914 ,um. 133. 60 cm od vrcholu
2

pece. 134. v=2p. 135. y=xtga—gx2:2czcos2a. 136. g+=-%. 137.

a) (0,0), (=; l); 6) (2,1), (—6,9);c) (2 +V31+Vš);d) (—6+V7—6,29+
+3Víš); e) (m,—12), (36), f) (20), (5 —6).138.20x+28y— 59 :O,
A=(O,29;1,B9), =(2,25,o,5). 139. a)(4 :t2V6), b)(—2, +2V3). 140.

1

142.3)2x—3y+9=0,x+y+2=0;b)x—2y+6=0,2x+2y+
+3=0;c)y=0,4x—3y—l2=0;d)x—y+4=0,2x+3y+18=
=0; e) x—4y+36=0, 9x+4y+4=0. 143.a) x+4y+39=0,
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49
7x—8y—51=0;b)x—3y+29=0,x+y—3=0. 144.y2=—3—x.
145.a)x—y —3=o, b):V3—y _ =o; c) V3_x—3y—3=0. 147.

x=6. 148.Tčtilvyosměrnícik=—l. 149-1-h(k2h+441)Š
153. a) 3; b)1——. 13,5; c) —p2. 154. a) 38—; b) 1—; c) 20—. 155. 163l .

1 2 3 _p 9 3 6 9
156. 28? jz. 157. _y2= 4rx. 159. x = T . 160. y2 = 201: — 2412.

_2 a_i _l 2= 2:1 (_2)161.y—k.162.y—2(x 2p)proy 2px.163.y zp. :: 2?
pro 3;2= 2,01. 164. y2 = 8p(x + 2p) pro první, y2 = 4px pro druhý vrchol.

5. KRUŽNICE

165. a) x2+y2=r2; b) x=rcosqp, y=rsin<p. 166. a) x2+y2=4,
x=2cos<p, y=2sin<p, 00;q<3600; b) 41x2+41y2=256, x=

=4r—16 cos<p,y =V2—_Žfsincp. 167. (x—5)2+y2=25. 170. a) (x—5)2+
+(y—3)2=365C)(x—m)2+(y—n)2=r2

171.x—m=rcos<p,y—n=rsingv. 173.a)(2;t2VŽ, 0), (O,—lil/Š);
b) (5+31/5, o), (o,2+21/š), c) (o,_2), (o, —6).174. a) x2+y2 +4;—
—6y=0, b)x +y—6y6y—9=o. 115.a)s=(2, —l),r=3. b)S=

501,0), 1 = 4; c) 8 E(ýyS), r =V17,_25;d)SE—(5,5),r = 5; e) SE

= (—2,5,3,5),1 = 4.176.a)S =l(2, _3), r = 4; c) s = (—2,5;1,5),r = 5;
d) s=(_%, _šší), r=—. V232—4AC. 178.a) (x+o,5)2+
+(y—0,5)2=12,5; b) (x++24)2+(y+1)2=25; c) x2+y*—24x—
—30y—256=0, s=(12,15); d) přímka2x—y—6=0; e) x2+y2+

2

+2x—6y—15=0, s=(_1,3), r=5. 179.11)L=0;b)L=MT;
c)L=N2:4.180.3)L<10;b)L<M2+N2.

2 2

181.a)x2+y2+x—y—12=0;b)(x+l)2+y+3š =(? ;c)
x2 + yz _ 6x _ sy : 0. 182“ a) (3,4), ("'4585 1,4)5 b) (0,5), (4:3)Š C) (6,6),
(—1,5); d) (5,10), (3,6). 183. a) za +y2 —8y = o; b) x* +y2 + 4x + 3y =
= 10.184.a)x*+y2+2x+6y=15;b)ll.(x2+y2)+82x—32y=48.
185. a) x2+y3—4x+8y=30; b) 3x3+3y2+201+22y=13g c)
(J:—3)“+(y—75)'=25,(x—6)"+(y—4z)2=25.186.a)x“+y2—5x+
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.f­

+3y=0; b) x2+y2+4x—-2y=0;c) x2+y2—6x—8y=0; d)x2+
+y2+7x+y=0. 187. (x—17)2+(y—17)2= 289, (x —5)2 +
+ (y _ 5)2 = 25. 188. a)- (y— 10)=+ (x— 11,9)2= 100, 17,45 m; o 6,6 m.
189.y=x—8.190.x2+y2+x+y=12.

192.a) 3x—4y=20; b) x—3y=10; c) 3x+4y+7=05 d) 4x+
+ 3y = 21.193.a) +41: + 3y —30 = 0,73“44'23";b)x —y = 0,1: + 7y =
= o, 5307'48"; c) 43:+ 3y = 42, 3x _ 4y = 19, 900. 194. (x _ 41/2)2+
+ [y _ 4(2 _1/2)]2 = 96 _ 641/2.195. a) (x + 4)2+3:2 = 8; b) (x + 4)2+
+ (y — l)2 = 16,2; e) (x — 1)2 + (y — 2)2 = 9. 197. a) 5,4 km; b) 3,8 km.

198. c = +12V5. 199. c = _5 + 21/29. 200. a) +43: + 3y = 10; b) 21:_
—y+ 13+6V5=o.

201. a)<p = 88049'50"; b) 32:+ 4y — 42 = 0, 4x — 3y + 19 = 0,9; = 90';
c) 7x + 24y + 21 = 0, x + 3 = 0, (p = 106026'; d) neexistuje, bod P leží
uvnitř kružnice. 202. a) 900; b) 900, c) 1350. 203. 1502'28". 204. (+1, 2),
77020'.205.a)t1=y =6, tz=4x—3y=30,t3= 3x+4y'=30; b)x=—3,
4x—3y=15;c)x=l,y=2,4x—3y=10,3x+4y=5;d)3xi4y+
+12=0.206.(x—7)2 +(y+4)1= 26.207.::2+y2— 6x— 8y =0,
x2+y2+26x+16y+8=0,x2+y2—24x+16y+108=0.210.x2+
+y2—2ny=0, x2+y2—2mx=0.

211. a) 3(:c2+y2) —821:+ 27 = 0; b) 5(J:2+y2) + 1121:+146y + 73 =

:O, C)12+y2+x.2a(1 + k2):(l —k2)+a2=0, Ikl:,6l. 213. (%,
1 123

LL ). 214. 4x2+ 4y2_ l2y = 9. 215. x2+y2 —32x+ 192= o.
216. x2 +y2 = cx. 217. 12 +y2 = C214. 218.y2 —2(m + r)x+ m2 — 7-2= 0.

2

219- x2 + (y — %) = az: 9. 220. (x — 2)2 +y2 = 16.

221. x2+y2 = ax. 222. x2+y2 = ax. 223. s=(%, +V4—2),r=9,5.
2

224- (t — l)x2 + (t —l)ya = 2m, OB = a. 225. ::2+ (y + %gtz) = cm.

s. ELIPSA A HYPERBOLA

2 2

223. a) 16x2+ 25y2= 400; b) % + % = 1. 229. £ =0,278. 230.
a) 5x2+ By2= 77; b) x2 + 4y2 = 16; e) x2 +y2 =4.

231.25x2+100y2=2500. 232.9x+6y+16=0. 233.a) x=acos<p,
3

, T:, —1\:. 234. 16x2+81y2= 1296. 235. a) 65nj2;2 _ 2
b) 161=l7i2;c) 120162.236.x2+ 9y2= 36. 237.c1)(_._“2523)+(?;“6 1) _„

y=bsin<p; (p=0,
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(__x++5)2 (y+2)2__ (x+1)* (y—7)“_ _
c) —1—6+—7——11,f)_—13—+ 25 _1. 230.a)s_

=(Š,Z33),la= í, b=_;b)s=_(o,2),a=21/2,=b2;c)s=(1,_2),
a=l, b=VlÉ. 240.aaa—+93424x—36y+36= 0241 x=+3y2_144

242. (_Tz, 14—15). 243. a)16x2+25y2= 400, b)16x2+25y2+160x:t

i200y+400= 0. 244.2)sečna; b)n&sečna;c)tcč11a.2245.4 3. 246.— ++Ž=1.24.7a1/2,bV2..248a)M=Ž_ VEF b2„atd.vdalších
kvadrantech;b) M =(:tV15, 3:1). 240.a) qe(— 5,5); b) q = iS; c) lql>5.

250-b*(x1—m><x—m>+a2<y,—n>(y—n>=<? —42(y1.73)

252.a) 21x+40y—333=0 21x—40y—493=0, P= 19%, _2);
b)45xj;28y= 4094256;c):t2x+yV3==F6+3l/3. 253.a)2t— 3)ng
j:10=0;b),d)4x+5y;t25=0;c)x+5y=j:10,05. 254.a),b)99=

=27053'9". 255. tgq)= ZĚZÍŽ. 250.a)x+y=V3_4; b) x+y=:t5.
257. a) 67“22'48"; b) 113035'; c) 67042'33"; d) 56019'. 259. a) y =x,y-=

= Í—ógx;b)y =2x,y = _ %;. 260.104y = Í3V1—0x,653:= ;t48VÉx,
<p=7201'48".

+.201 2x—5y=6. 202.3x—2y=;tZOVš. 264.M=(5,8). 265.a)x+y=i3; x—y ==3; b)2x:ty=;tS. 268.a) 2432—25y2—600
b)y25x2—11y_55= 0; c)2x2_5y2_ 4x—10y= 13; d)4x2 _y=+

+16x—10y=l3. 269. a)xz_4y2=4; b) „;;—%$ 1; c)3x=_
_5y2=30.270.d,=1,d,=9.

271.a)9xa_16y2=144; b)9.x2—7y2=63;c)%x2—%y2=1.272.
a) 9x2—16y2=l44; b) x2—5y2=20. 273. a)y2—16x2+2y+64x-—
—47=0; b)b2x2—a7ya=a2b2;c)x"y =—8,kdex' =x—3,y' =y+2.
274.a)s=(_ 3,2),a=b=3; b)s=(2,1),a=1/15, b=V10;c)s=
=(_ 1,0),a=3l/3,b=3; d)s=(3, _2),a=b=2V2;e)s=(1, _2),
a=5, b=3. 275.Společnébody.b)M=(2,No), =(__,52; 7,2),a) ne­

existuje;c)(_6l ,6)'d)(:1:5,i6—);e) (_3,—61). 210.x,=3,x,=
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= -—7,sosou y neexistuje. 277.102040'49". 278. a)15x -—8y = 18, 241:+
+45y=260; b) 2x+y=1g2y+x=F8=Ogc)3y—4x=16;d)a) 5x+
+4y =39,5x —4y = 23; ,6) 4x —53;= 33,25, 4x+ Sy = 53,25. 279. a)
x+3=0,y=0;b)x=3,5x+4y+9=0;c)x=6,8y—5x=18;d)
20x—9y=48,5x+3y+9=0; e)x+3y+6=0, 3x—y+38=0.
280. 712+ b2 — azm2 = 0.

281. m: +1. 282. a) 9x2—25y2=225; b) 4x2—9y2=36. 283. a)

y = :]:%x,77019'12";b)y = j: Ěx, 83037'13'.284.a)x—y=0, x+y —
—2=o; b) 2xi3y—6=0; c) 3V2'xi4y-—6V'2“i4=o. "zas.(a,0),

(—a,0); ga, Š—b).286-tgy = šlvm2—n2. a) y=l200; b) y=l350.
288.2x—y—6=0;b)x—38y—3=0.

1. OPAKOVÁNI

291. 1,58 m/s. 292. 453„5km/h azimut 135013'. 296. a) (5 —3); b) (00)

291.a,=(2, _s), b,=(—11,0),c,=(—8, —12),d1_=_(——21,.5)zsš. 6,.5kW]

299.B=(1o,10),1>=(2,.6)300.Aš(r,0), B=(r.2 2, r.'/—22),c=

=(o,r); D——_—(_VL? 17%), EE(—r,0), atd.
301. C na hraniční přímce, A, B v opačných polorovinách. 302. a) (30,15) ;

b) (14,7), c) v oo; d) (12,55 6,25). 303. a) (—ll,8); b) (1,1). 304. a) PE

= (?> o), Q= (0, $), c)P=(—3,5;0), Q=(o,2); b) P=(o,2), osu::

neprotíná. 305. a) P E :3—1, %);c) :1= —-3,PE(0,4). 306.a) 5x+ 3y=0;
b)6x—5y+4=0;c) 3x—5y—19=0;d)x(3 —a)—y(b—l) = —ab+
+ 3. 307. a) 5x =2y; b) 4: —3y =4; c) xcosa: =ysinaz+ Bsinacosaz;
d) x2+y2= 16; e) 9x2+25y2=225. 308. y =22c2—1; b) y = —2x.
.Vl —x2;c)y =x; d) x2+y2= 1; e) elipsapro n =4, 5, 7, 8,10,ll;
kružnice pro n = 9, přímka pro n = 6. 309. a) Protiná; b) neprotíná. 310.
al(bz _ ba) + “e(bs _ bl) + “3071_“ bz) = 0­

311. a) 1350;b) 1200; c) 153026'6".312. a) k = %, p = _? , q = 2,5;

b)k=—2,p=3,5,q=7;c)k=%,q=p=0.313.31 —x—l=0,
_ —1

y—Ě—=O;b)y+x+4=0,i4+ y =1,y—+i21L—Í=o;c)
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_ 5—8 í=0 xV3+ _y__ =1,Z—_xl/ŠB+_VŠ=0
y xl +V 8 VŠ+ 8____V3_ 2

d>y—xt870“—5—4tg700=o, 1“— w :"15 far, Ví?
314.a)4x—lly—93=0;b)x=4—-2t,y=—7+9t;c) 4x+3y+
. 34-0 d)y=—7.315.a)x= 2+4t,y=5+3t; b)x=2+21,y=
-.—.5+3t.316.a)x—2y+3=0, 2x—y—5= 0, x+y—8=0; b)
3x—2y—2=0,x+5y+5=0, 2x+3y+3=0. 317.a)q)=900;b)

arctg Ž—= 36052'; c) arctg lí : 67010'. 318. 4: —y —12 = 0, x + 33:—
-—29=0,x+5y—3=O. 319.a) 3x+y+20=0, x+2y+l5=0,
5x+55y+ll2=0;b)2x+3y+l9=0, 2x—3y—23=0,x—l3y—

—225,4= O.320.a)c=l—2b, a=2b, bačO, baví—L;b)a7L2b, baéo,

b:,č-——,C$l—2b;c)a=2b,b?'=0.
3212.a=18021, p= 108027,2192.3. 322. (12:5. 323. A=(6, _3), B=

,_ 93 —51 ,_ se 124 67 _
=(5, 4),A __:(2_5,2—5) =(Ž, 2—5).324.a) =1_19,,b) 51:

4411/3 o „—4y=16.327.—a) ,b)=—V3.328...,x+4y—4=03293)90 45,
b,) a= %, ,315= 26033'3,54")! =63026"'6. 330. : —7y+ 3=o,

x+y+ 3=0.
|3x—10y+12| |3x—2y+6i331. =x, =x+6.332.a __ : __ = 2:

, _ , > V109 _Vw
:3; b) 3V5|3x—7y+4| =2V58 |x—2y+3l; c) 3(V109iV13) x _

_ g(VíĚi symy + 6(V1T9+zl/É) = o; d) '3—_,751+4; =

: [)%+—31.33.21) Vnitřekčtverces vrcholy- (0 7)>(—5 2)>(1 _6),
(6, 1), b) (6, 2), (l, —3), (—4, 2), (l, 7), c) nevyhovuje žádný bod. 334. Úsečka
DE, kde D, B jsou průsečíky osy přilehlých úhlů ke třetí straně, se stranami
protilehlými. 335. Úsečka 8182, kde Sl ie střed úsečky AB, Sz střed výšky
v,. 336. Svazek přímek se středem: a) v bodě P = (0, b); b) P E (a, 0). 337.
a),: +y2— 5y=10;b)(x+5)=+(y +5)2 = 25,(x + 13)2+ (y + 13)2=
= 169; e) (x = 4)= + (y = 2)= = 4, (x + 4)= + (y —10)2 = 100; d)

122 13 2 2 7 2

x2+y2=25,x2+(_y—1162—5=(ll2žš);e)síš (Š' š),n =šš
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2 4 4
y2+4x—6y =0. 339.33041'.340.x2+y2— 8y=0.

341.a)y=%x,y=0;b)15x+8y=0,y=0. 342.x+y=3. 343.
::2 +y2 + 6x —4y — 12 = 0, (0,6), (l, —l), (—8,2). 344. x2 + 3;2 = ax.
345. x2+y2 =4. 346.x2+y2 = l4nebo 4(x2+y2)=2(b2+c2)—a2.348.

= r(3 —2V5); p = a = ier/í— 1). 349.a) (18,:t12); b) (3, avi)­
350. (s, 12), d = 9.

351. 6m; 3,375 m; 1,5,nf;"6,'375m. 352. a) (y _ n)2 = 12(x _ m) nebo

(x —"02 = 12(y —n); b) y2 = 10(x —2,5); c) x2= —4 % d) x* = 8y
353- 3) az=(xšyž—xšyš)=(yš—yš), (xšyš—xšyš):(xš—xš) = bz, lxll =

=|x2|, ml vemu; b) a==—5—,bz= 332 354 a) iy—x+3=03 b)
y=3x+1;c)x—2y+12=0;d)3x +y +1 =0,3y——x = 27. 355.

356.y = ; _ x; i 3VŽx+4VŽy—24=O.357.
x1=y1= I/a2+b2. azk
a) 100x_6oy+81=o;b)2x-3yi10=o;c)4V2—x—V2_y:t16=o.
358.Zac—31112:0;2x—y=j;4Vg. 359.xj:y+3=0. 360.b2x2+
+a2yz=a2b2.

19 2 7 3 5 7

SZE(1:5)a72=25335(í,5),fa=š,s4=(— _),7'4=—.338.x2+

361. 9x2+25y2 =225. 363. (15 8___V5, :t it;-KB); 365. x2 — y2 :“(I—15? ya=z_z _— _= __y_= '=__.
a b. 252 + 4 l. 367. a) 6 5 l,O._( l, l),

b)x2—4y2=4, O'=(——3,0);c)x2+yz =18, O' =(2, —3);d)x2+5y2_-—

O'=(— 2,2). 368.s=(_ _,5 i4V23)>n=r=36+20V3. 369. a) Čtvrt
kružniceorovnicíx2+y2=p2;b) —+02 (x2+y2)—2acxy— Š—cř:
= 0; c) čtvrt elipsy o rovnici pzx2 + q2_y2= 1922; d) (p2++a2)x2 + (a2 +
+t12)y2—2a(p+q)xy—(pq—a2)2=0. 370. a) x=3cost, y=3sint,

A=(0,3),B=(——V3,Š), C=(—3,0),b)x=—2+cost,y=5+

+sint, A=(—2,6),BE(—2—V—23,%), CE(—3,5); c) x=4+
+ 2 cos :, y = 2 sin :, A = (4, 2), B = (4 _ Ví, 1), c = (2,0). a) (3,0),

(0,3);b) (lic,—W, _I—Íví); c) (—2iy; 5 ; Vz—ž).

683



_ 2—

37lox=—1+3c05t,y=2+sint,Aš (_1_ 332,2_V2_) ,
ll

tK=-—2, tL=1c,tM=í1t. 372.x=8+c—-—osz,,y=—l+3tgt,AE(4,

—1),Bz(8+4l/2', —4),cš(o,—1—3V3), zD=0, „3:3 373.
(iť—3? (3+2)2_ . _ 2 _ z.. . 2

a) ——4————l —1,b)(x l)+(y 2) ——25,c)y—4y—8x+

+28=0;d)y2(l + x) = 1. 374. x : ct,y = ——Š—gt2,y=yo—%2x2.375.

( czsin 20x)2 . 2c2cos2a/ ::2. sin2a) (czsin 20: czsinŽa)
x— = y— ,Vš ,

62 25; g \ 2g 2; 2g

=——w.376.a)xbcostp+yasinq>=ab;b),:(gg) —y. atgq;=

—=ab;c) 4x2+2y—3= 0. 377. a)a=arctg 32.1= 87012'; b) a = 300.2m;2
378.x2=E—e.
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