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MATEMATIKA

Determinanty

DOC. JAROSLAV CHUDÝ, ČVUT, Praha

Ve škole jste se již učili řešit soustavu dvou, tří a více lineárních
rovnic o shodném počtu neznámých. Všichni jistě znáte metodu do sa
zovací (substituční),vylučovací (eliminační,sčítací),srov
návací (komparační)a někteřímožnáznáte metodu Bezou
tovu využívající svazku přímek. V tomto článku vás chci seznámit
s další metodou, která užívá jistých schémat, tzv. determinantů. Tyto
determinanty jsou užitečné nejen proto, že umožňují řešit obecně sou
stavu » lineárních rovnic o » neznámých, že toto řešení do jisté míry
mechanizují, ale i pro četná použití v různých partiích matematiky.

V článku nebudu vykládat obecnou teorii determinantů, ale zůstanu
jen u nejjednodušších determinantů 2. a 3. stupně, ukážeme si jejich
použití pro řešení soustavy dvou a tří lineárních rovnic o dvou a třech
neznámých i některou aplikaci v analytické geometrii. Použiji při tom
způsobu, který lze zobecnit i pro determinanty libovolného stupně. Pro
to také všechny vlastnosti (až na jedinou), které si odvodíme, platí
1 obecně.

Článek doporučuji zejména všem z vás, kteří chtějí studovat na
některé z technických fakult; tam se tato partie, ovšem obecnějším
způsobem, vykládá v prvních přednáškách.



1. Soustava dvou hneárnách rovnic o dvou neznámých
Determinanty 2. stupně

Mějme dánu soustavu dvou lineárních rovnic o dvou neznámých

AT T 4972=" (1)
OT T A9— 6.

Neznámé označujeme týmž písmem « a rozlišujeme je indexy. Toto
označování je běžné při obecné teorii soustavy lineárních rovnic. Jedna
z výhod je i v tom, že není třeba při větším počtu neznámých vymýšlet
písmena pro označení jednotlivých neznámých. Samozřejmě při dvou
nebo třech neznámých užijeme také tradičního označení «, y, z.

Rovněž koeficienty při neznámých označujeme týmž písmenem a,
rozlišujeme je pak dvojími indexy. První index udává pořadí rovnice
v soustavě, druhý index souhlasí s indexem příslušné neznámé. Obecně
koeficient označíme az, kde i = I, 2; k = 1, 2. Např. a, čteme a dva
jedna.

Pravé strany rovnic označujeme písmenem c;, kde index %označuje
pořadí rovnice v soustavě.

Napište si v této symbolice soustavu 4 nebo 5 lineárních rovnic o pří
slušném počtu neznámých. Jaké jeumístění členuskoeficientem na př.093?

Řešme soustavu (1) metodou sčítací. Násobme nejdříve první rovnici
číslem G2, druhou číslem (—a1,) a sečtěme. Dostaneme (proveďte si)

Ty(A1103 — A901) — C123 — A120,- (2)

Násobme nyní první rovnici (1) číslem (— a,), druhou číslem a11
a sečtěme (zase si proveďte)

Ty(A103 — A131) — A102 — C101- (3)

Bude-li nyní výraz
A112 — A901 + 0. (£)

lze ze (2) a (3) vypočíst neznámé T, T, jež jsou v tomto případě jedno
značně určeny

Cid — A190 A103 — C0r — Le 1202. „Šuta A7 (5)„M
A113 — A101 A11G39— A191

Pozorujeme-li čitatele i jmenovatele (všimněte si, že jmenovatelé
jsou stejné), vidíme, že jsou složeny podobným způsobem; jsou totiž
utvořeny jako rozdíly součinů vždy dvou činitelů. Ukazuje se výhodné
zavést pro takto složené výrazy zvláštní symbol. Označmevýraz

A114 7 A121 (6)

(7)
symbolem

A1 A1
A1 U39



a nazveme jej determinantem druhého stupně. Je složen ze dvou řádků
a dvou sloupců (všimněte si indexů), číslo a;x nazýváme jeho prvkem,
index %nazýváme řádkový, index k sloupcový. Takovým determinantem
rozumíme pak číslo, které dostaneme podle předpisu (6) tak, že od sou
činu prvků v hlavní úhlopříčce(zleva doprava dolů N) odečteme součin

*v/ +
prvků ve vedlejší úhlopříčce(zprava doleva dolů “ ). Tak např.

5 3 —2 65
4 6 — 8 —4

Vraťme se k řešení (5) soustavy (1). Jmenovatele v obou zlomcích lze
nyní napsat determinantem (7), který je složen z koeficientů při nezná
mých v soustavě (1). Nazveme jej proto determinantem soustavy (1)
a označíme D.

= 5.6 —3.4 = 18; —(—2) (—4—5 (-3)=3.

Čitatele při neznámé «, lze také zapsát determinantem

C1 M
Cz U9 3

který označmeD,
a čitatele při neznámé =, determinantem

G11 C1

A1 Ca |"

který označmeD,.
Všimněme si, jak jsou utvořeny tyto determinanty. Stačí nahradit

v determinantu soustavy první sloupec, příp. druhý sloupec, pravými
stranami rovnic (1).

Odvodili jsme tak pravidlo pro řešenísoustavy dvou lineárních rovnic
o dvou neznámých (které platí i obecně pro » rovnic o » neznámých):

PravidloKramerovo:Soustavadvoulineárních rovnic
odvou neznámých má právě jedno řešení(jedinou
dvojici «, «) tehdy, je-li determinant sousta
vyrůzný odnuly. Každá neznámá jerovna zlom
ku, jehož jmenovatel je determinant D soustavy
a čitatel je determinant vzniklý z determinantu
soustavy nahražením koeficientů počítané ne
známé pravými stranami rovnic.

Tímto pravidlem nelze řešit soustavu, kdy determinant soustavy je
rovný nule. Tento případ nastane tehdy, nemá-li soustava buď žádné
řešení (sporné rovnice), nebo má-li soustava nekonečně mnoho řešení
(závislé rovnice).

Přiklady
1.5x—6x,=3 Is -6,4 3-6,sni) D=5 =o,Da=? S|=33



153, -DayJU. -Da A
Dn= 1 7 = 28 0 > D 37 X D ©

9. 34 —Illy = -2 3 -1 2 —1
—5r—Ty= oj D= —5 = 16; De=| 0 oi

| 3-2, 190g- -L y=2Dy=| o5o=-102—3554=38:
3.. 2x — 3y = 5 2 —3|. 9. soustava"nemá jediné řeše

—4%+ 6y = —10 D=|—4 6|7 **ní. Jaké jsou tyto rovnice?

V závěru tohoto odstavce upozorňuji na jednu vlastnost determinan
tu (ověřte si ji přímým výpočtem):

Věta1.Determinant, jehož jedna řádka je násob
kem řádku druhého (totéž pro sloupce), je rovennule.

V příštím čísle užijeme těchto výsledků k zavedení determinantů
3. stupně a ukážemejejich použití pro řešení soustavy tří rovnic o třech
neznámých.

(Pokračování)

Konstrukce trojúhelníka

daného stranou, příslušnou výškou a poloměrem vepsané kružnice

DOC. KAREL DRÁBEK, ČVUT, Praha

Geometrické konstrukce je možno provádět pomocí různých metod.
Nejznámější je metoda geometrických míst, velmi častá je metoda, která
používá analytické geometrie, ostatní metody“), např. převedení dané
úlohy pomocí příbuzností (shodnosti, otáčení apod.) na jednodušší,
nejsou tak běžné. Je zřejmé, že některé úlohy lze řešit stejně snadno ně
kolika různými metodami, někdy je však výhodnější řešenípomocí jedné

1)Viznapř.knihu:JánŠtalmašek,Geometrické konštruk
cie, SVTL, Bratislava 1959. Článek je též odpovědí na dotazy několika
čtenářů.
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A Y

EETx ,
S=sO © X X S=O W"

B t C k. Ia >
Obr. 1 Obr. 2

metody než pomocí některé jiné metody. Kladem metody používající
analytické geometrie, při které převedeme řešení geometrické úlohý na
řešení rovnic je, že zjistíme nejen počet řešení a podmínky řešitelnosti,
ale také, zda daná úloha je řešitelná euklidovsky, tj. kružítkem a pravit
kem.

Vúloze:sestrojit trojúhelník, který je dán stra
nou a,výškou v, a poloměrem o vepsané kružnice
k (obr. 1), použijeme k řešení analytické geometrie, i když je možno po
stupovat pomocí metody, která používá geometrických míst a konstruk
cí, jak ukážeme dále.

Z obr. 1 je patrno, že pro řešeníúlohy je třeba určit vrchol A hledaného
trojúhelníka tak, aby z něho sestrojené tečny t,, t„ke kružnici k(S; o) bý
ly protaty třetí tečnou kružnice k, na které má být strana a v bodech
B, Č tak, aby a = BC, Přitom vrchol A musí být ve vzdálenosti v4 od
této třetí tečny.

Ukažme si nejdříve, jak stanovíme rovnice tečen !,, t, daným bodem
[X3 Yo)ke kružnici k (S; r) o rovniciPh =0 (W)

K tomuto účelu zvolme na tečně f procházející bodem [%; Yo]ke kruž
nici (1) libovolně další bod [73;4] (obr. 2). Potom parametrické rovnice
této přímky jsou“)

T — Kr Yo — kW= = k 1. 2

Bod dotyku přímky (2) s kružnicí (1) je určitý bod [x; y], jehož sou
řadnice vyhovují rovnici kružnice (1). Po dosazení z rovnic (2) do rovnice
(1) a po úpravě dostaneme kvadratickou rovnici pro parametr k

xi + yíi—")— 2klTyt+ YY—7) + x +-y0—7=0. (3)
2) Co jsou parametrické rovnice přímky viz poznámku *%)v článku K.

Drábka: Pól a polára kružnice, Rozhledy(42),1963- 64,
str. 304.



Protože přímka (2) má být podle předpokladu tečnou kružnice (1),
musí mít kvadratická rovnice (3)pro parametr k hledanéhobodu dotyku
dvojnásobný kořen, a proto je diskriminant rovnice (3) roven nule, tj.

(vá + 40 — 7)(zí + Ví — 77) — (zo71 + YW1— 7?)?= 0 (4)
Bod [7; y,] na tečně (2)ke kružnici (1) byl však zvolen zcela libovolně,

proto vztah (4) platí pro každý bod tečny, takže rovnicí
(x + y* — 7?) (x9 + 40 — 7*) — (z% + YY — 7*)?= 0 (5)

je dána dvojice tečen sestrojených z daného bodu [%; 40]ke kružnici (1).
Tohoto výsledku použijeme pro řešení naší úlohy. Souřadnicový sys

tém volme tak, aby strana a ležela na rovnoběžce s osou z ve vzdálenosti
o (tj. na přímce y = —0) a aby kružnice k (nyní o poloměru o) vepsaná
trojúhelníku měla střed v počátku O.

Podle provedeného rozboru je vrchol Á na rovnoběžce s osou z ve
vzdálenosti v4 — o. Pro tečny z tohoto bodu A [x; v4 —6] ke kružnici
k dostaneme

(xž + yž— e?) [xg + (vy—0) —0] — [xx + y (v4y—0)— ej = 0

Pro průsečíky B, C těchto tečen s přímkou y = —o dostaneme (po
úpravě a za samozřejmého předpokladu v, > 0) kvadratickou rovnici

(Vy —20) + 207%—0%= 0, (6)

která má řešení (za předpokladu vy >>20)

molto E vě + (va—20)va] 711,2 = . (7)
Vy — 20

Podle našeho požadavku je

20 Vež + (vy — 20) ua = B = — m%=
Va — 20

Odtud určíme dosud neznámou souřadnici z%bodu A, takže máme
a (vy — 20) | |

0

Tato rovnice pro souřadnice x; hledaných vrcholů A trojúhelníků
splňujících dané podmínky dává také podmínky řešitelnosti úlohy.

Poněvadž (pro reálné řešení) musí být x$ = 0, dostaneme z (8) další
podmínku řešitelnosti (jednou je vy >>20) ve tvaru

200
IVVy > 0 (9)

až — 40?
a zároveň

až > 4e?, tj.a > 20. (10)
Jestliže tedy v podmínce řešitelnosti (9) platí znaménko rovnosti,

je Tg— 0 a úloha má pouze jedno řešení (a hledaný trojúhelník je rovno
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ramenný); je-li 3 > 0, jsou vždy dvě (různá) řešení(souměrnápodle osy
jdoucí středem vepsané kružnice kolmo ke straně a = BC) a v případě,
že X4< 0, kdy tedy neplatí podmínka řešitelnosti (9), není řešení žádné.

Rovnice (8) ukazuje, že pro grafické určení velikosti souřadnice 2 >>0
(druhé řešení dostaneme ihned pro opačnou hodnotu) je třeba určit
úsečku u = a (V4— 20) : 20, dále stanovit stranu v čtverce, jehož obsah
je rovný obsahu obdélníka o stranách vy — 20 a v4a konečně sestrojit
druhou odvěsnu (která je hledanou délkou %) v pravoúhlém trojúhel
níku, v němž je známa přepona délky u a odvěsna délky v (vizkonstrukci
vobr.3,kdeo = 1I,vy=5,a=3). (Pokračování)/

Na obrázku 1 budeme soused
ními kruhy rozumět ty, které
jsou spojeny úsečkou. Vaším
úkolem je rozhodnout, zda se
dají do osmi kruhů umístit
číslice od 1 do 8, aby žádné dvě
po sobě jdoucí číslice nebyly
v sousedních kruzích. Umístíte-li
tedy do horního levého kruhu
číslici 7, nesmíte umístit 6 a 8
do levého a dvou prostředních
kruhů v druhé řadě, ani do zbý
vajícího kruhu v první řadě.
(Podle M. Gardenera.)

H. Hofmanováď.
ÚLOHASČÍSLICEMI
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DESKRIPTIVNÍ GEOMETRIE

„Šectio aurea“ - Zlatý řez
DR.ING. FRANZ DANIELOWSKI, Vysoká školy architektury a stavební,
Výmar, NDR.

(Psáno pro Rozhledy)

Pro vystižení estetického dojmu určitých geometrických útvarů, pro
přirovnání rozměrů lidského těla, těl zvířat a rostlin, byly prováděny po
kusy vysvětlit tyto tvary pomocízlatého řezu, a tím odvodit
určitá pravidla úměrnosti.

Pozorujeme-li např. lidskou paži jako celek od tzv. akromionu až ke
špičce středního prstu, tj. úsečku AB, pak bod Ty — nejužší místo nad
lokti, odkud vedou svaly k předloktí, dělí úsečku AB v poměru zlatého
řezu (obr. 1).

Dělíme-li předloktí s rukou, tj. úsečku AT, dostaneme podle zlatého
řezu dělicí bod T', v zápěstí. V určitých dobách se projevovaly snahy
zkoumat všechny možné rozměry z hlediska jejich dělicích poměrů,
z čehož vyplynulo tzv. zlaté kružidlo, které v podstatě odpovídá staro
římskému redukčnímu kružidlu, jak je znázorněno na schematickém
nákresu (obr. 2). Při tom se z označuje větší část úseku, který se dělí
v poměru zlatého.řezu.

Již v roce1509vyšeltraktát od Luca Pacioliho (« l445až
1509)s názvemDe divina proportione. Velikýastronom
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Obr. 1 Obr. 2

Jan Kepler (1571-1630),který v letech 1600-1612působil v Praze
u dvora císařeRudolfa II., zabýval se ve svých spisech božskou proporcí.

Snahy po dosažení uspokojivého estetického účinku použitím zlatého
řezu se projevovaly především u staveb. Tyto snahy sahají od Egypta
nů, Řeků, Římanů a celý středověk až po naše časy.

Co rozumíme nyní pod pojmem zlatý řez?
Úsečka AB je rozdělena bodem T zlatým řezem, má-li se celá úsečka

AB = a k většímudilu AT = « jako většídil k menšímu dilu TB = b=
= 4— z (obr. 3).

Obr. 3

Tuto definici lze vyjádřit úměrou

a:t=ZT (a— 17)
z toho plyne

Z =ala— T) (1)
Dosadíme-li za a — I, dostaneme



Č*+a=l (2)
*+-a2—1=0
X1——4+ 3+1
= ž|5-1
x = 0,618 033 98...

Kořen T, rovnice (2) má zajímavou vlastnost. Jeho reciprokou hodno
|— l „34

tou = je číslo961803.. = 1,61803 ....—1 + v, což odpovídárovni
ci (2)

Rovnici (1) můžeme dát též tento tvar

a —=zx(xz+ a) (1")

Z tohoto vztahu lze odvodit geometrickou konstrukci zlatého řezu
určité dané úsečky a. Čtverec, jehož délka stran se rovná úsečce a, má
být rovnoplochý s obdélníkem, jehož jedna strana zr se rovná větší
části úsečky a, rozdělené zlatým řezem; druhá strana se rovná úsečce a
zvětšené o jeji větší část «, totiž x + a (obr. 4). Pro konstruktivní pro

v

/ <
k / “
X X |= |

|| C
H, A M B H,a ———

Obr. 4

vedení to znamená, že strana čtverce BC se stane výškou v pravoúhlém
trojúhelníku H,CH;, ve kterém úseky na přeponějsou H,B=a+-«
a BH, — x. Tento trojúhelník má pravý úhel u bodu C, ležícíhona kruž
nici o průměru H,H, (Thaletova věta). Střed této kružnice je v bodě M,
středu úsečky AB. Proto lze střed M kružnice ihned nalézt (úsečkaAB =
= a je dána); poloměr kružnice MČ zjistíme, vztyčíme-li v B kolmici
k AB a na ni naneseme úsečku BC = a. Pak na přímceAB vytíná kru
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hový oblouk H,A a BH,, které odpovídají větší části úsečky AB, rozdě
lené zlatým řezem.

Úloha může být též dána v této formulaci:
Otvor nějaké stavby, např. okno, dveře, výklenek apod., má se při

dané výšce provést tak, aby obdélník otvoru měl délky stran v poměru
zlatého řezu.

Budiž dána výška A,hledejme šířku 5, (obr. 5). Konstrukci samotnou

ý Ni
ý
Z AT
/ > OK

A Cx M/ ÁNa

Obr. 5

nemusíme vysvětlovat, neboť se podobá konstrukci právě popsané.
Důkaz správnosti

2

P= hi? (2) (Pythagorovavěta)

jeli h = 1

b = 0,618 033 98

což je ve shodě s výsledkem rovnice (2).
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Běžná je ještě jiná geometrická konstrukce (obr. 6). Na dané úsečce
AB se v bodě B vztyčí kolmice a na ni se z bodu B nanáší poloviční délka

dané úsečky AM = MB = <= —o —BH,. Na úsečceAH, určíme

bod H, tak, aby H,H, = 7- Kruhový oblouk AH, —AT určuje již
na dané úsečce AB bod T', který ji dělí v poměru zlatého řezu.

-amb

Mi14 A
X =“ —a "|

Obr. 6

Při důkazu uvažujeme pravoúhlý trojúhelník ABH, s pravým úhlem
přiB. Z Pythagorovy věty plýne

av a
-+ 5) = T%

Z této rovnice postupně dostaneme

XŽL ax = dž

© —=ala— 1)

Výsledek odpovídá definici i rovnici (1).
Přeložil a upravil O. 8.

(Pokračování)

I Za měsíc bylo nakoupeno 109knih
U KNIHKUPCE za2845Kčs.Bylykupoványtři dru

hy: po 34 Kčs, po 17,50 Kčs a po
27,50 Kčs. Kolik bylo kterých, ví
me-li, že se jejich počty od sebe liši
ly jen nepatrně?

0.5.
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0 některých křivkách
DOC. BOŘIVOJ KEPR, ČVUT, Praha

(Pokračování)

4. Příklady křivek

Vezmeme-li za polhodie speciální křivky, získáme i příslušné speciální
pohyby a také příslušné speciální křivky jako dráhy nebo obálky, vzni
kající při takových zvolených pohybech a na základě dříve odvozených
obecných pouček. Pak můžeme studovat charakteristické vlastnosti
těchto křivek.

Zvolíme-li za jednu z polhoid např. přímku a za druhou kružnici,
nebo zvolíme-li za obě polhódie kružnice, získáme pohyby, kterým ří
káme cyklovdální ; příslušné dráhy bodů nazýváme cykloidami.

1. Kutálí-li se kružnice (polhodie hybná) př po pevné přímce (pol
hodii nehybné) p? (obr. 20), opisuje bod A na této kružnici křivku dy,G

ŘE X ;
s C7 < A

Obr. 20

jíž nazýváme cykloidouprostou, bod B pevně spojený s kružnicí př a leží
cí vně této kružnice, probíhá křivku dp, jíž říkáme cyklovdaprodloužená
a konečně bod C, pevně spojený s valící se kružnicí p? ale ležící uvnitř
této kružnice, vytváří dráhu d,, nazývanou cyklotdouzkrácenou.Z obr. 20
je ihned patrné, že tyto křivky nikde „„nekoněí““,neboť kutálející se
(vytvořujicí, tvořici)kružnice př se může po dané pevné přímce (zaklad
m) p? valit neomezeně. Každá z těchto křivek se skládá z neomezeně
mnoha navzájem stejných části, tzv. větví.Každá taková větev odpoví
dá právě jednomu odvalení kružnice p* po přímce p“. Na obr. 20 je
vyznačena, celá jedna větev prosté cykloidy dy mezi body A a *Á,
v nichž se kružnice p? dotkla svým bodem A, přímky p“ právě po jed
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nom odvalení. Prostá cykloida dy má v těchto svých bodech A, *A,...
na základní přímce p“ singulární body, tzv. body vratu neboli hroty.
Cykloida prodloužená dp má singulární body, tzv. dvojnásobnébody,neboli
uzly, (na obr. 20 je to bod D), tj. body, kterými prochází tato křivka
vždy dvakrát. K těmto singulárním bodům na dg dochází při vzniku

„křivky opět postupně vždy po jednom odvalení kružnice pž po přímce
př. Cykloida zkrácená d, nemá takové singulární body. Vyskytují se na
ní pravidelně jen tzv. bodyvnflexná(neboli obratu), v nichž prochází dráha
d. z jedné strany příslušné tečny na druhou. Na obr. 20 je to bod J.

Ukažme si nyní konstrukci prosté cykloidy, která je provedena na
obr. 2la.

Obr. 21

Pro konstrukce cykloid je často nutno prověst tzv. rektifikaci kružnice
nebo rektifikaci kruhového oblouku, tj. sestrojit úsečku, jejíž délka se rovná
obvodu dané kružnice, nebo délce daného kruhového oblouku. Je známo
již dávno, že vzhledem k transcendentnosti čísla z — 3,141 59... není možno
provést rektifikaci kružnice nebo jejího oblouku pravítkem a kružítkem zcela
přesně.Existuje však mnoho přibližných konstrukcí. Na obr. 21b je uvedena
jedna z nich, nazvaná konstrukce Kochaňského.Obrázek je natolik přehled
ný, že není třeba k němu žádného podrobného komentáře a čtenář hned
pozná úsečku BC, znázorňující přibližně polovinu rektifikované kružnice.
Doporučuji čtenáři, aby si k procvičení spočítal sám skutečnou délku této
úsečky BC(nejlépe pro 7 = 1) a zjistil, že k odchylkám od tabelové hodnoty
n dochází až na pátém desetinném místě. Z hlediska potřeb praktického rýso
vání, můžeme tedy považovat Kochaňského konstrukci prakticky „za
přesnou.

Na obr. 2lc je provedena přibližná konstrukce rektifikace kruhového ob
louku dané kružnice, příslušného ke středovému úhlu «. Tato konstrukce je
tím přesnější, čím je oblouk menší. Nedoporučuje se však ji používat pro
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oblouky příslušné středovému úhlu « většímu než 30%.Je-li právě « = 30,
je chyba vzniklá rektifikací příslušného oblouku menší než tři desetitisíciny
poloměru. Tato chyba, ještě jistě zcela zanedbatelná, však dost rychle vzrůs
tá pro středové úhly rostoucí nad 30“.

Nyní se však vraťme ke konstrukci prosté cykloidy. Abychom sestro
jih jednotlivé body této křivky, rozdělme danou tvořicí kružnici př
(polhodii hybnou) dělicími body 1, 2... od bodu dotýku A s přímkou p"
na oblouky stejné délky, (pro konstrukci prosté cykloidy není tento
požadavek podstatný, ale konstruktivně výhodný), patřící např. středo
vým úhlům 30", neboť takové rozdělení se dá provést téměř ihned. Od
dotykového bodu A kružnice př se základní přímkou p? (polhodií pev
nou) naneseme na tuto přímku úsečku délky 2grr (r je poloměr kružnice
př) třeba na základě konstrukce z obr. 21b. Tuto úsečku rozdělmedělicí
mi body *S, 2S, 3S,... na 12 stejných dílů, neboť i kružnici př jsme
vlastně rozdělili na 12 stejně dlouhých oblouků. Dělicí body *S, *S,...
určují tedy na p" úsečky, rovnající se svojí délkou uvedeným obloukům
na př 16).

Dělicí body na př a dělicí body *S, *S,... na p? byly sestrojeny tedy
tak, že při kutálení kružnice př po přímce p" přicházejí dělicí body na
př postupně do dělicích bodů *S, 2S,... na p“. Abychom sestrojili jed
notlivé body prosté cykloidy, není třeba sestrojovat jednotlivé polohy
kutálející se kružnice př po p", ale stačí postupovat tímto způsobem
(čtenář nechť si rozmyslí jednoduchou úvahou oprávněnost následující
konstrukce): Dělicímibody 7,2... kružnice př vedeme rovnoběžkys přím
kou p" a nanášíme na ně ve stejném směru úsečky A *S = I'A, A*S=
—ZA, A*S = 3A,... Body *A, 2A,... takto získané leží pak na prosté
cykloidě dy, tj. na dráze bodu A = *Ae př, kterou opisuje bod A
kutálející se kružnice při výchozí poloze A;, v níž je právě dotykovým
bodem tvořící kružnice př se základní přímkou p". Okolnost, že jsme
zvolili bod A = A, právě v bodě dotyku kružnice př s přímkou p" není
podstatná, pouze usnadňuje provedení konstrukce prosté cykloidy.
Kdyby totiž bod A €epř nebyl zvolen v bodě dotyku s přímkou p",
mohli bychom kružnici př po přímce p? odvalit tak, aby se tento bod
stal právě tímto bodem dotyku a na tvaru prosté cykloidy by se tím
nic nezměnilo. *

Právě popsanou konstrukcí lze sestrojit body jedné větve prosté
cykloidy. Tato větev se pak stále znovu a znovu reprodukuje, takže
tímto způsobem je vlastně sestrojena prostá cykloida ,,celá““.Pro čtenáře

16)Úsečky A!S,1S2S,... mohli jsme tedy sestrojit i pomocí konstrukce,
uvedené v obr. 2le. Při praktickém rýsování je však vhodnější ten postup,
kterého jsme právě použili. Teoreticky bychom jistě dospěli k témuž. vý
sledku. Při grafickém provádění se však stálým nanášením úsečky A!S =
= 182S=... může znásobovat (tedy zvětšovat) eventuální chyba z nepřes
nosti praktického rýsování, kterou nemůžeme nikdy absolutně vyloučit.
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tohoto článku bude velmi užitečné, když si na základě právě předvedené
konstrukce prosté cykloidy promyslí analogickou konstrukci cykloidy
prodloužené a cykloidy zkrácené.

Body *S, 2S,... na p? jsou příslušnými okamžitými středy otáčení,
jak bylo vyloženo v předcházejícím odstavci. Z toho plyne, že spojnice
LA1S,2A?S,... jsou normálami cykloidy dy a kolmice v bodech *4,2A
cykloidy na příslušné normály jsou pak tečnami této křivky v jejích
bodech. Na obr. 2la je vyznačena řada těchto normál. Tečna je na tomto
obrázku sestrojena pouze v bodě *A jako přímka ť4, | »4,. Podle
Thaletovy věty o pravém úhlu nad průměrem kružnice, mohli bychom
sestrojovat tečny v bodech prosté cykloidy rovnou, bez použití normály.
Na obr. 2la je tato konstrukce tečny uvedena v bodě *Aprosté cykloidy.
Spojíme-li totiž bod *Aprosté cykloidy s bodem IV, který je na průměru
příslušné polohy kutálející se kružnice bodem protiléhlým k bodu *S,
získáme přímo tečnu ť44 V bodě *4 prosté cykloidy. Tímto způsobem
lze u prosté cykloidy sestrojit tečnu v každém jejím bodě přímo, bez
použití příslušné normály. Při sestrojování cykloidy zkrácené nebo pro
dlouženétato přímá konstrukce tečny neplatí. Bude velmi užitečné, když
čtenář sám uváží, proč.

Stanovme si nyní ke každé poloze polhodie hybné (tj. kružnice p)
kružnici p" souměrně položenou vzhledem k polhodii nehybné (tj.
vzhledem k základní přímce) p?. V obrázku 2la je tak učiněno pro
polohu “pž kružnicí +p*. Normála 14, — (*A, 4S) vytvořené prosté
(obecné cykloidy) dy protne kružnici 4př v bodě +4. Rozmyslí-li si
čtenář dobře tuto skutečnost, přijde brzy na to, že bod *A, jakož i body
VA,kde %= 0, 1, 2.... sestrojené stejným způsobem, vytvoří rovněž
prostou cykloidu dy. Ta je shodná s původní prostou cykloidou dy,
ale je „vysunuta““ o 2r pod danou cykloidou dy (t. pod přímku p")
a současně „„posunuta““ ve směru přímky p% o polovinu obvodu zr
kružnice p?. Doufám, že nyní čtenář přišel již na to, že normály cykloidy
da jsou tečnami cykloidyDg. Je tedy prostá cykloida dý evolutou dané
prosté cykloidy dy, tj. prostá cykloida dz je tzv. geometrickým místem
středů křivosti pro danou prostou cykloidu dy. Tento fakt byl obecně
ukázán a odvozen v textu k obr. 4 a 9 a nyní byl konkrétně předveden
pro zcela určitou křivku, cykloidu prostou. Z toho plyne velmi snadno
věta:

Poloměr kružmce křivosti (oskulační) prosté cykloidy v jejim daném
bodě je rovný dvojnásobné délce příslušné normály.

Na obr. 2la býl podle toho vyhledán střed křivosti S4, pro bod -A
prosté cykloidy dy, a tím i příslušný poloměr křivosti tak, že bylo uči

něno 4445 — 4884,. Je tedy *4 = 54, a příslušný poloměr křivosti
(poloměr příslušné oskulační kružnice) 4r — 4484, — *4*S + *884, =
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„(444S)na příslušné normále »4,. Stejnou konstrukci bychom mohli
uplatnit ve všech regulárních bodech prosté cykloidy. Pro cykloidu
prodlouženou nebo zkrácenou, uvedené konstrukce, týkající se oskulační
kružnice, ovšem neplatí. Pro tyto křivky je celá tato záležitost kompliko
vanější a nebudemese jí proto zabývat.

Prostá cykloida má mnoho dalších, vskutku překrásných vlastností,
zejména i ve vztahu k problémům fyzikálním. Není však bohužel možno
o všem zde hovořit, neboť jinak by časopisRozhledy musel této
problematice věnovat na pokračování několik let. Přece však nemůže
autor bez zmínky vynechat ještě následující dvě vlastnosti prosté
(obecné) cykloidy. Jsou to vlastnosti, které pokládá osobně za nej
krásnější, neboť se touto problematikou. zabývali, kromě jiných, bada
telé nejslavnějších jmen klasické fyziky a základů tzv. vyšší matematiky,
ato Huygens (autorslavnévlnovéteoriesvětla),Johan a Ja
kob Bernoulliové (objevitelézákonůpro proudícíkapaliny),
Léibnitz a Newton (obazakladatelétzv. infinitesimálníhopoč
tu, tj. počtu diferenciálního a integrálního, při čemž Newton je dále
autorem principů mechanické fyziky). Huygens např. dokázal (příslušný
důkaz tu ovšem nelze provádět vzhledem k znalostem čtenáře) toto:

Křivka, která má tu vlastnost, že jeji kmotný bod M, klesající po ná vlastní
tíži dosáhne vždy v témž čase jejiho „„nejhlubšiho““ bodu bez ohledu na to,
z které výchozí polohy na křivce vyšel, je prostou (obecnou) cykloidou.

Obecná cykloida, o níž hovoří předchozí věta, je vyznačena na obr. 22.
Vzhledem k problému, který je touto křivkou řešen, je prostá cykloida
na obr. 22 vyznačena v té poloze, která odpovídá řešení úlohy, tj. v po
loze tzv. zrcadlového obrazu k prosté cykloidě dy z obr. 2la vzhledem
k základní přímce p", v tzv. „horizontální“ (tj. „„vodorovné““)poloze.
Johan Bernoulli vyslovil v roce 1963 následující problém (obr. 22):

rovině dva různé body AaB ertikálnítečna
(nikoliv na svislé přímce)
Určete dráhu ÁMBpohybli
vého hmotného bodu W, kte
rý po ní vlastní. vahou
klesá z výchozí polohy A
do konečné polohy B v nejkratším čase.

horizontální přímka
p n

Nechťjsou dány ve aa |
v

HH |

Da B nejhlubšíbod
Fa /

Křivka, kterou je tento problém řešen,

je opět prostá cykloida a nikoliv kruhový oblouk, jak myslil původně
Galillei. Důkaz, který tu opět vzhledem k předchozím znalostem nemů
žeme podat, provedli nezávisle na sobě Leibnitz, Jakob Bernoulli, New
ton a další.

(Pokračování)
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FYZIKA

Vnitřní a vnější

makromechanická energie
Inž. dr. Václav Šindelář. ÚNM,Praha

Sledujeme-li nějaký mechanickýsystém (např. systém dvou nebo více
těles) a vyšetřujeme jeho pohybový stav, můžeme jeho jednotlivým
členům přiřadit určitou mechanickou energii. Omezím se zde na takové
systémy, které jsou ideální, to znamená, že se u jednotlivých členů
systémů neměníjejich mechanická energie v teplo (tedy v energii mikro
mechanickou), ať již vzájemným nárazem členů nebo třením, ani v jiné
formy energie. Budeme se zde tedy zabývat pouze energií makromecha
meckou,jež může být buď kinetická, nebo potenciální. Kdybychom po
kládali systémy za izolované, tj. takové, jimž se zvnějšku žádná energie
ani nepřivádí, ani neodvádí, byla by makromechanická energie takových
systémů (braná ovšem vzhledem k nějaké základní vztažné souřadnicové
soustavě) časově stálá. Pro takové systémy, ať jsou mechanické děje,
které uvnitř probíhají, jakékoliv, musel by platit zákon zacho
vání makromechanické energie, kterýbysejistězúžil
v případě, že by se v systému nevyskytovala potenciální energie v zá
kon zachování kinetické energie. Obazmíněnézákony
jsou ovšempouzeužšímiformulacemiobecného zákona za
chování energie.
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Kinetická energie pohybujícího se tělesa je podobně jako rychlost
veličinou relativní, tj. závislouna vztažné souřadnicové
soustavě. Při vyšetřování ařešení mechanických systémů, které mají
dva nebo více členů,je velmivýhodnérozdělitsi celkovou mak
romechanickou energii („W)na dvě části:na vnitřní(,W)
a vnější (,„W)makromechamckou energii, přičemž u systému izolovaného
a pro touž souřadnicovou soustavu zřejměplatí, že

„W = „W T „W (1)
WW

Známe-li střed hmotnosti (těžiště) systému a jemu příslušející pohy
bový stav, potom si nazveme vnější makromechamckou energů (,W)
veličinu danou vztahem

l
„W — = mv? 9 (2)

n

kde m je celková hmotnost systému (m = > m, kde n je počet členů
i=1

systému) a v je rychlost příslušející středu hmotnosti systému. Protože
v závisí na volbě souřadnicové soustavy, je zřejmé, že vnější makro
mechanickáenergieje veličinou relativní.

Vztahujeme-li nyní pohyby jednotlivých členů (a tedy 1 jejich rych
losti) ke společnému středu hmotnosti, určíme si také energii jednotli
vých členů vzhledem k němu. Součet všech makromechanických energií
jednotlivých členů („W;, 1 = 1, 2, 3, n) je potom vnitřní makro
mechanickou energií systému (,„W)

n

„W= » W. (3)4=

Tvoří-li systém pouze jediné těleso, pak jeho vnitřní makromecha
nická energie je nulová tehdy, neobsahuje-li toto těleso nějakou poten
ciální energii (takovým tělesem může být válcová pružina, udržovaná
ve stlačeném stavu, např. kovovým pláštěm apod.). Vnitřní makro
mechanická energie systému není již závislá na souřadnicové soustavě
(čli je invariantní vůči vztažné soustavě). Pokud
jde o potenciální energii volného izolovaného systému, to je vždy inva
riantní vůči vztažné soustavě.

Pomocí vnější makromechanické energie můžeme také formulovat
první Newtonův dynamický princip asi takto:

Těleso zachovává pohyb rovnoměrný přímočarý, pokud se jeho vnější
makromechanická energie nemění, tedy pokud platí

„W = konst (4)

Aby se změnila vnější pohybová energie systému, a tedy i jeho
celkový pohybový stav, je nutno vnější makromechanickou energii
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změnit (přivést energii z vnějšku nebo naopak energii systému odebrat).
U izolovaného systému ovšem styk s vnějškem není, a tedy musí platit
princip setrvačnosti s tou výjimkou, že by se snad vnější energie systé
muzměnila v důsledku současné změny energie vnitřní!). V takovém
případě, který je z hlediska klasické mechaniky nereálný, zůstala by
zachována „W a vzájemné změny vnitřní a vněj
ší makromechanické energie bybylyvázányvztahem(1).

V předchozích odstavcích jsme hovořili o souřadnicové soustavě spo
jené se středem hmotnosti (těžištěm) systému a pohybující se společně
s ním rovnoměrněpřímočaře.V ní jsme vyšetřovali vnitřní mak
romechanickou energii (,W).Protožejí budemepoužívat
při některých úvahách v dalších pojednáních, zvolme si pro ni kratší
název soustavy středu hmotnosti systému.

Vodní stavby a průtoky
jejich určování a zpracování

Množství vody, kterého je každoročně třeba pro národní hospodářství
ČSSR, je obrovské a měří se miliardami kubických metrů. Jediným
zdrojem této vody, když neuvažujeme sporný příspěvek vod, které se
tvoří v nitru země, jsou atmosférické srážky, které spadnou jako déšť,
sníh apod. na území našeho státu, kromě vod Dunaje, který přivádí
vodu hlavně z Alp.

Je třeba aby vodní hospodářství zabezpečilo odběr vody pro potřeby
národního hospodářství. Výchozím podkladem pro zjištění možností
odběru vody z povrchových toků je určování výšky hladiny v řekách
a její změny. Při tomto hledisku jsou rozhodující minimální výšky hla
din a jejich trvání. Voda však není jen pomocníkem člověka, ale i nebez

1) Kdyby se snad podařilo prokázat, že taková změna vnitřní energie ve
vnější a naopak je možná, znamenalo by to ovšem převrat v pojetí mecha
niky. Neplatila by pak obecně např. věta o zachování hybnosti a jejího mo
mentu (což jsou výchozí veličiny pro definici síly a silového momentu),
musel by být obecněji formulován druhý a třetí dynamický princip apod.
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pečným živlem, a to tehdy, když za povodní hladina v řece stoupá více,
než je koryto řeky schopno pojmout, jak jsme letos názorně viděli.
Tyto vysoké hladiny je třeba znát například při návrhu mostních kon
strukcí, při návrhu ochranných hrází, při stavbě silnic a železnic podél
řek atd. Nízké hladiny je třeba znát při návrhu energetických děl, při
zásobování vodou a zejména při plavbě.

Proto se již po dlouhou dobu — na Nilu např. již tři tisíce let před
naším letopočtem — pozorují výšky vodních hladin, tzv. vodní
stavy.

Výška vodní hladiny se měřína tzv. vodočtu. Je to většinou
pevná, lať, zabudovaná v břehu nebo v mostním pilíři, dělená po centi
metrech (obr. 1). V případě, že je lať umístěna šikmo, je třeba délku
jednoho dílku zvětšit tak, aby stoupnutí hladiny o jeden centimetr od
povídalo jednomu dílku. Toho dosáhneme při sklonu latě od vodorovné
roviny v úhlu « tak, že délka jednoho dílku latě bude

= — (1)sin «

Výška hladiny na vodočtu se odečítá na větších stanicích třikrát den
ně podle potřeby i častěji (zejména při povodních), na menších jednou
denně.

Chceme-li zachytit plynulou změnu hladiny, je třeba použít tzv.
limnigrafu, který zaznamenávázměnuhladiny se změnouvýšky
plováku, která se přenášípákovým ústrojím na registrační pásku. Místo,
kde je umístěn vodočet nebo limnigraf, se nazývá vodočetní stanice.

Výsledkem pozorování na vodočtu je chronologická řada údajů —
výšekhladin.Abychommohlitéto řadypoužítpro hydrologické
(hydrologie je věda o zákonech výskytu a oběhu vody v přírodě) a vodo
hospodářské výpočty, je třeba je zpracovat. Jedním z takových údajů,
který z řady snadno dostaneme zjištěním minimální Hyjn a maximální
Hnaxhladinyvody,je tzv.hydromodul D,tj.

D= Hmax — Hmin (2)
Dalšími důležitými charakteristikami jsou průměrné měsíční a roční

stavy. Při těchto veličinách, které jsou statistického charakteru, je
nutno uvádět, za které období jsme tyto hodnoty získali, protože ze
jména délka období, jak dále uvidíme, má podstatný vliv na spolehli
vost tohoto údaje.

Pro výpočetměsíčního průměru můžememístovšechhod
not uvažovat pouze extrémní hodnoty v každém měsíci v jednotlivých
letech a tyto hodnoty zprůměrovat za dlouholetá období. Dostáváme
tak měsíční průměrné maximum neboprůměrné
minimum.

Konečně je možno též zachytit největší a nejmenší hodnoty, které se
vůbec v pozorované řadě v uvažovaném měsíci vyskytly. Dostáváme
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Obr. 1. Vodočetní lať. Obr. 2. Charakteristické měsíční vodní stavy
na Dunaji v Bratislavě.

tak měsíční maximum či minimum. Pro srovnáníjsou
uvedeny tyto charakteristické měsíčnívodní stavy na Dunaji v Brati
slavě na obr. 2.

Často při vodohospodářských studiích potřebujeme znát, jak často
se vyskytuje hladina v určitých mezích nebo jak dlouho bývá určitý
vodní stav vyšší než určitá hodnota, čili jak dlouho bývá určitý vodní
stav překročen.To zjistíme z čar četností (odpověďna otázku,
jak častosevyskytujehladinav určitýchmezích)ačar překročení
čili trvání vodních stavů (odpověď na otázku, jak dlouho bude určitý
vodní stav překročen). Matematicky spolu tyto čáry souvisejí tak, že
čára překročeníje součtovou čarou čáry četností. Konstrukce čar četností
a čar překročení bude uvedena dále při zpracování průtoků, protože je
shodná pro oba tyto jevy.

Když známe průběh hladin řeky a jsou zpracovány výsledky měření,
můžeme řešit jen poměrně úzký okruh otázek vodního hospodářství.
Pro řadu dalších otázek musíme znát průtok vody v řece, tj. průtočný
objem, který obvykle vyjadřujeme v m*/snebo u menších tokův l/s.

Abychomsi názorněpředstavili,co je to objemový průtok
(téžprůtočnýobjem)myslemesi v měrném profilu (čiliv plo
še, vedené kolmo na osu řeky) sestrojeny vektory rychlostí kolmo na
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tento profil. Koncové body těchto vektorů vytvoří plochu, kam by vo
da dotekla za jednotku času (např. za jednu sekundu). Potom tato
plocha měrného profilu (rovina), plocha omočeného dna a břehů vy
tvářejí dohromadytěleso, jehož objem dává průtočný objem,čili jak jsme
zvyklí jej v hydrologii nazývat objemový průtok Op za uvažovanou ča
sovou jednotku. Když tento průtok vyjádříme jako násobek měrného
profilu F, čili

Ap=8.v, (3)
dostávámetzv.průměrnou profilovou rychlost v.

Je celá řada způsobů, jak měřímeprůtoky. Například je možno změřit
rychlosti v určitých bodech, sestrojit přibližně výše zmíněnou plochu
konců vektorů rychlostí a vypočítat tak objem proteklý za jednotku
časovou Oy, čili vlastně zjistit objemový průtok.

Nejvíce používaného přístroje při tomto bodovém zjišťování rychlostí
jetzv.hydrometrické křídlo nebolivrtule. Totozařízení
se skládá z vrtule (a), počítacího a kontaktního zařízení, vedení, signál
ního zařízení (b)a kormidla (c).Vrtule je část zakřivené plochy na způsob
lodního šroubu. Její otáčení se přenáší většinou pomocí šnekového sou
kolí na počitač otáček. Určitý počet otočení vytvoří v kontaktním zaří
zení kontakt, který se vede k signálnímu zařízení. Kormidlo udržuje
směr křídla rovnoběžný se směrem proudu měřeného toku. Křídlo je
upevněno buď na tyči, nebo na laně (obr. 3). Měření provádíme podle
určitého plánu v řadě míst v měřeném profilu a snažíme se je provést
pokud možno při stálé hladině v toku.

Obr. 3. Hydrometrické křídlo.

Jakmile se nám změní hladina, změní se nám také nejen plocha měr
ného profilu, ale i rychlost a měření bychom museli opakovat znova.
V praxi však měřeníprovedeme jen pro několik výšek H a určíme vztah
mezi objemovými průtoky Oy a výškami A, čili čáru

Or A), (4)
cožje tzv. konzumění křivka průtoků. Pak přiurčování
průtoků měřímepouze výšku H a průtok Opurčíme pomocí konzumění
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křivky. Na obr. 4 je uveden typický tvar této křivky. Tyto křivky je
však třeba čas od času kontrolovat, protožese při řadě vlivů mění; má
na ni vliv tendence vodních stavů (zda stoupají nebo klesají), změny
ve vodočetním profilu a v přilehlém korytu řeky (např. nánosy), změny
drsnosti koryta (např. úpravou toku), výskyt ledu vzdutí nebo snížení
hladiny.

Hem

0 5 10 15 20 Om;

Obr. 4. Konzumění křivka.

Když jsme tedy sestrojili konzumění křivky, o nichž víme, v jakém
období platí, můžeme pomocí nich vyčíslit z měřených vodních stavů
průtoky. Základní veličinou, které většinou používáme v hydrologii,
jsou denní průtoky. Z těchto průtoků získámezprůměrováním
měsíční průtoky. Když mámek dispozicipozorováníza větší
počet let, můžeme vypočítat dlouholetý průměr průtoků v jednotlivých
měsícícha podobněpřiprůměrechza celýrok —ročních prů měr
ných průtocích. Dostávámetak důležitéhodnoty,které struč
nou formou charakterizují vodnost zkoumaného profilu na řece.

Další důležitou charakteristikou jsou čáry, které vyjadřují, kolik dní
(většinou z roku) byly průtoky v určitých mezích. Jsou to tzv. čáry
četností, obdobnétěm, o kterých jsme sejiž zmínilipřizpracovávání
vodních stavů. Čáry četností zjistíme takto: Celý statistický soubor
(denní průtoky za rok nebo za několik let) rozdělíme na několik (zhruba
15 až 20) tříd například tak, že zvolíme hranice třídních intervalů (1,2,3,
4,...) mŠ/s,nebo (10,20,30,50,...) m*/s atd, a to podle toho, jak velké
průtoky se vyskytují ve zkoumaném profilu. Zjišťujeme pak, kolik pozo
rování padlo do určité třídy. Tento počet se potom vyznačí do středu
každého třídního intervalu. Dostaneme tak stupňovitou čáru četností
(šířkastupně se rovná délce třídního intervalu).

Dalšívýznamnoučáru překročení čili trvání průto
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ků zkonstruujeme z této stupňovité čáry četností tak, že sčítáme jed
notlivé úseky četností postupně od nejvyšších hodnot k nejnižším a tyto
součtové hodnoty vyneseme ke spodním mezím třídních intervalů. Tuto
čáru překročení neboli trvání průtoků můžeme však získat také tak,
že seřadíme celý statistický soubor podle velikosti od nejvyšších hodnot

m?/s
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250

200
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100 M

50 ia
>

0030| 60..90.120.150.180.210.40270300.330355365dní
Obr. 5. Čára překročení-čilitrvání průtoků.

k nejmenším a vynášíme je jako pořadnice pro počet dní v roce (obr. 5).
Pro více hodnot, než je rok, by byla tato metoda příliš těžkopádná,
a proto používáme raději metody první.

Tyto čáry překročení denních průtoků jsou pro vodohospodářské
výpočty velmi důležitým podkladem, který je pro průměry za poměrně
dlouhá období poměrně stálým údajem pro učitý profil na toku. Když
potřebujeme vytvořit seznam těchto čar pro více profilů a více toků,
bylo by grafické vyjádření dosti nepohodlné a nepřehledné. Použijeme
pak tabelárního vyjádření, a to tak, že udáváme průtoky překročené
po určitý početdní v roce, čilitzv. n-den ní vodu. Jsou to například
vody 30, 90, 180, 270, 355 a 364denní.

Důležitou charakteristikou, o které jsme se již zmínili, je dlouholetý
průměrný roční průtok. Tatohodnotase určujejako arit
metický průměr průměrných ročních průtoků jednotlivých let. Při
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navrhování nádrží jsou průměrné roční průtoky jednotlivých let důleži
tým statistickým souborem, ze kterého se vychází při řadě rozborů.
Z počtu prvků tohoto souboru » a ze směrodatné odchylky tohoto sou
boru G usuzujeme na spolehlivost dlouholetého průměrného ročního
průtoku.

Směrodatná odchylka tohoto souboru je určena vzorcem")

> (0r,—0»)= || (5)
kde » je počet prvků posloupnosti, čilipočet let pozorování, Oy,jsou střed
ní roční průtoky jednotlivých let, Op je dlouholetý průměrný roční prů
tok.

Spolehlivost dlouholetého průměrného ročního průtoku Op určujeme
pomocí směrodatné odchylky této hodnoty, tj. pomocí o, které se rovná)

— G
GT 37) (6)

kde ©je určeno rovnicí (5), » je počet let pozorování.
Abychom z těchto absolutních hodnot získali poměrné hodnoty

(jednotkou Gio jetotiž m*/s nebo 1/s), dělíme je hodnotou Op, která má
stejný rozměr jako směrodatné odchylka o, a dostáváme

Op=Ž. (7)
Vy

HodnotaC,senazývá koeficient variace středníchročních
průtoků. Když dělíme hodnotu o hodnotou Oy, dostáváme

= 0 C= I =32.
9x m

Čím je C, nižší, tím spolehlivěji byla určena hodnota dlouholetého
průměrného ročního objemového průtoku ©.

(8)

Vtomtočlánkujsmeseseznámilispojmy vodní stav,objemo
vý průtok, a se způsoby,jak se tyto hodnoty měřía zpracovávají
v dalších rozborech. Budou vám snad tyto pojmy bližší, až uslyšíte
v rozhlase hlášení o stavu vody na tocích, nebo budete číst článek
o přehradách nebo vodních elektrárnách, kde se tyto údaje často
vyskytují. Pak si uděláte o těchto suchých číslech lepší představu.

1) Vzorce (5) a (6) vyplývají z teorie chyb a teorie přesnosti aritmetického
průměru.Viznapř.J. Horák, Praktická fyzika
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Krystalická struktura kovů
IVO KRAUS, ZLATĚK MARŠÁK, FTJF, Praha

1. Prostorová mřížka kovů

Ačkoliv je neobyčejný rozvoj plastických hmot, zůstávají nejdůleži
tějším technickým materiálem prakticky ve všech oborech lidské čin
nosti stále ještě kovy. Základní poznatky o stavbě těchto látek jsou ne
zbytné pro každého, kdo se na vědeckém základě zabývá jejich vlast
nostmi a využitím. O zákonitostech mezi strukturou kovů a jejich vlast
nostmipojednávámetalografie. Tato vědastudujev dialektické
jednotě(ve vzájemných souvislostech) složení, stavbu i vlastnosti kovů
a slitin a jejich změny působením tepelných, chemických a mechanických
vhvů.

Všechny kovy a slitiny jsou látkami krystalickými. Jejich mřížka má
vysokou souměrnost a husté uspořádání atomů. U kovů se nejčastěji
setkávámes těmitotypy prostorovýchmřížek:kubická mřížka
prostorově centrovaná, kubická mřížka plošně
centrovaná a hexagonální mřížka Snejsměstnanějším
uspořádáním atomů.

V kubické mřížce prostorově centrované“) krystaluje např. Li, Na,
K, Ba, V, Nb, Ta, Mo, Fe,.

Kubická mřížka plošně centrovaná“!) je charakteristická pro Cu, Ag,
Au, Sr, Al, Pb, Fe,, Rh, Pd, Ir, Pt a další.

Hexagonální mřížka s nejsměstnanějším uspořádáním atomů (obr. 1)
se vyskytuje např. u Be, Mg, Zn, Cd.

a

Obr. 1. Hexagonální mřížka s nejsměstnanějším uspořádáním atomů.

1)Vyobrazeníviz v článkuKrystalická stavba pevných
látek, uveřejněném v 9, 10č. Rozhledůmatematicko-fyzikálních.
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Pro představu velikosti základních buněk kovů uvedeme si číselné
hodnoty některých mřížkovýchparametrů. Mřížkovákonstanta a kovů
krystalujících v kubické soustavě se vyskytuje v rozmezí od 2,86Á do
6,07 A. V hexagonální soustavě je a rovno. 2,28 Á až 3,98A ac357ÁA
až 6,51 A2)

Některé kovy mají mřížky složitější než ty, o nichž jsme právě disku
tovali. Vzhledem k rozsahu našeho článku není však možné se o nich
blíže zmínit.

2. Kovová vazba

Vlastnosti látek jsou určeny vzájemným působením atomů v uzlových
bodechkrystalickémřížky,tzv.silamimeziatomové vazby. Pro
kovy je charakteristickýtýp vazby nazývaný kovová vazba.
Zmíníme se stručně o její podstatě. Víme, že atom, který je složen z klad
ně nabitého jádra a záporně nabitých elektronů, je v ustáleném stavu
elektricky neutrální. Elektrony náležející atomu můžeme rozdělit na
vnější (valenční)a vnitřní. U valenčníchelektronůje vazba
s jádrem ve srovnání s vazbou vnitřních elektronů velmi malá. Podle
současné teorie stavby kovů jsou valenční elektrony v atomech vázány
k jádrujenvelmislabě, tvořítzv.elektronový plyn. Nakrystal
kovu se budeme proto dívat tak, jako by se skládal z kladných iontů
umístěných v uzlech prostorové mřížky, obklopených elektronovým
plynem. Kovová vazbase uskutečňuje vzájemným působením (interakcí)
iontů a elektronů. Volné elektrony jsou přitahovány současněk několika
kladně nabitým iontům, a tím uskutečňují jejich vazbu.

Uspořádání, při němž jsou ionty rozloženy zákonitě a vytvářejí pravi
delnou krystalickou mřížku, je však možné pouze v ideálním stavu.
V prostorové mřížce reálných krystalů se vyskytuje celá řada poruch.

p hdb-ALdS nejdůležitějšími z nich se seznámíme v samostatném článku.

3. Polymorfismus kovů

Poly morfis me m senazýváexistencejednélátky ve dvounebo
více krystalických formách (modifikacích). Přeměna krystalické mřížky
z jednohotypuv typjiný senazýváa lotropická transfor
m ace. Dochází k ní většinou při změně teploty látky, působením vel
kých tlaků, nebo při neobvyklém tepelném nebo mechanickém zpracová
ní. Tu modifikaci látky, která je stabilní při nízkých teplotách, označuje
me indexem «, modifikaci stabilní při vyšších teplotách G,v atd.

2) Délky se v krystalografii vyjadřují v angstrómech Á, 1Á = 10"%m,
nebo v jednotkách kX, IkX — 1,00202.10""m.
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Největší praktický význam má polymorfismus železa. Železo existuje
ve dvou modifikacích: při teplotě do 910 "C a nad 1401 “C má železo
kubickou mřížku prostorově centrovanou (Fe,), při teplotě 910“ až
1401 "C je stabilní Fe, s kubickou mřížkou plošně centrovanou.

Polymorfismus je dnes známý u celé řady kovových i nekovových
prvků, např. Mn, Co, Sn, Ti, Zr, Te, P, C. Zajímavé je chování nízko
teplotní allotropické modifikace cínu. Při teplotách pod 18 "C tzv. „bílý
cín“ mění v cín „„šedý“ Tato nízkoteplotní změna se nazývá „,cínový
mor““,který napadá některé cínové předměty, jsou-li vystaveny chladu.
Jelikož se polymorfní formy liší vnitřní strukturou, liší se i svými fyzl
kálními a mechanickými vlastnostmi, např. elektrickým odporem, tepel
nou kapacitou, tvrdostí, mezí pevnosti a plastičností. Transformace
„bílého“ cínu v „šedý“ je doprovázena velkým zvětšením křehkosti
a objemu. To vede ke vzniku charakteristických „„výrůstků“, někdy
dokonce k rozpadu v šedý prášek. Dokud nebylo známo, že příčina to
hoto chování spočívá ve změně struktury, vysvětlovala se křehkost
a rozpad v prášek tajemnou vnitřní nemocí cínu. Tento uvedený příklad
názorně ukazuje, jak je pro pochopení vnějších projevů hmoty důležité
znát její atomovou a mikroskopickou strukturu.

V příštím čísleRozhledů budeme v otázkách krystalické stavby kovů
pokračovatv článkuPoruchy krystalické mříže kovů.

e Poznámka o mocninách čísla 5

V knížceJ. SedláčkaNebojte se matematiky') je na str. 59
uvedena úloha.3, 6, která zní takto: Číslo 5t0 je nepředstavitelně velké,
přesto však je možno bez použití počítacích strojů získat o něm bližší údaje.
Vypočtěte, kolik číslic má 51%při zápisu v desítkové soustavě; určete něko
lk prvních a několik posledních číslicv tomto zápisu.

Zabýval jsem se touto úlohou podrobněji a našel jsem úplné vyjádření
čísla 5!09v desítkové soustavě. Platí

5100— 7 888 609 052 210 118 054 117 293 565 327 862 296 732 064 351 090
230 047 702 789 306 640 625.

Při studiu mocnin 5%najdete ještě řadu dalších zajímavostí.

1)Knížka vyšla r. 1963 slovensky a r. 1965německy. (Poznámka redakce)
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NEJMLAD

V minulém ročníku jsme zjistili,
že Rozhledy odbírají i žáci
ZDŠ. Někteří z nich dokonce řešili
úspěšně soutěžní příklady. Tyto nej
mladší matematiky srdečně vítáme
v naší desetitisícové čtenářské obci
Rozhledů. Abychomjim zpří
stupnili čtení našeho časopisu, bude
me na ně pamatovat v každém čísle
několika stránkami snadnější mate
matické četby. Na těchto stránkách
najdete krátké články o životě mate

matiků 1 fyziků, s jejichž jmény se
setkáte při vyučování, dále poučné
články, zábavné úlohy 1 soutěžní
příklady, přiměřené vašim vědo
mostem. Uvítali bychom také dotazy
a přání jak vaše, tak i vašich učitelů,
týkající se náplně těchto stránek.

Tento váš koutek bude řídit člen
redakční rady s. Stanislav Horák.
Všechnu korespondenci proto zasí
lejte na adresu redakce: Praha 2,
Trojanova 13.

o Řekli vám ve škole pravdu?

Napište si rovnici
2x — (3x — [4x — (Br — 1) + 3x — I] — 4x +3) = 5x — 3.

Na první pohled vidíte, že je prvního stupně a má mít tedy jediné
řešení. Zkuste však do ní za neznámou dosadit např. £ = 0, nebo 1,
nebo 2, —1, —2 atd. Zjistíte, že všechny tyto kořeny vyhovují; právě
tak by vyhovovalo každé jiné číslo.Jak je to možné?

e Víte, jak jsou staré základnívzorce?

Se vzorečky je v matematice velká potíž. Profesoři se zlobí, že je stu
denti neznají a studenti jsou celí utrápení, že si je pletou a zapomínají.

Podívejme se nyní, jak jsou takové základní vzorce „„staré“ Tak např.
VZorec

až — bž = (a+ db)(a — b)

byl znám s největší pravděpodobností ve staré Babylónii kolem r.1700
př. n. L.

Téhož stáří jsou i vzorce
(a + b)*= a? -+ 24b + dž,
(a — b)?*= a — 2ab + db?

Domníváme se, že je vyvodili z geometrie asi tak, jak jsou dosud
v našich školách ověřovány na základě obsahů obdélníků a čtverců.

V téže době uměli Babylóňané řešit i kvadratickou rovnici
ač + 2bx -—-c—=0, kde abc 7 0,

neboť znali vzorec pro kořeny této rovnice.
A co víc, znali v té době (prosím, 1000let před Pythagorem) i Pythago

rovu větu a řadu dalších věcí, které nás uvádějí v oprávněný úžas.

30

S. H.



Úlohy k řešení

Jako každoročně vypisujeme soutěž v řešení úloh z matematiky, fyziky
a deskriptivní geometrie, která má dlouholetou tradici a mezi úspěšnými
řešiteli měla v minulých letech většinu nynějších vysokoškolských učitelů
1akademiků.

Pokyny řešitelům: Při řešení pracujte samostatně, postupujte logicky
správně, účelně věcně, vyhýbejte se rozvleklým frázím, užívejte jen zave
dených termínů a označení. Nejdelší řešenínebývá vždy nejlepší. Pište čitel
ně perem nebo strojem, po jeďné straně formátu A4, každou úlohu na zvláštní
list. V pravém dolním rohu každéholistu uveďte své plné jméno, třídu i druh
školy, svou podrobnou adresu. Na poslední odvedenou úlohu napište také
jméno svého učitele příslušného předmětu.

Jména všech správných řešitelů budou otištěna po skončení a zhodnocení
soutěže. Nejlepší řešitelé budou odměněni knižními cenami podle vlastní
volby. Vítáme též ojedinělá řešení žáků nižších tříd. Čtenáři — nestudenti
mohou zasílat řešení bez nároku na cenů.

Proti dřívějšku se zdvojnásobil počet řešitelů i zaslaných řešení, při po
měrně nezměněné kvalitě řešení poklesla grafická úprava místy až k doktor
ské nečitelnosti.

Upozorňujeme, že naše soutěž nekonkuruje Matematické ani Fyzikální
olympiádě.

Řešení úloh otištěných v tomto čísle zašlete do 15. března 1966 na adresu
výkonného redaktora: doc. Ota Setzer, Praha 2, T'rojanova 18.

o Matematika

1. Určete strany a úhly trojúhelníka, je-li dáno

P=2)|7 s=2-+3|2,r 3m (a<b<c)
Jan Fráňa

2. Je dána kvadratická rovnice ©?+ pz + 1 = 0, jejímiž kořeny jsou
tg «, cotg «, kde « jeostrý úhel. Napište kradratickou rovnici, jejímiž kořeny
jsou Sin «, c0S«.

BE m StamslavHorák
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3. Číslo napsané v desítkové soustavě je abeba. Určete jeho jednotlivé
cifry, víte-li, že je násobkem 396.

Stamslav Horák

4. Jestliže v rovnoramsnném trojúhelníku ABC je střed vepsané kružnice
souměrně sdružený se středem opsané kružnice podle základny AB, pak
úhel při základně je 36“.Tuto větu lze obrátit. Obě věty dokažte!

Stamslav Horák
5. Na rohové parcele tvaru kruhové výseče o poloměru 7 a středovém

úhlu 2x S z vymezte pro plánovanou stavbu obdélníkový půdorys o nej
větším plošném obsahu tak, aby jeho střední příčka splývala s osou výseče!

Jaromír Hronik6.NechťpZ0 jereálnéčíslo;a,bjsoukomplexníčísla.Dokažte,žeplatí
la + bje = 2(aje + |ojp)

Ivo Rosenberg

7. Řešte rovnici

aTbr. gn +w
1+-r 1+ r

kde a, b, c jsou reálná čísla.

sin

Ivo Rosenberg

8. Určete všechna přirozená čísla x, pro něž platí s(z) — 2x — 41, kde
s(x) značí ciferný součet čísla «.

Jiři Sedláček

9. Vrovině je dán konvexní n-úhelník A4;4;...Ax. Určete počet konvexních
čtyřúhelníků .A;43ApLA1,jejichž všechny strany jsou úhlopříčky daného
n-úhelníka. /

Jiří Sedláček

10. Určete množinu všech bodů roviny, pro něž platí současně všechny
nerovnosti

ySsle + an,
yz—|z+an,

kde a > 0 je konst., n je celé.
Alois Urban

11. Z posloupnosti čísel 83, 82..., Se je sestaveno pět posloupností P; =
= (naj, Py = (na), P3 = (ny), P, = (na), P3 = (ne), jejichž členy jsou sku
plny čísel 8;
Na = (8x, Sa+1, <.) Sa+4), B = (SB, SB+1, ++) 8B+43), My= (S8y,Sy+1, Sy+2),
ně = (86,So+1),ne = (8). Přitom « = 1,6,11,..., a; B= a + 5, a- 9,...,b;
v=b+ 4, 6+7.. c; d=(e+ 3, ce+8,., d; e=d +2 d+3,.,
+ P2T Ps T Pa T Ds

Alois Urban

12. Jsou dány různoběžné přímky m, n a kladnéčíslo a. Určete množinu
středů kružnic opsaných všem trojúhelníkům, jejichž vrcholy leží na daných

WON?přímkách; jeden vrchol je průsečík daných přímek, protější strana k němu
má velikost a.

Alois Urban
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MO
XV. ročník

Matematické

olympiády

Ve školním roce 1965/66 bude
probíhat XV. ročník soutěže M a t ematická olympiáda; jeho
organizace bude táž jako v ročníku
XIV. Podrobnosti soutěže jsou uve
deny v letáku, který vydá SPN.

I. kolo všech čtyř kategorií MO
má charakter studijní, tj. řešení
úloh má být pro účastníky podně
tem, aby si doplnili své mezery ve
školské matematice, zvláště aby si
zpřesnili matematické pojmy a aby
s% pozorně všímal: metod, jimiž se
řešíúlohy určitých typů.

Ulohy I. kola tvoří dvě šestice:
prvních 6 úloh jsou tzv. úlohy pří
pravné, druhých šest úloh jsou úlohy
soutěžní. V dřívějších ročnících byly
přípravné úlohy v podstatě běžné
úlohy školské matematiky; byly
podstatně snazší než úlohy soutěžní.

V letošním ročníku zkoušíme jistou
změnu: přípravné úlohy se svou
náročností celkem vyrovnají úlohám
soutěžním; jsou k nim však připo
jeny návody a pokyny, které mají
řešiteli usnadnit práci. V návodu je
zpravidla klíč k řešení úlohy nebo
impuls, jak překonat obtížné místo,
na které při řešení pravděpodobně
narazíte. Připomínáme však důrazně
že postup řešení naznačený návo
dem, není pro řešitele závazný; má
mu být jen ku pomoci, nebude-li si
jinak s úlohou vědět rady. Pro na
stávající novou úpravu organizace
Matematické olympiády, potřebuje
UVMO informace, jak se letošní
pozměněné pojetí přípravných úloh
osvědčí; proto prosíme pracovníky
MO, učitele i žáky, aby posílali své
připomínky a náměty ÚUstřednímu výboru na adresu:
Praha 1 — Nové Město, Žitná 25.

V tomto čísle uveřejňujeme texty
všech šesti přípravných úloh pro
kategorie A, B, C, D s příslušnými
pokyny a poznámkami. Připomí
náme, že přihlášený účastník musi
rozřešit všech šest úloh své kategorie,
z toho aspoň čtyři správně, má-li
v soutěži pokračovat. Řešeníprvní
trojice přípravných úloh je třeba
odevzdat učiteli do 15. XI. 1965,
řešení druhé trojice do 15. XII. 1965.
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o Přípravné úlohy

Kategorie A

1. Z jistého množství rozváleného těsta se vykrájí p koláčů; po novém
rozválení stačí průměrně těsto z okrajků k koláčů na vykrojení jednoho dal
šího koláče.

Odvoďte vzorec pro celkový počet koláčů, které lze z tohoto těsta vyro
bit za předpokladu, že p < kk.

(Poznámka. Využijte rozkladu čísla p na mnohočlenv mocninách
čísla k:

P = ank? + an—1kh—1Z an—2kn=2L + ak+ 4.)
2. Funkce proměnné z je pro x > 0 dána předpisem

y = l 34 —4.Clz),2x — Ole) ©

kde Čír) zhňamenánejvětší celé číslo nepřevyšující z; je tedy C(r) celé číslo,
pro které platí

Cx) Sa <G(x) + 1
Vyšetřete definiční obor této funkce a načrtněte její graf.
Poznámka. Vyšetřujtedanou funkci postupně v intervalech (0; 1 >,

(1; 2>, atd.
3. Je dána kvadratická rovnice

azž+ (b—b)z—a=0, (1)
kde a, b jsou komplexní čísla, a 7 0, a,b čísla komplexně sdružená k číslům
u, b. Tato rovnice má za kořeny dvě komplexní jednotky právě tehdy, je-li

(b —b)3+ 4aaz0. (2)
Dokažte.

(Poznámka. Pro rovnice typu (1) s komplexními koeficienty platí
tytéž věty o vlastnostech kořenů jako u rovnic s reálnými koeficienty. Číslo
z je komplexní jednotkou právě tehdy, platí-li

23 —2.2 =1.
V důkazu použijte nerovnosti

|čx+ 2| Slál + [žl -)
4. Je dántrojúhelník ABC a záporné číslo «. Vyšetřete množinu všech

bodů X v rovině ABC, které mají tyto vlastnosti:
a) každý z bodů X leží uvnitř trojúhelníka ABC;
b) stejnolehlost se středem X a koeficientem » převádí vrcholy A, B

v body ležící uvnitř trojúhelníka ABC a vrchol C v bod ležící vně trojúhel
níka ABC.

(Poznámka. Experimentujte pro různá «, například pro « = —%.
Úvahy lze zjednodušit tím, že např. střed X stejnolehlosti s koeficientem
která převádí vrchol A v bod A' vnitřku úsečky BC, lze sestrojit pomocí

stejnolehlosti se středem"A a s koeficientem 1 "jako obraz bodu A“. Do
— *

kažte tutovětu.)
5. Je dána krychle o hraně délky 1. Každá její stěna je rozdělena v

(2n + 1)*?shodných čtverců podle obr. 1 (kde n = 2 a n = 3). Vnitřními n?
čtverci každé stěny (na obr. 1 černými) jsou vedeny celým tělesem kolmo
ke stěně „„kanály““ve tvaru pravidelných čtyřbokých hranolů.
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l on=2 n

Obr. 1

a) Vypočtěte objem V1 a povrch S„ zbylého tělesa.
b) Zjistěte zda lze zvolit n tak, aby bylo VyS+.
c) Zjistěte zda lze zvolit » tak, aby bylo Sn > 100.

(Poznámka. V případěb) vyšetřujtevýraz 2.Vn.)
6. Uvnitř trojúhelníka ABC je dán bod R té vlastnosti, že:4 RAB == XRBC = XROA = g.

Jsou-li «, B,y vnitřní úhly trojúhelníka ABC, platí
1- 1 1 1sin*esin© sin?© sinžy©

dokažte.
(Poznámka. Obsah trojúhelníka ABC vyjádřete jako součet obsahů
trojúhelníků ABR, BCR a CAR.)

Kategorie B

1. Najděte všecka reálná čísla z, pro která platí
1 1—— =l.

V —«£ Vi + £
2. Dekadický zápis právě jednohoz čísel

an= Tin+ 2.71 +2, bn= T2n—2.n+ 2,
kde n je přirozené číslo, má na místě jednotek číslici 5. Dokažte.

3. „Pravoúhlý trojúhelník má tuto vlastnost: Z jehoodvěsen a z výšky
na přeponu lze sestrojit opět pravoúhlý trojúhelník.

a) Vypočtěte poměr odvěsny a přepony.
b) Sestrojte aspoň jeden trojúhelník uvedené vlastnosti.
4. Je dán obdélník o rozměrech a, b. Do něho je vepsáno písmeno „„V““
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podle obr. 2. Vyjádřete obsah plochy písmena „„V““pomocí délky r a rozměrů
a, b. Pro kterou délku zrje obsah plochy „„V““polovinou obsahu obdélníka?

x X

M

Jy

KL<VW“
Obr. 2

5. Je dán kvádr o rozměrech a, d, c, který není krychle. Součet objemů
krychlí o hranách a, b, c je větší než trojnásobný objem daného kvádru;
dokažte. *
(Poznámka. Použijtevýrazu (a + b + c)*.)

6. V rovině leží sedm různých přímek, jejichž vzájemná poloha je popsána
takto:

a) z daných přímek lze vybrat právě čtyři dvojice rovnoběžek*);
b) v rovině je 11 různých bodů, z nichž každý je průsečíkem právě dvou

přímek.
Zjistěte, zda některým bodem roviny prochází více než dvě z daných pří

mek.
Úloha má dva typy řešení;načrtněte je!

(Pozná mkař*.) Počítáme všechny možné sestavitelné dvojice rovnobě
žek, např. tři různé rovnoběžky představují tři dvojice rovnoběžek.

Kategorie C

1. Tři navzájem různá přirozená čísla a, b, c mají tuto vlastnost: součet
každých dvou z nich je dělitelný třetím číslem. Vyjádřete všecka čísla takové
trojice pomocí nejmenšího z nich.

2. O daných kladných číslech a, b, c, d platí
a CZ<“
b d

Pak pro každou dvojici kladných číselr, y platí nerovnosti

a az + cy C—<- <u;
b bz + dy d

dokažte!
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3. Škola o n žácích měla pochodové [p N C
cvičení; sraz byl na konečné stanici 7
elektrickédráhy.Tramvajípřijelop% 7
ze všech žáků, p% ze zbytku přišlo

pěšky. Při kontrole se ukázalo, že /“chybí jediný žák. Vyjádřete p pomocí
n a vypočtěte pro n = 400.

(Poznámka. Při úpravě rovnice

prop vytkněten.) A M
4. Narýsujte obrazecpodle připoje- A xného obr. 3; ABCD je čtverec o straně

délky 6 cm, bod M je středem strany .
BC (BN | AM | DY). Vypočtěte Y
vzdálenost NY a zjistěte výpočtem,
zda trojúhelník DNY je pravoúhlý.

5. Je dána kružnice k = (S,r) a bod “ B
A jejího vnějšku. Obr. 3

a) Bodem A sestrojte přímku, která protíná kružnici k v bodech B, C
tak, že B je středem úsečky AC (úloha Catalanova). Proveďte diskusi.

b) Vyjádřete délku tětivy BČ pomocí délek r, v = AS,
6. Dokažte: Osa strany BC trojúhelníka ABC protne stranu AB ve vnitř

ním bodě právě tehdy, platí-li pro úhly trojúhelníka vztah
« + 26 < 180.

(Poznámka. Při obrácení vyjděte ze situace, kdy osa úsečky BC ne
protne úsečku AB.)

Kategorie D

1. Žák dostal za úkol umocnit trojčlen (a + 2b — 3)?. Vyšel mu výsledek
až + 4b?—9. „„Aleto přece není správně, namítal učitel, dosaď si na zkoušku
za a, b nějaká určitá přirozená čísla.““Žák uposlechl a zkouška mu vyšla.
Která čísla dosadil? Jak správně zní vzorec pro druhou mocninu daného
trojčlenu ?

2. Je dáno prvočíslo p. Najděte všechny dvojice přirozených čísel r, y,
které vyhovují rovnici 1 1 l

DTA PTY. P
3. Písmeno a označuje přirozené číslo, jehož dekadický zápis má více

než 6 cifer, písmeno 5 označuje číslo, jehož dekadický zápis tvoří posledních
šest eifer čísla a. Dokažte: Je-li a násobkem čísla. 2%,je také b násobkem
čísla 25 a obráceně.

4. Vrcholy, středy stran a průsečík úhlopříček čtverce tvoří skupinu devíti
bodů. Kolik trojúhelníků má vrcholy v těchto devíti bodech?

Je osm typů (neshodných z trojůhelníků. Zakreslete je a udejte kolik je
trojúhelníků každého typu.

(Pozná mka. Všechtrojic různých bodů je 84.)
5. Body A, B, C, D dělí kružnici k = (S, r) na čtyři oblouky, jejichž dél

ky jsou v poměru
AB: BCČ:GD:DA=1:2:4:5.

Přímky AD, BČ se protnou v bodě ©. Vypočtěte vzdálenost OB a OD.
6. Lichoběžník ABCD má úhlopříčky AC, BD, které mají tutéž délku

a půlí úhly při základně AB. Dokažte, že platí BC — CD = DA a sestrojte
tento lichoběžník, je-li dáno AB = a, X ACB = 9%.
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FO
Sedmý ročník soutěže Fyzikální

olympiády
Žákům středních všeobecně vzděláva
cích a odborných škol.

Ministerstvo školství a kultury
pořádá ve školním roce 1965/66
s Jednotou československých mate
matiků a fyziků a s Československým
svazem mládeže sedmý ročník sou
těže Fyzikální olympiády (FO).

Pokyny pro žáky soutěžící ve
čtyřech kategoriích budou obsaženy
ve dvou letácích, pro kategorie A,
B, C a pro kategorii D, jež vydá na
počátku školního roku Státní peda
gogickénakladatelství a které budou
rozeslány na školy.

Řešené úlohy prvního kola ode
vzdají soutěžící žáci svému učiteli
fyziky v těchto termínech:

1. V kategorii A, B, C: úlohu
první až třetí do 30. listopadu 1965,
úlohu čtvrtou až šestou do 10. ledna
1966a úlohu sedmou až devátou nej
později do 15. února 1966.

2. V kategorii D: úlohu první až
třetí do 30. listopadu 1965, úlohu
čtvrtou až šestou do 31. ledna 1966
a úlohu sedmou až devátou nej
později do 31. března 19606.

Ústřední výbor Fyzikálná olympiá
dy přeje všem soutěžicicm žákům
hodně zdaru v soutěži.

Použití transfigurace odporového
trojúhelníka na hvězdu

při řešení elektrických obvodů
MILAN RÁDL, Plzeň

Téma k prostudování pro první kolo sedmého ročníku FOv kategorii A

Řešením elektrického obvodu rozumíme obvykle úlohu určit z daných
hodnot odporů a napětí v obvodu velikosti a směry proudů v jednotlivých
větvích. Při řešení úlohy používáme Kirchhoffových zákonů (viz brožu
ra III. ročník fyzikální olympiády, studijnítextpro
kat. A). Usložitějších obvodů je výpočetněkdy zdlouhavý, a proto bývá
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výhodné zjednodušit úlohu tím, že postupně nahrazujeme jisté části
obvodu neobsahující zdroj útvary jednoduššími. Mezi takové úpravy
patří např. náhrady sériově, či paralelně zapojených odporů odporem
výsledným, při nichž používáme; těchto známých pouček:

a) Dva sériově zapojené odpory R,, R, lze nahradit výsledným odpo
rem

R=R+R,. (1)
b) Dva paralelně zapojené odpory R,, R, nahradíne výsledným odpo

rem

R,RpR-UE. (2B+B, |
Poslední vztah vyplývá z poučky o sčítání vodivostí paralelně zapo

jených odporů, tj. z rovnice
l 1 l R,+ R,

Ry

K dalším zjednodušujícím úpravám patří nahrazení odporového troj
úhelníka hvězdou. Úpravy používáme tam, kde skupina odporů tvoří
trojúhelník, který nelze předchozími úpravami převést na jednodušší
útvar. Problém ukazuje obr. 1. /

Do uzlů 1, 2, 3 přitékají (případněodtékají) proudy I', I, I, které
se v uzlech větví tak, že v odporovém trojúhelníku tvořeném odpory
Ry, Rz, Rs tekou příslušnými větvemi proudy Z;, I;, I; podle obrázku.
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(Je vhodné označit odpory a uzlý tak, aby proti každému odporu ležel
stejně označený uzel.)

Dejme si úkol nalézt takové odpory R,, R,, R, které spojeny na jedné
straně do uzlu O a zbývajícími konci připojeny k původním uzlům 1, 2, 3,
nahradí odpory R,, Rz, R53.Odpory R,, Ry, R; jsou podle obr. 2
spojeny do hvězdy 4.

Slovem nahradí označujeme, že proudové a napěťové poměry
v ostatních částech obvodu (kromě části přeměněné z A na A ) zůsta
nou nezměněny. To znamená, že body 1, 2, 3 protékají stejné proudy
P, V"',V" jako dříve, a i napětí U1;, Us;, Ug; mezi uzly zůstanou ne
změněna. Všechny tyto podmínky budou splněny, nalezneme-li takové
hodnoty odporů R,, Ry, R, že výsledné odpory mezi body 12, 23, 31
(označíme je Ry, Rs, R31)zůstanou po přeměně trojúhelníka na hvězdu
nezměněny.

V zapojení do hvězdy jsou R, a R, spolu spojeny v sérii, a proto platí
podle vztahu (1)

Rgz= Rz+ Ry.
V původním zapojení byl mezi body 1 a 2 zařazen v jedné větví odpor

R; a v paralelní větví ještě odpor R, + R,. Výsledný odpor tedy podle
vztahu (2) byl

p (BatR)RČ R+R+ B
Z podmínky rovnosti odporů vychází

(Ry + R) Rz

R,+ R,= 3
a analogicky

(R T R) Ry

R,+ R,= 4
(B3 + Ry) R;

R,- R, = 5TR RTRTR 9)
Sečteme-li levé i pravé strany rovnic (3), (4), (5) a výslednou rovnici

dělíme 2, dostaneme po úpravě
R,R, + RzR; + R,RR Rh aha T Hali 6z+ R,+R, RIRIR, (6)

Dosadíme-li do rovnice (6) postupně hodnoty odporů R, + Ry
Ry + R, Rz+ R,ze vztahů (3), (4), (5) dostaneme po úpravě hledané
hodnotý náhradních odporů

RR O RR o RR
BorBobR7 BbRorRS RhRoR

R, =
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Obr. 3 Obr. 4

Ukážemesi užití odvozenýchvztahů na úlohách:
1. V obvodu naznačeném na obr. 3 je svorkové napětí zdroje ÚU=

= 26V a jednotlivé odpory jsou R, —40, R4,—=62, R; = 106, R, =
= 170, R; = 3.0. Určíme velikosti a směry proudů tekoucích jednotli
vými odpory, napětí na odporech a celkový proud I odebíraný ze zdroje.
Řešení úlohy pomocí Kirchhoffových zákonů by vedlo k soustavě šesti
rovnic o šesti neznámých. Vyřešímeúlohu postupným zjednodušováním
obvodu.

Trojúhelník odporů R;, R, R3, jehož vrcholy tvoří uzly 1, 2, 3, nahra
díme hvězdou R,, Ry, R; podle obr. 4. Z odvozených vztahů (7) obdrží
me

R,= 30, Ry= 20, R;= 1,20.
Z obr. 4 je zřejmé,že lze provést další zjednodušení, a to podle obr. 5,

přičemžnáhradní odpory jsou

Re= R; + R, = 200, R4= Ry,+ Rs = 58.
Paralelně zapojené odpory Rg, R; můžeme nahradit podle vztahu (2)

odporem R; —40, který spolu s odporem R, dá nakonec výsledný ná
hradní odpor celéhoobvodu R = R; + R, = 5,20.

V —5A,
Proud I odebíraný ze zdroje je tedy I = R
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Nyní již snadno postupně získáme opakovaným použitím Ohmova
zákona všechna napětí a proudy. Postupujeme opačně, tj. od schémat
jednodušších zpět ke schématu původnímu.

Napětí U, na odporu R, je U, = R, I = 6V.Naparalelních odporech
Re, R; je napětí U; — Uz,= U — U, = 20V. Příslušné proudy jimi
tekoucí jsou

Us U;Ig=RM = g,4A.
Tím jsme vypočítali i proudy ly, I,, I5, I, tekoucí odpory Ry, Rz, Rs,

Ry.
Porovnáme-liobr. 4 a 5 dostávámeI, = I, = Ig =1A, Is=I,=

= I; =4 A. Napětí U, = RI, = 17V, U; = Rsl; = 12V.
Použitím dvou posledních výpočtů zjistíme z obr. 3, žepostoupíme-li

z bodu 4 před odpor R, do bodu 7, klesne potenciál o 17 V, postoupíme-li
z téhož bodu 4 přes odpor R; do bodu 2, klesne potenciál pouze o 12 V.
Bod 2 má tedy o 5 V vyšší potenciál než bod 7 (U; — 5 V) a odporem

U
R; teče proud I; = R —=0,5 A směrem od bodu %Zk bodu 7.3

Podobnými úvahami určíme na odporu R; napětí U, = 9 V a na od
poru B, napětí U, — 14V Příslušnéproudy jsou I; = 1,5 A, I, = 3,5 A.

Obr. 5 Obr. 6

4

o F < R7

/ 0

A

J
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Uplné řešení dává obr. 6.
Ukážeme ještě, jak by se úloha řešila užitím Kirchhoffových zákonů.

Při označení proudů a jejich směrů podle obr. 6 dostáváme soustavu
rovnic

Is—1T—D=0 Rsls+ Bily—RI,=0 (8)
L+L—I =0 RD —Rol,—Rila=0.

Snadno se můžeme přesvědčit, že vypočítané proudy této soustavě
vyhovují.

K soustavě rovnic (8) je ještě nutno dodat, že směry proudů (označené
šipkami), potřebné k sestavení rovnic (8), je možno volit libovolně.
Volba směru má vliv na znaménka v soustavě rovnic. Vyjde-li při vý
počtu pro některý z proudů záporná hodnota, pak teče tento proud opač
ným směrem, než je označeno na obrázku.

2. Metodou transfigurace můžeme zjednodušovat i obvody střídavého
proudu, v nichž kromě odporů jsou induktance a kapacitance. Výpočty
bývají ovšem značně komplikovanější, neboť je nutno pracovat s kom
plexními čísly. Tato tzv. metoda symbolického počtu byla vyložena
ve studijních textech pro kategorii A v šestém ročníkuFO v časopise
Rozhledy matematicko-fyzikální, roč. 43, 1964/65, čís. 2 a 3.

Při této symbolické metodě se odpory vyjadřují, číslem reálným
(např. R —R = 40), zatím co induktance X; a kapacitance Xg čísly

l
ryze imaginárnímiX; —Lwj, Xc = oj = —m „kde 7 značí ima
ginární jednotku, pro kterou platí 7?— —1,L je vlastní indukčnost cívky,
C kapacita kondenzátoru a w je úhlový kmitočet střídavého proudu.
S takto zavedenými odpory pracujeme podle dříve uvedených pravidel.
Postup při řešení úlohy ukážeme opět na obvodu sestaveném podle obr.
3, v němž však budeme předpokládat zdroj střídavého napětí U = 26 V.
Místo odporu R, je zařazena induktance X7 = 44.0, místo odporu R; je
kapacitance Xg = — 1070. Ostatní odpory jsou stejné jako v původní
úloze. Je tedy celkem dáno

U = 26V, Xp = 4j0, R,= Rx= 68, X4 = —1072,
R, = R, = 170, R; = R35=30.

Máme stanovit impedanci Z obvodu a proud Z. Postupovat budeme
stejně jako v úloze 1., tj. nahradíme trojúhelník X, R, Xg hvězdou
Z, Z, Z.

RX, — 60j 10 j
Z,=C=-0 =—S2=
7 XZ+R+X 6—6j l—j

1WIA+Do. |
= —3-—2= 6 5j)©.



Obdobně obdržíme po úpraváchXX (10,10.Zest ye
Další náhradní odpory jsou

Xp R, . .
Z, = = (—2 +429)0XRX

19... 10.

Z6= £2+ R,= (22—53)0; z— +R- (P+ pije:
Az—ZeZr|(22—5j)3(19+10)© 4684125)

VO Z+Z.. 3 (85—5j) - 868—81 0
(468 + 125 1j)(85 + 5j) A— (54+ 1,8j) O;

7 225 + 25

Absolutní hodnota výsledného odporu udává velikost impedance
obvodu, takže

Z=|Z=|3£4380—510.
Proud ==

Z5,
Fázový posun mmeziproudem a napětím je dán vztahem tg w =

9,
— 1,117 6. Proud se opožďuje za napětím o g — 48"10"= 0,84 rad.

—

A-—-51A.

C5 003 .—
VS

PROBLÉM DVOU SVÍČEK

Dvě svíčky téže délky mají tu
vlastnost, že první shořícelá za 3ho
diny, druhá za 5 hodin.

a) Za jakou dobu po jejich součas
ném zapálení byly pořízeny jejich
fotografie, na nichž se jeví délky
svíčekv poměru1:2,1:3,1:4?

b) Jestliže první z obou svíček by
la zapálena půl hodiny po druhé
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svíčce, kdy budou délky svíček v po
měru1:2,1:3,1:4?

Podle maďarského časopisu
KoózépiskolaiMatematikai Lapok

upravil O. 8.
Řešení mladých řešitelů přijímá

redakce do 6 týdnů po vyjití tohoto
čísla.



FYZIKÁLNÍ ZAJÍMAVOSTI

Potřel jsem
zákon
zachování

energie

řekl Jirka a předvedl mi to. Vzal
model rakety, který se prodává
jako hračka a provedl s ním dva
pokusy. Jednou naplnil jeho dutinu
z poloviny vodou a nad vodu na
hustil hustilkou vzduch (obr. 1).
Po uvolnění rakety voda prudce
vystříkla tryskou T' a raketa vylétla
do výše asi 20 až 30m. Podruhé
nahustil do prázdné rakety jen
vzduch na přibližně stejný tlak
jako v předešlém případě. Raketa
však nevylétla ani do výše 1 m.
„Tak prosím,““Jirka na mne vítězo
slavně pohlédl. „Když tam byla
voda, bylo tam vzduchu jen polovina
a protože byl vzduch stlačen stejně
jako v druhém případě, byla jeho
potenciální tlaková energiepoloviční.
A přesto raketa vyletěla snad 30krát
výše a měla v prvním případě v nej
vyšší poloze 30krát větší polohovou
energii než při druhém pokuse, ne?“
A když jsem vyslovil souhlas, po
kračoval: „„Kam se tedy poděla
energie stlačeného vzduchu v dru
hém případě?“*

Yzduch
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Uznal jsem, že případ zaslouží
trochu úvahy. Jirka uvažoval takto:
Potenciální energie stlačeného vzdu
chu je rovna Wp = p. V, kde p je
přetlak vzduchu a V jeho objem
v nádrži rakety. Tuto energii jsme
dodali hmotě vzduchu při stlačování
pomocí hustilky. Při otevření trysky
přechází tato potenciální energie
na kinetickou energii tělesa rakety
a pohonných látek, proudících trys
kou. Proudí-li z rakety voda, odnáší
s sebou velký podíl celkové energie,
neboť její hmota je s hrubým při
blížením stejná jako hmota tělesa
rakety. Proudí-li z naší rakety pouze
vzduch, přecházína vzduch jen malý
podíl z celkové energie, protože
hmota vzduchu je napatrná vzhle
dem k hmotě rakety. A protože
potenciální energie stlačeného vzdu
chu je v tomto případě dvakrát
větší než při pokusu s vodou (neboť
vzduch má dvojnásobný objem
a tlak p je přibližně stejný), měla
by raketa vzlétnout v tomto dru
hém případě mnohem výše. Ale
raketa zůstala téměř při zemi.
Potenciální energie stlačeného vzdu
chu kamsi záhadně zmizela.

„Našímúkolem je rozhodnout, zda
tato Jirkova úvaha je správná.
Ukol přenecháme zatím našim čte
nářům. Řešení však by bylo dosti
obtížné, kdybychom je prováděli za
přirozených podmínek děje. Při čin
nosti „„raketového motoru“ se totiž
mění tlak vzduchu, a tím se mění
1rychlost unikající tekutiny z trysky.
Proto si úkol zjednodušíme. Nahra
díme si naši raketu jinou, která má
místo trysky hlaveň, po celé délce
stejného průřezu (obr. 2). Proudící
tekutinu nahradíme střelouS, která
má v prvním případěhmotu rovnou
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hmotě vody, ve druhém případě
hmotě vzduchu, který vyproudí
z rakety. Přitom budeme počítat
jen se vzájemnou akci a reakcí stře
ly a tělesa rakety a zanedbáme
vlastní účinek vzduchu, jehož tlak
způsobí vystřelení náboje z rakety.
Dalším důležitým předpokladem bu
de, že všechna tlaková energie stla
čeného vzduchu se přenese na střelu
a raketu. Počítáme s těmito hodno
tami: objem dutiny rakety V =
—=0,2 dm?; hmotnost tělesa rakety
m, = 0,05 kg; hmotnost střely v l.
případě m, = 0,l1kg (tj. je rovna
hmotnosti vody v raketě při skuteč
ném pokuse); hmotnost střely v 2.
případě m“, — 0,0005 kg (tedy je
rovna zhruba hmotnosti vzduchu
objemu 0,2 dm? stlačeného na 2 at
mosféry). Určíme tyto hodnoty:

1. rychlost tělesa rakety a rychlost
střely v obou případech v okamžiku,
kdy náboj S opouští hlaveň;

2. kinetickou energii tělesa rake
ty a střely v obou případech;

3. výšku výstupu rakety v obou
případech.

Pokyn k řešení. Užije se zákona
zachování hybnosti 404 + m0, =
—=0 a zákona zachování energie
mmvi + mMavž= 2 Wp, kde Wx = pV
je potenciální energie stlačeného
vzduchu pro p = 2at. Výšku výstu
pu rakety počítáme jako výšku
výstupu tělesa při svislém vrhu

2

vzhůru, tj. ze vztahu A = ; „,kde
v je počáteční rychlost tělesa a g
tíhové zrychlení (g — 10 m/s").

V příštím čísle uvedeme řešení
a čtenáři si mohou s ním srovnat
svou úvahu.

E. K.
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Inž. Jiří Machalický, ČVUT, Praha

JAN MÁREK

(Joanes Marcus Marci)

(1595 — 1667)

Jan Marek patří k těm velkým
českým mužům, jejichž život a dílo
není všeobecněznámo. Jeho význam
pro českou vědu nebyl zatím dosta
tečně zhodnocen a zveřejněn. Svědčí
o tom i ta skutečnost, že až na někte
ré výjimky“) nedostala se do našich
učebnic fyziky ani životopisná data
a stručný nástin nejdůležitějších
výsledků jeho práce z oboru mecha
niky a optiky.

Jan Marek se narodil 13. června
1595 v Lanškrouně. Školu navště
voval v Litomyšli, jezuitské gymna
sium v Jindřichově Hradci a jako
výborný student byl přijat na jezuit
skou kolej v Olomouci, kde studo
val nejprve filosofii a theologii; zde
nabyl důkladného školení v dialek
tice. Vzhledem k trvalé oční chorobě
přerušil theologická studia a ode
bral se na pražskou universitu, kde
se s podporou hraběte Zdeňka Voj
těcha z Lobkovic věnoval studiu
přírodních věd a medicíny. Současně
studoval matematiku, zvláště geo
metrii, v níž dokonce samostatně
pracoval. Studoval také cizí řeči,
z nichž ovládl ve značné míře jazykfrancouzský,italský,© španělský,
arabský, a hebrejský. Tato rozsáhlá
studia ukončil ve svých třiceti le
tech, dosáhnuv nejprve hodnosti
magistra věd a filosofiea na základě
disertace vydané tiskem doktorátu
lékařství. Jeho mimořádné schop
nosti a hluboké vzdělánípředurčilyjej
pro vynikající postavení. Již v r.

1626 se stal „fyzikem království
českého““a v několika letech mimo
řádným a řádným profesorem na
lékařské fakultě. Byl také osobnímlékařemcísaře© FerdinandaIII.,
kterému věnoval své první velké
dílo „„Deproportione motus““. Kro
mě toho se osvědčil jako praktický
lékař zvláště za svého pravidelného
působení v Karlových Varech.

Za své zásluhy, hlavně za orga
nizování a vedení studentské legie
při obraně „Prahy proti Švédům,
byl později odměněn dalšími pocta
mi. Byl jmenován císařským radou,
povýšen do stavu vladyckého a ze
manského s přídomkem z Lanškrou
na. Roku 1662 byl zvolen rektorem
pražské university a děkanem lékař
ské fakulty.

Z oboru fyziky jsou nejcennější
dvě práce, a to studie o rázu těles
z r. 1639, a výklad rozkladu bílého
světla hranolem, uveřejněný r. 1648
ve spise „„De arcu coelesi““ (O nebes
kém oblouku). Newton popsal roz
klad světla ve své optice, která
vyšla až r. 1666, tedy o 18 let pozdě
ji.

V sedmdesáti letech opouští Jan
Marek svou veřejnou činnost hlavně
pro slábnoucí zrak. Jeho život
naplněný vynikající prací skončil
10. důbna 1667.

Podrobný seznam publikací Jana
Marka lze najít např. v monografii
J. Smolíka „Jan Marek Marci a jeho
spisy“, Praha 1871, nebo ve vyda
ném slavnostním projevu J. Stud
ničky „„Joanes Marcus Marci a Cron
land, sein Leben und gelehrtes
Wirken, Praha 1891. Modernější
jsou práce Baumanovy a Jiřího
Marka.

1)viz např. Záviška: Mechanika,
JČMF Praha 1933, str. 345; Horák,
Krupka, Šindelář: Technická fyzi
ka, str. 350, 341, 1235
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Kursy výpočetní techniky Čs. vědecko-technické společností

Aby bylo možnovyhovět stále vzrůstajícímu zájmupracovníků nejrůzněj
ších oborů o školení ve výpočetní technice, zavádí UR CSVTS tento stavebni
cový systém kursů:

Dálkové kursy. Poskytují přehlednou formou ucelenou znalost ve třech
základních směrech výpočetní techniky, a to formou poštou zasílaných
učebních textů a pomůcek; formou kontrolních úloha opravovaných odpo
vědí a pomocí široké sítě zajímavých exkursí v celé ČSSR.

Směr M — Mechanizace administrativnách praci stroji na děrné štítky.
Vhodný pro ekonomy všech druhů — předběžné vzdělání se nevyžaduje.

Směr A - Automatizace technických výpočtů analogovými počítači. Vhodný
pro techniky všeho druhu. Předpokládá se střední nebo vysoká škola technic
kého směru.

Směr D — Číslicové samočinné počitače. Vhodný pro ekonomy a techniky
všeho druhů, zejména pro absolventy směru M nebo A, kterým poskytne
ucelený přehled. Předpokládá se středoškolské vzdělání. Přihlášky ze všech
míst ČSSR přijímá (jen písemně) komise pro automatizaci ÚR ČSVTS,
Praha 1, Široká 5.

Pokračovací kursy (docházkové).Navazují na jednotlivé směry dálkových
kursů; absolvent se stane programátorem příslušného druhu počítačů. Při
ukončení kursu je možno složit kvalifikační zkoušku, při níž se požaduje
látka z dálkového i pokračovacího kursu najednou. Uspěšným složením
zkoušky získává absolvent kvalifikační osvědčení opravňující k výkonu
příslušných funkcí:
zkursuMEPRO(64 hod.),Organizátor a projektant mechanizované evidence,
z kursuANAL(32hod.)„Programátor analogových počítačů“,
z kursuDIPRO(64hod.)„Programátor číslicových samo
činných počítačů“.

Přihlášky přijímají pořádající orgány v jednotlivých krajích:
Domytechniky ČSTVS:
PrahaI, Gorkého23; Krajské rady ČSVTS:
Ustí n. L., Velká Hradební2; C. Budějovice, Nám. 1. máje;
Pardubice, Nábř. čs. armády 1556; Plzeň, Nádražní 28.
Brno, Výstaviště BVV 1;
Ostrava, Revoluční 18;
Bratislava, Kocelova 17;
Žilina, Hliny;
Košice, Gen. Petrova 1.

Plánované zahájená jednotlivých běhůM(dálkový)1.3.66MEPRO| 1.10.65aL.1066A(dálkový)1.3.66.© ANAL1.2.66a1.10.60D(dálkový)1.3.66| DIPRO1.10.66a1.10.67.
Při korespondenci se odvolejte na toto oznámení v Rozhledech matema

ticko-fyzikálních. M. M.
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(Pokračování)

nepřesnost
nepřímo úměrně
nepřítomnost
nerovnost
nerozložitelný
neřešitelná soustava
nesmysl
nesouměřitelné veličiny
nesprávně
nevlastní

nevyskytnutí se
nezávislost
nezávislý
nezkratitelný zlomek
neznámá X
několikrát
nikdy
normála
normální
normální tvar kvadratické rovnice
n-stěn
nula
numerický
nutné a stačí
nutně
n-úhelník

obálka (soustavy křivek)
obdélník

obdržet

Slovníček
matematických výrazů

HeTOUHOCTb, NOTpeNIHOCTb

O6paTHO INIPONnOpIAHOoHAJIBHO

OTCYTCTBHE
HepaBeHCTBO
HENPUBOJTHMEIŘ
HeCOBMECTHAA CHCTEMA

aGcypx
HECOU3MEpHMH1NE BEJIHUHHBL

HeBCDPHO, HeNPABUJIBHO, OMHÓOHHOHecoGcTBEHHLIŇ,| ÓeCKOHEHHO| yAAJEH
HBIŇ

OTCYTCTBHE
He3aBHCHMOCTb
He3aBUCHMBIÁ

HeCOKpaTHMAA JIp06s
HeH3BECTHAA X

Hejoe 1HCIO pa3
HHKOTJIA

HOpMaJIB, Ž.
HOPMAJIbHBIĚ, NEpNeHIHKYJNAPHBIŘ
NpuBeNeHHOE KBANPATHOE YPaBHEHHE
Nn-TpaHHAK
HyJIb, Ž.
BBIUHCJIHTEOJIBHBIŇ

Heo6ÓxonHMO H JOCTATOHHO
O643aTEJI-HO

N-yYTOJIBHHK

oru6aomaA
OPAMOYTOJIBHHK, IDAMOYTOJIBHEHĚ NA

pajmnejorpaM
nOJyY4HTE"



obecně
obecnost
obecný
objem
objevit
eblast
oblouk
oblouk kruhový
oblý
obrat
obratitelný
obraz

obrazec
obrázek
obrys
obsah
(být) obsažen
obvod
očíslovat
oddělit
oddíl
odečítání, odečítat
odhad
odhadovat
odhalit
odchylka
odkrýt
odmocněnec
odmocnina druhá, třetí, n-tá

odmocnit, odmocňovat

odmocnitel
odmocnítko
odpovídání si
odpovídat si
odstranit závorky
odvěsna
odvodit, odvozovat
odvození
ohnisko
ohyb
okolí bodu
okrouhlý
omezit se, omezovat se
opačný
operace
oprava
orientovaný
orientovat
osa X, Y, Z
osa úhlu, kvadrantu

(Pokračování)

BooGure, B OGMIHOCTHE
OGnHocTs
oómuaň
oGbem
OGHApy>*KHTB
oGJIACT6

Tyra, apKyc
nzyra Kpyra
KDYTJIBIŇ
oGopoT
oGpaTUM1Ř
H30GpaxenHe, oGpa3s (DpH reom. 1306

paxenuu)
$urypa, JEpTE>K, KAPTEHA
KApTAHKA
OuepTaHHe
IMIONJANb

CONEp>KATBCA, 38AKJNOHATECA
nepuMeTp
nepeHyMepoBATb
BBINIEJIATb
BELIEJIATb

pasnejm
BEIGUTAHHE, BEIGHTATL

OHeHKA
OONCHHBATL

OGHapy?>kHTb
OTKJIOHEHHE

OGHaApy»KHTb

NOJTKOPEHHOE BEIDAMKOHHE, NOJHKOPEHHOE
UHCIO

KODEHb KBANPATHHNŮ,KyOUuecKHŘ, 1-0Ň
CTEIICHH

H3BNCUb, H3BJICKATb KODPEHL
INOKA3ATEJIb KOpPHX
SHAK pajmHKaJNa
COOTBETCTBHE
COOTBETCTBOBATb

PacKpBITb CKOÓKU
KATET

BEIBECTH, BBIBONHT
BEIBOJI

$okKyC
H3ru6
OKpeCTHOCT5 TOUKH
KDYTJIBIŘ
OrpaHHUHTBCA, OTPAHHAHBATBCA
IIPOTHBONOJIOJKHBIŮ
NeŘCTBHE, ONepanHA
IIOMPaBKA
HanpaBNCHHBŮ, OPHOHTEPOBAHHHLŮ
HanpaBHTS
OC5 aÓcCHHCC, OPDNEHAT, annIHKAT
GmcceKTpHca

(IIpodoavxenue)
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MATEMATIKA

Konstrukce trojúhelníka

daného síranou, příslušnou výškou a poloměrem vepsané kružnice

DOC. KAREL DRÁBEK, ČVUT, Praha (Dokončení)

Řešení předloženéúlohy provedeme nyní pomocí geometrické metody,
tj. vztahy, kterých při sestrojování hledaného trojúhelníka použijeme,
budou důsledky určitých geometrických vlastností.

Rozbor. Pro obsahtrojúhelníkaplatí vzorce
Pa=ka —io(a+b+9,

a (V4 — 0) (11)
O

Našiúlohu převedeme tedy na konstrukci troj
úhelníka daného stranou a, součtem db-c dru
hých dvou stran a výškou v, (obr.4).

Ke konstrukci provedeme tuto úvahu:
Ve vrcholu B sestrojme polopřímku kolmou na stranu BC (a ležící

v polorovině, ve které je náš trojúhelník ABC). Potom na ní stanovme
bod Ď tak, že BD = 2v4. Kružnice opsaná kolem vrcholu A poloměrem
c —AB prochází také bodem D a protne polopřímku ČA v bodě 4.

Označíme-li F průsečík přímky DE s přímkou BC, pak
A BČE X A BCF

neboť X BČE = X FCE =y,

X BEC= X OFE= 3

odkud bbc=
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První rovnost je zřejmá, správnost druhé potvrdíme takto:
Je-li Ó— X CEF,je

X ČFE = 180"— (y + 0),
přičemž

d= 900— X DGE
kde Gje druhý průsečík přímky CE s kružnicí £ (4; c), neboťDG | EF.
Protože

X DGE= X DBE= 90 —[150 —Ň + s.
je

Ó= 180 —Ů + 5) = X CBE

E

é Obr. 4 oa K
DL 2

X
í c

N

N

L — V<a
C X b

= X
ó Ů

B G C p

G

Odtud plyne, že

X OCFE= > (= X BEC)

Z určené podobnosti dostaneme:
CF CE—CE BC,t).CF (b+ c)=(b+ 0) a,

takže

(d + c)? A (v4 — 0)*?
a 0?

Konstrukce. Na přímcep zvolímeúsečkua —BC a podle(12)

CF = (12)

DOurčímeúsečkuCF(ropětak,žeČF=Mkdeu=te eř]. Při
O O
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tom bod F je na polopřímce ČB. Pak bod D na kolmici ve vrcholu B,
pro který BD = 2v, spojíme s určeným bodem F a na přímceDF stano
víme bod E tak, že ČCE—=b + c [přičemž b — c je dáno podle (1)].

Potom střed kružnice opsané trojúhelníku BDE je třetím vrcholem
sestrojovaného trojúhelníku ABC.

Důkaz plyne z konstrukce, protože sestrojený trojúhelník má
požadované určující prvky. |

Diskuse. Z podmínky 8 + c >>a plyne ihned po dosazení z (11),
že

Vy> 20 (13)
Řešení existuje, je-li v S b -+ c (kde v — CHje vzdálenost vrcholu C

od přímky EF), tj. je-li

53 =snÓSl
Podle sinové věty platí pro trojúhelník BCE

b -c smnóa.a
sin

takže po dosazení z (1) a úpravě je

sinÓ= sin > < 1
Z pravoúhlého trojúhelníku BDF dostanemesin— =BD

2DF
kde BD = 20, DF = |BF* + BD*,přičemž

— 2
BF= OF—BO— Z 7D

0
takže

BD? „U 0—= 2 LI.
DR A (u—o)

Po dosazení za hodnoty BD a DF a úpravě, obdržíme

2a*o>O 14
Vy — až O 40? ( )

s vedlejší podmínkou
až>4o, tj. a>2 (15)

tj. stejné podmínky jako při použití analytické metody.
Platí-li tedy ve (14) znaménko nerovnosti, pak sin O< 1 (a d < 9)
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a Va< b+ c. Úloha má pak dvě různá ře
šení, která jsou souměrná podle osy stra
ny BC.

Platí-li tedy ve (14) znaménko rov
nosti, je B = D, b= c a jediné řešení
úlohy je rovnoramenný trojúhelník.

Neplatí-li však vztah (14), pak neexis
tuje žádné řešení předložené úlohy [ne
boť neexistuje také (reálný) úhel d tako
vý, aby jeho sinus byl větší než 1].

Řešení této úlohy lze provést také tak, Obr. 5
že stanovíme (obr. 5) bod D kružnice
opsané hledanému trojúhelníku. Bod DĎje na ose souměrnosti strany
BC a na opsané kružnici v polorovině určené přímkou BC a ne

2

obsahujícívrchol A trojúhelníka. Pak je DW = x = 5 g 95? kde M“
je středstrany BC (vizčlánekK. Drábka a J. B. Pavlíčka,
Řešení úlohy z konstrukcí trojúhelníka. Rozhledy
(41), 1962—63,str. 104—107).Tím dostaneme pro opsanou kružnici její
třetí bod D. Další postup je již zřejmý z obr. 3. Při určování podmínek
řešitelnosti dostaneme ze vztahu r + MS Z vy, kde S je střed opsanékružnice,atedyMS—=r— «, tytéžpodmínkyjakodřívepřipoužití
analytické geometrie, nebo při výše uvedené konstrukci.

Determinanty cokačováni

DOC. JAROSLAV CHUDÝ, ČVUT, Praha

2. Determinant 9. stupně

Pomocí determinantu 2. stupně budeme nyní definovat determinant
3. stupně. Uvažujme schéma složené z 9 (= 3*)prvků ax, i— 1,2, 8;
k = 1, 2, 3, napsaných do tří řádků a tří sloupců, které nazveme deter
minantem 3. stupně

1 Az Mal
O1 A21 Oa3 (8)

| 91 dx 3
D =
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Před vlastní definicí zavedeme ještě dva pojmy:
SubdeterminantemDix v determinantu (7), přidruženým k prvku a;

nazveme determinant (2. stupně) vzniklý z daného determinantu (8)
vynecháním t-tého řádku a k-tého sloupce (těch řad, které se kříží
v prvku d;x).

DoplňkemA přidruženýmk prvku az v determinantu (8) nazveme
subdeterminant D;+ opatřený znaménkem (—1)?+ *, tj. Az = (—1)'+*.

Dig
Tak např.

D. = O1 M. — (M2 A3,. Arg = (—D??. Da = — A1 M2.28- d3j Aa" © Aa Aa 23 A1 Az)
Ag = (—-)". D3 = Dy,,atd.

Nynílze již vyslovit definici.
Definice 1. Determinantem 3. stupně, vyjádřeným symbolem

(8), rozumíme číslo rovné součtu tří součinů vzniklých tak, že prvky
jedné libovolně vybrané, řady (řádku či sloupce), znásobíme jejich
doplňky.

Tomuto vyjádření determinántu 3. stupně pomocí determinantů 2.
stupně říkámerozvojdeterminantupodle zvolenéř ady.

Vyslovenou definici je ovšem,třeba doplnit v tom smyslu, že musíme
ukázat nezávislost výsledku na volbě řady. Ukážeme to jen třeba pro
první řádek a druhý sloupec (pro zbývající čtyři řady ukažte sami).
Tak rozvojem podle 1. řádku dostáváme

(22 O3 A1 A3 A1 A9
1A32 O33 O31 433 O31 432

= 41233 — A133 — A12091033T A19to3t31T A13A91032— A3tbo9031

Rozvoj podle druhého sloupce dává

15
D = A1 + dA19+ M33 = A1 12

A1 A3 O1 A3 A1 M3
O31 33 O31 A33 M1 423

= — Ar91A33 T A931 T AyoA133 — Uzz3W31— A3oW11A231 Azol1301,

tedy týž výsledek (až na pořadí) jako dříve.
Všimněte si ještě, jak lze mechanicky určovat znaménka doplňků.

Začneme-li od prvku ay,, k němuž doplněk je opatřen znaménkem--,
znaménkase střídají

D=— 83222

Úplně analogicky bychom mohli pomocí determinantů 3. stupně defi
novat determinant 4. stupně, pomocí jich determinant 5. stupně atd.,
až pomocí determinantu (» — 1) stupně definovat determinant n—tého
stupně. Potíž by spočívala v důkazu nezávislosti na volbě řady, podle
níž determinant rozvinujeme.
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Jako příklad spočtěme
3. 2—5

D = 4 —3 2
5 —4 —3

Rozvojem třeba podle třetího řádku dostáváme
2 —5 3 —5 3 2D=5| 3 3+(-9 -DÍ aA+(-9|13-10

Rozvojem podle třetího sloupce dostáváme týž výsledek

D=-5$l1+2 -D5 1+3 8) 3,=100
Pro výpočet determinantů třetího stupně užíváme často Sarrusova

pravidla, které spočívá v tom, že pod daný determinant sepíšeme ještě
znavu jeho první a druhý řádek

nyní sestrojíme součiny prvků na
| spojnicích zleva doprava dolů a
WHO412 „M3 opatříme znaménkem +, pak souči

(PaX28 x 28 ny prvků na spojnicích zprava doPty Baa Rasa, leva dolůa opatřímeznaménkem—;
na By součettěchtosoučinůje rovný
ya Ma Pe danémudeterminantu.Odůvodnění

plyne ihned srovnáním získaného
výrazu

A133 T Aiola T A313 — U3ly9031— AzalazM1— AgaU1021
s rozvojem podle některé řady.

Tak např. pro determinant již počítaný mámeD=3.(—3) (—3)+ 4.(—4).(—5) + 5.2.2 —(—$).(—3).5—
—2.(—4).3— (—3).2.4 = 27+ 80 + 20— 75+ 24+ 24 =
= 100.

Zdůrazňuji skutečnost, že toto pravidlo je jediná vlastnost z vlast
ností determinantu 3. stupně, v tomto článku vyslovených, která neplatí
pro determinanty vyšších řádů.

Pro determinanty platí celá řada vlastností. Uveďme a odůvodněme
jen některé z nich, totiž ty, které budeme v dalším bezprostředně potře
bovat.

Věta2. Determinant se nezmění, zaměníme-li řád
ky za sloupce při nezměněném pořadí a naopak
—překlopení determinantu kolem hlavní úhlo
příčky.

Správnost věty ihned nahlédneme, rozvineme-li původní determinant
třeba podle první řádky a překlopenýdeterminant (napište si jej) podle
prvního sloupce. Příslušné doplňky jsou tvořeny determinanty 2. stupně
překlopené kolem hlavní úhlopříčky a pro ně je věta, jak plyne z komuta
tivního zákona pro násobení, evidentní.

Význam této věty je v tom, že Každá vlastnost dokázaná pro řádky,
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platí pak i pro sloupce. Proto místo řádků a sloupců užíváme jednotně
název řada determinantu.

Věta3.Determinant, jehož dvě rovnoběžné řady
jsou stejné (nebo úměrné)je roven nule.

Důkaz. Nechťje to třeba druhý a třetí řádek. V rozvoji determi
nantu podle prvního řádku budou se jako činitelé vyskytovat determi
nanty 2. stupně, v nichž oba řádky jsou stejné nebo úměrné a z nichž
tedy každý je podle věty 1. roven nule; proto také součet příslušných
součinů je roven nule, cbd. K témuž závěru dospějeme i při rovnosti,
resp. úměrnosti jiných dvou rovnoběžných řad, rozvedeme-li determi
nant podle další s nimi rovnoběžné řady.

Věta4.Součet součinů vzniklých tak, že prvky
libovolné řady násobíme doplňky prvků jiné
s nírovnoběžné řady, je roven nule.

Důkaz neprovedeme obecně, avšak jen pro některou řadu deter
minantu. Vyberme třeba druhou řádku determinantu

O1 A1 A3
D = Jy A903

A31 U32 A33

/ vw
a za jinou rovnoběžnou řadu vezměme třeba třetí řádek. Doplňky
k jeho prvkům jsou

Ag = A2 A3,- O1 A3) O A1 A2p? 83
A1 A3; O1 U93

. 82 ©U A93

Pak uvažovaný součet součinů bude

Az Asi + Ag Aza T A3 A33 >

což lze zapsat ve tvaru determinantu 3. stupně (jde o rozvoj podle
3. řádku)

A1 A2 Ma
U U29 U3, >

|W21 A422A3

v němž druhý a třetí řádek jsou stejné a je tudíž tento determinant,
představující uvažovaný součet součinů, podle věty 3. roven nule.

Objasněme si tuto větu, o kterou se opírá řešení soustavy lineárních
rovnic, na příkladě. Uvažujme již počítaný determinant

3. 2—5D= 4-3 2
5 —4 —3

Najděme doplňky k prvkům 1. a 3. sloupce
—3 2 2 —5 | 2—6An=|Lí3 —17:4a=—|4 3 =20;4n=|3 -u

4 —3 3 2 3 2



Utvoříme-li součet součinů těchto doplňků s prvky druhého sloupce, dosta
"neme skutečně

2 17—3 26— 4.(—11)=0,
popřípadě

2 (—1- 3.22- 3.(—17)=0
Kdybychom utvořili součty součinů těchto doplňků s prvky příslušných

řad, tj. prvního, popřípadě třetího sloupce, dostáváme ovšem hodnotu
daného determinantu D

3 17 + 4.26 + 5.(— 11) = 100,
popřípadě

—5 (—)1+ 2.22 —3.(—17) = 100.
Naposled uvedenou větu i s definicí determinantu rozvojem s vý

hodou zapisujeme užitím sumačního symbolu
3 D pro j = %(rozvoj podle %-té

X aik jk —Ai Aji + AigAja + AzAjs = < ho řádku),k=1 0 proj *t,
resp.
3 D pro r = k (rozvoj podle
> ak Air = AikAir + a2kA2r+ a3kÁ3r = < k-tého sloupce)i=1 Opror3k.

Promyslete si dobře zápis sumačním symbolem. Těm, kteří se dosud
s tímto symbolem nesetkali, doporučuji rozpis pro konkrétně zvolené
indexy %,9),k, r některým z čísel 1, 2, 3. Těchto symbolů použijeme
pro stručnost zápisu v dalším odstavoi.

3. Řešení soustavy třílineárních rovnic o třechneznámých

Mějmedánu soustavu tří lineárních rovnic o třech neznámých

A1 Ty T AozX3 T A3 X3 — 0 (9)
UgyTy T A3z Ly T U33X3 — 03

Předpokládejme, že determinant této soustavy, složený z koeficientů
při neznámých, je různý od nuly,tj.

i —

A1 T1T A1 T3T A3 X3= a

A O113
D = 01 Agtg) 5 0 (10)

031 U32 W33

Určeme v tomto determinantu doplňky Ayz,Asp,A3, k prvkům k-tého
sloupce, kde k — I, 2, 3, násobme těmito doplňky po řadě rovnice
soustavy (9) a sečtěme je. Po vytknutí příslušných neznámých a užitím
sumačních symbolů (činí-li vám ještě potíže, rozepište si je), dosta
neme:

33 3 3

V 2 A1Ant w 2 AzAz + €z 2 A3Ax = > CiAzi=1 i=l i=1 i=1
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vw vwVzhledem k větě 4. zůstane na levé straně ze tří členů jen jediný
(ostatní dva jsou rovny nule) totiž ten, v němž index u neznámé se
shoduje s indexem k. Lze tedy poslední rovnost zapsat ve tvaru

3 3

Tk ADdk Au = 2% Aw, kdek=1,2,3
i=1 i=1

Koeficient při xx na levé straně je však právě determinant D (je to
jeho rozvoj podle prvků k-tého sloupce). Pravou stranu lze však na
psat také jako determinant, který se liší od determinantu soustavy
jenom tím, že jsou v něm prvky dyz,Gzk,dgx,tj. koeficienty při neznámé
T. soustavy (9) nahraženy čísly cy, Cz,Cz,tj. pravými stranami rov
nic. Tento determinant označme Dxz.

Dokázali jsme tak platnost Kramerova pravidla pro soustavu tří
rovnic o třech neznámých. Je tedy

„Du
x,= D „k=1,23

Dokázaného pravidla nelze ovšem užít v tom případě, kdy determi
nant soustavy je roven nule. V takovém případě nemá soustava buď
žádné řešení (rovnice jsou ve sporu), nebo má nekonečně mnoho řešení
(rovnice jsou závislé).

Příklad. Řešte soustavu rovnic
Br — Ty + 32—= 9,
9x + 4y + ll2 = 5,
3x — 24 — 52 = 19,

5—7 3 9 11D=|9 4n=s, Jar“ 5+333 |= —626;
8 —2—8

| 9 —

Do—|5 A11 = 9.4.(—5) = 5.(—2).3+ 19 (—7 11—19 —2—5 —3.4.19 —11.(—2).9— (—5).(—7).5=
= — 180 — 30 — 1463 — 228 + 198 — 175 =
= — 1878,

5 9 3
Dy = 9 5 II = — 125 + 513 +- 297 — 45 — 1045 + 405 = 0,

3 19 —5
5 —7 9

Dz=|945-93 3- Bla +19 4- 12523 —2 19

Protože D = — 626 = 0, má soustava právě jedno řešení, a to
41=33y=032= -2

(Dokončení)
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DESKRIPTIVNÍ GEOMETRIE

„Sectioaurea“-Zlatýřez© ooučm
DR.ING. FRANZ DANIELOWSKI, Vysoká školy architektury a stavební,
Výmar, NDR.

(Psáno pro Rozhledy)

Jak již bylo uvedeno, je znalost dělení úsečky v poměru zlatého řezu
velmi stará. K tomuto názoru nás vede nejen poznané dělení staveb
(obr. 7), ale též možnost empirického řešení.

Nejprve několik slov k obr. 7, který představuje východní průčelí
propylejí chrámu Akropolis v Athénách, jehož stavba začala v roce 438
před naším letopočtem a byla dokončena na počátku peloponeské vál
ky v roce 431. Pod názvem propyleje se všeobecně rozumí monumentál
ní předsál, tj. prostor mezi vnitřkem chrámu a vnějším znesvěcujícím
světem. Bránu nese šest sloupů tvořících pět otvorů, jejichž šířkyjsou od
středu do stran odstupňovány. Různými šířkami se má vyjádřit vyšší
důležitost středního otvoru, který je hlavním vchodem a jeho poměr
délky k šířce přesně odpovídá pravidlům zlatého řezu (vzdálenosti mezi
středy sloupů činí 5,43.m, výška sloupů je 8,81 m).

Sledujeme-li vývoj kreslení geometrických tvarů, pak k nejstarším
konstrukcím patří rozdělení kruhu na šest stejných dílů. Egyptské
kresby,např. Výjev z lovu, Tutanchamon na lovu
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lvů, z roku 1353 před naším letopočtem, ukazují rozdělení kola lovec
kého vozu šesti paprsky, a tím tedy šíříznalost o šestinásobném nanášení
poloměru na obvod kruhu.

Lze se domnívat, že rozdělení obvodu kruhu na pět stejných dílů se
dosáhlonejprve zkusmo. Snad potom byly navzájem spojovány všechny
vrcholy A až E. Je nasnadě, že se vnitřní plocha takto vzniklého pěti
úhelníka oživovala kresbou, a dokonce se přímo nabízelo takové spojení
vrcholů, aby vždy jeden vrchol byl vynechán. Tak se začaly zakreslovat
úhlopříčky a vzniklý obrazec byl označen jako hvězdicový pětiúhelník
(obr. 8). Každá strana hvězdicového pětiúhelníku je protínána dvěma
jinými stranami. Průsečíky P až T' tvoří opět vrcholy menšího pravidel
ného pětiúhelníka.

Podíváme-li se na strany AC hvězdicového pětiúhelníka, odvodíme
ze souměrnosti, že úsečka AR se rovná úsečce SC —=z. Úsečku ST
označmey. Trojúhelník SCT' je rovnoramenný. Jeho úhel při vrcholu Č
je obvodovým úhlem opsané kružnice. Příslušný kruhový oblouk je pěti
na obvodu celé kružnice, odpovídající středový úhel je 72%,obvodový
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vw?
úhel je poloviční a měřítedy 36 *.Úhly při základně T'S jsou stejně velké,

180“ — 36"

2
SCT' jsou úhly při základně dvojnásobkem úhlu při vrcholu, rameno měří

a proto rovné = 727. V rovnoramenném trojúhelníku

Obr. 8

x a základna y. Rameno SČ našeho trojúhelníku zvolme za základnů po
dobného trojúhelníku ČDS. Protože SD rovná se ST + TD=1+- y,
musí i druhé rameno CD = x + v.

Také trojúhelník DAC je rovnoramenný a podobný trojúhelníkům
SČT a ČDS. Jeho ramena jsou 2x -+ y a jeho základna « + y. Z poměrů
stran těchto tří podobných trojúhelníků plyne

y L O ZTY
x o£+y. B<me+y

kde Tje poměr základny k ramenu. Z rovnice (3) vidíme, že se vždy celá
úsečka má k větší části, jako se má větší část k menší části.

Z rovnice dále plyne, že strana pravidelného pětiúhelníku r + y se má
ke straně hvězdicového pětiúhelníku 2x + y, jako větší část r úsečky
DS = x + v, rozdělené zlatým řezem, k celé úsečce.

Máme-li nyní do kružnice o poloměru z vepsat pravidelný desetiúhel
ník (obr. 8 vlevo), bude délka strany desetiúhelníku IL —=u. Spojíme-li
dva sousední vrcholy desítiúhelníku se středem K opsané kružnice,

— 7, (3)
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dostaneme rovnoramenný trojúhelník o délce ramene rovné «. Úhel při
360“

vrcholu činí desetinu plného úhlu, tedy 30 7 367. Na základě těchto
vlastností je trojúhelník ZKL podobný s dříve uvažovaným trojúhelní
kem SCT'. Podle toho je poměr strany U desetiúhelníku k poloměru x
roven T.

Abychom zjistili souvislost mezi poloměrem 7 kružnice opsané pěti
úhelníku ABCDE a stranou pětiúhelníku, všimněme si poměru mezi
r a r, (obr. 8)

mir=yw:(zg+ wy= ST:CČD
Podle (3) je

x
ý T a£ z+4-7

Vynásobením obou rovnic dostaneme

Y 2= T ;xty
čili též

7 2M 4
Z =r (4)

Trojúhelníky DRB a DTM jsou navzájem podobné, mají u Ď stejný
úhel 18“ a X DRB = XDMT = 36". To znamená, že odpovídající si
strany jsou úměrné

DR: DB = DT: DM,
což po dosazení dává

(r+n):(Re+y)=x:r
rír + n)= z(21+).

Dosadíme-li z (4) za 74,dostaneme

r (1+ 7) = z (2 + 4) (5)
Pro pravou stranu rovnice platí podle (3)

r (2x+ y) = (z+14?,

Hr =lety). (6)
V této rovnici je 7 poloměr kružnice opsané pětiúhelníku ABCDE,

rr je délka strany desetiúhelníku a x + y délka strany pětiúhelníka
vepsaného do téže kružnice. Podle rovnice (6) je tedy součet čtverců
nad poloměrem7a nad stranou desetiúhelníka roven čtverci nad stranou
pětiúhelníka (Pythagoras) nebo podle jiné formulace, která pravděpodob
ně pochází od řeckého matematika Eudoxa (408-355?):

Z toho

což dosazeno do (5)
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Obr. 9

/ 72

Obr. 10

Délky stran pravidelného šestiúhelníku, pětiúhelníku a desetiúhelníku,
vepsaných do téže kružnice, tvoří pravoúhlý trojúhelník, v němž je
strana pětiúhelníku přeponou.

Pro pravidelný pětiúhelník ABCDE jsme dostali tyto věty:
1. Dvě úhlopříčky (d — 2x + y) pravidelného pětiúhelníku, které

nemají společný vrchol, se vzájemně dělí podle zlatého řezu (např. BD
dělí EC v bodě T").
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Obr. 11

Í
mm,

I]
JÍ

9l 2

Obr. 12

2. Strana pětiúhelníku (85— T + w) je větším úsekem úhlopříček d,
rozdělených zlatým řezem.

3. Strana desetiúhelníku (8x9= 7T)je větším úsekem poloměru opsané
kružnice 7, rozděleného zlatým řezem.

Uvedených vlastností pravidelného pětiúhelníku, resp. desetiúhelníku,
lze použít k zobrazení dvanáctistěnu pětiúhelníkového a dvacetistěnu.
Obě tělesa patří k pravidelným mnohostěnům, jež se též nazývají
Platónovými tělesy.
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Dvanáctistěn pětiúhelníkový (dodekaedr)je tvořen
12 pravidelnými pětiúhelníky; má 20 vrcholů a 30 hran (obr. 9). Kon
strukce tělesa je jednoduchá; nad každoustěnou vepsané krychle (o hra
ně s) leží hrana dvanáctistěnu. Tato hrana se rovná většímu úseku hrany
krychle s, rozdělené zlatým řezem a její vzdálenost od stěny krychle se
rovná polovině většího úseku hrany krychle rozdělené zlatým řezem.
Krychle je zakreslena v axonometrii při poměru zkrácení x:y:2 =
= 7:6:8,a—1W,f6= 20.

Pravidelný dvacetistěn (ikosaedr)jetvořen20shodnými
rovnostrannými trojúhelníky, má 12 vrcholů a 30 hran. Při konstrukci
tělesa použijeme opět zlatého řezu. Do čtverce vepíšeme obdélník, jehož
strany jsou v poměru zlatého řezu a jehož vrcholy dělí strany čtverce
v poměru zlatého řezu (obr. 10). Tento čtverec považujeme za úhlo
příčný řez osmistěnu. Pak lze dvacetistěn vepsat do osmistěnu tak, aby
každý vrchol dvacetistěnu dělil hranu osmistěnu v poměru zlatého řezu
(obr. 11). Body 7 až 12 jsou vrcholy dvacetistěnu, bod 10 je neviditelný.
V obr. 12 byly navzájem spojeny vrcholy dvacetistěnu (body 7 až 12
přenesenéz obr. 11).Při tom je třeba si zvláště všimnout tělesa u vrcholu
dvacetistěnu. Kolem vrcholu S vzniká jehlan, jehož podstavou je pravi
delný pětiúhelník ABCDE. Dvě protilehlé hrany dvacetistěnu (např.
BD, 78) tvoří protější strany obdélníku a jsou úhlopříčkami pětiúhel
níku. Jelikož úhlopříčka pětiúhelníka je zlatým řezem rozdělena tak,
že její větší úsek odpovídá straně pětiúhelníku (viz větu 2), je tento ob
délník (např. $-7-8-6 na obr. 11, příp. 12) dělen v poměru zlatého řezu.
Pak 12 vrcholů dvacetistěnu jsou vrcholy tří obdélníků rozdělených zla
tým řezem a stojících po dvou na sobě kolmo. Tyto vlastnosti vedou
k jednoduché konstrukci dvacetistěnu.

Další skutečností je, že středy stěn dvanáctistěnu tvoří vrcholy dvaceti
stěnu. Zainteresovaný čtenář může tento obrazec sám zkonstruovat.
Doporučujeme, aby jej znázorňoval axonometrický co v největším
měřítku, a tím dosáhl přehlednosti.

Přeložil a upravil O. S.

Literatura

CoxeterH. S. M. Unvergángliche Geometrie, Birkháuser,
Basel u. Stuttgart 1963, str. 202.

GoeringerA., Der goldene Schnitt, Můnchen1893,str. 8, 17,
obr. 6.

TimerdingH. E., Der goldene Schnitt, Teubner,Leipzigu. Ber
lin 191, str. 7-12.

Důkaz k obr. 7. Rodenwaldt G., Akropolis podle snímku W. Hege,
obr, 59, Deutscher Kunstverlag Můnchen Berlin o. J.

/

64



0 některých křivkách (Pokračování)
DOC. BOŘIVOJ KEPR, ČVUT, Praha

2. Kutálí-li se kružnice (polhodie hybná) p? po pevné kružnici (pol
hodii nehybné) p? tak, jak to ukazuje obr. 23a, opisují body pevně spoje
né s kutálející se kružnici křivky, nazývané epicykloidami. Kutálí-li se
kružnice p* po pevné kružnici p" tak, jak to znázorňuje obr. 23b, opisují
body pevně spojené s kutálející se kružnicí křivky, nazývané hypocykloi
dami. Bod A, kutálející se kružnice probíhá dráhu dy, kterou v případě
znázorněném na obr. 23a nazýváme prostou (obecnou, obyčejnou) epi
cykloidou, v případě znázorněném na obr. 23b prostou (obecnou, obyčej
nou) hypocyklovdou.Prostá epicykloida nebo hypocykloida dy má na
pevné kružnici p" singulární body, body vratu (hroty), a to vždy v těch
polohách pohybujícího se bodu A kutálející se kružnice př,v nichž se bod
A postupně stává dotykovým bodem obou kružnic p? a př. Je-li bod B
pevně spojen s kutálející se kružnicí př, jejím bodem vnějším vytvoří při
pohybu, znázorněném v obr. 23a dráhu (trajektorii) dp, již nazýváme
epicyklovdouprodlouženou (obr. 24a). Při pohybu zakresleném v obr. 23b
vytvoří dráhu dp, která se nazývá hypocykloidouprodlouženou (obr. 24b).
Je-li bod C pevně spojen s kutálející se kružnicí p? jejím bodem vnitřním,
vytvoří při pohybu, znázorněném v obr. 23a, případně 23b, dráhu d,,
jíž nazýváme epicykloidou, případně hypocyklovdouzkrácenou (obr. 24a,
případně 24b). Epicykloida nebo hypocykloida prodloužená má uzlové
body (obr. 24, bod D). Epidykloida nebo hypocykloida zkrácená nemá
singulární body ani hrot, ani uzel, ale má body inflexní, tj. body, v nichž
křivkapřecházíz jedné strany tečny na druhou její stranu. Máme ovšem

Obr. 23a, b
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na mysli tečnu t; křivky, sestrojenou právě v jejím inflexním bodě J
(obr. 24). Každé části epicykloidy nebo hypocykloidy, která odpovídá
právě jednomu odvalení kružnice pž po kružnici p", a to vždy mezi jejími
sousedními singulárními body v případě, že reálně existují), říkáme vě
tevtéto křivky. (Otázka pro čtenáře: Jakou epicykloidu nebo hypocykloi
du vytvoří střed kružnice př?)

W

memXX
BDADU:

m X
Xb)

Obr. 24a, b

I- Pozorný čtenářsi jistě povšiml úzké podobnosti v terminologii a základ
ních vlastnostech, týkající se epicykloid a hypocykloid a již probraných
cykloid (v obr. 20 a 21). To je zcela pochopitelné již z tohoto důvodu:
Bude-li se poloměr kružnice p“ zvětšovat nad všechny meze tak, až se
stane nekonečně velikým, přejde kružnice p? v základní přímku p" z pří
kladu 1. a epicykloidy nebo hypocykloidy přejdou v cykloidy.

Autor článku by byl spokojen, kdyby se mu jeho výkladem podařilo
natolik zaujmout a poučit čtenáře, aby se mezi nimi našlo alespoň
několik, kteří by vyřešili tento úkol:

Sestrojte body epicykloidy nebo hypocykloidy, a to prosté (obecné,
obyčejné), nebo prodloužené, nebo zkrácené. V těchto bodech sestrojte
tečny křivek.

Návodem lze řícipouze toto: V obr. 21 byly tyto konstrukce podrobně
provedený pro prostou (obecnou) cykloidu. Bystrý čtenář bude jistě po
zapřemýšlení umět aplikovat příslušné konstrukce na epicykloidy nebo
hypocykloidy. (Ale pozor: konstrukce oskulačních kružnic takto jedno
duše převádět nelze!)

Než půjdeme dále, je nutno uvést jedno důležité a všeobecné ponaučení
čtenáři začátečníkovi v odborné literatuře. Nejdůležitější částí tohoto článku
je odstavec 3. Chce-li mít čtenář radost z úspěchu, je nutno, aby poro
zuměl tomuto odstavci, aby tak zcela bezpečně ovládl látku tam obsa
ženou. Tento odstavec obsahuje totiž nejnutnější základy. Teprve po jejich
zvládnutí a samozřejmě po určité praxi v zacházení s jejich obsahem, lze
řešit celou spoustu jednotlivých úloh o nejrůznějších křivkách. Toto pra
vidlo platí pro všechny odborné disciplíny.
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Je-li poloměr r, kutálející se kružnice m-násobkem poloměru 7, pevné
kružnice, kde m je racionální číslo, pak bod pevně spojený s kutálející

se kružnicí přejde po = odkutáleních znovu do své výchozí polohy.

Obr. 25 a, b,c,e

Takových odkutálení je v případě racionálnosti čísla m vždy konečný
počet. Říkáme, že příslušná epicykloida nebo hypocykloida je křivkou
uzavřenou.Je-li m číslo irracionální, pak daný bod, vytvořující tímto
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pohybem epicykloidu nebo hypocykloidu po jakémkoliv konečném počtu
odvalení kutálející se kružnice, s níž je pevně spojen, se již nikdy nevrátí
do své výchozí polohy. Taková křivka je křivkou otevřenou(neuzavřenou).

A
Uzavřeným křivkám, které se skládají z určitého konečného počtu shod
ných větví, říkáme křivky periodické.

Je-li např. speciálně r, = ry (tj. m = 1), dostáváme jako epicykloidy
tzv. Pascalovy zámimice (obr. 25a, b, c). Pascalovu závitnici dy s bodem
vratu (nod A, probíhající dráhu dy je bodem kutálející se kružnice p?)
nazývámetéž kardioidou. (K této křivce se ještě vrátíme). Pro x =
—=37, dostáváme jako prostou epicykloidu tzv. dvoulist (neboli nefroidu)
(obr. 25d). V případě prodloužené nebo zkrácené hypocykloidy však
kupodivu dostáváme elépsu (k tomuto případů se též později vrátíme)
(obr. 25e). Pro 7x= 37m Se nazývá příslušná prostá hypocykloida
Steinerovou hypocykloidou (obr. 25f) a pro 74= 47, je příslušná prostá
hypocykloida, tzv. asterotdou(obr. 25g).Rovněž k tomuto případu se ještě
jednou vrátíme.

(Pokračování)
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FYZIKA

IVO KRAUS, ZLATĚK MARŠÁK, FTJF,Praha

Poruchy krystalické mříže kovů

1. Mozaikova struktura kovů

V článku„Krystalická struktura kovů') jsmeuvažo
vali, že atomy jsou v krystalické mříži rozloženy pravidelným periodic
kým způsobem. Takový stav je však pouze ideální a neodpovídá skuteč
ným poměrům v reálných krystalech. Uspořádání skutečných krystalů
odhalily rozsáhlé výzkumy pomocí rentgenové strukturní analýzy
a elektronové mikroskopie.

Ukázalo se, že každý reálný krystal je složen z jednotlivých bloků,
nazývanýchbloky mozaikové struktury, ježbývajívzá
jemně otočeny o úhel několika minut. Rozměry těchto bloků se pohybují
od 1077 až 107%m až do 10-*m. Příčiny existence mozaikové struktury
nejsou prozatím ještě zcela objasněny, bezpochyby však souvisí s charak
terem krystalizace kovu. Protože rozměry bloků podstatně ovlivňují
vlastnosti kovů, má studium mozaikové (blokové) struktury velký
význam.

1) Rozhledy matematicko-fyzikální, č. 9, 10; roč. 1964—65.
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ď
Obr.1. Obr. 2. Schéma průběhu krystali

Schéma mozaikové struktury. zace rovnoměrně ochlazovaného
čistého kovu.

2. Průběh krystahzace kovů

Povšimněme si nyní podrobněji průběhu krystalizace kovů.
Krystalizací rozumímeděj,který začínáv tekutémkovuvytvo
řenímkrystalizačních zárodků (center)a pokračujerůs
tem jednotlivých krystalků až do konečného ztuhnutí kovu.

Na obr. 2a je znázorněn vznik krystalizačních center, která se vy
tvořív tekutém kovu v určitém stadiu ochlazování.Z těchto zárodků pak
začínají růst jednotlivé monokrystaly kovu. Současně pokračuje vznik
dalších center (obr. 2b). Dokud mohou krystalky růst volně, je jejich
tvar geometrický pravidelný. Jakmile se však začnou vzájemně dotýkat,
pravidelný tvar se porušuje. Další růst pokračuje jen v těch směrech,
v nichž není ničím omezován (obr. 2c). Výsledkem krystalizace po ztuh
nutí kovu je konglomerát (shluk)jednotlivých krystalků, které mají sice
pravidelné vnitřní rozložení atomů, avšak jejich vnější tvar je nepravi
delný (obr. 2d). Kov se tedy skládá z velikého množství náhodně orien
tovaných monokrystalků nepravidelnéformy. Nazýváme je krysta
lity nebotakézrna.

Uvedli jsme, že krystality mají pravidelnou vnitřní atomovou stavbu.
Tak je tomu však pouze uvnitř objemu zrn. Na hranicích krystalitů
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bude uspořádání působením atomů v okolních zrnech nepravidelné.
Tato porucha je jasně vidět na obr, 3,

Obr. 3. a - poruchy vznikající v poslední fázi tuhnutí vzájemným působením rostoucích krystalů;
b - výsledný tvar hranic krystalitů.

*©

Atom na rozhraní dvou zrn nezaujme ani polohu a v uzlovém bodě krysta
lu A, ani polohu 5 v mřížikrystalu B, nýbrž jistou střední polohu c.

3. Difúze atomů

Nyní si důkladněji probereme nejdůležitější typy poruch krystalické
mřížky.V první řaděvysvětlímepojem vakance (vakantního mista)
uvnitř krystalu. Nachází-li se ztuhlý kov v prostředí, které má konstant
ní teplotu, potom má tutéž teplotu nejen každý krystal tohoto kovu,
ale i každá jeho mikroskopicky rozlišitelná část. U jednotlivých atomů
jsou však poměry jiné. Při každé teplotě je sice střední kinetická ener
gieEx atomů, které kmitají kolem jistých rovnovážných poloh v mřížce,
konstantní, avšak energie jednotlivých druhů atomů jsou různé. (Kine
tická energie atomů je přímo úměrná teplotě). Hodnoty kinetické ener
gieatomů jsou rozloženy podle zákonů pravděpodobnosti v určitém inter
valu, jehož středem je Ej. Rychlost odpovídající středu inteřrvaluE
označme v;. Co je příčinou tohoto jevu? U každého kmitajícího ato
mu dochází k řadě srážek s okolními atomy. Vzhledem k velkému počtu
atomů tvořících krystal kovu je pravděpodobné, že některé atomy na
budou po srážce vysokých rychlostí. Většina atomů se však po srážkách
pohybuje s rychlostmi v jistém intervalu kolem v.
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Pro vysvětlení původu vakantních (prázdných) uzlů nás budou zají
mat atomy, jež nabývají anomálně vysokých rychlostí. Kinetická ener
gie takových atomů odpovídá teplotě vyšší než je bod tání kovu, případně
vyšší než teplota potřebná k jeho vypařování. V takových případech
se atom osvobodí od vazbového působení sousedních atomů a dotédoby,
dokud srážkami s jinými atomy svou energii opět neztratí, se volně
pohybuje mřížkou. Po ztrátě své energie setrvá buď v poloze mezi
uzlovýmibody(takovýatomsenazýváatomemvintersticiální
poloze nebotakéintersticiální ato m),nebobudezachycen
neobsazeným (vakantním) uzlem uprázdněným jiným atomem. Atom
pohybující se velikou rychlostí v blízkosti povrchu kovu může dokonce
přejít i do okolního prostředí. Tento případ je dokázán sublimací tu
hých kovů.

Atomy obklopující intersticiální atom musí být poněkud rozestoupeny,
neboť průměr atomu je vždycky větší než prostor mezi uzly; u atomů
obklopujících vakantní uzel nastává naopak jisté shluknutí. Vakantní
uzly v krystalu nezůstávají nepohyblivé, nýbrž se neustále posunují.
Dříve či později některý z atomů obklopujících vakanci, např. atom 2
na obr. 4. tuto „„díru“ zaplní. Místo po něm uvolněné může pak obsadit
atom 3 atd. Vakance se tedy v krystalu neustále přemisťují— difundují

—3
o e e © 3 o o o „ o X

JS M f Xe 2 3
i
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a b c d

Obr. 4. Schéma difúze v krystalické látce (X - vakance).

Výpočty založené na rozdělení atomů kovu podle energií přirůzných
teplotách ukazují, že vakancí musí existovat uvnitř mřížkyvelký počet.
Přestože je jejich životnost nepatrná, nepřetržitým uprázdňováním
nových uzlů se jejich počet zachovává. Jelikož kinetická energie kmitá
ní atomů vzrůstá s teplotou látky, bude i počet vakancí růst s teplotou.
Jejich množství však není neomezené. Ani při teplotě blízké k bodu tání
nečiní více než 2 % celkového počtu atomů.

Přechod atomů do intersticiálních poloh, vznik a přemísťovánívakan
cí i deformace mřížky kolem nich je jednou z hlavních příčin porušení
geometrické pravidelnosti stavby krystalu.
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4. Dislokace

Vysvětlením této poruchy krystalické mříže si současně objasníme
otázku mechanismu plastické deformace.

Budeme předpokládat, že se krystal členína jednotlivé skupiny
vrstev, v jejichžmezíchsekaždáatomová rovina posunuje
vzhledem k předešlé rovině o hodnotu meziatomové vzdálenosti, to
znamená, že přechází z výchozí polohy do nejbližší polohy ekvivalentní.
Tyto pohyblivé svazky atomových rovin se vzájemně střídají s ne
pohyblivými, jež se přitom přemisťují jako jeden celek. Uvnitř každého
pohyblivéhosvazku rovin je tedy plastickádeformacedeformací
smykovou (obr.5).

Obr. 5. Smyk atomových rovin.

Zjednodušíme nyní své úvahy tak, že místo atomových rovin budeme
uvažovat atomové řady-uzlové přímky. Vzniká otázka, můžeme-li si
představit, že se každá horní řada atomů posunuje vzhledem ke spodní
jako celek, tj. jako pevné těleso.

Reálnější se ukázal názor, že posun každé atomové řády se neděje
na jednou, ale postupným přemísťovánímjednotlivých atomů.

Protilehlé úseky dvou sousedních atomových řad vytvářejí v každém
okamžiku „„nonius“ charakterizovaný tím, že na » atomů jedné řady
připadá n + 1 nebo n — I atomů v řadě sousední. Takové uspořádání
však existuje pouze v určitém intervalu A, zatímco za jeho hranicemi
stojí atomy opět jeden proti druhému (obr. 6).

Ao o Oo o O0

Ce ©. ee © ee © ee © © ed

Obr. 6. Kladná dislokace

Přednost tohoto mechanismu deformace je v tom, že vyžaduje pod
statně menší energii než ten, při němž je potřebná energie úměrná celko
vému počtu současně posunovaných atomů, tj. v případě, že by se řada
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atomů posunula jako celek. Vzájemné rozložení atomů v obou řadách,
spodní (nepohyblivé) a horní (pohyblivé), je vidět na obr. 6. Atomy horní
řady, jež se nacházejí nalevo od intervalu A,jsou již posunuté vzhledem
k nepohyblivým atomům spodní řady, zatímco napravo od Azůstávají
atomy v původních polohách. Oblast Avytvářející „„nonius““se nazývá
dislokace, atokladná, jsou-liv ní pohyblivéatomyzhuštěný
a záporná v opačnémpřípadě.

Dislokace se může rovnoměrně posunovat o libovolně velkou vzdále
nost. Ani rychlost jejího šíření není principiálně ničím omezena. Tepel
ným pohybem atomů nebo deformací může dojít k vzájemnému zrušení
dislokací, případně k tomu, žedislokace vystupují na povrch krystalu.

V reálných krystalech s trojrozměrnou krystalickou mřížkou bude
charakter dislokace přirozeně složitější než stav zobrazený na obr. 6.

Nedokonalosti a odchylky od absolutně pravidelné stavby krystalů,
o nichž jsme se v našem článku zmínili, se projevují i ve vlastnostech
kovů. Je to např. jejich chování při působení vnějších sil, za vyšších
teplot, v prostředích způsobujících korozi, při zpracování atd. Je zřejmé,
že ifyzikální vlastnosti, např. tvrdost, elektrická a tepelná vodivost,
budou závislé na nedokonalostech krystalické mříže.

Uvedli jsme si ve stručnosti některé základní pojmy z fyziky kovů,
které nám umožňují pochopit vnitřní stavbu kovových materiálů.
V některém dalším čísle Rozhledů se seznámíme s nejrozšířenější meto
dou výzkumu vlastností struktur, a to srentgenovou difrakční analýzou.

Pán X stretne na ulici pána Y,
s ktorým sa viac rokov nevideli.
Počas rozhovoru sa Y dozvedel,
že X má troch synov, ktoré všetci
majú práve toho dňa narodeniny.
X nechce prezradiťt ich vek a chce,
aby to Y uhádol. Jediná informácia,
ktorů mu na ten ciel dáva, je to,
že súčin ich rokov činí 36. Pánu Y
to na uhádnutie nestačí, načo X
povie, že súčet rokov jeho synov
sa rovná počtu okien v budove,
naproti ktorej práve stoja. Po
chvilke uvažovania Y nemóže určit
odpoveď a X dodáva, že jeho naj
starší syn je škulavý. (tj. šilhavý).
Tento údaj už umožnil pánu Y
uhádnuť vek synov pána X. Kol
korokov majů synovia pána X?

KOUKOROKOV!

(PodlepolskéhočasopisuMatematyka)

P. Bartoš

-I <



Co prosíval Eratosthenes Kyrenský
na svém sítu

Přirozená čísla dělíme do dvou skupin podle toho, čím jsou dělitelná,
V první skupině jsou čísla

1, 2, 3, 5, 7, 11, 18, 17, 19, 23,

a v druhé jsou ta zbývající. Napsaná čísla jsou dělitelná jen dvěma
přirozenými čísly: jedničkou a sama sebou. Ta druhá čísla jsou děli
telná také jedničkou a sama sebou, ale potom ještě jinými čísly. Např.

číslo 4 je dělitelné čísly 1, 4, 2;
číslo 12 je dělitelné čísly 1, 12, 2, 3, 4, 6.

Toto vše věděli lidé hezkých pár století před námi a vynalezli dokonce
způsob, jak prvočísla vynajít. Ten způsob si ukážeme. Napišme přiro
zená čísla pěkně tak, jak jdou po sobě:

1 233 A 5 M LZ XKWEBKS6JE
x

Číslo 2 je prvočíslo, podtrhnemeje a každé druhé číslood čísla 2 počínaje,
škrtneme. Tím se zbavíme všech číseldělitelných dvěma. Číslo 3 škrtnuté
není; je to prvočíslo, podtrhneme je a v dalších číslech každé třetí škrt
neme. Další neškrtnutéje číslo5; je to prvočíslo a v dalších číslechškrtne
me každé páté. Nevyškrtnutá čísla jsou prvočísla.

Zlepšováky však nejsou výmysl 20. st. n. I. Dávno a dávno před námi
přišly vtipné hlavy na to, že je zbytečné psát sudá čísla. A psala se jen
lichá

L 3.5.7 K AL 13 OJ IT 0.

Způsob vyškrtávání zůstává stejný. "Tomuto způsobu vyhledávání
prvočíselseříkápo objeviteliEratosthenovo síto. A kdoto
byl Eratosthenest Na to vám odpovídají tyto řádky:

Eratosthenes Kyrenský (žilasiodr. 276do 194př.n. l.)
pocházel z Kyreny na severním africkém pobřeží, Kolem r. 260 př. n. I.
odešel do Athén studovat filosofii.Ve věku asi 50 let se stal knihovníkem
na slavné alexandrijské knihovně (obsahovala několik set tisíc svazků)
a zároveňse stal vychovatelem syna tehdejšího egyptského faraóna.
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(Tento faraón byl původem Řek.) V stáří oslepl a později skončil smrtí
filosofů — sebevraždou.

Eratosthenes byl člověkvelmi schopný a všestranně nadaný. Vynikal
nejen v matematice, ale i v astronomii (tvrdil, že Země je kulatá a na
základě toho určil vzdálenost Země od Slunce), v zeměpise (navrhl no
vou mapu světa), v historii, ve filosofii, a byl dokonce i úspěšným básní
kem. Jeho přátelé jej nazývali ,,Beta““ve významu druhý. Tím nazna
čovali, že prvenství v jednotlivých vědeckých disciplínách náleží, na
vzdor jeho znalostem, přece jen někomu jinému. V matematice byl

NEJMLADŠÍMČTENÁŘŮM

rozhodně lepší jeho vrstevník Archimedes (žil 287—212 př. n. 1.).

Zajímavé
součty

Lidé již dávno poznali, že součet
některých přirozených číselposky
tuje zajímavé výsledky. Několik
jich tu pro zajímavost uvedeme

1.1=1
8+56=2
7+9 -+-1l=3
atd.

Jde tu na levé straně o čísla

lichá, lišící se od sebe o 2. V prv
ním řádku je pouze jednička, v 2.
řádku je součet dalších dvou li
chých čísel, v 3. řádku součet dal
ších tří atd.

2.1=
54+-9+1=83
17 + 21 + 25 + 29 +
+ 33—5*
atd.
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S. Horák

? w/
Zase se tu vyskytují lichá, čísla,

hšící se od sebe o 4, přičemž se
začíná číslem 1. V prvním řádku
je zase jen číslo 1, v 2. řádku je
součet dalších tří lichých čísel,
v 3. řádku je součet dalších pěti
atd.

A teď něco pro vás, milí čtenáři.
Z lichých čísel si vyberte ta, která
se od sebe liší o 6 (začínáme přiro
zeně číslem 1). Do 1. řádku napište
číslo 1, do 2. řádku napište součet
dalších čtyř lichých čísel, do 3.
řádku součet dalších sedmi atd.

Jaké jsou součty v jednotlivých
řádcích?

Sestavili byste sami něco podob
ného, např. s lichými čísly, která
se od sebe liší o 8 nebo o 10*

Pošlete nám své výsledky.
S. H.



FYZIKÁLNÍ ZAJÍMAVOSTI

Potřel jsem
zákon
zachování

energie

i (Dokončení)

Jirka se dopustil ve své úvaze
chyby tím, že při odhadu veli
kosti kinetické energie uvažoval
pouze hmotu pohonných látek
a tělesa rakety a nevzal v úvahu
jejich rychlost. Ve skutečnosti zá
visí velikost kinetické energie i na
rychlosti tělesa. Vzroste-li rychlost
tělesa, projeví se velmi podstatně
zvětšení kinetické energie, jak to
plyne ze vztahu Wy = ž mě, a
jak to poznáme z tohoto příkla
du: Kinetická energie tělesa, kte
ré má hmotu m, = l kg a rych

Obr. 3. Vpravo je vyznačena poloha
rakety a střely S před startem,
vpravo polohy obou těles v oka
mžiku, kdy střela opustila hlaveň.
Dráha rakety s, je proti dráze stře
ly s, nepatrná. Velikosti drah jsou
v opačném poměru k hmotám obou

těles.

ME

7



AN

lost v — l m/s je W4—3 1.1BJ =0,5J. Těleso však, které má
desetkrát menší hmotu (m, = 0,1 kg) a desetkrát větší rychlost (v, =
—=10 m/s) má kinetickou energii Wx — 3.0,1.10*J — 5 J. Ačkoliv se
rychlost zvětšila tolikrát, kolikrát se hmota zmenšila, je kinetická ener
gie 10krát větší.

Naším úkolem je zdůvodnit výpočtem, proč model rakety, u něhož je
pohonnou látkou voda,kterou z trysky vyhánístlačený vzduch,vystoupí
mnohem výše než model, z něhož proudí pouze stlačený vzduch. Podle
pokynů, uvedených v první části tohoto článku, nahradíme skutečnou
raketu modelem, u něhož je z rakety vystřelen náboj působením stlače
ného vzduchu. V jednom případě má střela hmotu rovnou hmotě vody
a v druhém hmotě vytlačeného vzduchu. Máme dány tedy tyto hodnoty

hmota tělesa rakety m = 0,05kg
přetlakvzduchu p=2at

V 1. případě
hmotastřely m = 0lkg
objemvzduchu V =01dm?
energie stlačeného vzduchu Wy= pV =2 0,1 htratmosté

ry = 20,2J

V 2. případě
hmota střely mz = 0,0005 kg
objemvzduchu V =02dm?
energiestlačenéhovzduchu W = pV = 2.02 litratmosfé

ry = 40,4J.

V obou případech počítáme rychlost a kinetickou energii rakety a stře
lý z rovnic

m(vy) = mlv,) (zákon zachování hybnosti),

dví + 3mvž = W(zákonzachováníenergie).
Výšku výstupu rakety počítáje ze vztahu pro svislý vrh vzhůrunn

29
kde je v, rychlost rakety v okamžiku, kdy střela opouští hlaveň a g
(= 10 m/s*)tíhové zrychlení. Fak dostaneme
v.1. případě

0,05.Jv|=01 |v;
3 005.0234+3.01 vž =202
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Odtud
v4—=0,54;

po dosazení do 2. rovnice a po úpravě
ví = 538,6,

dále postupně
2

v, = 23,2m/s, vy= 11,6m/s, Wi = 13,46J, Wi = 6,74J; h= m =

Raketa vyletí téměř do výše 27 m. Ve skutečnosti by byla dosažená
výška menší vlivem odporu vzduchu a jiných příčinztrát energie.

V 2. případě
0,05. |v;| = 0,0005. |v;j

3 0,05 vi + 3.000,5. vš —40,4
Odtud

v = 1000,;
po dosazení do 2. rovnice a po úpravěje

vš = 16,
dále postupně

vy= 4 m/s, 05= 400 m/s, W%= 0,4J, W%= 40J; h = 0,8 m.
Raketa vyletí do výše více než 30krát menší než v 1. případě.

Poznámka. Je zajímavéuvážit, z jakého fyzikálníhodůvoduraketa
získá v tomto druhém případě mnohem menší podíl z energie stlačeného
vzduchu než střela. Přijdeme na to touto úvahou: Při pohybu střely hlavní
koná stlačený vzduch práci, jednak na těleso rakety, jednak na. střelu S.
Podleprincipu akce a reakce působí na střeluS i na tělesorakety stejná
síla F, která je rovna tlakové síle na podstavu střely. Z toho plyne, že
práce, kterou vykoná stlačený vzduch na raketu, popř. na střelu, je přímo
úměrná dráze, po které síla na těleso působí. (Předpokládáme pro jedno
duchost, že síla F' zůstává během pohybu střely stálá.)

Za předpokladu, že je síla stálá, konají obě tělesa pohyb rovnomě ně
„

, aa —=—z Příslušné dráhy (s =zrychlený se zrychleními a, = W+3m

—=3 atž) pak jsou: rakety s., =% — „B,střely ss,= 3. n? t2. Jejichm 21

poměr je (obr. 3)

ss.. m. 0,0005.--L
89m. 005100

V tomto poměru jsou též kinetické energie rakety a střely.
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MMO

VII. Mezinárodní
matematická

olympiáda

I. Průběh olympiddy. VII. MMO
měla ze všech dosavadních mezi
národních olympiád největší počet
účastnických zemí — totiž deset.
Pozoruhodné je, že se letos olympi
ády účastnilo Finsko jako první
stát, který nepatří k socialistic
kému táboru. Soutěže se zúčastni
ly tyto státy: Bulharsko,
Československo, Fins
ko, Jugoslávie, Maďar
sko, Mongolsko, Němec
kádemokratickárepub
lika, Polsko, Rumunsko
a Sovětský svaz. Kač
dý stát vyslal osmičlennédružstvo

80

pod vedením delegáta a jeho zá
stupce (pedagogického průvodce).

Program soutěže byl velmi pečlivěpřipravendo© nejmenších
podrobností. Byl skutečně bohatý
a časově i pracovně velmi náročný.
VII. MMO se konala za velké
morální a finanční podpory strany
a vlády NDR a těšila se velké
pozornosti zejména tisku; deset
časopisů — mezi nimi i Neues
Deutschland-— věnovalona
svých stránkách mnoho místa
reportážím a zprávám ; v příštím
čísle přineseme překlad reportáže
z deníku Neues Deutschland o naší
delegaci.ČasopisJunge Welt
uspořádal pro účastníky MMO na
zakončení soutěže opravdu zdařilý
slavnostní večer.

Během 3. července dorazila do
Berlína všecka družstva pod vedenímpedagogických| průvodců
a byla ubytována v internátu
Jugendhochschule Wil



helma Piecka v Bogensee,
pěkné lesnaté a jezernaté krajině,
vzdálené asi 30km od středu
Berlína. V Bogensee byla také
dne 5. července zahájena první
část soutěže. Úvodem promluvil
krátce předseda Mezinárodní komi
se profesorWolfgang En
gel, na to zástupce strany přečetlpozdravnýdopis© Waltera
Ulbrichta adresovanýúčast
níkům VII. mezinárodní olympiá
dy, a v 9.30hod. začli žáci pracovat
na prvních třech úlohách. Dru
hou trojici úloh řešili žáci v úterý
6."července. V průběhu soutěže
a 7. července byl prováděno kori
gování úloh.

Dny 8.-11. července byly vy
plněny okružní cestou po NDR,
kterou v autobusech absolvovaly
všechny delegace se svými vedou
cími i jejich zástupci. Po celou
cestu byly delegace doprovázeny
prof. W. Engelem a ne
únavnými organisátory: hlavním

sekretářemOberstudienra
tem H. Tietzem a F.
W eissem z Technickéstanice.
Většina cesty se jela po výborných
dálnicích. 8. července byla polední
zastávka v Naumburku s prohlíd
kou dómu, večer dorazila výprava
přes Jenu a Weimar do Etters
bergu (Buchenwaldu), kde. byla
ubytována v tamějším hotelu. Do
poledne 9. července byla prohlídka,
bývalého koncentračního tábora
a po ní následovál pietní akt;
vedoucí delegací v průvodu všech
účastníků VII. MMOpoložili kytice
k pylonům národů, za znění bu
chenwaldského zvonu byl položen
věnec v památníku obětí nacismu
a delegáti podepsali společný zápis
v pamětní knize. Odpoledne násle
dovala prohlídka Weimaru, ze
jména Schillerova a Goethova
domu. Ostrý kontrast mezi koléb
kou německého humanismu a mezi
blízkým památníkem připomínají
cím hrůzu fašismu zapůsobily hlu

D. Preis
při práci

Otištěno z
VII. Internationale
Mathematik
Olympiade
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boce na všechny účastníky; tento
den zanechal zejména v myslích
žáků nesmazatelný dojem. Večer
se účastnili delegáti recepce, kterou.
pro ně uspořádal rektor Vysoké
školy pro architekturu a stavitel
ství ve Weimaru prof. dr.Matzke.

Po druhém noclehu v Etters
bergu se vypravili účastníci VII.
MMO dne 10. července na další
cestu přes Karl-Marx-Stadt (polední© zastávka)do© Dráždan,
kam dorazili o 15. hodině. Ihned
po příjezdu následovala prohlídka
Galerie a večeře v Italienisches
Dórfchen. Večer byl volný s mož
ností navštívit slavnost Dne tisku
(Pressefest), která se právě v měs
tě konala. Ráno dne 11. července
byla na programu prohlídka Zwing
ru, po ní volný čas k prohlídce
města. Snídaně i oběd toho dne
byly podávány v příjemném pro
středí Luisenhofu s krásnou vy
hlídkou na město. Odpoledne asi
v 16 hod. se nastoupila zpáteční
cesta do Berlína.

V pondělí dne 12. července
v 10 hodin byla ve Sjezdové dvo
raně (Kongreshalle) na Alexandro
vově náměstí v Berlíně uspořádána
závěrečná slavnost s udělením
cen a pochval. Promluvili prof.
Engel, státní sekretářW er n
ner Lorenz a nakonecpro
fesor Mateev, který olici
álně pozval jménem bulharskéhoministerstva© školství© všechny
účastníky na VIII. MMO do
Sofie. Následovalo udělení cen
a pochval. Za žáky poděkovala
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rumunská účastnice Liliana
Bucur. Význam slavnosti byl.
zvýšen i účastí četných vynikají
cích hostí, např. rektora Humbold
tovy university profesora
Sehroódera, mongolskéhovy
slance aj. Slavnost byla zahájena
i ukončena komorní hudbou. Po
ukončení následovaly interviewy
rozhlasu a televize s některými
účastníky. Společnýobědpro všech
ny účastníky VII. MMO se konal
v berlínském Radničním sklípku
(Ratskelleru). Večer téhož dne
uspořádalčasopisJunge Welt
přátelskou besedu v sále Sjezdové
dvorany, která byla dovršením
pozornosti věnované tiskem VII.
MMO. Každá z delegací měla své
ho hosta z řad domácích prominentů.Hostem| československé
delegace byl rektor Humboldtovy
universityprof. Schróder.
Večer byl doplněn řadou progra
mových čísel-např. zpěvním číslem
mongolské delegace, předvedením
lidového finského tance aj. —
a vyzněl v opravdové přátelské
sblížení všech účastníků soutěže.

Během 13. července se rozjíždě
ly delegace do svých domovů.

II. Soutěžní úlohy VII. MMO.
Soutěžní úlohy byly rozděleny do
dvou trojic: 5. července byly řeše
ny úlohy I až 3, dne 6. července
úlohy 4 až 6. Na každou klausurní
práci byly stanoveny čtyři hodiny
čistého času. Uvedeme texty úloh;
v závorce je uveden stát, který
úlohu navrhl a maximální počet
bodů, které mohl řešitel úlohy
získat.



1. Určete všecka čísla r z intervalu 0 S r S 2n, která vyhovují nerov
nostem

2cosz = |VI+ sin2e—|1— sin2e| <|2.
(Jugoslávie, 4 body)

2. Je dána soustava rovnic

ATi + Apply+ Azďz — 0,
Aby + Aya + AazXa— 0,
Azil + AzolaT A333 — 0

s neznámými %1,F, 73.Její koeficienty splňují tyto podmínky:
A) G11»Aoz»G33jsou kladná čísla;
b) všechny ostatní koeficienty jsou zápornáčísla;
c) v každé z daných rovnic je součet všech tří koeficientů kladné číslo.
Dokažte, že daná soustava má jediné řešení%;= T = 4; = 0.

(Polsko, 6 bodů)

3. Je dán čtyřstěn ABCD jehož hrany AB, CD mají po řadě délky a, b.
Vzdálenost mimoběžek AB, ČD je d, jejich odchylka je w. Útyřstěn ABCD
je rozdělen ve dvě tělesa rovinou s rovnoběžnou s přímkou AB'i s přímkou
CD; poměr vzdáleností roviny e od přímky AB a od přímky ČD je roven k.
Vypočtěte poměr objemů obou vzniklých těles.

(Československo, 8 bodů)

4. Vypočtěte všechny čtveřice reálných čísel x, X2,X3,X4,pro něž platí,
že součet každého z těchto čísel se součinem tří zbývajících je roven dvěma.

-(SSSR, 6 bodů)

5. Je dán trojúhelník OAB, jehož úhel x AOB je ostrý. Bodem M 3:0
trojúhelníka OAB jsou vedeny kolmice k přímkám OA, OB a jejich paty
jsou označeny po řadě P, ©; průsečík výšek trojúhelníka OPje označen
H. Zjistěte, jaký útvar je geometrickým místem bodů H, probíhá-li bod M

a) stranu AB,
b) vnitřek trojúhelníka OAB.

(Rumunsko, 8 bodů)

G6.V rovině je dána množina » bodů (n = 3), každé dva z nich jsou
spojeny úsečkou. Označme ď délku nejdelší z těchto úseček. Průměrem dané
množiny nazveme každou z těchto úseček, která má délku ď. Dokažte, že
počet průměrů dané množiny je roven nejvýše n.

(Polsko, 9 bodů)

Úlohy jsme vám uvedli proto, abyste se seznámili s náročností Mezi
národní matematické olympiády. V příštím čísle podáme zprávu o výsled.
cích soutěže a umístění československého družstva.

(Pokračování)
Josef Macháček
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FO

Otáčivý pohyb
Téma k prostudování pro první kolo sedmého ročníku FO v kategori B.
1. Pohyb motného bodu po kružncí

Koná-li hmotný bod pohyb po jakékoliv křivce (obr. 1), má vektor v
jeho rychlosti v kterémkoli místě (např. W) směr tečny k dráze pohybují
cího se bodu v uvažovaném místě. Má-li v stálou hodnotu v = v ==
—=konst., nazýváme pohyb hmotného bodu pohybem rovnoměrným.

V tomto případěplatí pro délku dráhy MMN = s, hmotného bodu vztah
sy,—=vt. Veličinuv nazývámerychlostí hmotného bodu
pohybujícího se rovnoměrně po uvažované křivce.
> Měříme-li (po oblouku křivky) vzdálenost hmotného bodu nacházejí
cího se v místě N od určité základní polohy A, a označímeji s, pak platí
S= S819, kde s = AN a s, = AM, takže

S=S+0w a v= konst. (1)
Působí-li na pohybující se hmotný bod v místě N jeho dráhy síla F,

uděluje mu zrychlení a ve směru své vektorové přímky, která nemá obec
ně směr tečny (obr. 2). Rozložíme-li je na složky a, ve směru tečny

M
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(tečné zrychlení) aa,vesměrunormály(nor málové nebol
dostředivé zrychlení), platíprovelikosta = a| = Važ+ a

Vektor dostředivého zrychlení určuje časovou změnu směru vektoru
rychlosti, vektor tečného zrychlení zvětšuje nebo zmenšuje hodnotu v
rychlosti hmotného bodu podle toho, zda je orientován souhlasně (a;>>0)
s vektorem v nebo nesouhlasně (a, < 0).

Má-li zrychlení a, konstantní velikost, mění se rychlost pohybujícího
se bodu rovnoměrně s časem a bod koná pohyb rovnoměrně zrychlený
nebo rovnoměrně zpomalený.

Proto platí pro rychlost a dráhu rovnoměrnězrychleného a rovnoměrně
zpomaleného pohybu bodu po jakékoli křivce vztahy v4— af a 84=
= 3 ajf?, jestliže měříme čas od okamžiku, kdy byl pohybující se bod
uveden z klidu do rovnoměrně zrychleného pohybu.

Jestliže však začneme měřit časv okamžiku, kdy hmotný bod prochází
místem M, kde již má rychlost vya označíme-li délku oblouku AM = «,
pak platí pro pohybový stav hmotného bodu v místě N rovnice

a, = konst., V=W- a, S= S+V%+ žaĎ? (2)
Je-li a; >>0, pohybuje se hmotný bod rovnoměrně zrychleně, je-li a; < 0,
je tento pohyb rovnoměrně zpomalený.

Vztah (1) platí obecně pro rovnoměrný pohyb a vztahy (2) pro rovno
měrně zrychlený a rovnoměrně zpomalený pohyb hmotného bodu pó
jakékoliv křivce, tedy i pro pohyby přímočaré a pohyby po kružnici.
Protože však je postupný pohyb tělesa úplně vyšetřen, známe-li zákony
pro pohyb jednoho z jeho bodů (obvykle hmotného středu), platí vztahy
(1)také pro rovnoměrný a vztahy (2)pro rovnoměrně zrychlený a rovno
měrně zpomalený postupný pohyb tělesa.

Jestliže uvažovanou křivkou, po které se hmotný bod pohybuje, je
kružnice, pak můžeme pohyb hmotného bodu po kružnici popsat také
zavedením úhlového zrychlení e, úhlové rychlosti w a úhlové dráhy
(obr. 3). Z obr. 3 je patrno, že % = ÁM = TYw51= MN = TY, 8 =
= AN = ro, V= rw, A4= re. Dosadíme-li za tyto hodnoty do vztahů
(1) a (2), označíme úhlovou rychlost v bodě M písmenem © a vzniklou

. * 2 / ? l p ?
rovnici vynásobíme výrazem ——, dostaneme pro rovnoměrný pohybr
hmotného bodu po kružnici vztahy

we= konst., $e= W + ař, (la)

pro rovnoměrně zrychlený pohyb hmotného bodu po kružnici vztahy

e —konst .,w = wm+et a e=Mol+ zeť (2a)
Při rovnoměrném pohybu hmotného bodu po kružnici je € —0. Veli

kost úhlů měřímev radiánech (rad). Protože úhel je veličinou bezrozměr
nou, je rozměr úhlové dráhy [w] — 1, úhlová rychlost má jednotku
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Obr. 3, 4

rad s-* a rozměr [we]— so, úhlové zrychlení má jednotku rad s?
a rozměr [e]| = 877.

2. Otáčení dokonale tuhého tělesa kolem pevné osy
Vedeme-li v dokonale tuhém tělese přímku o dvěma zvolenými pevný

mi body, mohou konat všechny hmotné body tělesa kromě těch, které se
nacházejí na přímce o, jen pohyby po kružnicích, jejichž středy se nachá
zejí na ose o (osa rotace). Roviny těchto drah jsou spolu rovnoběžné
a kolmé k ose otáčení. Tento pohyb celého tělesa nazýváme rotací
dokonale tuhého tělesa kolem pevné osy.

Tečné zrychlení, rychlost a dráha jednotlivých hmotných bodů tvoří
cích těleso jsou různé, protože se hmotné body pohybují po kružnicích
různých poloměrů. Otáčí-li se těleso rovnoměrně kolem osy o platí, pro
pohyb každého hmotného bodu rovnice (1) a (la), odvozené v předcháze
jícím odstavci tohoto článku, koná-li těleso otáčivý pohyb rovnoměrně
zrychlený nebo rovnoměrně zpomalený kolem osy 0, platí pro pohyb
každého hmotného bodu rovnice (2) a (2a). Protože ve vztazích (la)
a (2a) se nevyskytují vzdálenosti hmotných bodů, pohybujících se po
kružnicích se středy na ose otáčení, od této osy, mají všechny hmotné
body při rotaci tělesa stejně veliká úhlová zrychlení s, v daném okamži
ku mají stejné úhlové rychlosti m a za stejnou dobu vykonají stejně
veliké úhlové dráhy «.

Proto je rovnoměrný otáčivý pohyb tělesa úplně popsán rovnicemi
(la), rovnoměrně zrychlený nebo zpomalený rovnicemi (2a). Veličiny
úhlové zrychlení, úhlová rychlost a úhlová dráha jsou charakteristické
pro otáčivé pohyby tělesa a odpovídají tečnému zrychlení, rychlosti
a dráze při postupném pohybu tělesa, jak je patrno ze srovnání vztahů
(la) se vztahy (1) a vztahů (2a) se vztahy (2).

Rotaci tělesa okolo pevné osy může způsobit jen taková síla F, nebo
složka sily, nebo složka výslednice vnějších sil, jejíž vektorová přímka
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leží v rovině kolmé k oserotace, tuto osu neprotíná a nemění vzhledem
k rotujícímu tělesu ani svou polohu, ani orientaci.

Na obr. 4 je naznačen řez tělesa rovinou kolmou k ose rotace, která
prochází bodem O kolmo k nákresně. Hmotné body o hmotnostech m,
May.. Mikyss.Mn, ležící v řezu, označíme A1, Ag,... App... An. Vektorová
přímka síly F je od bodu O vzdálena r a její otáčivý účinek je určen
velikostí M jejího momentu. Pohýb jednotlivých bodů A4, Ag,... Ap,...
A, způsobují síly F, F9,...Fy,...F. Protože tyto síly udělují jednotlivým
bodům na jejich drahách tečná zrychlení, mají směr tečen ke kruhovým
drahám pohybujících se hmotných bodů, jak je naznačeno na obr. 4
a nemění vzhledem k rotujícímu tělesuani polohu, ani orientaci.

Označíme-li 74, %9,...Fg,...7y vzdálenosti vektorových přímek těchto
sil od osy rotace a jejich momenty M1, M3,... Mx,... My, platí podle
momentové věty

M=M+M+ +M+ +M
a po úpravě

M=Fir+ Fsa+ + Kg + + Fn.
Protože všechny síly F, působí rotaci hmotných bodů A, v souhlas

ném smyslu, přisuzujeme momentům WM;stejná znaménka, souhlasící
se znaménkem momentu M síly F', jejíž otáčivý účinek nahrazují.

Jednotkou momentu síly je N m. |
Síly Fy, Fy,... Fy... F, udělují jednotlivým bodům tečná zrychlení

Ay,A3... Aky... Am,takže platí

M = M1 + Modsfa— + MyApfy+ MnAnTn

Protože kruhové pohyby všech hmotných bodů mají v témže okamži
ku stejná úhlová zrychlení, můžeme po použití vzorce az = 7x€ upravit
poslední rovnici na tvar

„2 2 2 2M = 8 lmrí + msrž +. + Mmkob. + Mn) (3)

Uvedená rovnice byla odvozena obecně pro všechny hmotné body ležící
v libovolném řezu tělesa rovinou kolmou k ose rotace tělesa. Proto pla
tí obecně pro všechny hmotné body tělesa, a tedy pro celé těleso. Výraz

J=mrž bmyrš+ +mgi+ + mari (4)
senazývámoment setrvačnosti rotujícího tělesa
vzhledem k ose o.

Moment setrvačnosti má jednotku i rozměr m*kg.

Rovnice M = Je (5)

platí pro rotaci tělesa kolem pevné osy. Upomíná na analogickou rovnici
F = ma platnou při pohybech hmotných bodů, nebo při postupných
pohybech tělesa. Moment síly M a moment setrvačnosti J jsou tedy
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veličiny charakteristické pro otáčivý pohyb tuhého tělesa kolem pevné
osy a jsou analogické síle F a hmotnosti m tělesa, popisujeme-li jeho
postupný pohyb.

Rotuje-li tuhé těleso kolem pevné osy, je jeho kinetická energie Wp
rovna součtu kinetických energií všech hmotných bodů tělesa. Je tedy

Wy= ž(mvi + mvž +. + mě +. + nwm)
Protože úhlová rychlost o všech hmotných bodů je v daném okamžiku

stejná, platí po užití vztahu v; = 7, w
Wy=30?(mri + mrž + + mé + mi) =2Jo? (6)

Obdobný vzorec W1—ž m? určuje velikost kinetické energie tělesa
konajícího postupný pohyb rychlostí v. I z tohoto vztahu je patrno,
že moment setrvačnosti tělesa má při rotačním pohybu tentýž význam
jako hmotnost při pohybu postupném.

3. Úlohy
1. Setrvačné kolo o poloměru 7, jehož moment setrvačnosti je J, je roz

táčeno z klidu otáčivým momentem M síly.
a) Jakou hodnotu bude mít úhlové zrychlení e, úhlová rychlost ©, a úhlo

vá dráha ©;na konci doby %,?
b) Jak veliký počet n otoček vykoná kolo za dobu 7, a jakou frekvencif

bude mít na konci doby 7,?
c) Jak velikou dráhu s; vykoná za dobu ř, bod A na obvodu kola a jak

veliká je jeho rychlost v; v tomto okamžiku?
d) Určete velikost tečného a odstředivého zrychlení bodu A.
Řešte nejprve obecně, potom číselně pro hodnoty J — 9 m*kg, M =

= 125,6Nm,r=03m, Z=5s.
Označení veličin. Tečné zrychlení označíme a;, dostředivé ay.

Řešení. a) Ze vztahu M — Je určíme

==3 (1)
Protože e má konstantní hodnotu, otáčí se kolo rovnoměrně zrychleně.

Uhlová rychlost a úhlová dráha mají hodnotu
M M

W== 7h a m=idiniájůh (2)
2 k 2

Číselně€ = 155,6 kemsm 13,96s7%?,
9 m*kg

1 — 5.13,96 s7?s = 69,8 s-1, m, — 25.0,5 13,96 s7? s? — 174.
Úhlové zrychlení, úhlová rychlost a úhlová dráha na konci doby t,

jsou obecně určeny vztahy (1) a (2), číselněje €-—13,96 rad s-?, o,
—=69,8 rad s71 a m,-= 174 rad.

b) Počet otočení n a frekvence f se určí ze vztahů
-A Mň o,- Můnea 3na0 (3)
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Číselně
174 69,8—I 077pL

= 33147“ j 2.3,14
Počet otočení, které setrvačné kolo vykoná za dobu ť,a frekvenci na

konci doby t;, určují obecně vztahy (3). Číselné hodnoty mají n = 27,7,
Í = 11,1sol

c) Bod A vykoná za dobu 7, dráhu

s=i— 11,1 sol

Mrti
S = 79.= 7 (4)

a na konci této doby má rychlost
Mri==- (5)

ss—0,3 W74m=52,2m, v,= 0,3 69,8m s- 20,94 ms“!
Dráhu vykonanou bodem A začas ť,určuje vztah (4) a rychlost tohoto

bodu na konci doby f, vztah (5). Číselně je s, — 52,2 m a v, = 20,94 ms“l.
d) Hodnoty tečného zrychlení a; a normálového zrychlení a, určují

výrazy rMv3—- MAžr
Wu=Te=-7 A m E (6)

Číselně
20,94?

a—=0,3.13,96ms“-—-42ms?, a,= Ta m s72-—1460 m s7?5)

Hodnoty tečného a dostředivého zrychlení udávají vztahy (6).
Číselné hodnoty těchto veličin jsou a; = 4,2 m s-2, a) — 1460 m s7?.

2. Po vypnutí proudu se otáčela kotva elektromotoru rovnoměrně zpo
maleně a za čas 7, vykonala 1, otáček. Po vykonání 1, otáček se zastavila
v čase ť,. Čas měříme od okamžiku (ť2$— 0), kdy byl vypnut proud.

Určete
a) Úhlové zrychlení tohoto zpomaleného pohybu a úhlovou rychlost wg,

kterou měla kotva při vypnutí proudu;
b) okamžité rychlosti vya v4, které měl v časech %a 7; bod A na obvodu

kotvy, vzdálený od osy otáčení o r a velikost jeho tečného zrychlení az
při-zpomaleném pohybu;

c) jak změnil vektor rychlosti bodu A svou velikost a směr v časovém
intervalu ť, až t;?

Řešte nejprve obecně, potom číselně pro hodnoty t, = 9 s, tp = I5 s,
m = Il, n, = I3, r = 0,3 m.

Označení veličin. Uhel otočení v okamžiku vypnutí proudu označíme
Vo.V čase t, je úhlová rychlost wo;a úhlová dráha ©,. v čase ť, označíme
tyto veličiny ©, 4 ©. Uhlovou rychlost v proměnném čase budeme zna
Čit w.
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Řešení. a) Při zastavení kotvy je w, —0, takže platí W + et, =0

a W= — €h (1)

V čase f, je úhlová dráha ©, = W + Wei+ ž et, v čase t,
Px= V + Va + žetž

Násobíme-li první z těchto řovnic číslem —1 a levé a pravé strany rovnic
sečteme, dostaneme ©; — © = M (t2— 4) + že (tž — 17).Dosadíme
li za © Zevztahu (1), získáme po úpravě

Pa—M=— sl(k—4) [— ž(4k+t)]= —2(4h—4)? c, (2)
ze které určíme velikost konstantního úhlového zrychlení

NA (Zn20,lm —m) (3)
(6, — Ú)? (iz — 4)

Záporná hodnota úhlového zrychlení vyjadřuje, že uvažovaný pohyb je
zpomalený. Ze vztahu (1) vychází

4 jit, (na — n
0 = o(% - 1)

(t; m ů1)
(4)

Číselně

4 z (13 — 11) 271 107E=— (i5—9 =- Wm=—=- s"
Úhlová rychlost kotvy při vypnutí proudu a úhlové zrychlení rovno

měrně zpožděného pohybu kotvy jsou určeny vztahy (4) a (3).Číselné

hodnotytěchtoveličinjsou© = = sb a €=— z S72
b) Úhlová rychlost v čase t, má hodnotu

4 (n —M) -dr lm —m)
= i, = bo — U) = ——©—X©%©—=——
WD= WTE(č—£)?(6— 41)BE

takže

4T(N; — M)r 47xUr (n — 4)
V = W = —————>-— A WU= 70, = ; 5
' ' 2— 4 ? ? (82— tj? ©)

a =re— Mm (6)
(6 —4)

Číselně
10 410,3 2

Vy= 74 = 03 = mso—=mms*; v,= =“ 9 ms- = 04ramsoŤ,
2

WU= TE= —0,87 ms-* = —jz ms“
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Rychlosti bodu A v časech tg — 0 s a ť, — 9sjsou obecně určeny
vztahy (5), tečné zrychlení při zpožděném pohybu vyjadřuje výraz (6).

Číselně je V —=Jrms"", v; — 0,4rms"", at = — Í5 ms?
o) Vektory rychlostí vya v, svírají spolu stejně veliký úhel « jako polo

měry spojující střed S kruhové dráhy s bodem A v časech ť; a f,. Proto
platí podle vztahu (2)

U = P— P= — 3 E(fy— 1)ž = 21 (nz — m). (7)

Číselně a = 27 (13 — 11) rad = 4 zrad.
Vektor rychlosti změnil v časovém intervalu od f,do ť, svou velikost

z hodnoty vy= 0,4 zms7", určené obecně vztahem (5), na nulu. Směry
obou rychlostí svírají spolu úhel 47xrad, který je obecně vyjádřen výra
zem (7).

3. Určete dobu kyvu fyzického kyvadla.
Na obr. 5 je zobrazeno fyzické kyvadlo, otáčivé kolem osy o procházeVW

jící bodem Okolmo k nákresně. Jeho těžiště T' je od osy rotace vzdáleno

OBOKK
h, ha A “ h, ha| TN/ //

/
V NN

h MX i h U> PR
«——7 70 mg v

" mot |4 d
Obr. 5

OT = a. Vychylujeme-li kyvadlo z rovnovážné polohy, roste jeho poten
ciální energie tíhová, protože se zvyšuje poloha jeho těžiště. Při přecho
du z polohy I, otočené od rovnovážné polohy o w*,do krajní polohy IZ,
svírající s rovnovážnou polohou úhel ©, se zvětší potenciální energie
tíhová kyvadla o

A W= mgh = mg (hy— M) = M90008E — mga cos E =
—=mgu (cos © — 008 o)
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Po uvolnění koná kyvadlo zrychlený otáčivý pohyb a v poloze I
nabude kinetickou energii W; —ž Jw?, kde J značí moment setrvačnosti
kyvadla vzhledem k ose o a w jeho úhlovou rychlost v poloze I.

Podle zákona zachování energie platí
mga (cosm, — cosg) = 3Ja?

2 MgU (608 M — 008 )
: (D)

Vychylujeme-li při napnuté niti z rovnovážné polohy kuličku matema
tického kyvadla o délce I, zvětší se potenciální energie tíhová tohoto
kyvadla. Při přechodu z polohy I, odchýlené o úhel m z rovnovážné
polohy, do krajní polohy II, která je odchýlena od rovnovážné polohy
o úhel w, vzroste potenciální energie tíhová kyvadla o hodnotu
AW%= malí cos m — cos). Při průchodu polohou Ž má kulička
kyvadla kinetickou energii W; — 3 mě? = 1 měo“?, kde m značí hmot
nost kuličky a w' její úhlovou rychlost v poloze I.

w* =

Ze zákona zachování energie plyne AW; = W+ Z této rovnice po
úpravě vychází

29 (COSP — Cos m) (2)
l .

Má-li mít uvažované matematické kyvadlo stejnou dobu kyvu jako
uvažované kyvadlo fyzické, vypočítáme z rovnice w"*= «* pro délku
matematického kyvadla výraz

w* =

J
= — (3)ma

Výraz (3) má rozměr délky a udává délku matematického kyvadla, které
má s uvažovaným fyzickým kyvadlem stejnou dobu kyvu. Značíme ho
X, |

Doba kyvu fyzického kyvadla se dá tedy vypočítat ze vzorce
IX J

-ae =n — (4)g mga
Pohyb kývajícího kyvadla je obdobný harmonickému pohybu.

Dokážeme, že ze vzorce pro dobu kmitu harmonického pohybu vychází

vztah (4),jestliževevztahu T = 2x V „kde T značí dobu kmitu
harmonického pohybu, m hmotnost kmitajícího bodu, u elongaci a F
sílu příslušnou této elongaci, nahradíme odpovídajícími veličinami cha
rakteristickými pro otáčivé pohyby veličiny m, u, F, kterými jsou
charakterizovány pohyby hmotných bodů, nebo postupné pohyby tělesa.
Hmotnosti odpovídá při otáčivých pohybech tělesa moment setrvač
nosti J, elongaci u úhlová dráha © a síle F moment síly W.
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Vzorci pro dobu kmitu harmonického pohybu odpovídá pro dobu
kmitu fyzického kyvadla vztah

T-=2 = 21+|
Pro malé úhly je sin m— g, takže

T= 2 |/ Jemgag
což souhlasí se vztahem (4).

Je = 2x1K 28
Fd mgasin

m J
-© mga'

Vzorec (4) platí jen pro malé úhlý «.

Úlohy

e Fyzika

1. Na nakloněné rovině necháme
postupněvalit dva válce stejné hmot
nosti M a stejných vnějších rozmě
rů (poloměru 7 a délky 7). Jeden
z válců je dutý (hustoty 0,) druhý
je plný (hustoty 0;).Zpodmínky stej
né hmotnosti M obou válců plyne,
že 04< 0,. Který z obou válců při
valení ze stejné počáteční klidové
polohy se odvalí na stejné dráze L
v kratším čase? Vypočtěte poměr
dob, za které urazí oba válce stej
nou dráhu na téže nakloněné rovině,
začal-li pohyb obou válců z klidu
a je-li v obou případech pohyb způ
soben jen účinky tíhového pole
Země. Vnější poloměr obou válců
je r = 2 cm, jejich délka I = 5 cm.

Vnitřní poloměr dutého válce je
ra = lem.
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Objemový moment setrvačnosti
plného válce (vzhledem k jeho podél

né ose)je rovenJr =3Objemovýmoment| setrvačnosti
dutého válce k téže ose se rovná7.
Jy = 5 (r*—ra*).Hmotnostní
moment setrvačnosti je určen vzta
hem J — Jv ©. Vypočtěte též
hustoty 04 a 0, obou válců, je-li
hmotnost každého z nich rovna
M = 0449kg.

Václav Šindelář

2. Nádoba zčásti naplněná rtutí se
otáčí kolem vertikální osy stálou
úhlovou rychlostí w — lrad.s".
Povrch rtuti vytváří přitom kon
kávní parabolické zrcadlo. Máme
určitohniskovou© dálku© tohoto
zrcadla. Hodnotu tíhového zrychle
ní volte g — 9,81 m.s7?.

Václav Šindelář

3. Ke svislé stěně je přistaven
žebřík délky č tak, že svírá s podla
hou úhel «. Maximální třecí síla ve
styčné ploše mezi žebříkem a podla
hou je F, ve styčné ploše mezi stě
nou a žebříkem je třecí síla F', = 0.
Jak vysoko smí vystoupit po žebří
ku člověk tíhy G, než začne žebřík
klouzat a) zanedbáme-li tíhu žebří
ku, b) je-li tíha žebříku G? Jak vel
ká může být nanejvýš hmotnost
žebříku, nemá-li klouzat vlastní
tíhou? Ulohu řešte nejdřív obecně,
potom pro hodnoty = 4m, a =
= 607, Fi = 200 N, G = 600 N,
G, = 150 N.

František. Vencálek

/
Řešení fyzikálních příkladů

zašlete redakci

do konce března 1966.
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4. Chlapec otáčí tři koule téže
hmotnosti m = 0,1 kg ve vodorovné
rovině. Koule jsou upevněny na stej
ném vlákně. Jakou silou bude napí
nán každý ze tří úseků vlákna, jestli
že je obvodová rychlost vnější koule
v—=6m.sct? V které části sevlákno© pravděpodobně| nejdřívepřetrhne,zvětšujeme-li© rychlost
otáčení (vlákno je po celé délce
homogenní, téhož průřezu).

František Vencálek

5. Za rovnovážného stavu je
vzdálenost obou protonů v molekule
vodíku wu= 7. 10-"m. Zvětší-li se
nebo zmenší-li se tato vzdálenost,
vznikne vratná síla, přímo úměrná
výchylce. Při výchylce každého
protonu o 10-"m je vratná síla.
1,1. 10-8N. Najděte kmitočet kmi
tu molekuly, je-li hmotnost pro
tonu m = 1,67. 1077 ko.

František Vencálek

6. Střela s hmotností m, = 0,5 kg
letící vodorovnou rychlostí v =
—=5 m.s-t dopadne na dřevěný blok
hmotnosti m, —2kg a uvázne v
něm. Blok leží na vodorovné rovině.
Jakou rychlostí se začne pohybovat
blok 1se střelou? Jakou dráhu urazí,
je-li součinitel smykového tření
u — 0,1. Jaká část kinetické energie
se ztratí při srážce střely s blokem?

František Vencálek



RECENZE EZ]

Sbírka úloh
z elementární matematiky

Při studiu matematiky se ne
obejdeme bez nutnosti, abychom
si průběžně sami řešili jednodušší
nebo složitější příklady z probíra
né partie. Proto je na knižním
trhu stále poptávka po vhodných
sbírkách úloh s různým zaměřením.
Na jednu takovou sbírku chceme
dnes upozornit čtenáře Rozhledů.
Knížka má název Úlohyz elementární matema
tiky a jejím autorem je V. B.
Lidskij s třemispolupracovní
ky. Je to překlad z ruštiny. V kni
ze je shrnut materiál, který autoři
nasbírali za dvanáct let, kdy zkou
šeli při přijímacích zkouškách na
vysokou školu. Z toho vyplývá
i pojetí celého svazku. Nejsou to
úlohy zcela jednoduché a řada
příkladů vyžaduje při řešení určité
dávky důvtipu. Řešení všech úloh
je ovšem uvedeno v závěru knížky,
takže se tento svazek může stát
dobrou učební pomůckou.

Všimněme si trochu tematiky
této sbírky. Knížka je rozdělena
do tří kapitol. První část s ná
zvem Algebra obsahujeúlohy
o aritmetických a geometrických

posloupnostech, o algebraických
rovnicích a jejich soustavách,oalgebraických© nerovnostech,
o rovnicích logaritmických a expo
nenciálních, příklady z kombina
toriky a slovní úlohy. Druhá kapi
tola má název Geometrie.
Jsou v ní různé početní, konstruk
tivní a důkazové úlohy z plani
metrie a stereometrie, vyšetřují se
geometrická místa bodů apod. Ve
třetí kapitole s názvem „„Trigono
metrie“ najdete jednak úpravy
výrazů obsahujících goniometric
ké funkce, jednak goniométrické
rovnice a nerovnosti. Z osnov naší
středníškolytrochu vybočujepartie
o funkcích cyklometrických, ale
tato část knížky nebude jistě čte
nářům dělat potíže, neboť všechny
potřebnépojmyjsou tu vysvětleny.
Ostatně znalost cyklometrických
funkcí bude mnoho čtenářů protře
bovat při pozdějším studiu mate
matiky, např. až budou probírat
integrální počet.

Knížka, kterou vydalo Státní
pedagogické nakladatelství v Pra
ze, má 464 stránky, 230 obr. a stojí
19,50 Kčs. Přeložil ji Rudolí Ze
linka se čtyřmi spolupracovníky.
Věříme, že bude vítanou pomůc
kou nejen pro řešiteleMatematické
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olympiády, ale poskytne i dobrou
přípravu pro přijímací zkoušky
na vysoké školy.

Závěrem neškodí malá ukázka
z knížky. Vybíráme úlohu, jejíž
řešení se nedá opřít o žádnou škol
skou poučku a řešitel si tedy na ní
může ověřit svůj důvtip:

Jistá abeceda se skládá ze šesti
písmen, která jsou pro telegrafický

přenos vyjádřena těmito znaky:

Při telegrafickém přenosu jistého
slova neudělali mezi jednotlivými
písmeny patřičné mezery, čímž
vznikl řetězec teček a čárek, který
se skládal ze 12 značek (tj. teček
a čárek).

Kolika způsoby je možno přečíst
přenášené slovo?

J. 8.

REDAKCE HOVOŘÍ

Žádáme své čtenáře, aby věnovali
pozornost několika sdělením redakce:

Redakce nemá na starosti doručo
vání Rozhledů matematicko-fyzikál
ních; to provádí výhradně Poštovní
novinová služba (poštovní úřad)
v místě bydliště čtenáře. Nemůže
proto ani čtenářůmzasílat jednotlivé
výtisky, které novinová služba ne
dodá. Pouze v jednotlivých přípa
dech,pokud takový výtisk sami má
me, rádi tak učiníme. Je-li nesrov
nalost v doručování větších rozměrů,
nebo odmítne-li novinová služba do
konce přijmout předplatné, žádáme,
aby nám byla taková závada ozná
mena písemně, abychom mohli zjed
nat nápravu.

Soutěžící Matematické olympiády
v Praze, pokud byli odměněni před
platným Rozhledů na rok 1965/66
a náš časopis ještě nedostali, nechť
nám to ihned oznámí.

Redakce je zahrnuta rukopisy,
které pojednávají o vlastnostech
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trojúhelníka, bylo by vhodné, aby
se autoři zabývali jinou tématikou.
Každý rukopis projde recenzním ří
zením a je bud vrácen nebo případ
ně zaslán autorovi k opravě a pak
příležitostně, otištěn; to může trvat
delší dobu a urgence jsou bezúčelné.
Přednost dáváme krátkým zajíma
vým rukopisům psaným na stroji
srozumitelně a „„čtivě““z oboru ma
tematiky, geometrio, astronomie a
fyziky. Obrázky jsou při reprodukci
vždy dvakrát zmenšeny, proto je
bezpodmínečně nutné provádět po
pis šablonou 5 mm. Případně může
redakce vytažení tuší a popisu sama
obstarat.

Náš tiskárenský šotek na str. 17
v I. čísle Rozhledů prodloužil život
slavnému matematikovi Bernouilli
mu, který - tam citovanou větu pro
nesl roku 1693 a nikoliv předloni
v r. 1963.

M.M.



(Pokračování)

oscilace
oskulační kružnice
osmička
osmina
osmistěn
ostroúhlý
ostrý
osvětlení, osvětlovat
otáčení
otáčet
otočení
označení všeobecně užívané
označovat

pak, potom
paprsek, hlavní paprsek
parabola :
parabolický
paraboloid, rotační paraboloid
parametr
pata kolmice
pás
perioda
periodický
permutace z n prvků
perspektiva, žabí perspektiva
perspektivita
pevný, nepohyblivý
pětimístný
planimetrie
plášť
plocha

SŠovníček
matematických výrazů

KoJe6aHHe

ConpuKacaomaACa OKPY>kHOCTB
BOCEMĚEpKa
BOCEMAA UACTb

OKTA31p
OCTPOYTOJIPHBIŘ
OCTpEMŮ
OCBENIeEHHE, OCBEI1ATE

BpalmeHue
IIOBOpPaHuuBATE

IIOBOPOT, OG0poT
oGmenpuHaToe 0oGo3HaueHHe
O3HauaTb, 0603Ha4aTb

3aTeM

JyYH, DIABHBŇŮ JIYA
napaGoja
napaGoIudecKnů
napaGonoun, napaGonoun BpameHuA
napaMeTp
OCHOBAHHENepneHaHKyJApa
Nojoca, NoAC
rnepuox
NCPHOnHAeCKHŮ
NepecTaHOBKA H3 N 3JIEMEHTOB
NepcneKTHBA, JIATYNAUbA NEpCHCKTHBA
NepcneKTHBHOE NONOOHe
HENOTBPDKHERŮ
IATH3HAUHOŇ

INIAHHMETPHA
GoKOBAA NOBEPXHOCTE
IIOBEPXHOCTb



plocha hranolová, jehlanová, kulo
vá, kuželová, rotační, rozvinutel
ná, šroubová, válcová

plošný
plynout
pobočná stěna
počáteční
počátek
počet
počet, počítání
početní (stroj)
počítání, počítání zpaměti
počítat
podíl
podmíněný
podmínka, nutná a postačující
podobné trojúhelníky
podobnost
podobný
podrobit (podmínce)
podržet (vlastnost)
podstatný
podstava dolní, horní
pohyb
pohyblivý
pojem
pokračování
pokus
pokyn (návod)
pól
poledník
poloha, vzájemná poloha
polokoule
poloměr
poloprostor
palopřímka
polorovina
polovina
položit rovno aule
polynom
poměr
poměr podobnosti
pomocný
pootočení
pootočený
pootočit
porovnání, porovnat
pořadí
posloupnost
postačující
postupně
posunovat
posunutí

MNOBEpPKHOCTE UPH8MATHACCKAA, UHDPAMH
HAIBHAA, MAPoBAA, KOHHAECKAA, BPA
MeHHA, pa3BEPT:BAI0OMAACA, BAHTOHAA,
OUIHHNPHJECKAA

MOBEpXHOCTHHIŇÍ
BBITEKATb

60K0BaA TpaHb
HaAYAJIBHBIŮ, HCXONHMŮ
Ha4aJIo
HHCJIO, ACHHCNEHHE
CHHCJICHHE
BBIUHCIMTCJILHBŮ

HCAHCIICHHE, YCTHH:Ů CHET

NOONCHHUTLIBATb

HOJIA, UACTHOE

YCJIOBHBIŘ
ycHOBHe, HeEOÓXONAHMOEHAOCTATOAHOE
NONOGH1E TpeyTOIbHUKHU
nono6ne
NOROÓHBIŇ, AHAJIOTHUHABIŇ

MNOTAHHUTB (YCIOBHIO)

COXpaHHTb (CBOŇCTBO)
CYMECTBOHHBIŇŮ

OCHOBAHHÉE HPOKHEE, BEDXHEe
JIBEOKCHHE, CMEN|CHHE

NUOABHOKHOŇ, UONBEH)KHLIŇŮ

NOHATHE

IPONOJDKEHHE
ONBIT

yKA3aHHe
noOJIOC

MeEpunHaH
B3AHMHOE 1NOJO*KEHHE

nojymapHe
panuyc
nOJTYONPOCTPpAHCTBO

TOJYNPAMAA
MOJIYILUTOCKOCTB
NOJTOBUHA

OpHpaBHATS HYJI
IIOJIHHOM, MHOTOUJIEH
COOTHOMEHHS, OTHOMEHHE

KOoaĎduuuenrT nonoOua
BCIIOMOTATEJIBHBIŇ

BpameHHe
MOBEpPHYTBIŇŘ

ITOBEDPHYTb
CONOCTABJICHHE, COMOCTABHTB

nocCJIeENTOBATEJIBHOCTb

MOCJIONOBATEJIbHOCTb,MPOrpeccuA
AHOCTATOUHLIŇŮ

IIOCJIO1OBATEJIBHO

nepeMemaTbMepemMemeHHe,TPAHCHAHUA,| NEPEHOC,
CIBAT, CMeEMeHHE
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MATEMATIKA

Praktická řešení

algebraických rovnic vyšších stupňů
INŽ. OTAKAR LACINA. ČKD, Praha

V letošním ročníku Rozhledů zařazujeme několik článků o řešení rovnic. Do
vite se tam o přibližných metodách, které vesměs nejsou v osnovách středních
škol, kterým však můžete bez velkých obtiží porozumět. Většiny z nich se užívá
při práci s matematickými stroji.

Napište nám potom, jak se vám tyto „pohledy do předsíně matematické labo
ratoře“*libily. Redakce

Úvoď

V Rozhledech matematicko-fyzikálních, roč. 43, č. 6 jsme si jednak
ujasnili základní požadavky na metody praktického řešení rovnic z hle
diska přesnosti i z hlediska provádění vlastního řešení, jednak jsme
uvedli způsob řešení kubických rovnic, který těmto požadavkůmvy
hovuje.

Při řešení problémů technické praxe dospíváme často, zvláště v elek
trotechnice přirozborechvlastností elektrických obvodů k algebraickým
rovnicím vyššího stupně než je třetí. Potřebujeme tyto rovnice řešit
opět metodou, která je jednoduchá, přehledná, neobsahující složitějších
početníchúkonů.Takovouje metoda Shih-Nge Lin-ova,
uveřejněnáv Journal of Mathematics and Physics,
Vol. 20, 1941, str. 231—242.
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1. Obecný postup řešení

Každou algebraickou rovnici n-tého stupně můžeme převést na tvar
ď T W%£"-1 L a 472 + + An- Z + an =0,

kde ay, da, -.. amjsou konstanty a r je neznámá. Postup řešení takové
rovnice záleží na tom, je-li nejvyšší exponent » u neznámé z sudý nebo
lichý.

la) Postup řešení, je-li stupeň rovnice lichý. Je-li stupeň dané rovnice
lichý, provedeme nejprve dělení polynomu dvoučlenem x + 6, kde

14 — Um
VP v

(horní index značí číslo přiblížení)
An—1

(x + a XP71+ azď"72ž+ + An-1X+ dn)(z + 7) = 71 +
+ bs4072p ls,00734+ 61

— h — 15 gh—1

15, gh- 1 -+ U xh—2

1 — —Sg472 L az ah=3

I8n—1X T dn
—841 8 E 681-1

15,

Další dělení daného polynomu provedeme dvoučlenem z + *b, kde

2 = z provedemetedydělení
(7 + a, X"71T a, 472 + + An-18+ m) (£+) =

= 1h-1l + 25, gn—2-+ 25, gn—3+ + 2541 :
— 4" —+ 2b x"—-1

"Sn—1 X + Wm

— *sn1 £ E "Sn—1"0

Další dělení daného mnohočlenu provedeme dvoučlenem zr+ *%b,kde
a

% = E a uvedený postup provedeme tolikrát, až zbytek "%s,po
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m-tém dělení je zanedbatelný, tj. "s, < ay. Tím jsme rozložili daný
polynom lichého stupně na dvoučlen a polynom sudého stupně

(X7+ WAAPT+ a, x"72 L dn-1X+ an)
= (£+"%) (ď"71+ "8 a"71+ s, 072 | + "s1-—1)

čímž jsme získali jeden z kořenů dané rovnice, ato g1 = — "% a dále
polynom sudého stupně o jeden stupeň nižší než polynom daný, který
budeme dále řešit.

1b) Postup řešení, je-h stupeň rovmce sudý. Je-li stupeň dané rovnice
nebo rovnice získanésnížením stupně dané rovnice sudý, provedeme

nejprve dělení polynomu mnohočlenem x? + *ex + !d, kde !c — Gn—1
Ay—2

a id — —*. Provedeme tedy dělení
UAn—2

(x" + A gh—1+ DDx"—2+ U ghe3 = + An—2X2+ An- T + ůn)
: (22+ *ez + "d) = 1772 + lu 9973 € lu; a"=4 + + *u1-2

un—z X" + "Vn—z£ + An
—"unAž L leun28 +

+ "dUn
lun—1X + Un

Další dělení daného polynomu provedeme mnohočlenem x? + 2 £ +
1
V —2 a v / + v

+ *d,kde c ———“ a*d=— Dělením získáme opět kvadra
n—2 Un—2

tický a lineární zbytek. Další dělení provedeme opět mnohočlenem

" Uvedený postup opa
2

x + ex + A,kde%—2 a 34=a) a)
kujeme m'-krát, tj. tolikrát, až zbytek ""u,1x + "vy-1 je zanedba
telný, tj. "un < a1—1a "vy-1 < an.Uvedeným postupem jsme sudý
polýnom rozložili na polynom druhého stupně a sudý polynom o dva
stupně nižší než je polynom daný

(z7| apx"71T aza"72 T... + an- X + an—1£+ Wm)=
—(x + "ex + 70) (672 + Wu,a173| U, a"—4| + WU).

Řešením polynomu druhého stupně získáme dva kořeny rovnice.
Pokud polynom(x972+ u, x"734... + "u,y->)je vyššího stupně
než druhého, opakujeme uvedený postup řešení.
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2. Praktické provádění dělení v tabulce

Dělení jak dvoučlenem, tak i kvadratickým mnohočlenem provedeme
v tabulkách, které nám podstatně zjednoduší zápis a Sníží i pravdě
podobnost omylu.

Pro dělení dvoučlenem použijeme tabulky

G1 a U Oy

b = —5 —bs —Bsz —bs

'

Š1 52 83 94

dn—1 Un—bsn—2| —bsn—1
Sn—1 Sn

V tabulce získáme třetí řádek každého sloupce sloučením prvního
a druhého řádku. Z tabulky odečteme všechny potřebné hodnoty, a to
Sn pro zjištění přesnosti řešení, 8x; pro případné další dělení, tak
i koeficienty o stupeň nižšího polynomu 84;82; .. . Sn—1

Pro dělení kvadratickým mnohočlenempoužijeme tabulky

A Uz A3 Ud= —dď—ďus| —du,
V V DAČC=| —0e| —|—(04|—04

u Uz Uz U

an—2 Gn—1 Un

—dun—4|—dun—3|—dun—2

Vn—3 Vn—2 Vn— 1

—(CUn—3|—6Un—2

Un—2 Un—1

Protože členy v nás nezajímají, kromě členů vy; a V4—2je nepotře
bujeme, budeme vyplňovat tabulku
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O A3 U

d = —ďus| —duz

c=—C| —|—0U2—0U3
U Uz U

V tabulce získáme třetí řá

an—2 Gn—1 dn

—dun—4|— dun—3|—dďun—2

Vn—2 Vn— 1

—CUn—3|—CUn—2

Un—2 Un--1

dek každého sloupce sloučením prvního
a druhého řádku, pátý řádek sloučením prvního, druhého a čtvrtého
řádku, popřípadě sloučením třetího a čtvrtého řádku. Z tabulky ode
čteme všechny potřebné hodnoty, a to u1—1A4V4—1pro zjištění přesnosti
výpočtu, u1—24 V4—2pro případné další dělení, tak i koeficienty o dva
stupně nižšího polynomu U4;U; Ug; -.

Příklad. Je dánarovnice

- Uy—2.

aš | 8,634 | 246a%| 735w2| 2960z + 1647= 0.

1647

1LL2JŠ T.
b 2960 0,556

8,63 246 135 2960 16470,556| —0,556| —4,49| —134,2|—334| —14608,074| 241,5600,8| 26206187
1647

2 — —— = 0,020
Ď 2626 9,
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8,63 246 735 2960 1647

0,626 —0,626 —5 —151 —306 —1625

8,004 241 584 2504 22

%%= 5551 —=0,635

8,63 2406 735 2960 1647

0,635—0,635—5,1—153—370| —16457,995| 240,958225902
Člen 3s, je zanedbatelný proti a,. Polýnom pátého stupně můžeme

rozložit na

aŠ | 8,64 x%+ 246 a5 | 735 x2 |- 2960 x + 1647—
— (x + 0,635) (x4+ 8 43+ 240,9x? | 582 x + 2590).

Dále řešímerovnici čtvrtého stupně

a4 | 83 + 240,94%| 582x +- 2590 = 0

le= 9 = 2,4, ld= 5409 10,75

8,0 240,9 582 2590

10,75 —10,75 —60 —2330

522 260

2,42 —2,42 — 13,5) —525

5,58 216,6 —3
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522 7 — 290 1195= 36674 —216,6

8,0 240,9 582 2590

11,95—11,95—66,8| —2570
615,2 20
|

2,41| —2,41| —13,49| —5195,59| 215,5—3,8
55 —299, 55- 12,02

8,0 240,9 582 259012,02—12,02—67,5| —2590|
514,5 02,39—2,39| —13,41| —5155,61| 215,5| —0,5

Členy Sun1 a *Vy—1jsou zanedbatelné proti a, —1a an. Polýynompátého
stupně můžeme rozložit na

x> + 8,63 a“ + 246 x? + 735 x? + 2960 z + 1647—
— (z + 0,635) (x*+ 2,39 x + 12,02) (12+ 5,61 x + 215,5)

První kořenrovnice pátého stupněje

X = — 0,635
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Druhý a třetí kořenzískámeřešenímkvadratické rovnice (j = |
až + 2394 + 12,02= 8,
X23 = — L195 + 3,26 j

Čtvrtý a pátý kořen řešenímrovnice
12 +- 561x + 2155 —=0,
Ta,5 = — 2,805 + 144]j.

3. Kontrola výsledků

Po vyřešení všech reálných a komplexních kořenů dané rovnice pro
vedeme kontrolu vypočtených hodnot. Označíme-li kořen rovnice %;,
pak platí

X = —4,
imd

II X=( 1)*.a,.
i=1

Mezi kořeny a koeficienty rovnice n-tého stupně platí n vztahů. Prak
ticky však uvedená kontrola výpočtu je postačující.

4. Kontrola výsledku našeho přil ladu

Ti + Ta + X3+ TaT X3= — 8,635,

X1. Ty. X3. X. ©, — — 1643.

Z výsledku kontroly plyne, že rovnice byla vyřešena správně s přes
ností danou logaritmickým pravítkem, kterého bylo pro výpočet po
užito.

Důkaz správnosti této metody je podán v knize B. JI. 3JITVC
RUH: CIIPABOHHURK IIO UUCITEHHDIM METOAAM PE
INEHUA VPABHEHWŮ, str. 114 (OHA3MATTU3—1960).

Red.
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Determinanty (Dokončení)

DOC. JAROSLAV CHUDÝ, ČVUT, Praha

4. Některa užili determinantů v analytické geometrii

a) Rozšiřme nejdříve nám již známé vlastnosti determinantů o další
dvě.

Věta5. Vyměnime-li v determinantu dvě rovno
běžné řady, změní determinant své znaménko.

Důkaz. Věta platí pro determinant 2. stupně (ověřte si přímým
výpočtem). Označme nyní daný determinant 3. stupně D, a nechť D'
je determinant s vyměněnými dvěma řádky. Rozvedeme-li D, D' podle
řádku, který se nezměnil, budou v obou rozvojích determinanty 2.
stupně s vyměněnými řádky a budou se proto všechny členy rozvojů
determinantů D a D' lišit znaménky, a tedy i D = —0D.

Věta6. Determinant se nezmění, přičteme-li
k jedné jeho řadě libovolné násobky řad s ní
rovnoběžných.

Důkaz provedeme třeba pro třetí řádek, k "ěmuž přičtemeprvní
řádek znásobený číslem A, a druhý řádek znásobený číslem A, (říkáme,
že k třetímu řádku přičítáme lineární kombinaci prvních dvou řádků).
Označíme-li daný determinant D, uvedenou operací získaný determi
nant D", je

A11 O2 Cha]D = (41Any ;
A31 b32 U33

G1 A G3 |,D= G1 A2 A3
Uzi T AMA1 -T A291. Azao Ada T A993. Asg4 A113 T A2dog

Rozvoj determinantu D" podle 3. řádku je
3 3 3 3

DW=p (Ai+ Ns T NA)Ag= 2 UziAgTMA2 Aby + A p .= 1= 4= 4=

Avšak podle věty 4. je druhý a třetí sčítanec rovný nule a první je
právě D (je to jeho rozvoj podle 3. řádku). Je tedy D — D", což jsme
měli dokázat.

Právě uvedené věty užíváme s výhodou pro výpočet determinantů
zejména vyšších stupňů, pro něž věta také platí. Cílem naší snahy je
užitím této věty upravit determinant tak, abychom v jedné jeho řadě
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získali až na jeden (obecně nenulový) prvek vesměs nuly a pak podle
této řady rozvineme náš determinant. Tím vlastně převádíme výpočet
daného determinantu na výpočet determinantu o jeden stupeň nižšího
(ostatní členy v rozvoji jsou rovny nule).

Ukážeme užití této věty pro počítaný již determinant
3. 2—5D=| 4-3 2.
5—4 23

Opatřme si nejdříve prvek rovný 1 (nebo —1) třeba tak, že od třetího
řádku odečteme druhý (Ax= 0, A, = — l)

3. 2—5

D=| 4-32;
1—1—5

přičtěme nyní první sloupec k druhému a pětinásobek prvního sloupce
k třetímu; dostáváme

35 10
D= 4122;10 0.

rozvoj podle třetího řádku dává810
D=|i2 = 100.

Spočtěte si tímto způsobem všechny determinanty v příkladu při řešení
soustavy tří lineárních rovnic.

b) Užijeme nyní determinantu 3. stupně pro výpočet obsahu troj
úhelníka daného třemi body M; (x; 4%),%= 1, 2, 3. Odvodíme tento
obsah jednoduše a názorně užitím minimálních prostředků)

Označme průměty vrcholů M; do osy x písmenyL;. Pak obsah P
trojúhelníka vyjádříme pomocí obsahů tří lichoběžníků L,L;,M,M;,
L3L,M,Mg, L L,M, Mg:

y

|

|

|

|

|

L

1) Při tom speciální volba vrcholů, výhodná pro názornost odvození,
nemá vliv na obecnost výsledku (11), protože je zřejmé, že obsah troj
úhelníka je nezávislý na volbě souřadnicového systému.
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= z l(T — A) (41+ 45) + (T — €3) (4x+ 45) — (73— z)(y + 4)] =
8 [X1(Ya — 43) — Fa (Y1 — 45) T T (Y1 — Y)],

což lze zapsat determinantem třetího stupně (jde o rozvoj podle 1.
sloupce)

je Y 1P=% 24 l
X3 Yz I

Kdybychom vyměnili označení vrcholů M, M3, vymění se v deter
minantu druhý a třetí řádek a změní se tudíž podle věty 5. znaménko
determinantu. Lze ukázat, že odpovídá-li pořadí vrcholů M;, Ms, Mg
kladnému oběhu trojúhelníka (proti pohybu hod. ručiček), bude zna
ménko determinantu kladné, a tedy i P*> 0, v opačném případě zá
porné. Protože nám jde o velikost obsahu, budeme uvažovat absolutní
hodnotu determinantu na pravé straně. Je tedy hledaný vzorec pro
obsah trojúhelníka

, EA n=%||1141
j T YsI

Příklad. Jsou dány dva vrcholy A (—2; 5), B (7; 3) trojúhelníka. Určete
jeho třetí vrchol C, leží-li na ose y a má-li trojúhelník obsah P = 29.

Nechť C (0; y); pak podle (11) je

| (11)

—251
29 = 3||, 731 |= 2 |9y— 41,tj. 99 —4l1= +58;

0y1

odtud y, = II; yz = —5 . Úloze vyhovují dva body C, (0; 11), C,(0;u|:
Budou-li tři navzájem různé body ležet v téže přímce, bude zřejmě

obsah jimi tvořeného trojúhelníka roven nule. Odtud:
Podmínka, aby trojice bodů WH;(%;y),4—=1,2,3,le

žela v přímce, je
(z Y1l|X24,1 =0 (12)
X3 Yz l

Jako příklad hledejme rovnici přímky dané dvěma body A (z; 41),
B (ďa;4,). Je-li M (x; y) libovolný proměnný bod této přímky, musíx yl

X1 4, 1
X2 Ya l

to je již rovnice hledané přímky.
Upravme determinant tak, že odečteme druhý řádek od prvního a třetího

řádku

= 0;

X— M Y— 40
T Y1 l

X3 — T142 —.4. 0
=.0
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a rozveďme podle třetího sloupce
2 —(£—4) (yz—4) T (y—u) (2— z)=0,

y—-u=Z le-m,
X3 — 9

v čemž jistě poznáváte známý tvar rovnice přímky dané dvěma body.
c) Trojice přímek procházejících týmž bodem. Mějme dány tři navzá

jem nerovnoběžné přímky
az+ by-+G=0,1= 12,8,

a hledejme podmínku pro to, aby všechnytři procházely týmž bodem.
Provedeme to tak, že zaručíme, aby průsečík třeba prvních dvou ležel
na přímce třetí. Průsečík prvních dvou přímek -má souřadnice

D3 D,B
kdeD= 0,

což je (přesvědčtese) podmínka o aost prvních dvou rovnic a zá
roveň podmínka nerovnoběžnosti příslušných přímek, a dále

—0;by(bye 4 (4202
Má-li tento bod být bodem třetí přímky, musí jeho souřadnice vyho
vovat rovnici této třetí přímky, tj. musí platit

D D
ap ots +%= 0, tj.aDz+ b3Dy+D=0;

D, =

to lze zapsat ve tvaru determinantu (jde o rozvoj podle třetí řádky)
a dy G1
9 byCp = 0, (13)
0;D3bee

což je podmínka pro to, aby tři nerovnoběžné přímky procházely týmž
bodem.

Přesvědčte se
1. Který z bodů C (10; —8), D (13; —11), E (45; —47) leží na spojnici

bodů A (5; —2), B (—3; 7).
2. Která z přímekc = l6x + y + 1l= 0, d="7r+ 2y— 8=0,e

= 10x — 23y + 34 = 0 prochází průsečíkem přímek a = 6x — 3y + 8
= 0,b = 4%+ 7y— 5=0.

Při výpočtu determinantů užívejte střídavě rozvoje, Sarrusova pravidla
a zejména věty 6.

Ja
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DESKRIPTIVNÍ GEOMETRIE

Geometrické úlohy
při prostorovém obrábění

LUDĚK GRANÁT, Praha

V dnešní době stále více proniká užití matematiky do technických
oborů. V tomto článku chci uvést některé geometrické úlohy, které je
třeba řešit v souvislosti s obráběním, speciálně s.frézováním elementár
ních ploch.

Jako obráběcí nástroj uvažujme frézu F, při čemž pro jednoduchost
úvah budeme předpokládat, že její tvar je koule. Její střed označme 8
a poloměr 7.

Obráběním pak rozumíme pohyb obráběcího nástroje F', při čemž ze
součástky, kterou obrábíme, odebíráme část, kterou při obrábění zaují
má daný nástroj.

Tak vzniká obrobek, který (resp. jeho část) je ohraničen plochou vznik
lou při frézování. Tuto plochu nazveme vyfrézovanou plochou obrobku
při daném pohybu frézy F'. Jestliže se např. při obrábění pohybuje střed
S frézy po přímce p, pak body vyfrézované plochy leží na válcové ploše
« o ose p a poloměru r.

Při frézování nebývá dána dráha středu frézy a nehledáme, jak bude
vypadat příslušná vyfrézovaná plocha «. Naopak, je dána plocha 7
a my máme určit dráhu středu frézy tak, aby vyfrézovaná plocha, která
při obrábění vznikne, byla daná plocha zr,nebo se od ní lišila jen o dovo
lenou odchylku s (obr. 1), kde zr je znázorněna silně čárkovaně a « silně
plně.) Nelze samozřejmě vyfrézovat při skutečném obrábění např. celou
válcovou plochu, nýbrž jen její část.
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Přesnější formulace našeho úkolu bude tato: Mějme danou plochu z.
Úkolem je stanovit křivky k, po nichž se bude pohybovat střed Írézy
tak, aby byly splněny následující podmínky:

Obr. 1

a) Všechny body vyfrézované plochy «, která vznikne při pohybu
středu frézy po křivkách k, kterou nahrazujeme (aproximujeme) danou
plochou zr, jsou od dané plochy z vzdáleny méně, než připouští dovolená
odchylka €;

b) Křivky k jsou pokud možno jednoduché křivky.
Při tom se snažíme, aby délka dráhy středu frézy při obrábění určité

části dané plochy při splnění předchozích podmínek byla co nejkratší.
Jako nejjednodušší případ probereme nejprve obrábění roviny z.

Pohyb středu frézy se zde bude dít po přímkách vzájemně rovnoběžných
a od sebe stejně vzdálených. Celá dráha středu frézy bude ležet v rovině
vzdálené od dané roviny o r—e,kde r je poloměr frézy a s dovolená od
chylka. Náš úkol se zde v podstatě redukuje na zjištění vzdálenosti
sousedních přímek k, k;. po nichž se má pohybovat střed frézy.

Uvažujme rovinu v kolmou na tyto přímky. Rovina v protne rovinu
jev přímcep (obr. 2, kdejsou zóbrazeny útvary v rovině v), roviny od ní
vzdálené o € v přímkách p' a p“ a přímky k, k, v bodech K, Kj.

Vyfrézovaná plocha v případě, že střed uvažované frézy se pohybuje
po přímkách k, k, se skládá z částí válcových ploch. Jejich řezrovinou v
jsou kružnice cy,c».Tyto kružnice se mají dotýkat přímky p' a mají se
protínat na přímce p", aby bylo vyhověno podmínkám naší úlohy.
Vzdálenost sousedních přímek k, a k, bude tudíž

d=2|2( (2r—28)= 4: (r—€),
jak vyplývá z pravoúhlého trojúhelníka TN.M, užijeme-li Euklidovy
věty o čtverci výšky.
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Jako další případ uvažujme rotační plochu válcovou o ose 0 a polo
měru o. Zde křivkami k mohou být buď kružnice o prostorové ose o,
nebo rovnoběžky s osou 0.

Pokud křivkami k jsou kružnice, pak jejich poloměr je o -r — €
a vzdálenost sousedníchrovin těchto kružnic dostaneme analogicky jako
jsme dostali vzdálenost přímek při obrábění roviny: d = 4 Ve (r — 8)

Dáme-li přednost pohybu středu frézy po přímkách, pak budou tyto
ležet na válcové ploše souosé s danou o poloměru o* = o + r — e. Musí
me ještě stanovit vztah pro vzdálenost těchto přímek. Uvažujme rovinu
vkolmou na osu 0 (obr. 3). Rovina vprotne danou válcovou plochu v kruž
nici c o středu O v průsečíkuosy o s touto rovinou, válcové plochy sou
osé s danou válcovou plochou a vzdálené od ní o e v kružnicích c' a c",
dvě sousední přímky k, k„, po nichž se bude pohybovat střed frézy,
v bodech K+,K;. Vyfrézovaná plocha v případě, že střed uvažované frézy
se pohybuje po přímkách k,, kp,se skládá z částí válcových ploch, které
protne rovina v v kružnicích cy,cz. Aby bylo vyhověno uvedeným pod
mínkám, mají se tyto kružnice dotýkat kružnice c' a protinat se na
kružnici c".

Z trojúhelníka K,MO dostaneme
OK,=r+0—e, OM=o0+e, KM=r,
pro poloviční délku s obvodu trojúhelníka K,MO platí

s=r+0,. s8—OK;=e, s—OM=r— 8. s—KM=o,
a z Heronova vzorce pro obsah trojúhelníka K,„MO

P=(r+o) (r—e)eo
Odtud plyne

KK,2.KU2 = veA 0,
lil



WV?
Při obrábění ploch kuželových a kulových je nejvhodnější pohyb

středu nástroje po kružnicích.
U kuželové plochy budou tyto kružnice ležet v rovnoběžných rovi

nách na kuželové ploše souosé s danou, jejíž površky budou od površek
dané plochy vzdáleny o r — e. Tyto površky budou protínat kružnice,
po nichž se bude pohybovat střed nástroje v bodech, jejichž vzdálenosti
dostaneme stejným způsobem, jako jsme je dostali u obrábění roviny.
Vzdálenosti (obr. 4) rovin 0,, Ó,sousedních kružnic pak jsou 4 Ve (r— e).
sin y, kde y je úhel površek kužele s rovinami kružnic.

Obr. 4

U kulové plochy o poloměru o budou kružnice, po nichž se bude pohy
bovat střed frézy, ležet v rovnoběžných rovinách na kulové ploše sou
středné s danou o poloměru r* = r =- o — €. Rovina procházející stře
dem kulové plochy a kolmá na roviny kružnic je protíná v bodech, je
jichž vzdálenosti dostaneme stejným způsobem, jako jsme dostali při
obrábění válcové plochy vzdálenosti přímkových trajektorií dráhy stře
du frézy. Vzdálenosti rovin sousedních kružnic pak jsou

AJe+ + o)(r—e)80.siny
o+e

kde » je úhel tečných rovin plochy kulové v bodech roviny souměrnosti
uvažovaných rovin s těmito rovinami.

Autor doporučuje čtenáři provedení podobných úvah pro případ, že se
dovolená odchylka může nanášet jen na jednu stranu od dané plochy.
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A —=A. Křivku dy nazýváme evolventoukružmce. Kdybychom změnili
smysl kutálení tečny p? po kružnici p", získali bychom druhou větev
evolventy kružnice, která je k její první větvi, jejíž konstrukci jsme
právě popsali, souměrně sdružená vzhledem k přímce O“S, kde O je
střed kružnice p".Na obr. 26 je vyznačen kousek této druhé větve. Bod
na kružnici p", v němž se obě větve evolventy stýkají singulárním
bodem křivky dy, a to jejím bodemvratu (hrotem). Obě větve se v tomto
bodě (na obr. 26 je to bod A =*A =8) dotýkají přímky O *S. Podle
základní věty 6. a 7., odstavce 3, jsou body S, "S, 29,... okamžitými stře
dy otáčení, a proto podle 3. základní věty téhož odstavce jsou tečny
9, u, %,... kružnice p" normálami evolventy dy této kružnice. Proto
přímky t94, t14, ř24,...kolmé v bodech *A, 14, 2A,... dráhy dy na přímky
St, W,%,..., jsou tečnami této evolventy. Normály “f, 1%,*ř,... zkoumané
evolventy obalují tedy jako tečny danou kružnici p". Z toho důvodu,
podle textu k obr. 9, je kružnice p" evolutoudráhy dy bodu A a body
18, 2S, 38,... kružnice p, jsou středy křivosti křivky dy v jejích bodech
14,2A,5A,...

Obr. 27

To znamená, že úsečky tS1A, 2824, 3S3A,... jsou postupně poloměry
oskulačních kružnic (kružnic křivosti) v bodech +4, 24, *A,... křivky dy.
Na základě toho lze z hlediska praktického provedení konstrukce vy
rýsovat evolventu kružnice poměrně velmi přesně. Doporučuji čtenáři,
aby si na tomto příkladě ověřilplatnost obecné věty, uvedené v textu
k obr. 10.
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Sestrojíme-li evolventy dp, do,... téže kružnice př, jakožto dráhy bo
dů B, C,... (obr. 26, kde výchozí polohy jsou B=1B =1S, C =*C=
= 2$,...), snadno zjistíme, že všechny evolventy téže kružnice jsou křiv
ky navzájem shodné. Libovolné dvě různé evolventy téže kružnice mají
společné normály (v tečnách této kružnice) a vytínají na nich úsečky
téže délky, jak je patrno z konstrukce. Každé dvě křivky, které mají
tuto vlastnost se nazývají křivkami rovnoběžnými (paralelními, ekvi
distantníma, křivkami Bertrandova páru!?).

V příkladu 2, na obr. 23a je naznačen pohyb epicykloidální. Bude-li se
poloměr 73,kutálející se kružnice pž zvětšovat nad všechny meze, bude
se tato kružnice stále „„narovnávat“ až v případě, který zapisujeme
TL— 00 (tj. znak „nekonečno“), přejde do tečny pevné kružnice p".
Příslušná prostá epicykloida dy (obr. 23a) při tomto procesu pak přejde
v evolventu pevné kružnice p". Provedeme-li tutéž úvahu na případ
znázorněný v obr. 24a, přijdeme analogicky ke křivkám, které můžeme
nazvat evolventami prodlouženými (pro případ, kdy 7, -> oo pro dráhu
dp z obr. 24a), nebo evolventamizkrácenými (pro případ, kdy 7 -> oo pro
dráhu d.,z obr. 24a).Doporučuji čtenáři,aby si k procvičení tyto evolven
ty sestrojil, tj. aby sestrojil některé jejich body a v nich příslušné tečny.
Použije k tomu konstrukce z obr. 26. Upozorňuji však, že body *S,
2S.... pro tyto evolventy nejsou již středy kružnic křivosti. Proč?

Na obr. 27 je jako příklad uvedena konstrukce prodloužené evolventy
d, kružnice p", jako dráhy bodu O,který je ve své výchozí poloze středem
této kružnice. Střed O nehybné polhodie p" je tedy v tomto případě pev
ně spojen s „„kutálející““se tečnou č= př (její výchozí poloha je na obr.
27 označena znakem “f) polhodie pevné po této kružnici. Tak vzniklá
speciální prodloužená evolventa dp,kružnice p? se nazývá Archimedova
spirála. Jednotlivé body, kromě již známého bodu O, 10, 20, 30,... této
spirály sestrojíme tedy tak, že v bodech *A, 2A, 3A,... na jednotlivých
polohách 14, %, %,... „„kutálející“ se tečny ť (tedy v bodech příslušné
evolventy dy kružnice p) vztyčíme kolmice, což jsou tečny křivky dy.
Na ně od bodů 4, ?A,*A,... naneseme v příslušném smyslu vždy úsečku,
jejíž délka se rovná 7,. Spojnice (:0*S), (302S), (*0%S),...jsou pak (podle
3. základní věty z odst. 3) normálami Archimedovy spirály v jejích bo
dech 10, 20, 30,... a kolmice na tyto normály v bodech *0, 20, %0,...jsou
pak tečnami této křivky v těchto bodech.

(Pokračování)

17)Je možno ukázat, že ke každé rovinné křivce existuje křivka s ní
rovnoběžná v tom smyslu, jak o tom bylo právě hovořeno. Je však zají
mavé, že pro křivky prostorové tomu tak není. K libovolné prostorové
křivce nemusí existovat rovnoběžná křivka. Prostorové křivky, které při

ponětějí existenci křivky rovnoběžné, musí vyhovovat ještě určitým podm m.

115



posl "G SOUMIŠUTÁ9Ř8ět„yb „gb VŇM9V078 Wii 31loujean= A4':==Anosf vdolog txodovv obal so A :b
urol ošádvduaviovo vadosěv aš amideifs ONbsna 28 =

M3 vinavlova šnxůx čvb snlovodul „šaboda nisjoram 7
jen snidev 8 (ootašená ods úoáušsi v) vlstiou Šadaloge

V švb sbšs)í „sodrridanod s onmleg Asp. válšo o8diASPAVEM| sarirsršddosvorSoemkodkaijavwýass deonbestiotus
(ose poobapsbis/fBUVÍBÍ3Cl M9Vdap abučl „Lalsbiolazsiaadyrlog nodsnssn sj 828 „mdosa £ by

obyď„anavruloděv ben dsvoědě:rs Ars0inšuná98lotfalšivál Zlá
oM9(Felgas vrohů ŠSbhealigv šs "IBvVÉMoT8n,,ol5j8 B9U1šEnl ii
"a oaiošuml šítvog vašed ob sbfaia L onšanoxot,, ÁRMNL
sbtoža Asg HaovoiaodmodIŤg (s8£ do) „absbioiiysigo dt201KnžidetiíbegligsnsvýššdutiH-seiobavori„MyvotaširalBuvm| ujaavloro
omašům nota mšaviid 94 obipotens omobiiňg 54k 180. Xn“
HÁBTĎDO1 00 <at vd. bstg O7) ssesosirolhový sromosrasotojs 78

osovaprssome:logs od8r ně do nabT 00wavba bsgiig o TYOpřílivý-a: odlivu:9
J3trušnnogoli„(sdkdo vn rtsih

vd9) onánletin doruv 826 a sradadšěnlrordzoe vds (3ifotuegR vi
AŤ WDOd„9Ň Jeěv ijaňtox do © oodpadenod orcoj A a
ANTON. PARP A du 8BeŠEdr8; BSŘLONAino“ loveoky) „5

vlovsČijiRUVíme 9oeco3 Bcf o Ubal fi plobh Cu0..nrokězák9hi 91JV 08a 9 jn PAE oko,sapokm)
vnOBAHŮOJ hy jhBLn beARPRCCan t9uPmmM08ný plov!iVo! dá Bola)Báb, o a BANBAŠití
BASYB ní dekPoa „SibotREOhi RPAe My
ŠToBOSUŘS,O3 tzožení,3Bříongdin10 Non poPAPAAZEOPRzo PARCOLA o
do“Slova sklaB. BŠBS „AŤdoabodv oč ate vba* ondfotia zAěařa:Dačnke1 T8bod v vĎat) 1 vnšat aa "lotjsfáhnal,. 5 A8A7daotou
„SAbýcHonyysvětlikiPřibivsaiadoví,amáňajenefento příklady <A
Joea vbčodie odolat moetmanotk“i ©p'opéně -€nel
dlhatla zaetv.1LAAAAddd 1(R 09 TA bovi6TVnýnSbíaašélním4 dstibojz (ega probomtlyrů čdtokůnodsiéBeloBčtdttelotvtpšětí
HORA-kdbWů,W (V doaboď 7 vlšerzon ody3 ac sozadoš s „OS O8 (E dob

„iboboď oddošt z vbviňá od9) (oz8uňt su

Ddsyenye

iinšvošstdo
A d „8

: a gaviial ojrderxo O5VITMŠnatvou obšks od koš das: CIŘOr
-tiex Aežv ol „ogejovod dváta olvď nmtoto Asi „slavera rerot
Bvotodeoic drlovodii A SRán 26) urmodSvozodaora vlviží ona
a čna„valvitd Švovešnovi BávižMBnšědonvovJevolebseie:-bodOnšvaÓjěotdavovodývlanBušáďomroxvaetňzí| onadatke

br. 1

AU$



Na.bod„ApůsobíagraVitačsíla coeR x»bdřůspako; Newtóbova|gravitačníhozákonajerovna b A oz k ion
Mm |E „A (1)

T Ms
káe YYje hmota Slunce, « ovavitační konstanta, r, vzdálenost bodu A
od-Stunce„Nastejný kadopůsobí jádkěskaďobisilno F nřostředničhýim

vlákna, Jelto vdastněznapětívlákna G odleemakébapokýhového RÁDADÁKÍ
Nawbanowaplaspro, zpyčhlanéacbožkza ne Šinolle DEŠŘOL,,

noví Fy“n pnzdIs KB 3M(2)stNeu
Napětívtákůš“má,pádný čna? ZA VRÁNYsají 6 př ká Hrast
být zápornéznáměšké, "5% "Uog Tndaivavy ovoňsvog sanozdyhA

nů o OH ee a. AIÝTOFPodobněprobod" můžet18NPsáttTovhic 9 W Zd áso osldjyí JŠal god EKOPY ň pí
u V MP. uh= VIC. g: .eiújehodahise TA dmov WGAug "DŘ„jezsrát,„sílaŠlunoe,kteráRABFAXBŘSu| máloundo řadí

MmFn" 4)
r $ssnojj

r, značí vzdálenost bodu js od $lunce . Z obr. lje vidět, žo L a Ť maji

stejnýsmměr!Podléprihcipňkto'ans bbčy ašebéehabdvísté něvelikým“silájn; alč-opačiÚShsnů Pi v (8 a8Y čorvojnd znáňrčňkéhpředF ji E08 i. 4 og Sanaievairadoenm8
Odečteme-li (2) od (3) obdržíme

mooR
l —-4„A„V

5 (5)

Dosadíme-liza Fy aFoz (8) 8(4)asožřo ah

aE OV Adi dek VLYŽEATOFEvěno jěsn
=

T: jiří doo aBatůj odlatůsdas
Podle'oor.Tplatí | de leo i ni r2 NOV
n 1 6). BŘZ ALOGNB VE ovofEd:Dosadíme- i,do. lí ) Y VobáZiojm toji VERA ;: A Úbsl* IE daBNV BL JATÍNOJ

„© : : -u8 -bo „4 ú5 ky vf EHO a bora

sb přivý diEGih4+áJial. cwišeWMB ROkU ad AG AŠ

ah 80a Also bio: H1ŠDXS
zh m ra ;x „SÍB3Í štydak M afAŠSVÝVOU OI|PŮ (619948dí P

E ELA TAGA0320 sriisépi A£ “ .

Nyní zavedeme přeedpoklac, Žerzdblenogt bodů.
jsouZpačíěšotěl ležjejich.Felattýnk OSLEdČiNi A302zě ii
Pak v (9) tiůžemězaZatjod!Da 4 vZhledémk did“
a no 22korěcoA aŘ
Dostáva1né

(39% va 3 zář

JŠndtv07M ptXV 4 ČOpi toy
ť VsrSelen beat abirah

bi



Označíme-liještě vzdálenost soustavy bodů od S písmenem R a konst. =
= kmMd,jeprornmr = RDd

konst.
F=B (11)

Vidíme, že oba body působí na sebe silou, která je nepřímo úměrná
třetí mocnině jejich vzdálenosti od Slunce. Tato síla napíná vlákno a je
možno ji změřit siloměrem. Nazývá se síla slapová. Snaží se oddělit
částice od sebe, tj. roztrhat těleso na kusy. (V případě tělesa myslíme si
těleso složeno z částic a vlákno nahrazují vazební síly mezi částicemi.)
Kdybychom považovali gravitační pole v okolí obou bodů A a B za
homogenní,vychází z (5) pro F, = F, F = 0, tj. slapovásíla nevzniká.
Pokud rozměry tělesa jsou tak veliké, že v jeho objemu nelze pole po
važovat za homogenní, pak při volném pádu vzniká slapová síla, která
působí proti vazebním silám a snaží se těleso roztrhat na částice.

Použtt v astronom

Předpokládejme, že kolem centrálního tělesa T' o značné hmotě obíhá
po kruhové dráze menší těleso P (Měsíc),které má malou hmotu (obr. 2).
Z mechaniky víme, že pohyb po kružnici se děje s dostředivým zrychle
ním a

a=—, (12)

které míří do středu kružnice, přitom v je obvodová rychlost a r polo
měr dráhy. Rovnoměrný pohyb po kružnici si také můžeme představit
jako neustálý páď tělesa k centrálnímu tělesu. Protože gravitační pole
centrálního tělesa je nehomogenní, musí na obíhající těleso působit
slapové síly, které působí proti vazebním silám a snaží se toto těleso
roztrhat na kusy. Přiblíží-li se obíhající těleso k centrálnímu dvakrát,
vzrostou slapové síly podle (11)osmkrát. Z této kvalitativní úvahy plyne;
že při dostatečném přiblížení mohou snad i slapové síly překonat síly
vazební a dojde k roztrhání Měsícena menší části. Podrobnější teorie
tento závěr potvrzuje. Existují teorie, která takto vykládá vznik zná
mého Saturnova prstence, který není souvislý, ale skládá se ze značného
počtu menších těles.

Kdyby Měsíc byl obalený kapalinou, pak v obr. 1 body A a Bod
povídají částicím kapaliny na přivrácené a odvrácené straně kapalino
vého obalu. Protože A a B v obr. 1 se snaží od sebe vzdálit (napínají
vlákno), musí působením slapových sil povrch kapalinového obalu na
být protáhlého tvaru (obr. 2). Na přivrácené a odvrácené straně Měsíce
dojde tedy ke zvýšeníhladiny, v kolmémsměru ke snížení hladiny.
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Poněkud složitější jsou poměry, jestliže nechceme zanedbat hmotu
Měsíce vzhledem k hmotě centrálního tělesa, nebo obě tělesa mají
zhruba stejnou hmotu. Zde nelze rozhodnout, „„které těleso obíhá kolem
kterého““, protože obě tělesa obíhají okolo společného těžiště. Na obr. 3
je soustava Země-Měsíc a jejich těžiště T'. Slapové síly působí na obě
tělesa. Vodní obal Země nabude opět protáhlého tvaru, na přivrácené
a odvrácené straně hladina stoupne, ve směru kolmém klesne. Protože

Obr. 2

Zeměse za 24 hod. otočí kolem osy o, musí pozorovatel na stejném místě
R za 24 hod. dvakrát pozorovat stoupnutí a dvakrát klesnutí hladiny.
V praxi rozdíly činí maximálně 2 m. Kde však vody narazí na odpor
sbíhajících se pevnin, jako např. v zálivu Fundyském, vzroste (stoupne)
vodní příboj do výše i 15 m.

Podobné účinky jako Měsíc má na vodní obal Země také Slunce.
Sluneční účinek je však menší. Je-li Slunce, Měsíc a Země na jedné přím
ce, to nastává tehdy, když je úplněk a nov, pak účinky Měsícea Slunce
se zesilují a pozorujeme největší stoupnutí mořské hladiny. Mluvíme
o přílivu náhlém. V první a poslední měsíční čtvrti hladina stoupá a kle
sá nejméně. Mluvíme o nízkém přílivu, protože účinky obou těles se
zeslabují.

Poznámka. V obr. 1 (příslušný příklad) pro jednoduchost zanedbáváme
vzájemné gravitační působení bodů A a B.

V nádobě s vodou plave led. Jak
se mění výška vody v nádobě a)
během tání, b) jestliže led roztál
(a ostatní podmínky, např. teplota,
tlak vzduchu apod. se nezměnily)?

Vzpomeňte si na zákon Archime
dův a na zákon plování těles.

NEJMLADŠÍM ČTENÁŘŮM František Vencálek
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Rešení

© Watematika:

1. Jano vraví Palovi: „Keby som mal trikrát tolko peňazí, ako skutečne
mám a vydal by som;55 Kčs, zostalo by mi menej, ak kaď takto utratím
15Kčs. Prezradímti, že drobných nemám. Uhádni, kolko mám peňazí!“
(Došlo 56 řešení.) Pavel Bartoš

Řešil Karel Henc, IIFTBSVVŠ, Brno, Koněvova:
Protože Jano nemůže vydat víe peněz než má, nůs. především platit

tyto nerovnosti í |
= WB da zz Bb => 183

kde x je počet korun, které Jano má. Jestliže však nějaké © splňuje 2. ©
rovnost, splňuje také 1. nerovnost, takže obě nerovnosti Ize shrnoutv jedi
nou

« z 18%
Podmínkami úlohy je dále stanoveno

384— $ě< u— 15;
odtud plyne 2x.< 40

x < 20.

Nyní zjišťujeme, že podmínce úlohy vyhovují pouze «, pro nž platí
l8i S r < 20

a jsou celá. Jano má tedy 19 Kčs.
Poznámka, Niektorí riešiteliaopomenulikonštatovat, že riešenievyho
vuje aj podmienke r = 15.

2. Sestrojte trojúhelník, který je určen těžnicemi ťg,tp a úhlem v.
(Došlo 45 řešení.) Karel Drábek

Řešil Karel Hence,IIIb, S VVŠ, Brno:
Rozbor. V hledaném trojúhelníku 4BGC (obrázek si kreslete sami)

označme S; půlicí bod strany BC a S, půlicí bod strany AČ, takže tg =
—=AS,, to = BS,. Veďme vodem A rovnoběžku s těžnicí t a její průsečík
©prodlouženou stranou BC označme D. Botomtrojúhelníky BCS, a DGA
jsou stejnolehlé se středem stejnolehlosti C a koeficientem stejnolehlosti 2.
Pro konstrukci trojúhelníka ABC Je třeba sostrojit trojúhelník ADC, ve
kterém známe stranu AD = 2%,k ní protiléhlý úhel v a příčku 481, která
dělí stranu ČD v poměru GS; :S,D.=, 1 3.

Konstrukce. NarýsujemeúsečkuAD a kružnicik,kteráje geometric
kým místem vrcholů C hledaného trojúhelníka pro daný úhel y. Bod S,
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je pak na kružnici k“ stojnolehlé ke kružnici R,pro střed stojnolehlosti Ď
a koeficientstejnolehlosti$3, Průsečík kružnice k“a kružnice o Jiředu v bodě
A a poloměru la určí bod S4. Spojhiče DS protne kružnici k v hledaném
vrcholu C, čímž je sestrojen trojúliolník ADC a také trojúhelník AS,CČ,ze
kterého již získáme hledaný trojúhelník ABC.

Důkaz správnosti vyplývá z konstrulkce,neboť sostrojený trojúhelník
ABC má požadované délky, těžno, p při vrcholu G má úhel danou velikost.

Dijskou.si rozdělíme:nadvě části, a-toja Úhel 7 < 90,
Označme..S střed kružnice kys siřed.kružnicesk, dále E Gipnůisečííky

přřímkyAS s kružnicík/, ato taky,žeA RL AS AG> AS
Vyjsdřímo vztah mozi..ta, tb a.úhlem. v, Erčetme velikost. úsočky AB =AS " (kdo j č poloměrkružnicek, r % r).Výpočtomplvno

AF= „B 16sin? +9 —3).
4 sm

Odtud
a) je-li ta < AF, pak úlohanemá řešení,

b) jo-lita —A je áno řešení,
c) je h AF < < ý má úlohadvěřeše
Jediné řešení existuje také v případě, žé

bo S Za S dh.

neboť v tomto případě kružnice l a kružnice: k“ se mrotfnají ve dvou bodech,
z nichž však pouze jeden je v polorovině vyťaté přímkou A), v níž jetéž
hledaný vrchol Č.

Uvažujme dále vztahy mez! tg a úsečkow Ač:

Obdobnějakopředtímvypočte
AG= AF W = NNOAM16; sinžy.|--4+ 915 v

V jde-ličz >>AG, nemá úloha řešení (kružnice R“leží uvnitř kružnice l,
b) je-li /ta = AG, je jediné řošení (kružnico k“ a I s? dotýkají uvnitř),

je-h 200< ta < AČ. pak má úloha opět dvěřošení.
Vímjsou vyčorpány možnošti pro.0? < v<L 00
2. "hol splňuje podmínku 909< y < 180".
V tomto případě, když
a) 24 < th, noní řašoní úloha, orótoža kružnice 7 noprotna kružnici k
bodě, který by ležel v polórovině vyťaátópřímkou AD, kde také mají být

reholy C trojúhelníka ABÓ;
PD)dho< Ja < by jé jediné řešení, |
2) 20 3< ta, pak jsou dvěřešéní."ím je diskuse provedena.

Rovnice 2a5 — 7w4+ 2x9 — 6x%|- 36x — 27 = 0

Dw3+ wž — 22x + 24 =

<
„!

mají jeden společný kořen. Úrčeto jej i zbývající kořeny kubické rovnice,
(Došle 49 řošoní. Jan Fráňá

HBešu[* Kohoutek [TIL SVVŠ, Ledeč nad Sázavo:
vám. dva polynomy f(x), f,(€) stupňů m, n a předpokládejméó m > n.

Dělnna- polynom (x) polynomem Ex), doštanome podíl G,(r) a zbytek.
sie), johož stupeň je nižší než stupeň polýnomů fe£).Můžeme psát

f,(e) = file) Axle) + File)
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Je-li zbytek f;5(r)7 0, pak pokračujeme v dělení a dostáváme postupně
f,(z) = fs(r) . O,(r) + f,(z),
f5(x) = fx(r) . O3(r) + f;(r)

fk—2(z) = fk-1 (z). Ok-2 (z) + fk (v).
Je-li zbytek fk (r) — 0, pak zřejmě polynom fk—2(z) je dělitelný polyno

mem fk—1(r) a postupně polynomy f+(z),f+(x),f1(z) jsou také dělitelné poly
nomem fk—1(7).Poslední dělitel při dělení, které má nulový zbytek, je společ
ným dělitelem obou polynomů a dává společný kořen obou rovnic.

Uvedené kroky budeme aplikovat na dané polynomy f;(z), f,(r):
f(x) :f,(z) — (2x5 — 7x%+ 2x9 — 6xž + 36x — 27) : (2x3 +- 4? — 22x +

+ 24) = 1%— 4x + 14,
zbytek f;,(z) — —11(12x* — 40x + 33);

fe) :fale) = (2x3+ až —22x + 24) : (124%—40x + 33) = = + 5
zbytek f,(z) = — %8(r — $);
f3(x) : fy(z) = (127%— 40x + 33) : (z — 3) = l2r — 22, zbytek f;(r) = 0.

Z toho vyplývá, že oba dané polynomy jsou dělitelné dvojčlenem z —ž.
Proto mají obě rovnice společný kořen z; = $ . Dělíme-li kubickou rovnici
činitelem © — 2, dostaneme rovnici 2x? +- 4x — 16 = 0, jejíž kořeny jsou
zbývající kořeny kubické rovnice: £, = 2, X3= —4.

Kubická rovnice má tedy kořeny %, 2, —4, z nichž první je společným
kořenem i rovnice 5. stupně.

a konečně

4. Nech je n Z 3 prirodzené. V rovine buďte dané body Ag, A%,...An,
z ktorých žiadne tri neležia na priamke. Potom existuje kružnica £ takových
to vlastností:

a) aspoň tri z bodov A3,.4;,... An ležiea na kružnici k;
b) žiadny z bodov A3, Ag, ..., An neleží zvonka kružnice k.

Dokážte!
(Došlo 27 řešení.) Milan Hejný

Upravenériešenie žiaka Inka Zajička, 3. tr. SVVŠ, Ostrava 4.
V dané rovině zvolme libovolnou přímku p a na ní bod O. Kolmé průměty

bodů
A1, Axe, An, (1)

na přímku p označme po řadě A1, A2, ..., An. Nechť d; je vzdálenost bodu
Ai (Z = 1,..., n) od bodu O. Nechť ďg je největší z čísel dy, ..., dn, tj. platí
nerovnost dk = di pro %= L,..., n. Na kolmici g vedené bodem Ak k přímce
p zvolme bod Z různý od bodu Ak. Z konstrukce přímky g plyne, že všechny
body (1) leží buď v polorovině gO, nebo na přímce g. Nechť Aj je takový
z bodů (1), různý od Ak, pro něž platí nerovnost

X ZAxAj S X ZÁkÁAipro všechna 7 = 1,..., n; %3£"k. (2)
Spojnici bodů AkgA;joznačme ř. Nechť Ai je některý z bodů (1) různý od

Ar i Aj. Vzhledem k nerovnosti (2) protíná přímka ťúsečku Z.Aive vnitřním
nebo krajním bodě. Náleží tedy všechny body (1) do poloroviny opačné
k *Znebo leží na přímceč.

Buď dále An ten z bodů (1) různý od Ak i.41, pro který platí
X AjAnAkS «XAjAiAkpro všechna 7 = 1,..,n; k 31 4.

Potom kružnice k, opsaná trojúhelníku An4AjAkmá požadované vlastnosti,
neboť pro všechny body X, ležící současněv polorovině An a vně kružnice k
platí AjXAk < AjAnÁk. (Pokračování)
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MO

XV. ročník Matematické olympiády
V tomto čísleuveřejňujemetexty všech šesti soutěžních úloh

s příslušnými poznámkami.
Řešeníprvní trojice soutěžníchúlohodevzdejtesvémuučiteli

matematiky do 15. 1. 1966a řešenídruhé trojice do 28. 2. 1966.
Tímto dnem končí první kolo soutěže. Ze šesti soutěžních úloh musíte
rozřešit aspoň čtyři správně, aby vás mohl váš učitel doporučit
k postupu do II. kola soutěže.

Uvedené termíny musíte dodržet, protože váš učitel po zhodnocení
vašich řešeníje musí zaslat příslušnému výboru Matematické olympiády
k rozhodnutí, zda budete pozváni do II. kola soutěže.

Soutěžní úlohy I. kola MO

Kategorie A

1. Určete nejmenší kladný zlomek, jehož součet s jeho druhou mocninou
je větší než šest a jehož čitatel a jmenovatel mají součet menší než 100.

Poznámka. Ze všech zlomkůs daným jmenovatelemv a větších než
číslo 2 vyberte nejmenší zlomek. .

2. V rovině je dáno pět bodů, z nichž žádné tři neleží v přímce. Každé
dva z těchto bodů jsou spojeny úsečkou červenou nebo modrou tak, že
žádné tři z těchto úseček nevytvoří trojúhelník téže barvy.

a) Dokažte, že z každého z daných pěti bodů vycházejí dvě úsečky
červené a dvě modré.

b) Dokažte, že existuje uzavřená lomená čára složená z pěti červených
úseček a uzavřená lomená čára složená z pěti modrých úseček, z nichž
každá obsahuje všech pět daných bodů.
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úsečkami tak, aby byla splněna podmínka úlč
Poznámka. Řešte jen úvahami,nikoliv kt ICA

zda je možné, aby z jednoho vrcholu vycházely tři úK „téžefibarvy, tj.
proveďte tzv. nepřímý důkaz. > /

3. Do jednotkové kružnice se středem S je vepsán praWdehy n-úhelník
A4; An-1. Body S, Ag, A, jsou po řadě obrazy kotoplex: ích čísel 0,
l, ď. OC!

a) VyjádřetevzdálenostA,Az(k = 1,2, „k—
b) Vypočtětesoučet 4,4? + AAodž + + Ag4?1-1.

, ha s
trojůhelněků nabývá.li poměr kvšech kladných hodnot.

2. Vyšetřte množinu všech bodů v rovině, pro jejichž kartézské souřadni
ce [z, y] platí nerovnost (CSE

6. Zjistěte, pro které ostré úhly « platí nerovnost

vběiginylo sjel úinšoi VÁ
Poznáml že rovnost ve vztahu (1) nastane jen pro « — 30"“.

na jedan koř ol sí REP ho- stup„bo otooo ŽI6BonšocídělenčRé mčP onakučin
polynomů nižších stupňů, BAMLSISOTIRPLHSDSITYU
HojíšuHMŠVAsjtobsvabo ilolů dolašěinoz aoifoid In vig irožs
„0961= 84 ob a9ifo11 šiu1b iooěsŤs 9081 .[.čÍ ob vAliisnisdsnt
9jleunídolů DINŠÁÍO8 esk aŘgověéBros olozí tvíg išíox mrsab odmiT
ušnogoh lesišy čňv idorr ašv vds Šavěiga Fy 3 úogas dižsíno1

1. „Vzorec pro umocňování třemi „sšějuoa sloz „II ob ugitBog A
insnonbotdsog leji512ě8 akajong—8aboba3nkuvnímat šnebev

pístDé = Najděteýšáchrě oulejí:r Jelenyls68 v Koovédoiža7Od6Inoa Boz LLOB Titičis A, odbadď ADS 30ADONSotT A

platí. OU pod „Laololir$káslsod

Poznámka. Kořen polynomu lze 1 pol bez řešenípříslušnérovnice najítzkusmo. Budete-li znát jeden z PprenŇ polynomu vyššího stupně, lze tentopolynom rozložit pomocí dělení ořenoSe činitelem. v součin polynomů
nižších stupňů,.

fi "18 cck ů JE Aer Asrmols vai,skl ižnemmioroješ 4 Idy;Zná,ZornětegracibyoPiběhinbbe . v„n ABR1en5rří sobí s latpjiň šodof 3 jasé čen !Šišv ej
šondojějš. 40SIPO art raznsbr inlonolydosěvoN „sara Ř sa 4y=—W—sin2x+VLiaprsiteZ 2ádsos|ausira:(z4olelš
oso oben S loději, Safpbtsedix „úbodT onšb6[něd KS

ojTĚvý dátBiom 7105jaa Neh
*Požnámků.5 |fusikes Be R úpůsákVakakyvýzákBA,PravésbraněobadjovBOhlom BOM ona
8. Čtverec ABCD je rozdělenčtyěmipříčkamiv vdovět shodných ŠÍHETK

Každé,z;běchto|polézaáchbýt nat eno jednou:ze:čtyš;daných.ké $BITažádsjá dvě-jsovaednépole nabyla téže: bav yu"8a igpusendníage,>polládása;
čtverce, které mají společnoubuď strgzia nelborsrehod dosěvsjudsado šběsá
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Zvolte pevně barvy středního-a"IPVěHodolního čtverce a zjistěte počet

různýchmožnostízbarveníostatníchk 2 1. ee4. Je dána kružnice k 'á'AYA!její M řůrhěrý“ UB OB TVýšbtřeťe400
metrické místo,gtředů všech.ázeřek XV, kterésmají tyto vlastnosti:-|x - . ee :

a) XY 1 CIg s(ó + n)o £(4 — a) Š -Fv

b) n,á pb v raabaldxysdaoaladižsTteudeib8 uděvozyobsa“sKéhě PSY, WADLÁOŘ SZL PŘ PŠo mlat5Bamnolinnavbsadnačer ajaňi) X
5. Sestrojte trojúhelník:ARG, jsouc ény délky: těžnioe-fa a výšeku ,Kg.

Rrovegďtie;diskus, řešitelnosbi ddoBeuirevdalohlš)h ap 2 olai5 onmohoryt) „6
1 ROznaěmestranyrommoběžníkajABEDABs= Dre, PG 35b

Aižeho-úhlopříčky/4 U-žž eg:BBĚw=f5bis7 „Aodoeňuojaorfoj aj 107) 8 Jodoskn
a) Dokažte, že-oékostech strán wúhlopříčékHbovolniéhorovnoběžníka
ABCD platí rovnost „[ JeozlidovBre JB sasme 8 "dz -DAD

(E do) srexo%0 oebipifž ==12(eP edřpisisvy Hsedo ojpojiĎoav
„(vlšrvnobSvs) RID2M A vrata Deaimmasfoisjeaz

b) Použijte této rovnosti a vyjádřete vzdálenost středů hran AB, ČD
čtyřstěnu ABCD pomocí délek všech jeho hran.

-K atedorieCX
1. Určete všecky zlomky 7 (a, b jsou přičožená čísla), které mají tyto

. Pa * x
vlastnosti: M „í K x

% 90 < a +b< 100, (A i (1)
í Ó P |

/ ús<Ž<on | | (2)
/ 1

/ m |

2. Udejte všetky dyejíce přirozenýčh.číselp; g, pro něž je číslo
M„ © ač N = 79 —BOi / X , 4

násobkemdeseti. A P ne JŠ
Úlohu řeštenejprve pro přirozená“číslap, 4;"která jsoh vážána podmín

kami PA ov "0
dns p S 10059.2002S,g S2006/„.5 ey:

/ 5, / ;/ i
: 4

3. Větší počet přovožovomse, podílel sťejným dílem na výrobním plánu.
Vzhledem k zahrarmáčnímy,.objednávkám -bylo třeba zvýšit plán na 108 %.
Shodou okolností pŮg.zúčasťněných“provozowen splnilo svůj plán jen na
90%. O jaký počet 9%.,muselá zvýšit každá zé zbývajících provozoven
svůj pláň, aby byl celkový zvýšený výrobní-plán splněn?

Vyjádřete g pomocí p a sestrojte gřáťtéto funkce pro 0 S p < 100.
4. Lichoběžníik ABCD má úhlopříčky AC, BD, které jsou téže délky a pů

SB BD S BG2 (ASApAPV 9NTŘIDÍA a ii 98
'4+bkestrojie,tento ehoběžník;!jdhodámoBi rr AGisriaysňoeg 9 

5..Je dán trojúhelník ABC s vnitřními úhly «, B, y. Označme Ó,t0,, 0;
body, které jsou souměrně sdružené se středem O vepsanékružnite po' řadě
podle přímekBC, CA, AB. oiěinolog 130:199 volězv dl5b 0%bsi (

Udejte všechny možnostipoloh badů:0;:!0,0:0OjxLHiedarh "ke"křužníci k
odporné:trojúkehíku4BC (Vddirislastiná,vElrostedhrůklůto, 108
<16;:Je'dánirovnoranseníýtrajůhblník:4 BC sezálklaldnot4:BZ8 středů D
úsečkyA.Brjespuštěna: Rběiióe-AdpřímkuBleejí: pubaíjeoznačena, E,
střed úsečky DF je označen F'. Dokažte, že přímky ELCR jdou"řavzájemkolmé. PRK nami os zodp(idx
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Kategorie D

1. Najděte všechna čísla z, která splňují rovnici

3abc + a?b? + (2a + 5b)b*x
a+b (a + b)š a(a + b)?

Proveďte zkoušku a diskusi řešitelnosti vzhledem k číslům a, b, c.
2. Určete všechna dvojciferná čísla z té vlastnosti, že každé z čísel 2x, 3x,

4x, Ba, 6x, Tx, 8x a 9x má týžciferný součet jakočíslo «.
3. Ctyřciferné číslo N je dělitelné osmnácti, má vesměs různé číslice a dá

se napsat jako součet tří čísel: první je dvojciferné, druhé je jeho deseti
násobek a třetí je jeho stonásobek. Najděte všechnačísla N těchto vlastností.

4. Je dán trojúhelník ABC, jehož úhly mají velikost X BAC = 60,
X ABC = 39 a strana AC má velikost 1.

Vypočítejte obsah vyšrafované plochy, která je omezena (obr. 1) kružni
cemi sestrojenými nad průměry AB, BC, ČA (na dvě decimály).

= 30x+ ČZ.a

C
K,

ko

S,
X „“

ko X V„ =
60“ LG 309

E E
A D S;

Obr. 1

5. Je dán poloměr o kružnice vepsané pravoúhlému trojúhelníku a délka

d = T o úsečky, kterou vytíná vepsaná kružnice na jeho výšce v spuštěné
na přeponu.

a) Vyjádřete délku výšky v pomocí poloměru o.
b) Sestrojte pravoúhlý trojúhelník pro p = 2 cm.
6. Osový řez rotačního kužele je pravoúhlý rovnoramenný trojúhelník

VAB o přeponě AB délky ď. Přímkou AV je vedena rovina, která protne
kužel v rovnostranném trojúhelníku VAC. Vyjádřete pomocí proměnné d

a) objem jehlanu ABCYV;
b) povrch jehlanu ABCY.
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MMO

VII. Mezinárodní
matematická
olympiáda
v Berlíně ve dnech

3. — 13. července 1965

(Dokončení)

III. Československé
výsledky *soutěže. Československé
družstvo tvořili tito Žáci: Jam
Brodský z Brna, Jura Charvátzo Příboru,Tamara| Marcisová
z Bratislavy, Pavel Novotný z Olo
mouce, David Preiss z Jindřichova
Hradce, Miroslav Řezníček z Hrad
ce Králové, Bohuš Sivák ze Zvole
na a Milan Štědrý z Chotěboře.
Pavel Novotný je absolventem
2. ročníku SVVŠ, Bohuš Sivák
8. ročníku ZDŠ (!) a všichni ostat
ní jsou žáky 3. ročníku SVVŠ.

družstvo a

Československé družstvo bylo
na berlínské olympiádě velmi po
pulární. Těšilo se velké pozornosti

2 WOnovinářů. O československém druž
stvu přinesl např. ústřední orgán
Jednotné socialistické strany Ně
mecka Neues. Deutsch
la nd dne 9. července 1965 tuto
reportáž:

„Malý Binstein“, Tamara a U
druzi

Malé episody na okraji VII.

mezinárodní matematické olympiáy
Již několik dní je velkou senzací,

že se VII. mezinárodní matematické
olympiády účastní třináctiletý žák.
Lidé, kteří o tom četli nebo slyšeli,
se tomu velmi divili. Je totiž známo,
že při této mezinárodní soutěži jsou
zadávány úlohy určené v nejlepšímpřípadě© sedmnácti-osmnáctiletým
žákům, kteří jsou velmi nadaní
k matematice. Je přirozené, že
třináctiletýBohuš Sivák z
CSSR působil na novináře všech
zaměření jako magnet. Mladý chla
pec se proto necítil dobře a byl by
se nejraději někam ukryl. Těžko se
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však může zachránit před cvakotem
závěrů kamer a před cílevědomými,
a přece stále stejnými otázkami
novinářů.

Dva dny to Bohuš s nechutí snáší,
od třetího dne se brání prostředky,
které má tento matematicky nadaný,
přece však normálně reagující chla
pec k dispozici: vyrmkne se reportó
rům nebo zakryje čočku nebo si dá
oběruce před obličej.

Nenomáhá ani, když tlumočník
Werner Schneider, se postaví před
něho, aby chlápce chránil, a říká:
„Nechte přece chlapce na pokoji,
a chcete-li něco vědět, zeptejte se
mne, a vůbec — jsou zde ještě Jan,
Jura, Pavel, David, Miroslav, Mi
lan a Tamara. Oni a všichni ostatní
účastníci si zaslouží, aby jim byla
věnována pozornost a aby byla
uváděna jejich jména.““

Ohleduplí., repovtářinechají tedy
Bohuše na pokoji a-obrátí s8:Protozr
nebot. ledají;vždy, nějakou zvláštní
oběť.—k jedinémiu děvěeti z.česko:
Slovenského mužstva +- k 'Tamářo.

Avšak (Vamara:cdává -majevo, že
nemá. chuť ar čas odpovídat „ná
otázky roportérů. Raději hraje „So
ťřemi chlapci mařiáš! Ostatně
jsou to'stálé býtěž"otázkyý:Proťo'sé
roportér obrátí opět na tlumočnílka
který odpovídá, jako by byl Tamaři
ným osobním“tajemníkem. Protože
Tamaru za někohk málo dní dobře
poznal, prozradí mimochodem, že
mlyví plyňě rusky 8. .uwmívýborně
němeeky, ráda: trpělivě: BpPravuje
clektrické přístroje a — nač Ae
pohoršovat nad touto talettovanou
dívkou, — přichází vždy a všudě
pozdě.

Reportér slyší strašně“ vád,
matematicky talentovaní lidě "jsou
také jen lidé a'me vždy dókónalí.
Protořekne dostatečně:nahlas, že to
must! Tamara slyšet: sAch páře,
chození pozdě| e také moje nemóc.
+Foto jako: začarov ané, já'jsomi'talčé
stále a šude poslédní.4 VTamará
posloucháy nechá Tnariáš 'mariášém
a potěšeněpraví“ dobrou němčinot:
„Vakovílidé jsoú'mi velmi sympatič
tit "Rozhovor je s ní tedy rafinova
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ně navázán, protože lidé s týnuž
chybami jsou si vždy blízcí.

Jeden chlapec ze skupiny však
neříká naprosto nic: je to David
s mírně „,„beatlesovským““ účesem,
dlouhý sympatický mladík. Také
karikaturista Leo Haas poznává
Davidův odpor k publicistům. Chce
ho jako mnohé jiné ze skupiny na
kreslit, avšak David se před ním
schová. Snad pro ten účes se cítí
nesvůj? Pane Bože, u nás „pobíhají
mnohem divočejší beatles, jen s tímu
rozdílem, že znají možná právě tak
ještě malou násobilku, zatím co
David patří mezi nejlepších osm
matematiků své vlasti.

Reportéři zpozorují možná ještě
s úžasem, že se žádný z účastníků
soutěže během písemné práce ne
dotkl] své snídaně. Napíší 1o čtyřech
finských děvčatech, protože do žád
né jiné delegace nebylo zařazeno
tolik děvčat. Prorokují sovětským,
maďarským a rumunským účastní
kům nejlepší místa, protože je ohsa
dili téměř na všech olvmpiádách.
Avšak ze všeho nejvíce se vrhají na
senzaci MMO, na malého Bohuše.
Bohuš však reportéry odmítá, a tak
jsou rádi, že si smějí zaznamenat
aspoň jeho přezdívku „„Little. Ein
stein““

To napsal reportér onašem druž
stvu a VII. MMO; v příštím čísle
„Rozhledů““ uvedeme ještě výběr
2 osobních zážitků 4 vžpomínek
účastníků.

Proroctví reportérů o umíštění
družstev 'sesplnilo. Z tabůlky1
je vidět jak 'imístění drůžstev,
taki počet:bodů, který jédnotlivá
dvužstvazískala. Např.v úložé č.2
získálo naše družstvo jen 17 ze
48-zožníých bodů. To je do utčité
míryi odražem toho; "jak malóú
pozorňost: včnůjemé -ve školských
úsmováčh mMatemátice i:v' mimo

školnízájmové matematickéčin“nostiřešenímsoustav rovníc. Ne



Tabulka 1. Přehled počtu bodů, jež získala družstva v jednotlivých úloháchÚlohač12| 8| 466| čet|Poht
Stát bodů"|
Sovětskýsvaz25| 46| 64| 43| 42| 61| 281l
Maďarsko293650|384546| 2442
Rumunsko 27 32 50 39 53 21 222 3

Polsko 28 25 33 44 40 8 | 178 |" 4

Něm. dem.
republika 23 17 42 34 37 22 175 5..
Československo 28 17 29 37 33 15 159 6

Jugoslávie I 26 20 15 33 18 25 137 7
Bulharsko 12 6 36 21 10 8 93 8

Mongolsko 8 8 6 22 8 11 63 9
Finsko 12 6 0 24 17 3 62 10

Maximálně do
sažitelný počet
bodů družstvem 32 48 64 48 56 72 320 —

Tabulka 2. Přehled udělených cen a pochvalných uznání

Počet cen Počet po
I. II. IIT. chvalných

Stát uznání

SSSR 5 2 — —

Maďarsko 3 2 2
Rumunsko — 3 l
Něm. dem.
republika — 3 —
Polsko — l 3 l

Československo — l 3 —

Jugoslávie — — 2 —
Bulharsko — — 1 —

Mongolsko - — — l
Finsko — — — 1

Celkem uděleno 8 12 17 6
Potřebný počet 37 až 42 39 až 36 20 až 29 —
bodů |
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potěšující je i výsledek, kterého
jsme dosáhli ve třetí úloze —
stereometrické, kterou zadalo prá
vě Československo. Také celkem
tradiční planimetrická úloha č. 5,
v níž bylo třeba použít dvou zobra
zení —osové souměrnosti a stejno
lehlosti — nepřinesla našim repre
zentantům úspěch. Naproti tomu
neúspěch v úloze č. 6 není třeba
brát příliš tragicky; svědčí jen
o tom, že nikdo z našeho družstva
neměl matematický trénink „vyš
šího řádu““. Celkem dobrý -výsle
dek v úloze č. 1 je bezpochyby
příkladem toho, jak péče věnovaná
řešenímnerovností a trigonometrii
ve škole přináší ovoce.

Poučnáje i tabulka č. 2. Ukazu
je, jak vynikající družstva postavi
ly první tři státy: SSSR, Maďarsko
a Rumunsko“ Jen jedna druhá
cenaDavida Preisse a tři
třetí cenyTamary Marci
sové, Bohuše Siváka (!)a Miroslava Řezníčka
nejsou právě nejlepším vysvědče
ním úrovně výuky matematice
na našich školách. Umístění ČSSR
až na 6. místě v pořadí družstev
nutí k přemýšlení a k iniciativní
činnosti při mimoškolní zájmové
matematické činnosti, jejíž výsled
ky posoudí příští VIII. mezinárod
ní matematická olympiáda v roce
1966 v Sofii.

Vlastimil Macháček

a

Chcete
na

mí

vysokou
školu

Ů

Pamatujte již nyní na to, že na některých
fakultách vysokých škol, např. na fakultách
stavebních (architektura pozemní stavitelství,
inženýrské stavitelství, zeměměřictví a staveb
ní ekonomie), se u přijímacích zkoušek bude
mimo matematiku a fyziku též zkoušet - letoškempočínaje| deskriptivnígeometrie.Proto
v některém z příštích čísel otiskneme pro vaši
informaci řadu ukázkových příkladů z deskrip
tivní geometrie. Nejsou to ovšem příklady, kte
ré budou u zkoušky dávány, ale příklady jim
dosti podobné, abyste byli seznámeni stím,
co na vás dude asi požadováno.

M.
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FO

Pohyb družice v gravitačním poli
IVO VOLF — DR MARTA CHYTILOVÁ, Hradec Králové — Praha

Téma k prostudování pro prvné kolo sedmého ročníku FO v kategori C

Na umělou družici ve vzdálenosti r cd středu Země působí Země gravi
tační silou

mM

kde « je Newtonova gravitační konstanta, « = 6,67. 1001 N m? kg?,
m je hmotnost družice a M — 5,98.. 10**ko je hmotnost Země.

Tato síla je pro pohyb umělé družice po kružnici dostředivou silou,
pro kterou platí

47 2
F = mra?= 4frm = Jiz rm = mm , (2)

kde w je úhlová rychlost, v je dráhová rychlost, T je oběžná doba a f
je frekvence pohybu družice.

Ve skutečnosti se družice nepohybují po kružnicích, ale po elipsách.
Elipsa je rovinná křivka; je to geometrické místo bodů, pro které je
součet vzdáleností od dvou daných bodů IF, 2F konstantní. Pro libo
volný bod elipsy X platí

IFX 4+-2FX = 20;
body !F', 2F jsou ohniska elipsy, AB = 2a je délka hlavní osy, CD =
= 2bje délka vedlejší osy elipsy; S je střed elipsy (obr. 1); IFS — 2FS =
==€ je výstřednost elipsy. Platí

a =e+Ddž.

(5) 2 Úemě



Střed Země je v ohnisku eliptické dráhy družice. Vzdálenost r družice
od středu Země se mění v mezích

a—eSr= Sa+e; (3)TO7=G—ejedružicevperigeu,pro7=a+e jedružicevapogeu.5

Obr. I

Naším úkolem je stanovit velikost rychlosti družice v libovolném bodě
jeji eliptické dráhy.

Vyjdeme ze zákona zachování mechanické energie při pohybu družice
v gravitačním poli Země.

Wy+ W; = konst.
W, je velikost kinetické energie, W, je potenciální energie gravitační
družice vzhledem k Zemi.

Velikost kinetické energie družice vzhledem k Zemije
mužWy=—-.

F 2

Potenciální energie tělesa v homogenním gravitačním poli Země ve
vzdálenosti 4 od povrchu Zeměje

W3= mgh.
Umělá družice se však pohybuje v nehomogenním gravitačním poli.

Abychom mohli určit její potenciální energii gravitační, rozdělíme vzdá
. ? 21.0 h 

lenost Ana » stejných dílů Ar = Z tak, abychom mohli pokládat velikost
gravitační síly na úseku Ar přibližněza konstantní. OznačmeF', velikost
gravitační síly při povrchu Země a F, velikost gravitační síly ve vzdále
nosti 7, — R + Ar od středu Země; pak platí

mM mMPH n=4
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Jako konstantní hodnotu gravitační síly v prvním úseku Ar volíme
aritmetický průměr F, velikostísil F, a F,. Tato hodnota je jen přibližná,
protože gravitační síla se nemění podle lineární funkce se vzdáleností
od středu Země.

Tak nahradíme skutečné gravitační pole Země, ve kterém se gravitač
ní síla působící na družici mění se vzdáleností od povrchu Země spojitě,
jistým modelem, ve kterém se tato síla mění skokem.

- 1 1 r + R?' =K4 B)dema +|= 4edm,E =
R2 + 2RAr + (Ar)ž + AR?1 —

— ž «mM R*(R + Ar)? m

2R2 + 2RAr + (Ar)?— 1—ž4m Tap?
Protože (Ar)ž £ R?, můžeme (Ar)?*zanedbat vzhledem k R?

— R? + RAr (R + Ar) R *mMF KmA pR TRORTADT
-*mMRm'

Analogicky pro další úseky
— «mM = *mM — m M2 ů 8 3... F, — ;

r172 „Joř3 Tn—17n

kde1,=.
Určíme velikost práce vykonané při zvedání tělesa hmotnosti m rovno

měrným pohybem v jednotlivých úsecích Ar
= *»mM 1 1

A, —F,Ar = Rr, (7 —R) = *»mWMk —a

" 7

dy=ma | l -H
, Tn—1 Tn

Celková práce
A=A+ A+ As + A,
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závisí pouze na počáteční a koncové poloze tělesa. Celková práce je tedy

1A=m7)R r

Z důvodů, které budou patrny později, upravíme poslední vztah na

Az- xmM+ —
Vykonáním této práce při působení vnější síly na těleso získá těleso

potenciální energii gravitační
l l

Stejným postupem určíme změnu potenciální energie gravitační
tělesa o hmotnosti m při přenesení ze vzdálenosti 7, od středu Země do
vzdálenosti r

1 l

AW = —xmML —u (5)r 7
Kdy vede vztah (4) k dříve uvedenému vyjádření potenciální energie

gravitační pro homogenní pole?
Rovnici (4) upravíme takto

R r „R

xmMR zmMh

ETBpr)R

Protože= g je tíhovézrychlenína povrchuZemě,platí
: h

AW,—— .
l + R

Pro A < R, tj. pro výšku A malou vzhledem k poloměru R Země, je

AW;= mh.
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Již tento vztah udává, že velikost potenciální energie tíhové je nutno
uvažovat vzhledem ke zvolené hladině nulové potenciální energie, která
může být buďto na povrchu Země, nebo v některé výšce nad ním.

V rovnici (5) však můžemetéž volit
xmM

Po

což je možno obecně splnit za předpokladu, že 74—>00.Potom těleso
o hmotnosti m nacházející se ve vzdálenosti r od středu Země má poten
ciální energii gravitační vzhledem k nulové hladině umístěné v nekoneč
nu

= 0,

W M (6)
r

Zákon zachování mechanické energie pro družici ve vzdálenosti r
od středu Země lze pak psát

A M
W.+ W.=5 7

Tento vztah platí v libovolném bodě dráhy družice, tedy i v perigeu
a v apogeu

—=konst. (7)

mv*xmMO mý."mM
2 a +e 2 a —e€

(8a)mo© *xmM.omě.«mM
2 "——— r

kde v, je rychlost družice v apogeu, vprychlost v perigeu, v rychlost
v libovolné vzdálenosti r od středu Země, v mezích daných vztahem (3).

Podle druhého Keplerova zákona jsou plochy opsané průvodičem za
stejný čas stejné.

Velikostplochý opsané za velmi krátký časovýinterval At vypočítáme
přibližně jako obsah trojúhelníka S —3 v Ař.r (obr. 2)

(8b)

As=vať

Obr. 2
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Pro družici v apogeu a v perigeu tedy platí
3 V Atla+-e) = 3v Atla— e)

a- eV= z" (9)
Dosadíme za vp do vztahu (8a)

mv o*xmM mv (a + e) *»mM
2 ate. 2 ' (a—ež a—e

Po úpravě rovnice dostaneme
> abel| 1 lji (EE)|=ar (73). (10)

Výsledný vztah nezávisí na hmotnosti družice. Podmínka omezují
cí platnost Keplerových zákonů m < M však zůstává v platnosti.

Ze vztahu (10) vypočítáme

p xmM (a—e)5- ala+e)
a dosadíme do rovnice (8b)

M a—e xM 0 "MDaate a+be2 r
2. l)

v= | u č —z) (11)r a
Diskuse rovnice (11):
a) Pro a = b = r koná družice rovnoměrný pohyb po kružnici s rych

lostí

2

M
VL— W Ň í (12)

b) Pro a 34b je dráha elipsa a rychlost v libovolné vzádlenosti r
v mezích daných vztahem (3), je vyjádřena rovnicí (11).

v 1
c) Jestliže a—>00,pak Z 0; družicese po parabole trvale vzdaluje
od Země, její rychlost v libovolné vzdálenosti r od středu Země je

1/24M
r

d) Pro a < 0 je dráha družice hyperbola a rychlost ve vzdálenosti r
od středu Země je

2 1

o=| elž+ 3).r da

Y = (15)
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Grafickévyjádřenítvarů těchto drah je v učebniciFyzika pro
1. roč. SVVŠ (SPN, Praha 1964),str. 149, obr. 159.

Aby se těleso dostalo z povrchu Země do výšky 4, musí mu být při
startu udělena taková rychlost v, aby jeho kinetická energie Wx =

2
M .*, , .. . w / PY

= *se rovnala potenciální energii gravitační W, ve výšce 4%= r —R.
Podle vztahu (4) tedy platí za předpokladu, že nenastanou jiné přeměny
energie,

MV l 12 7M E =+

"=| ark) (14
Velikost rychlosti pro kruhovou dráhu družice při povrchu Země, tj.

pro 7 = R,je podle vztahu (12)
M

vx= V = 1,9km/s
a nazývá se první kosmická rychlost.

Velikost rychlosti únikové pro parabolickou dráhu při povrchu Země,
tj. pro r = R,je podle vztahu (13)

2xM
"= |/ > —I12km/s

a nazývá se druhá kosmická rychlost.

odtud určíme

m Úlohy E

1. Raketa startuje vertikálně rychlostí vy= 3 km/s. Do jaké maximální
výšky nad povrch Země se dostane? Odpor prostředí zanedbejte.

Řešení. Podle vztahu (14) určíme

P 2xMR © R
m 2xM—Rů Rv$ ©

2xM

Dosadíme R = 6,38. 10m, « — 6,67. 101 Nm?/kg?,
M =5,98.10- kg;

Tmax — 06,88.. 10% m,
max = "max—== 500 km.

2. Jak velkou rychlostí se pohybovala v apogeu a perigeu na své eliptické
dráze jedna z prvních sovětských družic Sputnik II, u níž jsme v tabulkách
našli hg = 1671km, hp = 225 km?
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Řešení. Stanovíme nejprve příslušnévzdálenosti a i 7, potom dosadíme
do (11).

a = RŽe m(ore 4 JŠ) km—7026km.
a-——7,33.. 106 m;
ra =Ua4+- 6= + hy = (6378 + 1671)km —8049km,
Ya =——8,05.. 109 m;
Ty = 4— e= R+ hy = (6378 + 225) km = 6603 km,p
Ty == 6,60. 10%m;

2 l

Vy= Vem le: —a —6,73km/s.
2 l

Vp= | + č -©„= 8,16km/s;"p

Kdyby se družice pohybovala rovnoměrným pohybem po kružni
ci, byla by její rychlost

xM
V+= E 7,36km/s.

3. Určete velikost dodané energie na l kg užitečné hmotnosti, byla-li
družice uvažovaná v úloze 2. dopravena z povrchu Země do perigea a srov
nejte s energií v apogeu.

Řešení
W=W+4 W.

1. V perigeu:
m —1Ikg,v—= 8,16 10*m/s.
W, = 4 mož- 33,4. 106J,

1 —

W = um R —a) = «4mM.pR 2,44..106JR Ty R
W = W, + Wyg—35,8 MJ.

2. V apogeu:
m =1lkg, v = 6,73km/s.
Wy= 3m == 22,6. 10%,

M ra — R. 6
Wy= xmM Ron == 13,2 106J,

W— 35,8 MJ
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Prokop Diviš
JOSEF KOTYK, Pardubice

Mezi nejvýraznější postavy kul
turních dějin patří přímětický
farářProkop Diviš, známý
všem našim čtenářům jako vynálezce bleskosvodu.

Výstava, která byla v Příměticích
otevřena v roce 1964 před blížícím
se dvoustým výročím badatelova
úmrtí, ukazuje však Diviše nejen
jako vynikajícího fyzika, nýbrž
i jako všestranného učence, jehož
bohaté životní dílo není dodnes
plně známo, a proto není ani ná
ležitě docenčno.

Prokop Diviš se narodil
dne 1. srpna 1696 v Žamberku.
Mimořádným nadáním, které pro
jevoval již v mládí, upozornil na
sebe záhy P. Jindřicha Dušíka,
rektora gymnasia při jesuitské ko
leji ve Znojmě, jenž při zajížďkách

(1696—1765)

do rodného Žamberka chlapce
pilně v jeho vývoji sledoval a na
konec se ho zcela ujal. Diviš stu
doval nejprve u něho ve Znojmě,
později na prémonstrátském gym
nasiu v blízké Louce. Tam vstoupil
roku 1720 do řádu bílých!) řehol
níků sv. Norberta a přijal místo
svého dosavadního jména Vác
lav jménoProkop, podnímž
je jedině znám, neboť je potom
výhradně užíval. Když dokončil
studia, byl roku 1726 vysvěcen na
kněze a roku 1729 jmenován pro

1) Premonstráti byli tak zváni
podle barvy svého oděvu. V Praze
sídlili vw památném klášteře na
Strahově.
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fesorem filosofie v Louce. Tam pů
sobil několik let a vyučoval i pří
rodním vědám. Roku 1733 dosáhl
na úniversitě v Salcburku dokto
rátu. Roku 1736 se stal farářem
ve vesnici Příměticích u Znojma.
Za války s Němci byl v roce 1741
pověřen správou kláštera v Louce,
avšak již roku 1745 se vrátil opět
do Přímětic, kde působil až do své
smrti dne 21. pro$ince 1765.

Diviš se již v mládí velmi zají
mal o fyziku, zvláště o elektrosta
tiku. Své přednášky na gymnasiu
v Louce činil žákům poutavějšími
tím, že výklady o fyzice doprovázel
četnými pokusy. Také jako farář
věnoval všechen volný čas experi
mentům s „„elektrickým ohněm“.
Pro ně si vybudoval v Příměticích
laboratoř, v níž si sám sestrojil
třecí elektriku - nazvalji electrum 
skleněnou kouli, kterou otáčel
a přitom třel koženým natěrad
lem; elektřinu odváděl řetízkem do
kovové desky. Sestrojil si též ley
denské láhve. Dokonce se pokoušel
i o léčení elektřinou. Zprávy o jeho
pokusech pronikly záhy k císař
skému dvoru. Slavný badatel byl
roku 1750 pozván do Vídně, kde
předváděl své pokusy císařovně
Marii Terezii a jejímu manželu
Františkovi I. Lotrinskému s ta
kovými úspěchy, že byl odměněn
pamětními zlatými medailemi.

Vypravuje se, že za svého- po
bytu u dvora byl Diviš jednou
přítomen také elektrickým poku
sům, jež četnému posluchačstvu
předváděl učený jesuita P. Jo
sef Franz. 8e zájmempozo
roval Diviš, skloněn nad stolem,
jeho přístroje, pokusy se však ne

140

dařily. Přednášející nevěděl, co je
toho příčinou, byl proto neoby
čejně udiven a posluchači byli
zklamáni. Jen Diviš zůstal klidný.
Nakonec uvedl všechny přítomné
v úžas, když jim sám vše vysvětlil.
S úsměvem vyzradil, že si do pa
ruky nastrkal hřebíky a špendlíky
a když se nad nabité přístroje
skláněl, elektřinu z nich tajně od
váděl. Chtěl tím prý vídeňskéhoučencejen| poškádlit...Věděl,
že kovové hroty elektrické náboje
z přístrojů vysají.

Pokusy s elektřinou vzbudily
v Divišovi myšlenku, že také
blesk je vlastně mohutná elek
trická jiskra. Přemýšleltedy o tom,
jak by zabránil škodlivým účin
kům blesku. Záhada blesku za
městnávala však v době, o níž

píši, také již jiné badatele: B.
Franklina?) v Americe,G.W.
Richmanna?) v Ruskua zlá
kala je k výzkumům elektřiny
atmosférické pomocí draků, jež

2) Benjamin. Franklin
(1706—1790), slavný politik, jenž
organizoval odpor britských osad
v Severní Americe proti Anglii,
vedoucí roku 1776 k prohlášení
jejich úplné nezávislosti a vzniku
USA. Vynalezl typ bleskosvodu
(první zřízen roku 1760ve Filadelfii),
který se pro technickou jednodu
chost a účelnost záhy velice rozšířil.
O Franklinovi platí často citovaná
slova: Vyrval nebesům blesk a žezlo
tyranům.

8)Georg Wilhelm Rich
m ann (1711—1758), profesor fyzi
ky na universitě v Petrohradě, praco
val také v termice, zvláště v kalori
metrii; směšovací pravidlo bývalo
dříve začasté označováno jeho jmé
nem(Richmannovo pravi
dlo).



opatřili hrotem a vypouštěli na
vodivých provazcích, připevněných
k izolovaným kovovým předmě
tům, do vzduchu. Hrot nabývá,
jak známo, téhož potenciálu, jaký
má elektrostatické pole zemské na
jeho místě. Týž potenciál má pak
ovšem také izolovaný vodič, takže
mezi ním a Zemí je veliký rozdíl
potenciální. Při podobném pokuse
byl dne 26. července 1753 člen
ruské Akademie věd v Petrohradě
Richmann elektrickým výbojem
zabit. Diviš, zvěděv o jeho tragic
kém konci, napsal pojednání,
v němž vylíčil, že pokusy, které
Richmann prováděl, jsou životu
nebezpečné a neužitečné. Neváhal

a již v následujícím roce postavil
u své fary v Příměticích památ
ného dne 15. června 1754.bezpeč
ný „meteorologický stroj““ - první
bleskosvod.

Na myšlenku bleskosvodu při
vedlo Diviše působení hrotů (sání
elektřiny). Domníval se, že by bylosnadmožnoelektřinu© mračenmnožstvímhrotůzcela© vysát

a blesk vůbec znemožnit. Divišův
bleskosvod rekonstruovaný neda
leko fary v Příměticích roku 1936
sestával z dvou vodorovných k so
bě kolmých železných tyčí; stře
dem každého ramene tohoto kříže
procházela napříč další kratší tyč.
Tímto rozvětvením vzniklo celkem
12 ramének, která nesla na kon
cích plechové krabice, opatřené
dřevěným víkem, jehož otvory
procházely ve třech řadách svislé
kovové, jemně zahrocené (zaostře
né) roubíky, dotýkající se dna
krabice. Takto upravený kříž na
sadil Diviš na vysokou železnou
tyč a poblíže jejího horního konce
upevnil třináctou krabici. Dna
krabic posypal železnými pilina
mi. Ze železného podstavce blesko
svodu vedl do země dva řetězy,
které spojil pod upěchovanou hlí
nou se železným kuželem. Přístroj
upevnil pak na vysokém sloupu.

Jako Divišův bleskosvod působí
např. mnoho stromů (zvláště jeh
ličnatých), nebo velký počet dneš
ních (v podstatě Franklinových)
bleskosvodů v městech. Jediný
Divišův bleskosvod nestačil ovšem
vysát velký elektrický náboj mrač
na. Diviš pozoroval, že z mračna,
jež právě táhlo nad jeho blesko

„ svodem, létaly tenounké bělavé
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proužky k hrotům přístroje a bou
ře slábla. Přesvědčen o blahodár
ném působení svého vynálezu,
obrátil se mna císaře Františka
a doporučoval stavět bleskosvody
na domy, věže a lodi. Avšak nejen
ve Vídni, ani v nejbližším svém
okolí se nedočkal uznání. Když
jednoho roku nastalo veliké sucho,
venkované se domnívali, že je
způsobeno jeho vynálezem a žá
dali, aby „„meteorologický stroj““
byl odstraněn. Poněvadž jim ne
bylo vyhověno, sami jej roku 1760
strhli. Konat s bleskosvodem další
pokusy bylo Divišovi nato zaká
záno. Trosky jeho přístroje byly
uloženy v klášteře v Louce, kde
se časem ztratily. Fara, v níž
Diviš po dobu tří desetiletí pra
coval, později vyhořela. S ní vzaly
za své také Divišovy nákresy, pí
semnosti a jiné dokumenty. Před
úplným zapomenutím zachránil
DivišůvbleskosvodFrantišek
Martin Pelcl“ který jej
v Životopisech českých
a moravských učenců
netoliko popsal, nýbrž i zobrazil.

Podobný osud potkal i další
Divišovy práce. V dnešní době se
stále více uplatňují elektro
fonické hudební. ná
stroje. Málo je však znám
popis, který o jednom z nich,
rovněžvynálezu Divišo
vě, také dochoval Pelcl. Pro
kop Diviš, horlivý pěstitel hudby,
sestrojil roku 1730 klavírní ná

44František MartinPel
el: Abbildungen bohmischer und. máhrischer
Gelehrten und Kůnstler,
4 sv., 1773 až 1782.
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stroj, zv. denisdor?); měl 14
(většinou dvojnásobných) klavia
tur, jejichž kombinováním se po
dařilo dosáhnout 150 různých har
monií od pianissima do fortissima,
mezi nimi také zvuků harfy, les
ního rohu, klarinetu, fagotu a ji
ných strunových i dechových hu
debních nástrojů. Diviš se domní
val, že tóny vydávané strunami,
jimiž vedl elektrický proud, jsou
čistší. Nástroj denisdor ovládal
mistrně rukama i nohama jako
varhany. Zvláštním zařízením do
vedl prý také dát ránu tomu, kdo
na nástroji hrál. O Divišově vyná
lezu se vypravovalo a psalo hojně
doma i v cizině. Byl to však jediný
exemplář vzácného nástroje! Po
Divišově smrti byl kratší dobu
uložen v klášteře v Louce, později
odvezen do Víďně (snad i do Ma
ďarska), až zmizel beze stopy...

Diviš vyšetřoval také vliv
elektřiny na růst rost
lin. Fyziologických účinků elek
třinyužívalk léčení rev ma
tismu a ochrnutí. Jeho
učenou korespondencí s Akademií
věd v Petrohradě a s předními
badateli té doby (zejména L.
Eulerem“)) se však teprve v těchto
letech zabýval dr. Josef Smolka,
pracovník Historického ústavu Čs.
akademie věd. Publikoval ji a ko
mentoval ve Sborníku pro dějiny5)Výslovnost:© dnýdór;franc.
Denis = Diviš, d'or = zlatý.

6)Leonhard Euler (1707
—1783), největší matematik 18.
století;vizčlánekFrant. Vese
lého „Leonhard Euler —
nejslavnější petrohrad
ský akademik“ v Rozhledech
roč. 35, čís. 2 a 3.



přírodních věd a techniky (Acta
historiae rerum naturalium nec non
technicarum), NČSAV, Praha 1963,
sv. 8, kam zároveň odkazuji.

Tak jsme po staletích svědky
toho, že docházejí splnění slova

oslavnébásně „Applausus“,
kterou na Prokopa Divišenapsal P.
Christ. Procházka, profesoruniversityve© Varšavě,
s přáním,„aby ještě pozd
nívěkyoslavovaly jmé
no jeho“

FYZIKÁLNÍ ZAJÍMAVOSTI

Znáte

Archimedův zákon?
OLDŘICH LEPIL, Olomouc

Samozřejmě, že každý souhlasně
přikývne a hned spustí: „Těleso do
kapaliny: ponořené...“ Jenomže věc
není tak jednoduchá. Něco jiného
je znalost slovní formulace tohoto
zákona a něco jiného je porozumění
jeho fyzikálnímu obsahu a schop
nost použít jej při řešenípraktického
úkolu.

Abyste si mohli ověřit, jak rozumí
te Archimedovu zákonu a jak do
vedete uplatnit některé další po
znatky z nauky o statice kapalin
a plynů, přinášíme vám tři zajímavé
otázky, které řeší účastníci Fyzi
kální olympiády v Sovětském svazu.

Napište nám nejen odpověď na
položené otázky, ale především také
jejich fyzikální zdůvodnění. Nejlepší
odpovědi uveřejníme.

1. Nádoba je až po okraj naplně
na vodou, v níž plove kousek ledu,
jehož část ční nad hladinu (obr. 1).

=
Obr. 1 >
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Přeteče voda v nádobě, když led
roztaje nebo ne? Zdůvodněte!

2. V nádobě s vodou plove kousek
ledu, k němuž přimrzla zátka. Jak
se změní výška vodní hladiny v ná
době, jestliže leď roztaje a zátka je
buď ponořena pod hladinou (obr.
2a), nebo je celá nad hladinou vody
(obr. 2b)? Zdůvodněte!

3. K hrdlu nádoby se zanedbatel
ně tenkými stěnami je přivázán
kámen a nádoba je ponořena dnem
vzhůru do vody (obr. 3). Náhle
však nastalo ochlazení vzduchu,
ale jeho tlak se nezměnil. Jak se
změnila poloha dna nádoby a hladi

Obr.3 U
na vody uvnitř ve srovnání s hladi
nou vody vně nádoby? Změny tlaku
vodních par neuvažujeme. Zdůvod
něte!

REDAKCE HOVOŘÍ

Řešení úloh
soutěže Rozhledů

Redakce uveřejňuje na str. 120 ře
šení některých matematických úloh
loňské soutěže Rozhledů. Řešení
dalších úloh, abecední seznam všech
řešitelů, 1 jména odměněných vítězů
budou otištěna v příštích číslech,

Celkem lze říci. že se v minulém
roce počet řešitelů více než zdvoj
násobil. Zvětšil se také počet zasla
ných řešení celkově i v průměru na
jednotlivce. Bohužel, poklesla kvali
ta některých řešení, hlavně pokud
jde o grafickou úpravu. Některá
řešení jsou upovídaná, obsahují na
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mnoha stránkách snůšku nepodstat
ných a také nežádoucích odpovědí.
Terminologie, hlavně v geometrii,
pokulhává (autoři např. píší:
tam, kde se dané různoběžky setkají;
určíme místo, kde se obě. kružnice
dotknou apod.).

Ekonomicky stručné, avšak logic
ky správné řešení je nejcennější.
Takový řešiteldosáhnejistě i v prak
tickém životě společensky hodnot
nějších výsledků než mnohomluvný
pisatel — rádby „„vědec“.

Radost nám způsobili řešitelé ze
Slovenska, z nich nejvíce Bohuš
Sivák z8.třídy ZDŠve Zvolenu,
který byl úspěšný i na Mezinárodní
matematické olympiádě v Berlíně,
kde mezi mnohem staršími konku
renty z deseti zemí získal jednu
z třetích cen. O. S.



(Pokračování)

pouze
použití
používaný
povrchový
povýšit
poznatek
požadavek
pravděpodobnost, pravděpodobný
právě
pravidelný
pravidlo
pravítko, logaritmické pravítko
pravoúhlý
pravoúhlý trojúhelník
pravý úhel
problém
procento
profil topografické plochy
prodloužení (např. afinní)
prodloužit, prodlužovat
prcměnná
proměňovat se
promítání, rovnoběžné promítání
prostor
protilehlý
protínat, protnout
protože platí
proveditelný
prověřit
provést; provádět

prozkoumat
průměr aritmetický, geometrický

S lovníček
matematických výrazů

JIHOIB

IIPDHMEHEHHE, NPHJIOXKEOHHE

YNOTPeGIAOMUŇŘCA, yNOTpeGAAEMEIŘ
IIOBEPXHOCTHBIŇŮ
IIOBBICHTb

CBENOHHE

TpeGoBanune
BEpOATHOCTB, BEPOATHBIŇ
HMeEHHO

IPABHJIBHBIŮ
IIpaBEHJIO

IMHCŇKA, JIOTApUĎMHHECKAA JIMHHEŇKA
IIPAMOYTOJBHBIŇ, OPTOTOHAJIBHBŮ
NIPAMOYTOJIBHBĚŇ TpeYTOJIBHUK
IPAMOŘ yToJXI
sanaua
IIpoHeHT, m.
paspe3 TONorpabuuecKoŇ IIOBEpXHOCTH
pacTAKeOHHe
YRIMHHTB, YAJIMHATb
J1epeMeHHAA
oGpamaTscA
IIPOCKTHPOBAHHE, IApAJJICJIBHOE
IIpPocTpAHCTBO

IIPOTHBONOJIOXKHBIŇŮ
IepeceKATb, Iepeceub
BCJICJICTBUE
BBIIIOJIHUMBIŇŮ

IIPOBEpHTb
OCYINJECTBUTb, BbIIOJIHUTb, HCINOJIHHTE,

HCINOJIHATE

HCCICTOBATE

CpenHee apHbMETHUECKOE, TEOMETpHUHe
cKOe



průměr kružnice
průmět axonometrický, kosoúhlý,

kótovaný

průsečík; průsečík výšek
trojúhelníka

průsečnice
průsek, průnik
prvek
prvočinitel
prvočíslo
předcházející
předpoklad, předpokládat
přecházet (v něco)
přechod
překlopený
překlopit
přenést
přepočítat
přepona
přesnost, s přesností na dvě

stomiliontiny
převrácená (hodnota, věta)
přibližná hodnota
přibližně, přibližný
přičítat
přidat
příklad
přiléhající
přímka kosá, nevlastní, tvořící

přímočarý
přímo úměrný
případ
připojit
připustit
přiřadit
příslušný
přítomnost
půdorys

radián
realizovat
reálný

redukce
relativní
respektive
rostoucí
rostoucí mocniny
rotace, rotovat
rovina

NHAMETP OKpy>KHOCTH

IIPOeEKHHA AKCOHOMETPHUeCKAA, Ď$pPOH

TaIbHaA KABAJIbEpHaAA, C UHCJIOBBIMH
OTMETKAMH

TOUKA NEpeCeUeHHA, OPTOUHEHTP

JHHHA NOpeceHeHHA
IepeceueHuue
9JIEMEHT

NPocTOŇ JENUTEJE
IIpocTOe UHUCNO
Npe1B TYMHĚ
IIPDeNIOJIOKOHHE,Npe1noJjaraTb
oGpamraTbcA
IIepexon
noBepHyTMĚ Ha 180"
NOBEpHyTb Ha 180"
IICpeHECTH
IIepeuuCJIHT
THIOTEHyY3A

TOUHOCTPB, C TOHHOCTBO IO JIBYX CTOMHII
JIHOHHBIX

oGparnax (BeIHUHHA, TeEOpeMa)
anIIDOKCHMAIHA
IDHÓIH3HUTEJIBHO, NDUÓJIIOKCHHBIŇ
NpH6aBIATL
nRO6aBHTK

npumep
CME>KHBIŇ

HaKJIOHHAA, NIPAMAAH HeECOGCTBEHHAA,

npamMaa oGpa3y1mnmaa

NPAMOJUHOÁHLIŇ
NPAMO NPONOpHHOHAJIBHLIŇ
cryuaň
1o6aBHT5
RONYCTHTE
IIOCTABHTb B COOTBETCTBHE

COOTBETCTBYOMYUŇ
HAJIHUHE

TOpH30HTAJIbHAA NPOEKUHA

panmaH
OCYIHECTBHTE
BENJOCTBEHHBIŮ, NOŇCTBUTEJIDHBIŘ,

PeaJIBHBIŮ
NNpuBEJEHHE
OTHOCHTEJIBHEIŮ, YCIIOBHRIŇŘ
COOTBETCTBEHHO

BO3DACTANMUHŮ
BOCXONANIME CTENCHU

BpatueHHe, BpamaTrcA
IIIO CKOCTb

(Pokračování)
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MATEMATIKA

Číselné soustavy
VLASTIMIL MRÁZ,Praha

Úvod.Od pradávna člověk počítá a čísla zapisuje, aniž mnoho uvažuje
o tom, proč k tomu používá desítkové čili dekadické soustavy. Pravdě
podobně za to vděčíme tomu, že člověk má na obou rukou celkem děset
prstů. Nebudeme se zabývat historií pozičních soustav, mezi které patří
i soustava desítková, jen připomeňme, že označení poziční je odvozeno
od umístění číslice, čili cifry v čísle. Ze školy víme, že každá číslice
v poziční soustavě má jednak svoji vlastní hodnotu, jednak hodnotu
poziční, neboli místní podle svého umístění v čísle. Tak třeba číslice 8
má v čísle 832 jinou hodnotu než v čísle 48; zatímco v prvním čísle
značí 8 jednotek druhého řádu (800 — 8.. 10*),znamená v druhém čísle
8 jednotek nultého řádu (8 — 8.10“). Abychom základ dekadické
poziční soustavy ozřejmili, napišme nynější letopočet takto:

1965—1.103 + 9.102 +- 6.1014 5.10*
Docela dobře by mohlo být základem číselné soustavy kterékoliv jiné

přirozené číslo, třeba 3 nebo 12. Uplatnění samočinných počítačů,
o nichž se dnes již hovoří při nejrůznějších příležitostech, je založeno na
využití číselné soustavy dvojkové čili diadické, tj. soustavy mající za
základ číslo2. Vyplýváto z toho, že v dvojkové soustavě se k zápisu čísla
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užívá dvou číslic, číslice 0 a číslice 1. To dobře odpovídá dvěma elektric
kým stavům vodiče (elektronky), totiž buď elektrický proud protéká,
to vyznačuje cifra 1, nebo neprotéká, a to vyznačuje cifra 0.

Číselné soustavy. K zápisu každého čísla v desítkové soustavě užíváme
deseti znaků. K zápisu čísla 10,které je základem této soustavy používá
me dvou znaků 10, jedničky a nuly. Čísla větší než 10 tvoříme tak, že na
místě řádu 0 umístíme po řadě cifry 1,2,...,8, 9 až dojdeme k číslu 19.
Pak zapíšeme na místě řádu nultého opět 0, ale na místě řádu 1 číslici
2, tedy 20. Dále se postup neustále opakuje, až dospějeme k číslu 99;
pak následuje číslo 100 atd.

Tabulka

0 2—2Po|om4 2= 5|2=6 |2—7|228|2—091 o 33

l 1 1 l l l l l 1 l l l
2 10 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 11 10 3 3 3 3 3 3 3 3 3
4 100 11, 10 4 4 4 4 4 4 4 4
5 101 12| 11 10 5 5 5 5 5 5 5611020,1211| 10666666711121,1312| 1110777778100022|2013| 12111088 8 891001,100)2114| 131211109 9 9101010|101)2220| 14131211« a a111011,1022321| 15141312106 6121100|110,3022| 201514131110y131101,111,3123| 21161514121110141110|1123224| 22201615131211151111|120,3330| 2321171614131216| 10000)121,10031| 2422201715141317|10001|122,10132| 2523211816151418|10010|200:10233| 3024222017161519| 10011|201,10334| 3125232118171620110100,202|11040| 322624221918172110101)210|11141| 33302523l«191822| 10110,211|11242| 3431262420l«1923| 10111,21211343| 353227252116l«24| 11000,220|12044| 4033302622201625| 11001,221|121| 100| 413431272321ly26| 11010,222|122| 101| 4235-|322824222027.| 11011,1000|123| 102| 4336333025232128| 11100,1001,130| 103| 4440343126242229.|11101|1002131| 104| 4541353227252330HE1010,132| 110| 50423633282624

atd.
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Zcela obdobný je postup, zvolíme-li za základ číselné soustavy jiné
libovolné přirozené číslo z >>1. Abychom toto tvrzení ilustrovali pří
kladem, zvolme za základ např. číslo z — 5. To znamená, že k zapsání
každého čísla v pětkové soustavě vystačíme s pěti číslicemi: 0, 1, 2, 3, 4.
Základ bude ovšem zapsán sýmbolem 10. Další čísla budou po řadě 11
(v desítkové soustavě 6), 12 (sedm), 13 (osm), 14 (devět), 20 (deset), 21,
22, 23,..., 43, 44, 100 (dvacet pět), atd. Způsob vytváření čísel je zcela
jednoduchý a my si podle něho sestavíme tabulku.

Do prvního sloupce napíšeme pod sebe čísla v desítkové soustavě. Do
vedlejšího sloupce napíšeme táž čísla zapsaná v soustavě o základu 2,
do dalšího sloupce táž čísla v trojkové soustavě atd., až v základu 9.
Zvolíme-li za základ číselné soustavy číslo z >>10, např. z = II, pak
ovšem tato jedenáctková soustava bude mít 11 cifer a je nutno doplnit
kromě běžných číslic ještě další znak pro číslo 10; zvolme třeba znak «.
Při základu z — 12 připojíme ještě další znak, totiž B, jak je uvedeno
v tabulce atd. Tak dostaneme vlastně přepočítávací tabulku, v níž jsou
na stejném řádku vedle čísla dekadického uvedenačísla v soustavě, je
jíž základ je uveden v záhlaví tabulky.

Z tabulky snadno zjistíme, že např. číslo, které v desítkové soustavě
označujeme 7, se v soustavě trojkové zapíše 21, ve čtyřkové 13, v pět
kové 12 atd. Tabulka nám umožní i k číslu zapsanému symbolem např.
41 v soustavě z —=6 určit příslušné číslo v soustavě dekadické, které je
25, nebo i příslušné číslo např. V soustavě třináctkové, které je ly.

Aby nedocházelo k nedorozumění, píšeme u čísel o jiném základu než
10 příslušný základ jako index u tohoto čísla. Tak např. (22), — (35); —
= 26, jak se snadno přesvědčímez tabulky.

Cvičení

Ď ponáštím převodní tabulky doplňte výsledky u těchto rovností1. (12); + (2);. (11)3 — (203 = (| )w;
2. [(2); (135] (I04=( hk.

97+ (1053.. =( hk;
(2), :

4, (L0)3 ý (10); = ( 11

5. Kolik jednociťerných čísel má číselná soustava o základu 7?
6. Jakou vlastnost musí mít základ číselnésoustavy, aby v této soustavě

platila obdobná věta pro dělitelnost dvěma, jako platí v dekadické sou
stavě.. Jsou dána čísla (205)z; (6001)z; (12352)z; (3827)z. Rozhodněte, která
7,těchto čísel nemohou mít za základ z číslo 6.

Převod čísel z jedné soustavy do soustavy jiné pomocí převodní tabul
ky není pohodlný, zejména kdybychom pracovali s většími čísly. Proto
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se naučíme převádět čísla bez tabulky. Podobně jako číslo 530841 —
—5 105+3.10+ -+ 0 103- 8.102 4.1011 10“, můžemeza
psat i číslo (3256), pomocí mocnin čísla9 a dostaneme (3256), —3.% +
+ 2.924 5.014 6.9 —2187+ 162+ 45 + 6 = 2400. To spočívá
na větě, kterou uvedeme:

Je- dáno přirozené čislo z > 1, pak každé přirozené číslo a můžeme
zapsat polynomem

a = anz"+ an-12"71+ + d2? + az + ag, (1)

kde m je určité přirozené číslo, An—1;An—23.+-3 Ax3O3 A jsou přirozená čísla
, v . W. 2 V ve w

menší než z, nebo Ů, a, je přirozené číslo menší než z.
Obyčejně zapisujeme mnohočlen (1) zkráceně takto

U = (andn-1... A100)z- (2)

Příklad 1. Převeďmečíslo (5362),do soustavy desítkové.
Řešení. (5362),—5.79 43.724 6.71+ 2.70 —=1715+ 147+

+ 42 + 2 = 1906.
Převedeme nyní číslo 1906 zpět do soustavy sedmičkové. K tomu nám

dobře poslouží moeniny čísla 7. Je
79 — l;
7 = 7;
73 — 49;
73— 343;
74 — 2401.

*ANejvyšší mocnina sedmi, která je "monší než 1906, je 7%— 343. Jelikož
343 je v 1906 obsaženo pětkrát se zbytkem 191, můžeme psát

1906 = 5.7? + 191
Nejvyšší mocnina sedmi, která je menší než 191, je 7? — 49; platí: 191 =

= 3.49 + 44. To zapíšeme takto: 191 — 3.7? + 44.
Dále již stručněji 44=6.7+2,

2—=2.7.

Přehledně píšeme postup takto

1906 = 5.7% + 191
3.72+ 44

6.71+2
2.70

1906—=5.7%+3.7%+6.7:+2.79 = (5362),

Příklad 2. Převeďte číslo1996do soustavy dvojkové.
Řešení. Mocninyčísla 2 jsou

29 — I 2 — 8 25 — 32 27 — 128 29 — 512
2 = 2+ = 16 28 — 64 25 — 256 219 — 1024.

Platí 1996 — 2"9+ 972, a poněvadž zbytek 972 lze psát 972 = 2? + 460,
dostáváme 1996 — 2"9— 29 + 460. Obdobně postupujeme dále tak, že vždy
zbytek zapíšeme jako vhodnou mocninu 2, takže zápis je
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1996 =
— 1.210 + 972

1.29 + 460
1.28 L 204

1.27 + 76
1.28 L 12

0.25 L 12
0.24 + 12

1.234 41.220
0.2140

1996= 0.20
1.2041.29414.2841.27414.2940.2 40.244 1.2341.2240.210.2

Je tedy 1996 — (11111001100),. Za cvičení si čtenář může aspoň provést
převod tohoto diadického čísla do dekadické soustavy.

Příklad 3. Stanovte číslo©tak, aby platilo
(374); — (503); + (123), = (z);. (3)

Ř ešení. Nejprve stanovíme dekadická čísla na levé straně výrazu (3)

(374)3= 3.824 7.8 +4 = 252
(503); — 5.62 + 3 — 183
(12349= 1.7%7+2.743= 66.

Číslo na levé straně výrazu (3) je 252 — 183 4- 66 — 135. Toto číslo 135
máme vyjádřit v číselné soustavě o základu 5

135 — 1.5* + 10
2.51

135—1.59 10.52 + 2.51 0.59 —(1020);.
Hledané číslo z, zapsané pětkově je (1020),.

Cvičení

8. Číslo (11001110100),vyjádřete v soustavě o základu 10.
9. Do dvojkové soustavy převeďte čísla 909.
10. Proveďte (345); + (415), + (7005); a výsledek zapište: a) v deka

dické soustavě, b) ve dvojkové soustavě.
11. Číslo (231); má v soustavě o základu z zápis (123)z.Určete základ z.

Cvičení

Počítáni ve dvojkové číselné soustavě. Provádění početních výkonů
v dvojkové soustavě nám nebude dělat obtíže, poněvadž je zcela snad
né. Stačísiuvědomit,žepřisoučtujel + 0 —0+1 = I,dálel + 1 =
= 10 (nebudeme v tomto odstavci psát např. (10), tam, kde nemůže
dojítk nedorozumění).Přinásobeníje 1.0 —0 1 = 0,dálel.1=1.
Tyto základní početní spoje v dvojkové soustavě zapišme do tabulek
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sčítání násobení

+101 „01
010 1 0100
1|110 101

Užívání tabulek základních početních spojů v diadické soustavě ukáže
me na dalším příkladě. Jednoho sčítance (činitele) vyhledáme v levém
sloupci přístušné tabulky a druhého sčítance (činitele) vyhledáme v hor
ním řádku příslušné tabulky. V „,„průsečíku““příslušného řádku a sloupce
tabulky je součet (součin).
Cvičení

Příklad L.Sečtěte čísla (10010),; (1011),; (100),.
Řešení.

10010
1011100

100001.

Zkoušku nechť čtenář provede tak, že převede dané tři sčítance i součet
do soustavy desítkové a přesvědčíse obvyklým způsobem o správnosti.

Příklad 2. Vynásobte (10010),. (1011);.
Řešení. Užijemeopět tabulky pro násobenía dostáváme

10010
„1011
10010

10010
00000

10010
11000110.

Zkouška. (10010),= 18a (1011)= 11;18. 11 = 198.198=1.274+1.294 0.254 0.2440.2341.24+1.2+0.2=
= (11000110),.

Cvičení

12. Jakou cifrou je zakončeno sudé číslo, které je zapsáno v diadické
soustavě?

13. Ze soustavy dvojkové převeďte následující čísla do soustavy deka
dické: (100);; (101100111),; (101001110),.

14. Zapište čísla 157; 913; 86; 12; 8; 131 ve dvojkové číselné soustavě.
15. Za pomoci základních spojů proveďte: a) (1011001110), + (1100111);;

b) (1110001), . (1100), a zkoušky proveďte v desítkové soustavě.
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Číselné soustavy o záporném základu
DOC. FRANTIŠEK DUŠEK, PF, Ústí nad Labem

Zvolíme-li za základ číselné soustavy přirozené číslo z >>1 a označíme
li jednotlivé číslice cz < z, má za předpokladu cy 75 0 zápis (n + 1)ve 2 p
ciferného přirozeného čísla tvar

(CnCn—10n—2Co01C)z= n. 2" + Ca. 271 + 6.2 ++a 2+0. 2
Nejužívanější je soustava desítková

(enOn—1-+- CoC1Cp)i0— © - 10" T (1-1 10771 + + 0.10 +
+ 6,.101—10

Nic nebrání tomu, abychom za základ soustavy položili číslozáporné,
třeba — 10 Tedy

(CnCn—1- ++ 690109)—10 =

= 01- (—10)?+ čn=1 (—10)=1 + <.. + ©. (—10)*-ba (—10+
+ ©. (—10)?

Např. je
365.19 ==3.(—10)?* +6 (—10)" = 5. (—10)“ = 300 — 60 + 5 = 235,

2365.-10—=2 (—10)?+43 (—10)*+6 (—10)*+5 (—10) =
= —2000 + 300 — 60 +- 5 = — 1735

Už z těchto ukázek je vidět, že v soustavě o záporném základu lze
zapsat záporná čísla bez použití znaménka minus.

Pozná mk a. V dalším budeme „„číslem““rozumět „„číslocelé““.23

Cvičení L.Vysvětlete, proč má zápis kladného čísla v soustavě o zá
porném základu lichý počet platných číslic a zápis záporného čísla sudý
počet platných číslic.

Cvičení 2. Vysvětlete, proč je v číselnésoustavě o záporném základu
součin dvou činitelů, z nichž jeden má sudý počet číslic a druhý lichý počet
číslic, zapsán sudým počtem číslic, v ostatních případech lichým počtem
číslo.

Jako ukázku převeďme zápisy některých čísel do soustavy o základu
— 10

l —l —ly = 19.
210— 210 —210= 186
310 — 910 —310 — 1%
90 — 910 —90 — 11%
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376= 177 —376= 43.
99, = 119., —99,,= 1901.,

100, = 100. —10044= 1900.
365,0—445 —365,,= 1775
999, = 19019 —999, = 1001.

Cvičení 3. V soustavě o základu —10 zapište všechna (celá) čísla,
jejichž zápis v soustavě o základu 10 je trojciferný a má jen číslice 0; 1; 9,
které se mohou opakovat.

Pro převod zápisu čísla ze soustavy o základu 10 do soustavy o zá
kladu —10můžeme vyslovit některá pravidla, podle nichž lze převádění
provádět mechanicky, např.:

(P) Nejsou-li na místech lichéhořadu (řád je udán příslušným exponen
tem základu) nuly a na místech sudého řádu kromě nultého řádu devitky,
přejdeme od zápisu kladného čísla v soustavě o základu 10 k soustavě 0 zá
kladu —10 tak, že číslice c, na místech lichého řadu nahradíme čiskhcemi
(10 — cz) a číslice stojící před nimi zvětšíme o jednu

456789,,—1664829..
Při výskytu nul na místech lichého řádu a devítek na místech sudého

řádu (kromě nultého řádu) je nutno použít doplňujících pravidel:
(PL) Nula na místě lichého řádu %číslice stojící před ní se při převodu

opiše
456709,= 1664709,.

(P;) Je- na místě sudého řádu (kromě nultého) devítka, za ná čísliceCx
různá od nuly a před m číslice různá od devítky, nahradí se při převádění
číslice c, číslici (10—cz), devítka nulou a číslice stojící před ní se před
použitím pravidla (P) zvětší o jednu; slovní obrat „„zvětšit číslici o jednu“
není sice správný, ale užíváme ho jako zkratky pro jeho jednoduchost
a srozumitelnost.

456989., — 16063029„.

Další komplikaci, např. je-li na místě sudého řádu (kromě nultého)
devítka a číslice před ní stojící také devítka, nebudeme zde uvádět
a ponecháme ji hloubavému čtenáři.

Cvičení 4. Vyslovte pravidla pro převod zápisu záporných čísel ze
soustavy o základu 10 do soustavy o základu —10.

Cvičení 5. Vyslovte pravidla pro převod zápisu čísel ze soustavy
o základu —10 do soustavy o základu 10.

Cvičení 06.Ukažte, že pro čísla, zapsaná v soustavě o základu —10,
platí formálně pravidla o dělitelnosti dvěma, čtyřmi i pěti jako v soustavě
o základu 10, ale neplatí pravidla o dělitelnosti třemi, devíti a pětadvaceti.

Při početních výkonech s čísly zapsanými v soustavě o základu —10
se ovšem setkáváme s odchylkami od algoritmů, platných v soustavě
o základu 10. Tyto odchylky však nejsou tak značné, jak bychom na
první pohled očekávali. Např. algoritmus pro písemné sečítání se mění
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jen v tom, že desítkový přenos se v dalším sloupci nepřičítá, ale odčítá,
jak si ověřímetřeba na součtu

128.
654
789

19346.,
Při troše pozornosti můžeme sečítat sčítance zapsané v obou sousta

vách a výsledek zapisovat v předem stanovené soustavě, pamatujeme-li
na to, že v soustavě o záporném základu znamenají místa lichého řádu
záporné hodnoty

123, 123,654 654
789. 789.

1306, 19306
I při rozboru algoritmů ostatních početních výkonů lze objevit mno

ho zajímavostí.
Čísla můžeme zapisovat i v soustavě o jiném záporném základu, např.

—2. Pro porovnání uveďme aspoň přepis kladných a záporných čísel
první desítky v soustavách o základech 2 a —2.

základ10| základ2základ—2| základ10,základ2základ—2
1 1 1 — 1 — 1 11
2 10 110 —2 — 10 10
3 11 111 —3 — 11 1101
4 100 100 —4 — 100 1100
5 101 101 — 5 — 101 1111
6 110 11010 —6 —110 1110
7 111 11011 —7 — 111 1001
8 1000 11000 —8 —1000 1000
9 1001 11001 —9 — 1001 1001

10 1010 11110 —10 — 1010 1010

i
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Čo je to grupa!
FRANTIŠEK KUŘINA, PF, Hradec Králové

V minulých číslech Roz hledů (č. 3, 4, roč. 42, č. 2, roč. 43) jste měli
možnost seznámit se v několika článcích Ljubena Galeva s příklady
množin s algebraickými operacemi. V tomto článku se zamyslíme nad ně
kolika příklady ze středoškolské látky s cílem poznat poněkud podrob
něji jeden z velmi důležitých pojmů matematiky, pojem grupa.

Příklad L. Je dán pravidelný pětiúhelník ABCDE o středu S
(obr. 1). Otočíme-li tento pětiúhelník kolem středu S v jistém smyslu,
např. o úhel 72“, splyne otočený pětiúhelník s pětiúhelníkem původním.
Říkáme, že toto otočení, neboli rotace (označme ji Rx), reprodukuje
daný pětiúhelník. Spočtěte, že rotací pětiúhelníka ABCDE, které mají
tuto vlastnost, je právě 5. Označme je Rj, R14, Ro16,Fogg,Rage(index
znamená velikost orientovaného úhlu rotace ve stupních); množinu
o těchto prvcích označme R. Někdo možná „„napočítal““rotací více.
To proto, že jsme dosud nevysvětlili, co znamená, že dvě rotace jsou
totožné. Je účelné rozlišovat rotace jen podle „„výsledků““,ne podle
„cesty““.Tak např. budeme považovat za totožné rotace R; —R53 =
— Rxx, Rsgg= Ro atp. Rotace můžeme skládat; po provedení jedné
rotace můžeme totiž otáčet pětiúhelník kolem středu o další úhel. Při
tom se ovšem velikosti úhlů rotace sčítají. Tak např. postupným otoče
ním pětiúhelníku nejdřív o 72“, potom o 144" dostaneme jeho otočení
o 216".Skládáníotočenímůžemepsát jako násobení rotací
Ry. Rigx= Rag.Tímje definovánajistá algebraická operace
na množině rotací pravidelného pětiúhelníku. Všimněme si vlastností
množiny R. Podobně jako známou tabulku „„násobilky““sestavíme ta
bulku součinů všech možných dvojic prvků množiny R. Označme sloupce
i řádky tabulky pořadě R, Rz, Ryxy,Ro1g,ItoggA např. součin Ry. Rz1g
pišme do průsečíku řádku označeného R; a sloupce označeného Rag.
Dostaneme tuto tabulku

Jo Ia Fa R16 Fogg

ho do ME Ia F16 Fo3g
Iz 12 Fa Fe Bossk
Fa Fa R16 Fog do Iz
I16 16 Fog Jo Iz Rua
Fog Fog R R Ra Bos



Na počestanglickéhomatematika A. Cayleyho, který v r. 1854
poprvétakovoutabulku uvedl, ji nazýváme Cayleyho tabul
k ou. Některé vlastnosti algebraické operace jsou z tabulky hned pa
trny. Tak např. součin dvou rotací pravidelného pětiúhelníka, které
reprodukují tento pětiúhelník, je opět rotace reprodukující pětiúhelník.
To je z geometrického hlediska samozřejmé. Není to však vůbec nutná
vlastnost „„násobení“. Vždyť např. tabulka „„malénásobilky““ obsahuje
i čísla větší než 10, součin dvou záporných čísel je číslo kladné (tedy
číslo „jiného druhu“ než každý z činitelů) atp. Jaké zákony platí pro
násobení rotací? ,

OznačmeR,, R,, R; libovolné tři rotace množiny R. Obraz libovolného
bodu X pětiúhelníka ABCDE v rotaci R, označme X;, obraz bodu X;
v rotaci R, označme X», obraz bodu X; v rotaci R; označme X3. V sou
činu rotací R,. R, přejde bod X do bodu X2, v součinu (Rx. R;). Rz
přejde tedy bod X do bodu X3. V součinu rotací R; . R; přejde bod X;
do bodu X3, v součinu R; (Rp. R;) přejde bod X do bodu X3. Pro
libovolné tři prvky R;, R, R; množiny R tedy platí (Rx. R;). R; =
—=R, (R,. Rs). To znamená, že pro násobení rotací platí asociativní
zákon známý z násobení reálných čísel.

Z prvého sloupce tabulky vidíme, že rotace R; se chová při násobení
neutrálně; hraje tedy touž roli jako číslo1 přinásobeníreálných
čísel. Rotaci R, budeme nazývat jednotkou množiny R. Jednotka R,
se vyskytuje v každém sloupci Cayleyho tabulky. To znamená, že k libo
volnému prvku Ry; (j = 0, 1, 2, 3, 4) existuje v množině R prvek R72;
tak, že R39;. R72;—Rx. Prvek R72;se nazývá prvkem inverz
ním kprvku Rx. K prvku R je inverznímprvkemprvek R, k prvku
Ry, prvek Ry3gatp. Množina prvků s vlastnostmi, které jsme pozorovali
na množině R, se nazývá grupou.

Formulujme nyní přesněji myšlenky naznačené v příkladu.
Algebraickou operací v množiněG= (Z, Z;, ...j rozu

míme předpis, který každé uspořádané dvojici prvků Z;, Z; z množiny G
přiřazuje jediný prvek Z, z množiny G. Přitom algebraickou operaci
můžeme označovat libovolně (např. jako násobení, sečítání nebo i jinak).
Podle zvoleného označení upravujeme ostatní terminologii a symboliku.
Formulujme nyní v multiplikativní (násobící) symbolice definici grupy.

Množina G = 1Z,, Z,, ...) se nazývá grupou, jestliže platí
1. V množině G je definována algebraická operace, tj. k libovolným

dvěma prvkům ŽZ;,Z; z množiny G existuje jediný prvek Z; z množiny
G tak, že platí Z. = U

2. Algebraickáoperace je asociativní, tj. pro libovolné tři
prvky Zp, Z, Zmz množiny G platí

Z (Zp. Zm)= (Zx. Z) Zm.
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3. Existuje prvek J z množiny G takový,že je vzhledemk uvažované
algebraické operaci neutrální, tj. pro libovolný prvek Z; z množiny G
platí

HJ =Z,.
PrvekJ senazývá jednotkou grupy G.U algebraickéoperace
označovanéaditivní (sečítací)symbolikou budemenazývat
neutrální element nulou grupy G.

4. K libovolnému prvku Z; z množiny G existuje prvek Z;* množiny
G tak, že platí mZ=J

V příkladu 1 jsme uvedli grupu o 5 prvcích Ry, R, RiggsR16, Rogg
Jednotkou této grupy je rotace o 0“.

Příklad 2. Je dáno komplexníčíslo a = cos= + %sin=
Z Moivreovy věty a z periodičnosti funkcí sin r a cosz vyplývá, že
existuje právě pět různých mocnin čísla a s přirozenými mocniteli: a,
až, až, a*, a? (mocninu a“ —=1 pišme v dalším ve tvaru a“). Znázorníme-li
komplexní čísla a“, a', a?, a?, a* v rovině komplexních čísel, dostaneme
body 94, 14, 24, 3A, *A jednotkové kružnice, které jsou vrcholy pravi
delného pětiúhelníka (obr. 2). Násobení komplexního čísla a komplexní
jednotkou s amplitudou mznamená totiž, jak známo, otočení obrazu A
čísla a o úhel w kolem počátku. Pro násobení mocnin a“, a', a?, a*, a*
platíCayleyho tabulka

—

Obr. 1 Obr. 2
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a? a! a? a? at

a? a“ a! až a? a*
a! a! až a? a* a?
a až“ a a* a? al
a? a? a* a“ al až
až až a? al až aš

Odůvodněte, že množina 1a", a', a?, a*, a*) je vzhledem k algebraické
operaci násobení mocnin komplexních čísel grupou. Jednotkou této
grupy je reálné číslo a? — 1. Protože pro libovolné 3 = 0, 1, 2,3, 4
platí (a/)*= L, lze každou mocninu a! považovat za kořen binomickérovniceč*—1 —0.Jemožnoukázat,ževoborukomplexníchčísel
nemá tato rovnice dalších kořenů.

Příklad 3. Při dělení přirozenýchčíselčíslem5 vyjdou nezáporné
zbytky 0, 1, 2, 3, 4. Na množině těchto nezáporných zbytků lze defi
novat součet zbytků jako „normální“ součet přirozených čísel, pokud
je tento součet menší než dělitel, tj. menší než 5, jinak jako „normální“
součet zmenšený o 5. Ověřte, že při takto definované algebraické ope
raci je množina nezáporných zbytků 0, 1, 2, 3, 4 grupou. Její Cayleyho
tabulka zní

PODWE-O POWHE-O OBSWF
-—-OROU DHONA GOHOWUF-OR

Označme symbolem Z; (pro 7 = 0, 1, 2,3, 4)
a) rotaci R; daného pravidelného pětiúhelníka ABCDE kolem jeho

středu;
xe 20, + „ 20

b) j-tou mocninukomplexníhočíslaa = cos= -+ %sin 3
c) zbytek j při dělení přirozeného čísla číslem 5.

Zapisujeme-li uvažovanou algebraickou operaci vždy jako operaci
multiplikativní, platí ve všech případech

Z;Zum Z3+ k,pokudjý-k<B6,
Z;.Zi— Z+ k—5,pokudj +-kz65.

Místotří tabulek násobení můžeme tak psát tabulku jedinou
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Z Z 4 Ao U

Z% U Z A A
Z 1 Z Z Z 0
Z Z Z; Za Z Z
Z Z 4 Z Z Z
Z Z 0 Z Z Z

Grupy z příkladů 1, 2, 3 se tedy liší jen označením prvků a jejich
interpretací. Všechny lze považovat za modely jediné abstraktní grupy
Z= Z, Z, Z, Z, Z.

V matematice se souvislosti mezi grupou Z a např. grupou G z pří
kladu 2 říká isomorfismus grup. Přesněji:Lze-livzážemně
jednoznačně přiřadit prvky jedné grupy prvkům druhé grupy tak, že
součinu libovolných dvou prvků grupy jedné odpovídá součin jim při
řazených prvků grupy druhé, říkáme, že jsou tyto grupy isomorfní.

Isomorfismus grup z příkladů 1, 2 je zřejmý i z porovnání obr. 1 a 2.

Počet prvků grupy nemusí samozřejmě být 5 jako v příkladech 1,
2, 3. Sami znáte ze školy příklady množin, které jsou grupami s neko
nečným počtem prvků.

Příklad 4. Množina K všech kladných čísel je vzhledem k al
gebraické operaci násobení kladných čísel grupou. Ověřte, že všechny
grupové vlastnosti jsou na množině K splněny.

Je množina všech reálných číselvzhledem k algebraické operaci náso
bení reálných čísel grupou? Součin dvou reálných čísel je reálné číslo,
asociativní zákon rovněž platí. Číslo 1 je zřejmě jednotkou ve smyslu
vlastnosti 3 z definice grupy. Zbývázjistit, zda ke každému reálnému
číslu existuje prvek inverzní. Na prvý pohled se zdá, že ano. Při po
zornějším zkoumání si však uvědomíme, že k nule inverzní prvek ne
existuje. Nula je totiž vzhledemk násobení „„agresivní“; součin
nuly a libovolného reálného čísla je 0, a nikdy ne 1. Reálná čísla ne
tvoří tedy vzhledem k násobení grupu.

Příklad 5. Množina P reálných čísel je grupou vzhledem k al
gebraické operaci sčítání reálných čísel. Platí totiž

1. Součet libovolných dvou reálných čísel je reálné číslo.
2. Pro sčítáníplatí asociativní zákon.
3. Existuje neutrální prvek množiny P. Je jím číslo0.
4. Ke každému prvku a množiny P existuje inverzní prvek a tak,

že a + (—a)= 0. Inverzníprvek se nazývá číslem opačným.
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Ukažme, že grupy K a P jsou isomorfní. Přiřaďmelibovolnémučíslu
z množiny K jeho dekadický logaritmus log x. Ze školy znáte vlast
nosti logaritmické funkce y — log r (obr. 3). Jejím definičním oborem
je množina K všech kladných čísel, množinou funkčních hodnot je
množina P všech reálných čísel. Protože y — log r je funkcí rostoucí
v celém definičním oboru, vyjadřuje vzájemné jednoznačné přiřazení

log4, -3

Obr. 3

prvků množin K a P. V tomto přiřazeníodpovídají číslům T, T, T,
množiny K po řadě čísla log z, log x, log T347,množiny P. Protože však
logz% = logx, + log z, definuje funkce y = log r isomorfismus mezi
multiplikativní grupou K kladných čísel a aditivní grupou P reálných
čísel.

V definici grupy nebyl pro algebraickou operaci požadován komuta
tivní zákon. V příkladech grup, které jsme dosud uvedli, však zřejmě
platí. U grup s konečným počtem prvků se komutativnost algebraické
operace projevuje v „souměrnosti“ Cayleyho tabulky podle jedné úhlo
příčky. Zdálo byse tedy, že komutativní zákony výplývájí z definice
grupy. Ukážeme příklad grupy s nekomutativní algebraickou operací,
který tuto domněnku vyvrací.

Příklad 6. Jestliže každému z čísel 1, 2, 3 "přiřadíme jediné
z těehto čísel tak, že různým číslům přiřadíme různá čísla, říkáme, že
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tvoříme permutace čísel 1, 2, 3. Tak např. přiřadíme-li číslu 1 číslo 2,
číslu 2 číslo 3, číslu 3 číslo 1 tvoříme permutaci, kterou budeme značit

123

symbolem (231)
Snadno spočteme, že množina všech permutací čísel 1, 2, 3 obsahuje

prvky
123 123 123 123 123

P1—(123/> P2— (132, >P3— (213/> Pa T 1231/> P5 7 (312/>

123
Pe — (321/

V množině z všech permutací tří prvků definujeme algebraickou
operaci násobení permutací. Součinem 9; . P;, permutací P, P;, rozu
míme permutaci s touto vlastností: Jestliže permutace p; přiřazujelibo
volnému prvku a prvek b a permutace p; přiřazuje prvku b prvek c,
přiřazuje permutace p;p; prvku a prvek c. Např.

123, /123 1231 ©
Ps- P2—(312/ -1132/7 (213/7 Ps>

123) /123 123
Pz- Ps —(132/ (312/7 1321/7 D6

Součin permutací čísel 1, 2, 3 je tedy permutací těchto čísel a prvá
grupová vlastnost je na množině z ověřena. Způsobem stejným jako
v příkladu 1 lze odvodit pro násobení permutací platnost asociativního
zákona. Neutrálním elementem (jednotkou) je na množině identická

(023 , v: 1.
permutace py — (199|. K libovolné permutaci p; množiny z existuje
v množině z permutace inverzní p;' tak, že p;. m" —=p, Např. k per

1231.. . , - 123 V
mutaci Px= (231) je inverzní permutace 94" = (i = ps. Ověřte,že
skutečně platí 94. P; = Px. Množina z všech permutací prvků 1, 2, 3
tedy tvoří grupu. Její Cayleyhotabulka má tvar

P P D3 V Ps V

DPD P Pa P3 Da Ps Ps
Da P P Dn Ps Pe Ps
Ps V: Ps P Pe P Da
Pa Pa Ds Pa Ps DP Ps
Ps Ds Ps De P V Pa
De Da Da Ps DP Pa P

V této grupěneplatí komutátivní zákon, neboť např. Pa: Pg E D5:Pg
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DESKRIPTIVNÍ GEOMETRIE

O některýchkřivkáchzz
DOC. BOŘIVOJ KEPR, ČVUT, Praha

4. Speciálním pohybem cykloidálním je např. tzv. pohyb eliptický
a vohybkardioidický, jak ještě ukážeme. Podle 1. základní věty z odst. 3
je komplanární pohyb určen dvěma drahami dy, dg dvou různých bodů
A, B neproměnného rovinného útvaru U. Vezměme speciálně za dráhy
da a dp dvě přímky na sebe kolmé (obr. 28). Pohýb neproměnného
rovinného útvaru je pak uskutečněn např. tak, když se úsečka u —AB
konstantní délky ďdpohybuje v rovině tím způsobem, že její krajní
bod A se posunuje po přímce dy a její krajní bod B po přímce dp.
Zkoumejme nyní, jakou dráhu bude probíhat bod C € p = (A, B).
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Předpokládáme, že je C 75 A, Č=ž B. Naobr. 28 je bod C zvolen
jako vnitřní bod úsečkyAB přičemžBC 7£ ČA. Kdyby byl bod Č vně
této úsečky na přímce p, na níž úsečka u leží, probíhala by následující
úvaha zcela stejně.

Hledáme tedy křivku ď,, kterou ve zmíněném pohybu bude opisovat
zvolený bod Č. Tuto záležitost nejsnadněji vyřešíme, pomůžeme-lisi
základními poučkami analytické geometrie. Přímku dy zvolíme za osu«
a přímku dp za osu y soustavy souřadnic. Měnící se úhel, který svírá
pohybující se úsečka u —AB s osou z = dy, označme «. (Na obr. 28
je vyznačeno, který úhel máme na mysli.) Pro souřadnice 7, a y, bodu C
platí zřejmětyto vztahy

x = BCČcos«
y., = CČAsin«w,

kde znakem BC a CA označujeme délku úsečky určenou body B, C
a C, A4.Obě uvedené rovnice upravme takto

X . Yc
osu = 55, Sna= 73

Umocníme-li obě strany obou rovnic a rovnice takto získané sečteme,
získáme jako výsledek

m| 41BO2© ČA2©
což je rovnice elipsy, jejíž střed leží v počátku O = ((dy, dp) soustavy
souřadnic a jejíž osy jsou v přímkách dy a dp. Vrcholy elipsy, na přímce
dy mají souřadnice (BC, 0), (—.BC, 0), na přímce dg souřadnice (0, AC),
(0, —AC). Je tedy drahou d, daného bodu C elipsa, jejíž poloha vzhledem
k daným přímkám dy a dz byla právě popsána. K procvičení doporučuji
čtenáři, aby si promyslel a pak zkonstruoval příslušnou elipsu d, pro
případ,kdy je bod Cvnějším bodem úsečkyAB.)

Sestrojme v bodech A a B úsečky u kolmice na přímky dy a dg,
Podle 3. základní věty z odstavce 3 protnou se tyto kolmice v okamži
tém středu otáčení S, který náleží příslušné poloze této úsečky v jejím
pohybu. Obrazec OASB je obdélník. Tento obdélník se při uvedeném
pohybu úsečky AB samozřejmě mění. Jedna z jeho úhlopříček, a to
úhlopříčka.AB, je však při tom stále konstantní délky d. To však zname
ná, že i druhá jeho úhlopříčka OS je stále téže délky, čili že platí stále
OS = dď.Z toho plýne, že

geometrickým místem okamžitých středů S otáčení při uvedeném pohybu,
tlv). polhodni nehybnou (pevnou) je kružmce p" o středu O = (da, dp)
a poloměrur = d = AB. (Viz základní větu z odst. 3.)

18)A ještě jedna úloha pro čtenáře. Jakou dráhu při uvedeném pohybu
bude opisovat bod C, který půlí úsečku AB?
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Sestrojme nyní kružnici k, jejímž průměrem je úsečka AB. Tato kruž
nice jistě prochází stále při pohybu úsečky AB bodem O = (dy dp) a dá
le vždy příslušným, okamžitým středem otáčení S, v němž se dotýká
polhodie nehybné (tj. tedy kružnice) py. Na této kružnici si zvolme libo
volně bod 8S'(různý od bodů O, A, B a S) a promítněme ho z bodu O
do bodu 8" na kružnici p. Poloměr kružnice £ se rovná stále polovině
poloměrukružnice p.

Středový úhel SOS" kružnice p" je tedy roven obvodovému úhlu SOS"
kružnice k o polovičním poloměru. Každý čtenář, který se ve škole
alespoň trochu zajímá o geometrii, dobře ví, že obvodový úhel je polo
viční vzhledem k příslušnému úhlu středovému, máme-li na mysli tutéž
kružnici. Dále rovněž dobře ví, že témuž středovému úhlu přísluší na
kružnici o poloměrur, 27... oblouk délky U,27,.... Autor by byl spokojen,
kdyby čtenář na základě připomenutí znalostí, které jistě má, se zřete
lem k tomu co bylo řečeno,po jistém promyšlení přišel na to, že oblouk

SS' na kružnici p" se rovná oblouku SS" na kružnici k. (Na obr. 28 je
tato skutečnost vyznačena plnějším vytažením příslušných oblouků.)
Z výsledku předchozí úvahy pak plyne:

a) Každý bod kružnice k při uvedeném pohybu, tj. při kutálená kružnice
k po „svmiřnám““obvodu kružmce p" probíhá úsečku o délce průměru
kružmcep"; o bodech A a B kružnice k to víme, neboť tak byl tento spe
ciální pohyb zaveden a o libovolném dalším jejím bodu jsme to s přispě
ním čtenáře prokázali.

b) Každý bod kružnice k při jejim kutalení po „„vmítřnám““obvodu kruž
micep", se stává postupně okamžitým středem otáčení; kružnice k (podle
základní věty 6. z odstavce 3) je tedy polhodii hybnou př.

Na základě uvedených výsledků se dá již snadno ukázat, že tento
speciální cykloidální pohyb, při kterém se kutálí kružnice p* po „„vnitř
ním““obvodě pevné kružnice p" dvojnásobného poloměru je ekvivalentní
s pohybem, „při kterém se úsečka (neproměnného rovinného útvaru)
konstantní délky pohybuje tak, že její krajní body probíhají různé
přímkovédráhy, jež nejsou na sebe kolmé. Každý bod přímky, na
niž tato úsečka leží, různý od krajních bodů úsečky probíhá při tom
eliptické dráhy. Na základětěchto výsledkůse dá ukázat,
že eliptickou dráhu při takovém pohybu opisuje i každý jiný bod, který
neleží na pohybující se přímce p, nesoucí uvažovanou úsečku
(a který samozřejmě také neleží na hybné polhodii p*), který je
ovšem při tomto pohybu pevně spojen s pohybující se úsečkou. Autor
by byl spokojen, kdyby se našel čtenář, který by na základě předcho
zích úvah dokázal provést tyto konstrukce:

Jsou dány dvě různé přímkovétrajektorie dy a dp, které nejsou
na: sebe kolmé a je dána úsečka u — AB konstantní délky d, která se
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pohybuje tak, žejejí koncový bod A probíhá úsek dy a její koncový bod B
úsek dp. Sestrojte: a) polhodii pevnou p" a polhodii hybnou p*. b) Pro
libovolný bod C, (C = A, C = B, který leží na přímce, nesoucí úsečku
AB a pak, který neleží na této přímce, C € př, C € p") sestrojte tečnu
f, k jeho dráze d, (předkonstrukcí této křivky), c) dráhu d, tohoto bodu.
Pro kontrolu je konstrukce provedena na obr. 29, pro případ, že bod C
není na přímce,nesoucí pohybující se úsečku. Autor by však rád, kdyby
se čtenář věnoval tomuto obrázku skutečně až pro případ kontroly
výsledku svého vlastního přemýšlení.

Tomuto zvláštnímu cykloidálnímu pohybu říkáme z důvodů nyní
zcela pochopitelných pohyb eliptický.

Spustíme-li z okamžitého středu S otáčení kolmici na příslušnou
polohu přímky (AB) (obr. 30), získáme v patě této kolmice na přímce
(AB) dotykový bod T tečny (AB) s křivkou, kterou přímka (AB) při

Obr. 29

pohybu obaluje (viz základní větu 4. z odstavce 3). Jsou-li přímky dy
a dp na sebe kolmé, je tato obálka, jak se dá prokázat, totožná s hypo
cykloidou z obr. 25 g, tj. s asteroidou. Existuje tedy následující, velmi
pohodlná konstrukce bodů a tečen asteroidy. Z bodu S dané kružnice
p" spustíme kolmice na její dva dané navzájem kolmé průměry dy a dp.
Spojnice £pat A, B těchto kolmic na dy a dp je tečnou asteroidy a pata
T' kolmice k vedené z bodu S na tečnu ? je příslušným bodem dotyku.
Lze tedy sestrojit pro tuto křivku livobolně mnoho tečen s dotykovými
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bod y. V bodech, v nichž průměry dy a dg protínají danou kružnici p*,
má asteroida své čtyři singulární body (body vratu, hroty). Doporučuje
me čtenáři, aby si stejnou konstrukci provedl i pro případ, kdy dy
a dp jsou dvě různé přímky, nikoliv na sebe kolmé. Výsledná křivka se
nazývá kosoúhláasterovdaa její tvar (nikoliv konstrukci) ukazuje obr. 31.

Obr. 31

Pozornému čtenáři jistě neuniklo, že kosoúhlá asteroida nemá své
body vratu na přímkách dy, dp.

Jak získáme body, v nichž se tato asteroida dotýká přímek dy a dp*?!“)

Oprava. V příkladě 6 na str. 32 v prvním čísleRozhledů (autor Ivo Rosen
berg) opravte znaménko = na S.

19)Jestliže se kutálí kružnice př po „„vnitřním““obvodu kružnice p" dvoj
násobného poloměru, opisují všechny body, pevně spojené s kružnicí pb
a neleží na ní elipsy, jak bylo ukázáno. Čím blíže ke kružnici pž bude zvo
lený bod C (pevně spojený s kružnicí p), tím „užší“ bude jeho příslušná
eliptická dráha de, tj. tím menší bude délka příslušné vedlejší osy elipsy de.
V okamžiku, kdy bod C se stane právě bodem kružnice pž, bude mít pří
slušná „elipsa“ de „nulovou délku“ své vedlejší osy a „„přejde““do úsečky
de o délce průměru kružnice pn. Této skutečnosti se v aplikacích na strojní
mechanismy využívá pro tzv. přímovody.

(Pokračování)
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FYZIKA

Tíhové zrychlení a světové rekordy
v lehké atletice
MILAN BEDNAŘÍK, PU, Olomouc

Na posledních olympijských hrách v Tokiu v roce 1964 překonal Ame
ričan Long vlastní světový rekord ve vrhu koulí výkonem 20,33 m. Polož
me si otázku, jaké vzdálenosti by musel závodník při vrhu stejně těžké
koule dosáhnout v Praze, aby byl Longův světový rekord znova překonán.
Každý sportovec vám pohotově odpoví, že by muselo být dosaženo vzdá
lenosti alespoň o 1 cm větší, to je nejméně 20,34 m. Velmi byste však to
hoto sportovce udivili, kdybyste tvrdili, že k překonání světového rekordu
v Praze stačí pouze vzdálenost 20,32 m, to je vzdálenost právě o 1 cm krat
ší než v Tokiu.

Je pochopitelné, že z hlediska lehkoatletických předpisů by bylo vaše
tvrzení naprosto nesprávné. Jinak však tomu může být z hlediska fyzikál
ního. Jistě tušíte, že při srovnávání sportovních výkonů na dvou různých
místech zemského povrchu by měly být zajištěny naprosto stejné podmín
ky. Ty ovšem v našem případě zajištěny nejsou. Nemáme zde na mysli
některé okamžité podmínky povětrnostní, jako např. směr a sílu větru,
vodní srážky, ani případné změny fyzické nebo duševní kondice závodní
ka, ale pouze ty podmínky, které jsou určeny polohou daného místa. Pří
ródní podmínky pro závodníka v Praze jsou totiž o něco horší než pro zá
vodníka v Tokiu. A příčina těchto různých podmínek je různé tíhové zrych
lení. Vysvětleme si celý případ pomocí několika našich znalostí z fyziky.
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Je známo, že všechna tělesa padají na určitém místě Země se stejným
zrvehlením. Toto zrychlení volně padajících těles nazýváme tíhovým
zrychlením a označujeme je písmenem g. Tíhové zrychlení není však
veličinou stálou. Bylo zjištěno, že jeho velikost se mění v závislosti
na řadě činitelů, např. na zeměpisné šířce daného místa, na jeho nad
mořské výšce, na složení vrchních i hlubších vrstev zemské kůry; bylo
změřeno i nepatrné kolísání jeho hodnot působením gravitačních polí
Měsícea Slunce. Můžeme tedy říci, že tíhové zrychlení na povrchu naší
Země je funkcí podmínek místních a časových. Vliv vyjmenovaných
podmínek není však stejný. Podstatně větší vliv mají podmínky místní
aZ nich pak vliv rozhodující(zvláštěpro náš případ) mázeměpisná
šířka místa.

Na obr. 1 je znázorněna část povrchu Země. Na těleso umístěné
v bodu A působí zejména dvě síly:
n- a)gravitačnísílaZemě,kteráudí

lí tělesu gravitační zrychlení ag,
o b) odstředivá síla, která mu sou

časně udílí odstředivé zrychlení ag.
A č Vektor gravitačního zrychlení a,

má směr do hmotného středu Země,
VÉ vektor odstředivého zrychlení a, je

— kolmý na osu zemské rotace. Vekto
rovým součtem obou těchto vek
torů je vektor zrychlení tíhového

| g. Vektorový součet zapisujeme
C Ro og= a, +a,

Obr. 1 Určíme nyní velikost odstředivé
ho zrychlení a. Označmeúhel, který

svírá vektor odstředivého zrychlení s vektorem zrychlení dostředivého
písmenem ©. Tento úhel je prakticky roven zeměpisné šířce daného
místa. Kdybychom těleso posunovali od rovníku (bod R) k zeměpisnému
pólu (bod P), měnil by se úhel mod 0“ do 90". Dále označíme vzdálenost
bodu A od osy rotace o písmenem 7, což je. poloměr kružnice, kterou
bod A opisuje při otáčení Země. Pro velikost odstředivého zrychlení
pak platí

P

da=ta, (1)
kde « je úhlová rychlost zemské rotace. Dosadíme-li ještě r —R cos g,
kde R je poloměr Země, dostaneme

u = Režcosy. (2)

Pro místa na rovníku, kde p = 0%;£(cosg ==1); dosahuje odstředivé
zrychlení nejvyšší hodnoty a má směr proti zrychlení“gravitačnímu.
Pro zeměpisnýpól, kde g— 90 (cos = 0),.je odstředivézrychlení
rovno nule. Proto je velikost výsledného tíhového zrychlení pro místa.
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ležící na rovníku minimální a dá se vyjádřit vztahem g ==ag — W, pro

zeměpisné póly je pak jeho velikost maximální a platí g ==az, to zna
mená, že tíhové zrychlení je rovno přesně zrychlení gravitačnímu. Pro
ostatní místa povrchu zemského, tj. pro zeměpisné šířky 0“ < p < 90,
leží hodnoty tíhového zrychlení mezi uvedenými hodnotami extrémními
a jejich vektory nesměřují přesně do zemského středu, nýbrž jsou od
chýleny pro severní polokouli směrem na jih. Tento odklon výsled
ného tíhového zrychlení kdysi způsobil, že Země nabyla přibližně
tvaru rotačního elipsoidu. Povrch Země se totiž změnil tak, aby byl
v každém místě kolmý k výslednému tíhovému zrychlení.

V následující tabulce uvádíme hodnoty tíhového zrychlení několika
známých míst zemského povrchu:

ZeměpisnáTAl : deo n O...RO...
„ČO NNNNNNNNNNNNNNNNSNSKMS 197ZAS RN"10 -7

ML:UTSNN NN+0008 M0
oo SVSNONNNNNNNNNNNNNURS-+7 NNN OBR -XY

OOl
VATIT- OTKTL8 +1)S NNN +" SRNNNNNNNNNNNSPN E- VT

Pro úplnost ještě dodáváme, že výpočet tíhového zrychlení pro libo
volné zeměpisné šířky již není tak jednoduchý. Teoreticky by se dal
výpočet provést, např. z vyčárkovaného trojúhelníka na obr. 1, a to
kosinovou větou, podle níž je

9 = az + ©%—200008.
Při praktických měřeních v gravimetrii') se však používá poněkud
WO Vysložitějšího vztahu

g = (1 + 0,005 288 sin?p —0,000 005 9 sm?29),

kde 9je tíhové zrychlení na rovníku. V dalších úvahách se však uvede
nými vzorci zabývat nebudeme.

1) Gravimetrie - nauka o tíhovém poli Země a o měření tíhového zrych
lení |
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Vraťme se k našemu úvodnímu případu světového rekordu ve vrhu
koulí. Vrh koulí je možný za určitých předpokladů, např. zanedbáme-li
odpor prostředí nebo nepočítáme-li se vztlakem vzduchu, pokládat za
známý případ šikmého vrhu těles. Na obr. 2 je zakreslena dráha šikmého
vrhu v rovině gy. Víme, že vrh šikmý je pohyb složený z pohybu rovno
měrného přímočarého ve směru počáteční rychlosti vya z volného pádu.4

C

4 h

A d B
Obr. 2

Výslednou dráhou tohoto složeného pohybu je parabola, která prochází
místem vrhu A, a jejíž vrchol C leží v nejvyšším bodě dráhy tělesa.VzdálenostABsenazývádálkavrhudď (přistřelbědostřel)
a úsečka ČD výška vrhu 4M.Poloha vrženého tělesa v určitém
časovém okamžiku řje dána souřadnicemi

T = Vf 008%, (3)
y = wtsina— žgP, (4)

kdeBje elevační úhel a gtíhové zrychlení.Uvedenésouřadnice
vyjadřují vlastně velikost dráhy, kterou těleso vykoná za dobu ťjednak
ve směru vodorovném (ve směru osy z), jednak ve směru svislém (ve
směru osy y). Abychom určili dálku vrhu dď,potřebujeme znát čas Ug,
za který těleso dopadne na vodorovnou rovinu do bodu B. Pro tento
bod ležící na ose r je souřadnice y rovna nule. Dosadíme-li tedy y = 0
do vztahu (4), dostáváme rovnici

Volsin x — 3 92 = 0,
jejímž řešením je jednak tz;— 0, což pro nás nemá význam, neboť jde
o okamžik, kdy se těleso nachází ještě v místě vrhu A, a jednak

20 sin «
g

Dosazením této hodnoty do rovnice (3) pro souřadnici £ obdržíme
postupně

ta =

9 sidm%L“ os«,
2 + 92a- (5)
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F Z tohoto vztahu je patrno, že dálka vrhu je při konstantní počáteční
rychlosti Vya při stálém elevačním úhlu 6 nepřímo úměrná tíhovému
zrychlení g.

Uvažujme nyní dvě místa s různými zeměpisnými šířkami o a G,
kterým odpovídají určité hodnoty tíhového zrychlení g a g'. Podle
rovnice (5) budou příslušné dálky vrhuse.

d= v sin2x a dz všsin 2
g ď

Dělením obou rovnic obdržíme vztahď8.
dog"

z něhož opět vidíme, jak jsme konečně mohli očekávat, že dálky vrhu
jsou v opačném poměru než příslušná tíhová zrychlení. Známe-li dálku
vrhu d v místě původním a známe-li tíhová zrychlení v obou místech,
lze určit dálku vrhu ď v místě novém

dmZa.
9

wow,
Pro numerické výpočty je však výhodnější poslednívztah ještě upravit

takto

damLa-a=74.
Označíme-li rozdíl dálek vrhu na obou místech d' — ďd= Aď a rozdíl

tíhových zrychlení g —g' = Ag, dostaneme vztah

Ad= a, (6)
což slovy znamená, že změna dálky vrhu je přímo úměrná relativní
(poměrné) změně tíhového zrychlení

Ag

gď

Použijme nyní vztahu (6) k řešení našeho případu. Z tabulky zjistíme,
že tíhové zrychlení v Tokiu, kde bylo dosaženo ve vrhu koulí rekordu
20,33 m, je g — 9,798 01 ms“"?,a tíhové zrychlení v Praze g' =9, 810 40
ms-2. Máme vypočítat, o jakou vzdálenost se změní dálka vrhu v Praze
při stejném výkonu sportovce a při jinak zcela-stejných ostatních pod
mínkách.

Dosazením číselných hodnot do vzorce (6) vychází

9,798 01 — 9,810 40
Ad= 9,81040
= — 0,001 26.. 20;33 m-— — 0,026 m.

„20,33 m =
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Záporné znaménko vyjadřuje, že dálka vrhu se zmenšila. K dosažení
světového rekordu v Praze by stačilo dosáhnout vzdálenosti o 2,6 cm
menší než v Tokiu, tj. stačilo by kouli vrhnout do dálky 20,33 m —
— 0,026 m — 20,304 m. Poněvadž se vzdálenosti v lehké atletice měří
s maximální přesností pouze na cm, zaokrouhlíme výsledek na 20,30 m.
Kdybyste tedy dosáhli v Praze ve vrhu koulí 20,32 m, pak byste Longův
světový rekord již opravdu překonali. Je však nutno dodat, že ve sku
tečnosti by nebyl uvedený rozdíl v dálkách vrhu tak značný, poněvadž
jsme celý výpočet zidealizovali předpokladem, že se vržené těleso pohy
bovalo ve vzduchoprázdnu.

„Všechny předešlé úvahy, týkající se šikmého vrhu těles, lze nejen
použít pro vrh koulí, ale též pro některé další lehkoatletické disciplíny.
Dráhu šikmého vrhu opisuje přibližně také hozený disk, oštěp, kladivo
nebo dokonce i tělo sportovce při skoku do dálky nebo při trojskoku.
Použijeme-li vzorce (6) pro některé další výkony“z olympijských her
v Tokiu?ž),můžeme např. prohlásit,

že Davies z Anglie,který dosáhl ve skoku do dálky vzdálenosti
807 cm, by skočil v Praze do vzdálenosti asi o 1 em kratší;

že Polák Schmidt, který závodilv trojskoku s výkonem 16,85m,
by při stejném zápolení v Praze doskočil o 2 cm méně;

že Klim ze Sovětského svazu s nýkonem 69,74 m v hodu kladivemby hodil skoro o 9 cm méně;
že Ital Nevala s výkonem82,66mři hodu oštěpemby v Praze

dosáhl vzdálenosti o něco více než 10 cm kratší.
Ještě větší rozdíly v teoretické dálce vrhu bychom zjistili, káybychom

uvažovali dvě jiná vzhledem k zeměpisné šířce odlehlejší místa. Např.
vzdálenost 55,03 m naměřená při hodu diskem na olympijských hrách
v roce 1952 v Helsinkách, kde tíhové zrychlení činí 9,819 27 ms“?, by
se při stejném výkonu sportovce zvětšila v Tokiu o hodnotu

9,819 27 — 9,798 01
Ad = 9798 01 . 55,03 m — 0,002 18 , 55,03 m — I2 cm.

Další příklady, které je možno snadno vytvořit s použitím tabulky
tíhových zrychlení a rekordů poslední doby, přenecháváme již čtenáři.

Závěremještě jedna poznámka. Zatím jsme uvažovali, jak na tíhovém
zrychlení závisela dálka vrhu. Dá se však snadno odvodit, že také výška
vrhu je funkcí tíhového zrychlení podle vzorce

vo sin? «=, (7)
g

V tom případě také výkony závodníků ve skoku do výšky nebo
ve skoku o tyči musí být do jisté míry ovlivňovány tím, na které země
pisné šířcesvůj cvik provádějí. Je dosti pravděpodobné, že např. světový

h =

2) Uvedené výkony nejsou světovými rekordy.
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rekord ve skoku o tyči 520 cm dosažený v roce 1964 Hansenem v USA
by byl o něco nižší, kdyby byl realizován v Helsinkách, nebo o něco
vyšší, kdyby Hansen závodil v dalším známém olympijském městě
v Melbournu v Austrálii. Je možné ovšem namítnout, že u těchto vý
konů, zvláště u skoku do výšky (bez tyče), jsou dosažené výšky poměrně
malé, než aby se u nich mohly projevit případné změny způsobené
tíhovým zrychlením. Na druhé straně však právě zde úspěch či ne
úspěch závodníka záleží na tom, zda se mu podaří minout často jen
o vlásek horní hranu výškové latky.

Vzhledem k tomu, že se v budoucnosti světové rekordy všech disciplín
budou jistě dále zvyšovat, neobejdou se organizátoři budoucích olym
pijských her, závodů a sportovních soutěží bez stále přesnějších a objek
tivnějších metod měření a hodnocení dosahovaných výkonů. Snad by
nebylo na škodu, kdyby se pak přestal zanedbávat vliv tíhového zrych
lení na různých místech Země. Tento vliv je sice malý, ale přesto, jak
jsme si mohli v tomto článku všimnout, zcela jasný a přesně proka
zatelný.

Literatura:

Pícha: Gravimetrie.
Horák-Kupka-Šindelář: Technická fyzika.
Časopis Lehká atletika, roč. 1964.

Oprava. V článku J. Tesaře pro FO v druhém čísle Rozhledů na str. 85
(3. řádka zdola) místo pycotbudiž py + oř; na str. 91 (3. řádka shora) místo
a! budiž az; (5. řádka zdola) místo p? budiž E.
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ASTRONOMIE

Odvození 1. a 3. Keplerova zákona
z gravitačního zákona
LUBOMÍR VAŠEK,Praha

Pokud je mi známo, v žádné elementární učebnici fyziky se neuvádí
odvození 1. Keplerova zákona z Newtonova gravitačního zákona, ani
zdůvodnění 3. Keplerova zákona pro případ, že planeta se pohybuje
po eliptické dráze. To má svůj důvod v tom, že obvyklý způsob při
tomto odvozování je pro žáky střední školy příliš obtížný.

V článku proto ukazuji jednoduchý způsob odvození obou zákonů,
srozumitelný i pro žáky SVVŠ.

I. Je všeobecně známá definice elipsy jako geometrického místa bodů,
které mají od dvou daných bodů (ohnisek) stálý součet vzdáleností,
rovný délce hlavní osy. Nejprve si ukážeme, jaký vztah platí mezi
délkou průvodiče a úhlem, který oba průvodiče svírají, za předpokladu,
že a je hlavní poloosa, d vedlejší poloosa elipsy a

e = a —0? (1)
je číselná výstřednost elipsy.

Zvolme na elipse libovolný bod M a spojme jej s ohnisky F, Fi.
Dostaneme tak průvodiče r, 74(obr. 1). Vnitřní úhel průvodičů označme
2x. V bodě M sestrojme normálu n, o níž je známo, že půlí vnitřní úhel
průvodičů.

Uvažujme nyní trojúhelník F F; M. Podle kosinové věty platí

(2e)ž—rž | ri — 2rr, cos 2x,
462= "2+ rí + 2m, — 2rr, — 2rr, cos 2«,

462= (r+ n) —2rr, (1 + cos2x).
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Poněvadž
1 + cos 2x —=sin? + cos?x |- cos?« — sinžw — 2 cos?*w

a
r+ m=2a,

dostaneme s přihlédnutím ke vztahu (1)
bž= rr, cos*«

a dosadíme-li za
rim 2a—r,

obdržíme rovnici
bž — (24 — 7) r cos?u,

kterou píšeme ve tvaru
bž

r — 2ar = —
COS?

Tento vztah mezi7,«, a, b je charakteristický pro elipsu.
Poznámka. L.Analogickyse dá odvoditpro hyperbolu

vztah

2. 9 břr — 2ar = —
CoSžy ' (8) n

kde r, x, a, b mají ob- 
dobný význam jako „
u elipsy.") /

1) Normála hy- /
perboly v libovol- „ —T
ném bodě půlí 4 b
vnější úhel průvo „T

Obr. 1

(2)

vnitřní úhel průvo
dičů. Sestrojme v
bodě M tečnu a

dič ©, t v olí

ičů,tečna| půlí—
o 2e

normálu.
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2. Dělíme-li rovnici (2) číslem a (a je vždy různé od nuly), dostaneme
2 2r b l——2 = ——

a a COS?«
Označíme-li

b2a
obdržíme

2r
a COS?

Je-li a —00, dostanemecharakteristickývztah pro parabolu
ve tvaru

p2r = —— 4
7 cosža (4)

II. Předpokládejme nyní, že Slunce redukované na hmotný bod, se
nachází v bodě S, planeta rovněž redukovaná na hmotný bod, je v bodě
A a pohybuje se rychlostí v, jejíž vektor svírá se spojnicí AS úhel Ď

Obr. 2

Z trojúhelníka F F; M (obr. la) plyne
(2e)? = 7* + r? — 2rr7,00s 2 (90 — «),

= 7%+ ri + 2rr, cos 2«,
4ež = (r — 17y)?+ 2rr, (1 + cos 2x)

Poněvadž
e2 — až + b?

a
r— nm= a,

je
40? + 4bž = 4a? + 4ř (r — 2a)cos*«,

a odtud

r —2ar = b .
COS? «
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(obr. 2). Předpokládejme dále, že planeta se přibližuje k Slunci a v bodě
D má rychlost vy. Normála v bodě D svírá s polohovým vektorem
vzhledem ke Slunci úhel w.

Mysleme si nyní kolem Slunce (S) jako středu opsány kulové plochy
o poloměrech 04, 02, 033-> On,pro které platí

6 = U-ith,
kdek = 1,2,..., n.

Všechnytyto kulovéplochypředstavujítzv. ekvipotenciální
plochy, neboli hladiny vzhledem k přitažlivé síle sluneční. To zna
mená, že pohybuje-li se planeta po některé z těchto ploch, její rychlost
má stále stejnou velikost. Přibližuje-li se však planeta k Slunci (jak
předpokládáme), protíná jednotlivé kulové plochy. Přitom roste její
rychlost v každé vrstvě podle téhož zákona, podle něhož se zvětšuje
rychlost vrženého tělesa, které v sestupné větvi své dráhy protíná vodo
rovné vrstvy. Jestliže těleso (hmotný bod) vstoupí do vrstvy rychlostí v
a vystoupí-li z ní rychlostí vy, platí za předpokladu, že vrstva má
tloušťku 4,

vi —P =2gh,

kde g je gravitační zrychlení.
Protne-li planeta vrstvu mezi dvěma sousedními hladinami, změní se

čtverec její rychlosti o 2g,h, kde 4 je tloušťka vrstvy a 9, příslušné
dostředivé zrychlení v uvažované vrstvě.

Protne-li tedy planeta na dráze AD celkem k kulových ploch a je-li
tloušťka každé vrstvy h, bude změna čtverce rychlosti

V —V = 2hyy+ 2hgz+ 2hgs+ + 2 = (5)
= 2h.(g1+9 +93 + + 9%).

Podle Newtonova gravitačního zákona je známo, že zrychlení se
zmenšuje se čtvercem vzdálenosti. Označíme-li tedy zrychlení planety
způsobované Sluncem v jednotkové vzdálenosti y, bude ve vzdálenosti s
zrychlení

Z
S32

3

ve vzdálenosti s — h bude zrychlení

HO
(s — A)

atd.
Zrychlení uvnitř jednotlivých vrstev určíme jako geometrický průměr

zrychlení na hraničních plochách vrstvy (obr. 3).
Tedy zrychlení v první vrstvě
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XHBZO
s2 ©(s — h)? s.(6— Ah)

J —

Podobně určíme zrychlení v 2. vrstvě

=| y 7 y92 (6—h)ž (e—2hž | (s—h)(s—2h) *'
ve 3. vrstvě

M y= GT2h634 "+
V předposlední vrstvě před bodem D bude zrychlení

7
(r + 2h) (r + h)

Jn—1 —

a v poslední vrstvě K
(r+ A).r

Dosadíme-lityto výrazy do rovnice (5), dostaneme
l l+ + +dy | (s—A)(s—2h)

1 lveraem ez 9
Dá se dokázat, že výraz v hranaté závorce je rovný111,Ars)

Jn =
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Rovnice (6) nabude pak tvaru
1 ls-v=b(E7).

Zavedeme-li místo zrychlení y v jednotkové vzdálenosti od Slunce
zrychlení v, ve vzdálenosti s od Slunce, pro které platí

Y
Va= 2 ; (7)

dostaneme konečný tvar rovnice (6)
1 1E (8)

FE Uvažujme řadu
1 ,- I 1 1 l- l 13 gmEtata tsca 5. "rrak rá v

Napišme nyní tutéž řadu pod uvažovanou řadu o jedno místo vlevo a obě
řady odečteme tak, že odečteme vždy "dva pod sebou napsané členy.
Obdržíme

1 1 1 l - l 1 l6T5T3"Teta" ra vrK"v
1 V 1 1 1 1G ym8"Ta "Ta TTrYK"Y
1 1 1 1 1 1 l-1+(3+ (=g-<a)++(a )+

1 l 1—. — —.==6.
+ | + Ah 3 + r

Sloučenímvýrazů v závorkách dostaneme
„1 h o h m m h m

s. als—h) (s— h)(s —2h) (r + 2h) (r -+ h)h Erermrtr7"
a další úpravou bude

l 1 lo TyTaArIH
1 -1 -ltp r|=T ba

Odtud

1 , 1 1FP NU nyE E OM Tran IAT
p Lo-U (31(r+A).r hr s)

(Dokončení)
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Úlohy

Konstruktivní geometrie:
1. Jsou dány různoběžné roviny o a T a přímka p, která obě protíná.

Sestrojte kulovou plochu daného poloměru r tak, aby a) vytínala na přímcep
tětivu dané délky d < 27, b) rovinou eobyla proťata v kružnici poloměru
r! < r, c) dotýkala se roviny 1.

StanislavHorák

2. Do dané kružnice o středu O vepište rovnoramenný trojúhelník ABC
tak, aby jeho ramena procházela danými body M, N uvnitř kružnice,
leží-li body M, N, O v přímce.

Ota Setzer

3. Sestrojte kouli, znáte-li její tři tečny a, b, c, ležící v téže rovině o
a tečnu d, která protíná rovinu 0.

Ota Selzer

4. Sestrojte rotační komolý kužel, je-li dána tečna ť; s bodemdotyku T;
jedné a tečna ť,s bodem dotyku T', druhé podstavné hrany.

Ota'Setzer

Rešení loňských úloh

e Matematika

6. Nutná a postačujúca podmienkapre to, aby korene kvadratickej
rovnice

a +-pe+g=0 (1)
boli funkciesin a cos toho istého uhla « je

3— 1+ 29. 2
Dokážte! £ 7 9
(Došlo 56 řešení) Stanislav Horák
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Poznámka. V textu příkladuse mlčky předpokládalo,že koeficienty
p, g i kořeny dané rovnice jsou čísla reálná. Četní řešitelé na to také upo
zornili. Následující vzorné řešení uvádí podmínky pro reálnost koeficientůD4.

Mešili Peter Mederly, II.d SVŠ, Prievidza a Tamara Marcisová, IIT.D
SVŠ, Bratislava:

Rovnica (1) musí mať korene reálne, apreto
Dz20=>p- 420.

Podla (2)
l + 29—4420>gSř.

Číslo p? musí byť nezáporné,tj.
pPz0,g2—%.

Pre číslo g máme toto ohraničenie
—4<Sa<St. (3)

Platnosť vzťahu (3) budeme v ďalšom predpokládať.
a) Korene rovnice (1) sú sin «, cos «. O nich platí

sma |- cos«= —P,
sSInw.cosau—=g.

Odtial
p? = (sina + cos«a)*= I + 2sinaucosea—1+ 2g.

Platnosť rovnice (2) je teda nutnou podmienkou.
b) Za predpokladu, že platí rovnica (3), je rovnica (2) i podmienkou

postačujúcou.
Dókaz: Nechť platí (2) a (3) a potom (z, +, sů korene danej

rovnice)
p= (z + 4) = 11+ 12+ 20%,

l + 29=1+ 29.
S ohladom na rovnicu (2) máme

xi +12 =1.
Korene 73, T, móžeme tedy považovať za sin a cos toho istého uhla.

7. Najdite páť najmenšich prvočisielp > 2, pre ktoré je neurčitá rovnica
B—y=p

riešitelná prirodzenými čislami.
(Došlo 51 řešení) Stanislav Horák
% Riešil Ján Tokár, II. SVŠ, Michalovce:

Túto rovnicu móžeme napisat vo tvaru
(©—y) (©-xy T y)= p.

Jeden z činitelov na Iavej strane rovnice sa musí rovnať 1, lebo prvo
číslomá delitela seba sameho a jednotku. Preto

a) X—Y= D,
a -ty +-y=1l
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Tento pripad je nemožný, lebo
2*|-ay+-y>1

pre prirodzené čísla x, y.
b) x —y=I,

©Tay TY =P.
Z obidvoch rovníc vylůčime r a dostaneme

3yš+ 38y+- 1—p=0
a odtial

—3+ 12 —3
6 .

Diskriminant musí byť delitelný číslem 3 a musí sa dať odmocniť.
Preto

l2p —3 = 9,
3a“ + 1

1

Číslo a musí byť nepárne (liché). Sostavíme tabulkua13579| 113p1719| 37| 61| 91| 127g—2345| —7
y — 1 2 3 4 |- 6

Páť najmenších prvočisiel, které vyhovujů danej rovnici, sú
7,19,37,61, 127

8. Je dán čtverec ABCD a bod X, který je vnitřním bodem trojúhelníka
ABC a od stran AB, BČ, AČ má poměr vzdáleností m: n: p. Zjistěte
vzdálenost bodu X od vrcholu Ď.

(Došlo 43 řešení)

Řešil Josef Miček, III.b S VVŠ, Příbor:
Vzdálenosti bodu X od stran AB, BC, AČ trojúhelníka ABC ozna

čímepo řadě mz, ne, px. Pro obsah trojúhelníka ABC platí

ABC = ABX + BOX + ACX (1)

Stanislav Horák

Ale

ABC= ša, ABX= 3$maz,BCX= žna, ACX= 3 pax2.
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Po dosazení do (1) a po menší úpravě dostaneme rovnicia=x(m+n+p.
Odtud se dá vypočítat «

M a
m-+n+ 9 V2

Úsečka DX je přepona v pravoúhlém trojúhelníku, jehož odvěsny
mají délky a — mx, a — n«. Platí tedy

DX?= B = (a— mx) + (a— ne)ž.
Po dosazení za x a po úpravě dojdeme k výsledku

2 (př — mn)-m —: (m+n+ pl?

X

e Deskriptivní geometrie:

2. Jsou dány tři přímky a, b, c, z nichž každé dvě jsou spolu mimo
běžné. Sestrojte kvádr ABCD.A"B'"C"D*"tak, aby vrchol A ležel na přímce a,
vrchol B na přímce b, hrana A/B“ na c a aby podstava ABCD byla čtverec.

Stamslav Horák
(Došlo 18 řešení)

Řešil Radovan Straka, IIT.b SVVŠ, Krnov:
Hrana AB je rovnoběžná s A'B". Proto k mimoběžkám a, b veďme

příčku p rovnoběžnou s přímkou c. Ta protne mimoběžky a, b po řadě
v bodech A, B, což jsou dva vrcholy hledaného kvádru. Body A, B
promítněme kolmo do přímky c. Dostaneme tak další dva vrcholy A,
B" kvádru. Ve vrcholech A, B, A", B" vztyčíme kolmice k rovině ABA'.
Na ně naneseme délku AB a získáme tak zbývající čtyřivrcholy kvádru.

Úloha nemá, řešení, jestliže mimoběžky a, b, c jsou rovnoběžné s touž
rovinou, neboť v tomto případě neexistuje příčka mimoběžek a, b.
Jestliže tomu tak není, úloha má dvě různá řešení.

3. Jsou dány tři přímky a, b, c, navzájem rovnoběžné, ale neležící v téže
rovině, a rovina Ts danými přímkami různoběžná. Sestrojte kulovou plochu,
která se dotýká daných přímek i dané roviny.

Stanislav Horák
(Došlo 17 řešení)

Řešil Radovan Straka, III.b SVVŠ, Krnov:
Přímky a, b, c jsou povrchovými přímkami rotační válcové plochy,

která je opsána hledané kulové ploše. Osa této válcové plochy je geo
metrickým mistem středů všech kulových ploch, které se dotýkají přímek
a, b, c. Poloměr r této válcové plochy je roven poloměru hledané kulové
plochy. Geometrické místo středů všech kulových ploch, které mají daný
poloměr r a dotýkají se přitom roviny T, jsou dvě roviny o, a' rovno
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běžné s rovinou 7 ve vzdálenosti r. Obě geometrická místa se protínají
ve dvou bodech, jež jsou středy žádaných kulových ploch.

Úloha má při daných prvcích vždy dvě různá řešení.

Výsledky
loňské soutěže Rozhledů

2 vo
Uveřejňujeme abecední seznam našich čtenářů, kteří se úspěšně

zúčastnili soutěže Rozhledů v řešení úloh z matematiky, deskriptivní
geometrie a fyziky, uveřejněných v 43. ročníku tohoto časopisu. Autoři
jednotlivých úloh včas zaslaná řešení prohlédli, ocenili a navrhli redak
ci vhodná řešení — někdy po menší úpravě — k otištění. Otištěná řešení
byla zčásti již uveřejněna, zbývající řešení najdete v příštích číslech.

Za jménem každého řešitele jsou uvedena čísla správně vyřešených
příkladů z příslušného oboru, v závorce pak čísla úloh, řešených s men
šími nedostatky. Nesprávná řešení neuvádíme vůbec.

Jiři Anděl, SVVŠ, Znojmo — M 2, 6-8, 12, (1, 3, 5, 10), G3, (1, 2, 4),
F 5, 6, (1-3); Jindřich Bečvář, SVVŠ, Praha 2 — M 1-3, 6-8, 10, 11, (4,
5, 9, 12); Zdeněk Boháč, SVVŠ, Prostějov (2. tř.) — M 7, (1, 2, 9, 10);
Jiří Ciprys, SVVŠ, Břeclav — F 4-6, (1-3); Václav Červ, SVVŠ, Votice —
M 2,3, 7, 10, 12, (1); Tomáš Duby, SPŠ, Bratislava (2. tř.) — M 1,3, 6-10,
(2, 12), G (1, 2), F 3,5, 6, (1); Miloš Fink, SVVŠ, Praha 6 — M 1-3,
10, (7, 9, 12), G (4), F 4, 5, (1,3); Miroslav Frencl, SVVŠ, Kladno —
M 1, (7), G4, (3), F 2, (4); František Hajnomě, SVŠ, Bratislava (1. tř.) —
M 1,7, 8; Jiří Halla, SVVŠ, Rožnov p. R. — M3, 6,7, (1), G4, (1, 3);
Jiří Handliř, SPŠ, Brno — M 2, 3, 6-8, 10, 11, (1, 5, 9, 12), G 3, (1,
2, 4), F 2-6, (1); Karel Hence, SVVŠ Brno — M I, 2, 6-8, 10, (4, 12),
F 3-6, (1, 2); Jiří Hlaváček, SVVŠ, Praha 6 — M 1,3, 6-8, (2, 4, 9, 12);
Jaroslav Hořínka, SVVŠ, Praha 8 (2. tř.) — M (6), F 3-6, (2); Josef
Hrdhčka, VUT, Brno — M 3, 7, (1, 2, 4, 10); Ivan Chajda, SVVŠ, Pře
rov — M I, 8, (3, 7, 9, 12), G3, (2, 4), F 3, 5, (6); Jura Charvát, SVVŠ,
Příbor — M 1-3, 6-11, (4, 5, 12), G 4, (2, 3), F 1-6; Jiří Jekerle, SVVŠ,
Č. Těšín — M 6, (1-3, 5, 7, 9, 10); Rudolf Jisl, SPŠ, Praha 1 — M 1,6, 8,
(2-4, 7, 10, 11), G 2, (8), F 3-5, (1, 2, 6); Bohuslav Kohoutek, SVVŠ
Ledeč n. S. — M 3, (1, 2, 7); Miroslav Kolář, SPŠ, Pardubice (2. tř.) —
F 2-6, (1); Pavel Kovařík, SPŠ, Praha 5 — M 1-3, 6, 10 (7, 11); Vladi
már Klos, SVVŠ, Jičín — M 1, 3, 7, 8, (5, 9-11), G (1-4), F 3-6, (2);
Petr Kůrka, SPŠ, Praha 1 (1. tř.) — M 2, 3, 6, 7, (1, 9, 10), F (2, 5); Jíří
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Leicman, SPŠ, Brno (1. tř.) — M 1; Pavel Leischner, SVVŠ, Znojmo(2.
tř.) — F 4-6, (1, 2); Petr Ludvík, SVVŠ, Praha 2 — M I, 2, 6; Zdeněk
Manoušek, SPŠ, Brno (2. tř.) — M 8, (1, 6, 7); Tamara Marcisová, SVŠ,
Bratislava — M 1, 2, 5-8, 10-12, (3, 4, 9); Jiří Mlček, SVVŠ, Příbor —
M 2-4, 6-9, (1, 5, 10-12), G 3, (1, 2, 4), F 2-6, (1); Zuzana Mrázová, SVŠ,
Ružomberok — M 1; Helena Munzarová, SVVŠ, Karlovy Vary — M7,
(1, 6, 10, 12), G 2-4, F 3-6; Peter Mederly, SVŠ, Prievidza (2. tř.) — M 2,
3, 6-8, (1, 4, 9-12), F 3, 5, 6, (2, 4); Jaroslav Macháně, SVVŠ, Hradec
Králové — M7, 8, (1, 10); Peter Patek, SVŠ, Šala (2. tř.) — F (5); Milan
Pavel, SVVŠ, Rychnov n. K. — M1, 6, G2, 3; Jaroslav Pazdiora, SVVŠ,
Karviná — M 1, 3, 6-8, (2, 10), G 1-4; Jiří Pechouš, SVVŠ, Písek —
M 1, 2,6, (7, 10), G2, 4, F 3-5, (1, 6); Petr Podlešák, SPŠ, Písek (2. tř.) —
M 1, 3, 8, (7, 9); Pavel Polcar, ZDŠ, Velké Meziříčí (9. třída!) M 2, 7,
(1, 12); Jaroslav Prokůpek, SVVŠ, Telč (2. tř.) — M 1,7, (9), G2, 4, (3),
F 3,6, (5); Pavel Pták, SVVŠ, Písek —M 2, 7-10, (1,3, 11, 12); Jan Rauch,
SVVŠ, Hradec Králové (2. tř.) — M 1-3, 6-8, 10, 12, (9); Milan Richter,
SVVŠ, Louny — F 5, (3, 4, 6); Milo Roth, SVŠ, Ružomberok — M 1;
Miroslav Řezníček, SVVŠ, Hradec Králové —M 1-3, 6-8, 11, 12, (5,9, 10),
G 2,3, (1, 4), F 2-6, (1); Marie Samková, SVVŠ, Blovice (2. tř.) — M7,
(9), F 3, (2, 4); Bohuš Sivák, ZDŠ, Zvolen (8. třída!) — M 1, 2, 5-7, 10, 12,
(8, 9), G 4; Zdeněk Slanina, SPŠ, Brno (2. tř.) — M 1-3, 6-8, 10, (5, 9,
11, 12), G2, 4, (1, 3), F 3-6, (1, 2); Stanislav Slouka, SPŠ, Brno(2. tř.) —
M 2, 3, 8-11, (1, 5, 7, 12), G (2-4), F 2-6, (1); Radovan Straka, SVVŠ,
Krnov — M 1-3, 7, 8, (6, 10), G 2, 3, (4); Richard Špíšek, SVVŠ, Brno —
M 1,3, 8, 10, 11, (2,4, 7, 9), F 1-5, (6); Jan Štěpánek, SVVŠ, Pardubice
— M 1-3, 7,9, (5, 6, 10, 11), G (2-4), F 2-6, (1); Jana Štěpánková, SVVŠ,
Brno (2. tř.) — F 2-6, (1); František Tesař, SVVŠ, Pardubice (2. tř.) —
F 2-6, (1); Ján Tokár, SVŠ, Michalovce (2. tř.) — M 1, 7, (2, 6); Gai
Tonkara, Mali, SPŠ, Č. Třebová — F 3-5; Karel Trnovský, SVŠ, Ružom
berok — M7, (1, 3, 8-11), G 2, (3, 4); Michal Tvrdoň, SVŠ, Bratislava
(1. tř.) — M1, 3,7; Jiří Tůma, SVVŠ, Příbor — M 2, (1, 12), G.2-4, (1),
F 1-6; Ladislav Vikisály, SVŠ, Ružomberok — M 1; Jaroslav Vlček,
SVVŠ, Havlíčkův Brod — M 1-3, (7, 12); Miroslav Vodsloň, SVVŠ,
Praha 2 (2. tř.) — M 3, (1, 9), F 4; Luděk Zajíček, SVVŠ, Ostrava —
M 1,2,4,6,7, 9, 10, 12, (3, 8, 11); František Zatloukal, SVVŠ, Přerov —
M 1,7, 8, (9), G4, F2,5, 6, (1, 3); František Žalda, SVVŠ, Praha 2 —
M (7). Mimosoutěž zaslal všechny úlohy z M, G, E Jaroslav Příhoda,
SVVŠ, Čakovice.
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VITĚZOVÉ
Přihlížejíc k počtu zaslaných řešení a k jejich jakosti, určila redakce
v jednotlivých oborech toto pořadí vítězů:

Matematika: I. Jura Charvát, 3. b SVVŠ, Příbor
Tamara Marcisová, 3. d SVŠ, Bratislava

II. Jindřich Bečvář, 3.g SVVŠ, Praha 2
III. Jiří Mlček, 3. b SVVŠ, Příbor

j56 bodů
63 bodů
62 bodů

, Deskr. geometrie: I. Jaroslav Pardiora, 3. c SVVŠ, Karviná 24 bodů

Fyxaka:

II. Jiří Tůma, 3. b SVVŠ, Příbor 22 bodů
III. Miroslav Řezníček, 3. d SVVŠ, Hradec Králové

I. Jura Charvát, 3. b SVVŠ, Příbor
Jiří Tůma, 3. b SVVŠ, Příbor

II. Miroslav Kolář, 2. d SPŠE, Pardubice
Miroslav Řezníček, 3. d SVVŠ, Hr. Král.
Stanislav Slouka, 2. a SPŠE, Brno
Richard Špíšek, SVVŠ, Brno

Absolutními vítězí se stal:
1.

2.

m

R

SAN?

10.

Jura Charvát, 3. b SVVŠ, Příbor
Miroslav Řezníček, 3. d SVVŠ, Hradec

Králové
Jiří Mlček 3.b SVVŠ, Příbor
Jiří Handlíř, 3. a SPŠE, Brno
Zdeněk Slanina, 2. a SPŠCh, Brno
Stanislav Slouka, 2. a SPŠE, Brno
Jan Štěpánek, 3. a SVVŠ, Pardubice
Vladimír Klos, 3. b SVVĚ, Jičín
Jiří Anděl, 3. a SVVŠ, Znojmo
Rudolf Jisl, 4. a SPŠE, Praha 1

"20 bodů

j36 bodů

34 bodů

117 bodů

115 bodů
113 bodů

110 bodů

98 bodů
95 bodů
88 bodů
86 bodů
85 bodů

REDAKCE BLAHOPŘEJE
VÍTĚZŮM!
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FYZIKÁLNÍ ZAJÍMAVOSTI

0 elektrickém proudu,
který nepracuje

Přiznám se, že mně jako žáku na střední škole dalo dost námahy,
nežjsempřišelna podstatu záhady,jak je možné,žeu tzv.jalových
proudů může velikost napětí a proudu dosahovat velikýchhodnot,
a přesto je jejich výkon velmi malý, teoreticky dokonce nulový. Proto
nebude na škodu, jestliže se trochu podíváme na poměry v zařízeních,
která tyto jalové proudy umožňují.

Zdroj a spotřebič.Ze školské fyziky víme, že elektrický proud vzniká,
je-li obvod uzavřen a je-li ovšem do obvodu zapojen zdroj. Je-li obvod
jednoduchý, je proud stejně veliký v každém jeho místě, a to jak ve
vnější části obvodu, tak uvnitř zdroje (obr. la). Pro jednoduchost se
zatím omezíme na stejnosměrný proud a budeme předpokládat, že je
zprostředkován jen elektrony, které se ve vodiči uspořádaně pohybují.
Víme, že takové poměry jsou v kovových vodičích. Ve vnější části vede
ní (ve spotřebiči, obr. lb) se záporně elektrické elektrony pohybují od

spotřebič spotřebič

|
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záporného pólu ke kladnému. To je v souhlase s Coulombovým zákonem,
podle něhož jsou záporné náboje od záporného pólu odpuzovány a klad
ným pólem jsou přitahovány.

Ale uvnitř článku se elektrony a záporné ionty pohybují od kladné
elektrody k záporné, tedy proti směru elektrických sil, které na elektrony
v roztoku působí. Kladné ionty se v roztoku článku pohybují opačně,
tj. také proti směru elektrických sil. Otázku, které síly pohybují náboji
uvnitř zdroje, nebudeme v tomto článku podrobně probírat. Jen si při
pomeneme, že v galvanickém článku mají původ v chemické energii,
v elektromagnetických generátorech mají původ v mechanické energii,
dodávané zvnějška turbínou. Turbína otáčí rotorem generátoru a vzá
jemným působením magnetického pole a elektronů, které se relativně
pohybují vzhledem k magnetickému poli, jsou elektrony uváděny do
pohybu proti směru elektrické síly, která vzniká ve vinutí působením,
nahromaděných elektrických nábojů na pólech. Pro svou potřebu si
budeme z této úvahy pamatovat:

Ve zdroji elektrického proudu má napětí U v elektrickém poli
opačný směr než je směr proudu (grafické znázornění v obr. 2a). Ve
spotřebiči je směrnapětí U a směrproudu f stejný (obr.2b). Jak

+ nepětí U + napětí U
U proud I

U c—=oS -3 M MN2 O

|:čas t čas t

h proud

a) b)

Obr. 2. Závislost napětí U a proudu I na čase ř ú stejnosměrných proudů.
a) Ve zdroji má proud f trvale opačný směr, než jaký by odpovídal svorko
vému napětí U.
b) Ve spotřebiči má proud I směr, který je v souhlase s napětím U na
svorkách spotřebiče.

mile tedy zjistíme, že v nějakém elektrickém zařízení mají napětí na
svorkácha proud má opačný směr, chováse toto zařízeníjako zdroj, který
elektrickou energii dodává. Má-li u zařízení napětí na svorkách a proud
stejný směr, chová se zařízení jako spotřebič, který spotřebuje elektric
kou energii, dodávanou zvnějška.

Velikost dodané nebo spotřebované elektrické energie. V předešlém od
stavel jsme si u.kázali, že každé zařízení, jímž prochází stejnosměrný
elektrický proud se chová buď jako zdroj nebo jako spotřebič elektrické
energie.Velikost elektrické energie, kterou zařízení spotřebuje nebo dodá
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v časovém intervalu Zťje podle známého zákona dáno vztahem
W=ULH (1)

V tomto vztahu je U napětí na svorkách zařízení, I proud ve vinutí
tohoto zařízení. Omezíme-li se, jak již bylo uvedeno, na stejnosměrný
proud (a vyloučíme-li ze svých úvah supravodivý stav), nemůže nastat
případ, že by na svorkách zařízeníbylo nulové napětí a nenulový proud
ve vedení, nebo nenulové napětí a současně ve vedení nulový proud.
Z toho plyne, že nulový proud P = UI může u zařízeníbýt jen v přípa
dě, že je současně U — 0, I = 0. V tom případě je i energie spotřebovaná
nebo poskytnutá zařízenímrovna nule.

Výkon střídavéhoproudu. Už na střední škole se dovídáme, že u střída
vého proudu může být výkon nulový, i když napětí a proud nejsou rovny
nule. Výkon střídavého proudu je totiž dán vztahem

P = Ul COSY, (2)
kdetzv.účiník cosje dán fázovýmposuvemwmezinapětíma prou
dem. Tu mohou nastat tyto význačné případy:

Je-li napětí U a proud I ve fázi (obr. 3a), tj. platí-li pro jejich
okamžité hodnoty vztahy

U = Ugeoset, I = fgcosot,
je m = 0, cos — 1 a výkon zařízení je

P=Ugďg.

Obr. 3. Závislost napětí U a proudu I na čase f u střídavých proudů v za
řízeních s čistou rezistancí (ohmickým odporem) R.
a) Ve spotřebiči má proud I v každém okamžiku směr, který je v souhlase
s napětím U na svorkách spotřebiče (proud je ve fázi s napětím).
b) Ve zdroji má proud I v každém okamžiku opačný směr, než jaký by
odpovídal napětí U na svorkách zařízení (proud má stále opačnou fázi
proti napětí).

Zařízeníse chovájako spotřebič.
Je-li mezinapětímU a proudemI fázový rozdíl w,tj. platí-li

U = Ugcosof, I = Icoos (wi — m),
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pak je cos — — 1 a výkon zařízení
P=— Ualg.

V tomto případě se zařízení chová trvale jako z droj (obr. Sb).
Poznámka red. Indexem ef jsou označeny efektivní veličiny, které jsou
s příslušnými amplitudami (značenými indexem nula) vázány tímto vzta
hem: např. u napětí

Up

Ur = V2 .
Jalový výkon. Výraz (2) však může být roven nule i pro případ, že

U 30, I 550, ale když cosm= 0. To nastává pro případy, že fázový
rozdíl mezi napětím a proudem je w = 1/2, nebo g = — 7/2. V obou
případech je cos p —0. Je známo, že takový případ např. nastane, když
do obvodu zapojíme buď čistou kapacitu (obr. 4a; proud I předchází
napětí o 1/4 periody), nebo čistou samoindukci (obr. 4b; proud je zpož

a) b)
Obr. 4a Obr. 4b

děn proti napětí o 1/4 periody). Graficky je průběh proudu a napětí na
kapacitě a samoindukci znázorněn na obr. 5ab.

A nyní jak je to s výkonem. Podle vztahu (2) platí pro tyto případy
P= Ul COS9 —Ul „0=0.

Mohloby se zdát (a ne dost jasný a podrobný výklad k tomu názoru
také vede), že výkon jalového proudu je stále roven nule. Ale tomu tak
není. Výkon nemůže být roven nule (kromě okamžiků, kdy je bud
U = 0, nebo I = 0). Problému přijdeme na podstatu, podíváme-li se
podrobněji např. na graf 5a. V časovém intervalu AB má napětí U
a proud Z stejný směr. V tomto časovém intervalu se kondenzátor
chovájako spotřebič.Alev úseku BC jsou napětí a proud opačné, konden
zátor se chová jako zdroj. Je možno dokázat, že energie přijatá v úseku
AB je rovna energii, kterou kondenzátor v úseku BC vydá jako zdroj.

Důkaz: V úseku AB zvolíme malý časový interval me4t(obr. 6,
detail z obr. 5a). V něm je vykonaná práce (energie spotřebovaná v kon
denzátoru) rovna AW — U,I,Atf.K tomuto intervalu je možno nalézt
symetrický interval Ař',v úseku BC, v němž je napětí Uj — U,, proud
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Obr. 5. Závislost napětí U a proudu I na čase 7u střídavých proudů v za
řízeních a) s čistou kapacitou C, b) s čistou samoindukčností L.
a) Střídavý proud I v kondenzátoru s čistou kapacitou Č předchází o ž

periody |4z = I napětí U na deskáchkondenzátoru.V časovýchinter
valech AB a ČD je proud I ve fázi s napětím ÚU,kondenzátor se chová
jako spotřebič elektrické energie; v intervalech BC a DE mají proud I
a napětí U na deskách kondenzátoru opačnou fázi, kondenzátor se chová
jako zdroj elektrické energie.
b) Střídavý proud I ve vinutí cívky s čistou samoindukčností L je zpožděn

4 periody (48 == < proti napětí U na svorkách cívky. V časových
intervalech AB a ČD jo proud I ve fázi s napětím U, cívka se chová jako
spotřebič elektrické energie. V intervalech BČ a DE má proud I opačný
směr, než jaký by odpovídal napětí ÚUna svorkách, cívka se chová jako
zdroj elektrické energie.

U Ux „7
Px /

PI, /

% út? /
A VB L C D B 4

at x /
X Ax /WI! /

1 /
N /

N

Obr. 6. Časové intervaly Alta Ať jsou symetricky položeny vzhledem k oka
mžiku zobrazenému bodem B. V těchto intervalech se napětí a proud
prakticky nezmění. Pro výkon proudu je možno psát P, — Ujf;, popř.
Pí = UYIL.Příslušné elektrické energie jsou 4W = UI, dt, popř.1W=
= UMAť.Platí 4W + MW=0.
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I = —I, Vydaná energiev úseku Aťje
W = UjNAť = — UTAdt= —AW,

je tedy stejná jako energie 4W, ale má opačné znaménko. Jejich součet
AW + AW"je roven nule. Je možno pak intervaly AB a BC rozdělit na
stejné malé elementy Jí, v nichž je možno považovat napětí a proud za
konstantní. Pak ke každému elementu v úseku AB je možno nalézt
symetrický element v úseku BC tak, že součet příslušných energií je
roven nule.

Podobnou úvahu je možno provést pro dvojici intervalů CD a DE
atd. Z toho plyne, že u jalového proudu není rovna nule energie v každém
časovém intervalu, nýbrž nule je rovna úhrnná energie v každé půl
periodě, nebo v celistvém násobku půlperiody. Protože frekvence síto
vého proudu je 50 Hz, je rovna nule celková energie v každém intervalu
rovnajícím se 1/100 sekundy. Proto je možno průměrný výkon v libovol
ném časovém intervalu považovat na těchto zařízením za nulový. A to
též platí pro každé zařízení, u něhož je účiník cos m = 0.

Ponecháváme čtenáři, aby si provedl podobnou úvahu pro samo
indukci, jakou jsme uvedli pro kondenzátor. Užije k tomu obr. 5g.

Problémdvousvíček-řešení| “
(Text úlohy viz na str. číslo 1. Rozhledů)

Z první svíčky uhoří za 1 hod. 3, ze druhé ž, po r hodinách hořeníje dél

ka 1. svíčky 1 —5 „délka 2. svíčky 1 — = .
Z podmínek a) plyne(jlj=

odtud 24 —=2%hod., pro poměr 1 3 jest x, —=2%hod., pro 1:4 4 =
= 213 hod.

Z podmínek b) dostaneme
1£— 3 X———|- -| =l:

kde x je počet hodin po zapálení 2. svíčky; odtud 24 — 2$ hod., pro poměrl:3jex,=3$hod.,propoměr1:4 je73=315hod.
O. 8.
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Jaké bylo pořadí?

Na dostizích, které jsem navští
vil, mě zajímalo umístění tří koní.
Jejich jména byla Rapid, Skok
a Viola. Tito koně dojeli do cíle
jako první tři, ostatní byli několik
metrů za nimi. Přesné pořadí jsem
však nepostřehl ani já, ani moji
sousedé. Byly proneseny tyto
úsudky

Rapid je první,
Viola není první,
Skok není třetí.

Jak se brzy na to ukázalo, byl
právě jeden z těchto výroků prav
divý, zatímco druhé dva tvrdily
opak pravdy. Dovedli byste určit
pořadí koní v cíli?

S. H.

Stanislav Horák, ČVUT

První řecký matematik,
Thales Milétský

Thales Milétský žilasi
v letech 630 až 550 př. n. 1. Byl to
původně obchodník s olejem a se
solí. Říká se o něm, že v Egyptě
vypočetl výšku pyramidy z délky
jejího stínu. V r. 585 př. n. l.
předpověděl ve svém rodišti za
tmění Slunce. Oba tyto výkony
vzbudily tenkrát velký obdiv a zí
kaly mu nesmrtelnou slávu a vše
obecnou úctu. Předpovídat zatmě
ní Slunce nebo Měsíce je pro sou
časné astronomy věc naprosto běž
ná, neboť se mohou opřít o mnoha
letá pozorování Slunce i Měsíce.
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Taková pozorování muselmít k dis
pozici i Thales. V Řecku však ne
byla, ale byla zcela určitě v Ba
bylónii. Tam předpovídali zatmění
Slunce i Měsíceasi 700 let př. n..
Z toho usuzujeme, že Thales byl
určitě v Babylónii.

A teď ještě něco o matematice
kých vědomostech Thaletových.
Přisuzují se mu hlavně tyto čtyři
věci:

1. Byl první, kdo dokázal, že
kružnice je půlena svým průmě
rem.

2. Byl první, kdo dokázal, že
v rovnoramenném trojúhelníku
proti ramenům leží shodné úhly.

3. Dokázal, že vrcholové úhly
jsou shodné.

4. Dokázal větu usu o
nosti dvou trojúhelníků.

Jak vidíte, jsou to věty, které
se nám zdají být samozřejmé a učí
se jim žáci ZDŠ. Nesmíme však
zapomínat, žematematika v Řecku
začínala právě Thaletem z Milétu
a jeho zásluha tkví v tom (a je to
charakteristické pro celou staro
řeckou matematiku), že každou
větu, každé tvrzení se snažil do
kázat.

shod



(Pokračování)

rovina komplexní, normálová, 0bzo
rová, opěrná, orientovaná, promí
tací, sečná, souměrnosti, tečná,
zobrazovací

rovinný
rovná se
rovnice
rovnice lineární, kvadratická, n-té

ho stupně
rovník
rovnítko
rovnoběžka
rovnoběžník
rovnoběžnostěn
rovnoběžný
rovnoramenný trojúhelník
rovnost
rovnostranný trojúhelník
rozbor
rozdělit
rozdíl
rozhodnout se
rozhodnutí
rozložit
rozložitelný
rozměr
rozpadnout se
rozvinout
rozvinout plochu na plochu

rozvinutelný
rozvinutí plochy
Tučička hodinová
Tušit se navzájem

Šovníček
matematických výrazů

INIOCKOCTb KOMILICKCHAA, HODPMAJIBHAA,

TOPH30HTA, ONOpPHAA, OpHeHTHPOBAH
HaA, NPOeKHHĚ, CeKyLIAA, CHMMETPHH,
KaCATeJIbHAA, H306pa>keHHA

IUIOCKHÁ

pPaBHAeTCA

YpaBHeEHHe

YpaBHeHHe JIHHCŇHOE, KBATPATHOe,
n-oň CTENeHU

9KBATOD

3HaK paBeHCTBA
napamnembHaA OPAMAA, NAPAJJNEJL,
napajjrej1orpaM
IIApaJIJIOJICNHNEJM

IIAPAJIJICJIBHBIŇ
paBHoGenpeHEBMŇĚ TPpeyTOJIbHAK
PaBeHCTBO
PABHOCTOPOHHHĚ TDpeyTOJIbHHK
aHaJIH3, IHCKYCCHA
pa36HTE
Pa3HOCTb
pemuT5
pemenue
pa36HUTb, pa3J10%HTb
IIDHBONUMHŮ
pas3Mep, H3MepeHHme
BBIDO%XKNATBCA

pa3BepHYTP, HAJIO%KHUTE

HaJIO*KUTb NOBEpPXHOCTB HA IIOBEDPX
HOCTb

Pa3BOpTBIBAONNŇCA
HAJIO>KeHHE IIOBEPXHOCTH
uacoBaA CTpejKa
YHUUTOMKATBCA B3AHMHO



růst
různoběžky
rys
rýsovat, rýsování

řada, po řadě
řád
řád číslice
řádek
řešení, řešit
řešitelná soustava
řešitelný
řez; rovinný řez

sbírka úloh
sčítanec
sčítání
sčítat
sdružený
sečna
sekans
sestavovat
sestrojit
setina, šest setin
shoda
shodnost
shrnout
singularita, singulární
sinus
síť
sjednocení
skalár
skica
skládat
skládat se
sklopený
sklopit
skutečný
sloupec
směr
smysl, proti smyslu pohybu hodino

vých ručiček, ve smyslu pohybu
hodinových ručiček

soubor
součet
součin
součinitel
souhlas

BO3paCTATb
IIepeceKaAlON|MECA NDAMBIE

HEpTE>K
HUEPTHTP, UepaeHHe

pax, m., COOTBETCTBEHHO
IIOpANOK
paspan
CTpoKa
pemeHue, pemHmTP
COBMECTHAA CHCTEMA

Pa3pemuMmĚ
ceaeHHe, NepeceHeHHe;

ceueHue
IIJIOCKOE

CGÓOpHHK 3a1aA4
cmnaraemMoe

CIO>KOHHE, NOJNCHET
CIaraTb, CKJIAIBIBATE

CONPAOKOHHBĚ
CeKy1 AA
ceKaHC
COCTABJIATb

IIOCTPOHTBE

COTAA, WIECTE COTBIX

CXOJICTBO

pABCHCTBO
NOMBECTH UTOT

OCOGeHHOCTb, OCOGEHH1IŘ

CHHYC

CeTb, pa3BepTKaA
COENUHEHHE

cKajAp
3CKH3
COCTABJIATb

COCTOATb

IIOBEPHYTBIŇ
INOBEpPHYTE
NE CTBUTEJIBHBIM

CTOJGeu, CTOJIGUK
HarnpaBJIeHue
CMBICJÍ, IIDOTHB HUACOBOŘ CTpeJKE, NO

HuaCOBOŇ CTpeJIKE

CeMCŇCTBO

cyMMa
NIpou3BeneHHe
COMHO)>KUTEJIb, KOJĎĎÝHUHEHT
COOTBETCTBHE

(Pokračování)
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MATEMATIKA

Lineární programování
DOC. OTA SETZER, ČVUT, Praha

V běžném životě se čím dále tím více setkáváme s pojmem linedrní
programování.

Protože jde o moderní část matematiky, která začíná pronikat do
nejrůznějších oborů hospodářské praxe (např. do průmyslové výroby,
obchodu, dopravy, plánování atd.), seznámíme se na nejjednodušších
příkladech s jejími principy.

V podstatě jde o určování většího počtu nezáporných veličin, v našem
školském výkladu je ukázka jen na dvou nebo třech veličinách, napť.
x= 0,yz2 0,2 0, které jsou vázánym lineárníminerovnostmi

AT HAY +02 SU
biz bdzy +32 Sby

M X+ MY T M2 S Mm, |
kde a;, b;, .. „mm(i = 1, 2, 3, 4) jsou reálná čísla.

Naším úkolem je nalézt takovou skupinu hodnot («, y, z), vyhovujících
soustavě (1), pro něž daná funkce

F (z,y,s2)max +Bytyz (2)
nabývá extrémní hodnoty, tj. buď maxima nebo minima.)—.

") Uváděné příklady jsou určeny jen pro školskou potřebu, aby je bylo
možno řešit bez počítacích strojů. V praxi jde o velký počet neznámých
a tu je třeba používat samočinných počítačů.
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I. Zabývejme se nejprve první částí úlohy, tj. řešením soustavy
lineárních nerovností (1) se zvláštními koeficienty. ,

Příklad 1. Hledejme dvojice nezáporných čísel (z, y), pro něž platí tyto
nerovnosti

«+ 2yS4 jBa + 24 <6. | (3)
Mají-li být čísla x, y nezáporná, musí odpovídající body v pravoúhlé

souřadnésoustavěležet vpravo odosy v (r<0) a nad osour
(y z 0), tedy v 1. kvadrantu včetně hraničních polopřímek + «, + w.

Rovnice x + 2y = 4 je rovnicí přímky, která protíná osy z%a y
v bodech A (4; 0), B (0; 2); přímka 3x + 2y — 6 seče souřadné osy
v bodech C (2; 0), D (0; 3), (obr. 1).

První z nerovností (3) splňují body uvnitř, nebo na obvodu troj
úhelníka OAB, druhé nerovnosti vyhovují body v trojúhelníku OCD,
nebo na jeho obvodu.

Mají-libýt současně splněny obě nerovnosti (3),pak hledanými
dvojicemi (r, y) jsou souřadnice bodů uvnitř čtyřůhelníka OCEB nebo
na jeho obvodě, přičemž bod E (1; 1,5) je průsečíkem přímek AB a ČD.

Příklad 2. V 1. kvadrantu určete všechny body, pro jejichž souřadnice z
a y platí nerovnosti

3x+4y SA
a +y S 3 (£)
x — 2y S 2.

Obdobně jako v 1. příkladě znázorníme graficky přímky
AB=ax— 2y—=2;BC=3xz + 4y =21; AD = 24 y=3 (obr.2).
Průssšíky přímsk AD a BJ s přímkou AB jsou body A($; 3),
B (ž* ; 5); jejich průsečíky s osou y jsou body C (0; 6), D (0; 3).

Body vyhovující nerovnostem (4) vyplňují vnitřek čtyřúhelníka
ABCD, nebo leží na jeho obvodu.

Příklad 3. Určete trojice nezáporných čísel (r, y, z), pro něž
dr + 2y + 2 S 6
3x + 6y + 42 S 12. (5)

Rovnice 3x + 2y + 2 = 6 je rovnicí roviny, která seče osy souřadnic
v bodech A (2; 0; 0), B (0; 3; 0), C (0; 0; 6); rovina 3x + 6y + 42 = 12
protíná osy z, y, z v bodech D (4; 0; 0), E (0; 2; 0), F (0; 0; 3), (obr. 3).

První nerovnost (5) platí pro body uvnitř, nebo na povrchu čtyř
stěnu OABČ. Druhou nerovnost (5) splňují všechny body poloprostoru
omezeného rovinou DEF, které leží v prvním oktantu — včetně hra
ničního trojúhelníka DEF — a neobsahují počátek O.

Roviny ABC a DEF se protínají v přímce GH: G(1; 1,5; 0),
H (5;0;2).

Oběma nerovnostem (5) vyhovují současně body uvnitř nebo na po
vrchu mnohostěnu BEFCGH.

Z uvedených přílkadů plyne, že při dvou proměnných «, y vyhovují
soustavě lineárních nerovností body uvnitř (při jiné volbě znamének
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koeficientů vně), nebo na obvodu určitého mnohoúhelníka, při třech
proměnných «, y, z jsou řešením body uvnitř (popř. vně), nebo na po
vrchu určitého mnohostěnu.

IT. Nyní připojme druhou podmínku naší úlohy. Hledejme — za
předpokladu, že existují — dvojice hodnot (x, y), které nejen vyhovují
daným nerovnostem, pro něž však daná funkce F (z, y) —aux + Gyna
bývá extrémní hodnoty.?)

Rovnice « x + By — k představuje pro různá k osnovu rovnoběžných
přímek. Tak např. na obr. 1 jsou zobrazeny rovnoběžné přímky

4a +- by= k (6)
pro k = 0, 5,20. Ze všech těchto rovnoběžek vybereme dvě hraniční,
které ještě protínají čtyřáhelník OCEB. První je pro minimální k = 0
a jde bodem O, druhá pro maximální k = 11,5 a prochází bodem E.

Tím jsme současně nalezli maximum (k = 11,5) a minimum (£ = 0)
funkce F(x, y) — 4x + 5y, pro kterou jsou splněny nerovnosti (3).
Názorně jsmesi ověřilivětu

Lineární funkce nabývá nad mnohoúhelnikem svéhomaxima nebominima
vždy v některém jeho vrcholu).

Při třech proměnných «, y, z představuje rovnice a x +By+ vz2=
= k pro různá k osnovu rovnoběžných rovin. Zvolíme-li z nich dvě hra
niční, tj. takové, které ještě protínají daný mnohostěn v jednom bodě,
určili jsme extrémy dané funkce nad daným tělesem.

Lineárná funkce nad daným tělesemnabývá svého maxima nebo minima
v některém jeho vrcholu*).

Přiklad 4. Určete maximum i minimum funkce 4x + 3y, jestliže pro «
a y platí nerovnosti (4).

Z osnovy rovnoběžných přímek 4%+ 3y — k vybereme hraniční
přímky, jež jdou body D a B čtyřúhelníka ABCD (obr. 2). Minimum naší
funkce nastává v bodě D(0;3), pro nějž k — 9; maximum pro bod B
(; 5),kdek—5.

Příklad 5. Určete maximum a minimum funkce 3x + y + 22, jsou-li
pro «, y, 2 splněny nerovnosti (5).

V příkladě 3 jsme určili vrcholy příslušného mnohostěnu. V nich může
daná funkce nabýt extrémní hodnoty. Pro jednotlivé vrcholy sestavíme
tabulku 1.

2) V literatuře bývá tato funkce, pro níž se hledají optimální hodnoty,
nazývána někdy účelová,nebo objektivní, nebo cílováfunkce.

8) Jsou-li hraniční přímky rovnoběžné s některou stranou mnohoúhelníka,
jsou řešením všechny body příslušné strany.

4) Jsou-li hraniční roviny rovnoběžné s některou hranou nebo stěnou
mnohostěnu, tvoří řešení všechny body této hrany nebo stěny.
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Tabulka 1

Bod X y Z 3x + vy+ 22

A 2 0 0 6
B 0 3 0 9
C 0 0 6 12
D 4 0 0 12
E 0 2 0 2
F 0 0 3 6
G l 1,5 0 4,5
H 3 0 2 8

Z tabulky 1 je zřejmé, že maximum funkce je v bodech C, D, totiž 12;
minimum v bodě Z má hodnotu 2.

III. V další části článku užijeme uvedených způsobů řešení — grafic
kého (polysónem) nebo numerického (tabulkou) — ve slovních příkla
dech.

Příklad 6. Během dovolené, na níž může zaměstnanec utratit mezi 1300Kčs
až 1500Kčs, chce navštívit města A a B. Délku své dovolené plánuje alespoň
na 10 dní, nanejvýš však na 14 dní. V městě A utratí denně 140 Kčs, v B
jen 100Kčs. Den pobytu v městě A si cení 10 body, v městě B 9 body. Jak
musí rozdělit svou dovolenou, aby získal nejvyšší možný počet bodů?

Řešení. z je početdnípobytu v A,y dní v B. Danépodmínkyvedou
k nerovnostem

1300 S 140x -+ 1009 S 1600

přičemžfunkce 10x + 9y má nabýt maximální hodnoty.
Body, které vyhovují prvním. dvěma nerovnostem, leží v pásu mezi

rovnoběžnými přímkami

10 S n ySs UM j (7)

p=Tx + y=10Pa=aty=l.
Druhé dvě nerovnosti splňují body uvnitř pásu mezi rovnoběžkami

Pa= 1x4 By= 65
Da= Ia + By= 80.

Vrcholy mnohoúhelníka KLMNP určíme v průsečících přímek py,
Pa, Ps) Pa Z, y (obr. 4)

Ppo.ex=K(1030), py.z=L (930), pz.p= M (5;9),
Pa.y ZN (0514), pz.ym=P (0,13), p,.p=e (%;3).

Hraniční přímky v osnově rovnoběžek 10%-+ 9y = k jdou body ©
a M. Protože hledáme m a xi m u mdané funkce, přicházív úvahu jen
bod M, pro nějž x = 5, y = 9, kmax= I31.

jsvv
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Délka pobytu v A činí tedy 5 dní, v B 9 dní, počet bodů je 131, celko
vá útrata se rovná 1 600 Kčs.

Obr. 4

Příklad 7. Vedoucí prodejny nápojů má na skladě 3 druhy vín:
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Velikost lahve Nákupní cena Prodejní cena Zisk
|

1,01 28,00 Kčs 38,00 Kčs 10,00 Kčs
0,71 20,00 Kčs 28,00 Kčs 8,00 Kčs
0,51 12,40 Kčs 21,00 Kčs 8,60 Kčs



P,

+X

P
Obr. 5

Chce skladovat 1 400 1vína, avšak ne více než 2 000 lahví. Přitom má být
alespoň 450 lahví litrových, alespoň 450 lahví po 0,71 a 500 lahví půllitro
vých. Celková nákupní cena se může pohybovat mezi 36 000Kčs a 39 600Kčs.
Kolik lahví jednotlivých druhů nakoupí a prodá, aby jeho zisk byl co největ
ší?

Řešení. Bylo nakoupeno z lahví po 11, y lahví po 0,71 a z lahví
po 0,5 1.Z daných podmínek plyne

x + 0,7y + 0,52 — 1 400
z + 4+. 25200
z7= 450, y= 450, z2= 500 (8)

36 000 S 28x + 20y + 12,42S 39 600

přitom nechť funkce 10x + 8y + 8,62 nabude maximální hodnoty.
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Z první rovnice vyjádříme z pomocí g a y
z = 2800 —2z —l,4y, (8)

dosadíme do dalších nerovností a po menší úpravě dostaneme
a) 800S z- 0,44
b) « = 450, yz= 450, 2300 Z 2x + 1,49 (9)
c) 16 000 S 40x +- 33y S 61 000
d) Funkce 180x + 10ly má nabýt minimální hodnoty.

Snadno nahlédneme, že při splnění nerovností (9ab) jsou splněny
současně i obě nerovnosti (9c). .

K určení vrcholů čtyřúhelníka ABCD, omezujícího oblast možných
řešení, použijeme proto jen přímek (obr. 5)

Pp1= T = 4650, pzy=y = 450D3= Zz+1,4y=2300Da= z+0,44=800
A = P. P, B = D1.Pa Č = Da.Pa D = Da.A(450;1000),| B(450;875),| C(620;150),'D(840;450).

Pro tyto vrcholy sestavíme tabulku 2.

n

Tabulka 2

]

Bod x y (z) 180%+ 10ly (10x + 8y + 8,62)A4501000| 500182000 16800
B 450 875 675 169 375 17 305
C 620 450 930 157 050 min. 17 798 max.
D 840 450 490 196 650 16 214

Z tabulky 2 je zřejmé, že funkce 180x -+ 10ly nabývá svého minima
v bodě ČC.Pro kontrolu byly do tab. 2 přidány i hodnoty (z)podle rovni
ce (8“)a k nim funkce (107 + 8y -+ 8,62), která dosahuje maxima opět
v bodě C, jehož souřadnice jsou řešením naší úlohy.

Podle toho bude pro vedoucího nejvýhodnější, objedná-li 620 lahví
litrových, 450 lahví po 0,7 litru a 930 lahví půllitrových. Maximální
zisk činí 17 798 Kčs při celkové nákupní ceně 37 892 Kčs.

(Dokončení)
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Malé ,,d““znamená velký podnik
Nyní můžemetvrdit, že i školy mají svůj vlastní
veletrh. Bude jím v Basileji ve Švýcarsku od
24. do 28. června 1966 pořádaný osmý mezi
národní, dosud největší evropský veletrh, „8.
DIDACTA", věnovaný potřebám vyučování.

A Na ploše 32000 m? bude vystavovat přes 500
výrobců učebných pomůcek z 15 zemí. Učebný
proces bude zastoupen od mateřských škol až
po university, uvidíme „stroje na učení“ i ja
zykové laboratoře. Že také matematika a fyzika
tam budou velmi dobře zastoupeny, je samo
zřejmé. M. Menšík

Numerické řešení rovnic
MARIE VALEŠOVÁ, ČVUT, Praha

Jistě se již mnohým čtenářůmRozhledůstalo, že přinějaké matematic
ké úloze dospěli k rovnici, s jejímž řešením si nevěděli rady. Mohlo tomu
tak být samozřejměproto, že neznali některé nutné vzorce nebo úpravu
příslušnérovnice, ale mohlo se tak stát také proto, že tuto rovnici vzor
cem nebo pomocí jakékoliv úpravy nelze řešit.

S rovnicemi, které neumíme řešit přesně, se v užité matematice setká
váme mnohem častěji než s těmi, pro které se dá přesné řešení najít,
aťuž příslušný předpis pro výpočet řešení je nám znám, či ne. A jsou to

rovnice jak algebraické!),tak transcendentní?). Dáse ukázat, že z algebraic
kých rovnic neumíme obecněřešit rovnice vyššího stupně než čtvrtého.
Při tom ovšem je třeba poznamenat, že obecné vzorce pro řešení rovnic
3. a 4. stupně jsou značně složité a často nedávají vhodný tvar řešení.
Rovnice vyššího stupně se dají snadno řešit, pokud příslušný mnoho

1 Algebraická rovnice má tvar P(r) — 0, kde P(r) je mnohočlen n-tého
stupně,tj. dx" + am -EbE.. an ae+ an= 0

*) (ranscendentná jsou nealgebraické rovnice, např. goniometrické, loga
ritmické aj.
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člen na levé straně rovnice má některý speciální tvar, např. je-li rovni
ce binomicka, recivproká,bikvadratická *) apod.

Rovněž malé procento transcendentních rovnic dovedeme řešit přes
ně, a to většinou tak, že je převedeme na některý ze zvláštních algebraic
kých typů (např. jestliže rovnici iracionální vhodně umocníme,v logarit
mické rovnici z rovnosti logaritmů dvou výrazů usoudíme na rovnost
příslušných argumentů apod.).

Vidíme však, že obecně nebudeme moci spoléhat na příliš jednoduchá,
a snadná řešení předložených rovnic, a proto bude velmi často nutné
řešení „„uhádnout““,lépe řečenoodhadnout a příslušný odhad co
nejvíce upřesnit. Řešení takto získanému, které danou rovnici splňuje
s jistou malou nepřesností, říkáme přibližné řešení. Metody, jimiž takové
přibližné řešení dané rovnice získáváme, nazýváme numerické metody
řešenírovnic. Budeme se nyní snažit na příkladech proniknout k podstatě
takového řešenírovnic a ukážemesi několik nejužívanějších metod.

Řekněme, že rovnice, s níž si zatím nevíme rady, má tvar
4 — 27%— 3x +- 4 —=0.

Dosazením „„zkusmo““např. ©= 1 zjistíme, že toto číslo rovnici vyhovu
je, čili je jejím řešením. Rovnice 3. stupně má však další dva kořeny“)
(ať už reálné nebo imaginární).

Kdybychom se však pokoušeli „„uhodnout““je zcela náhodně, s velkou
pravděpodobností by se nám to nepodařilo. Jestliže se nám však
poštěstí najít jeden kořen rovnice, úloha se značně zjednoduší. Vzpomeň
te si na kvadratickou rovnicí

axž+ br +-= 0.
Známe-li jeden její kořen x;, můžeme levou stranu rozložit na součin
kořenových činitelů

(x — T) (X — %) = 0.
Podobně, známe-li kořen r, algebraické rovnice vyššího stupně P(r) = 0,
můžemetuto rovnici psát ve tvaru

(z —z)Fy(r)—0,
kde stupeň mnohočlenu P,(r) je o jedničku menší než stupeň P(x).
Po tomto rozkladu se můžeme věnovat jen hledání kořenů mnohočlenu
P,(x).

V našem příkladě se tedy situace skutečně velmi zjednoduší, neboť
rovnici

£ — 29%— 3x +4 —=0

3) Rovnice bínomická má tvar x" -+ at = 0, rovnice bikvadratická
Ax* + Bx? + C = 0, rovnice recíprokéjsou např.
Axď + Bxž + Bz + A = 0, Ax* L- Br? —Číž + Bx + A =0.

4) Podle tzv. základní věty algebry má každá algebraická rovniceP(r) = 0
právě tolik kořenů, kolikátého stupně je mnohočlen P(x).
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lze napsat ve tvaru
(x — 1) (1*— x— 4) =0.

Položíme-li druhou závorku rovnou nule, vypočteme snadno podle
vzorce pro řešení kvadratické rovnice X9 —=%(1+ 7. Vidíme,
že kořeny této rovnice bylo možno stanovit přesně,když se nám podařilo
jeden kořen „„uhodnout“.

Obecně však nebude tak jednoduché jeden z kořenů najít (nebude-li
jím např. některé malé celé číslo),a proto nebudeme spoléhat na náhodu.
Odhady kořenů budeme provádět systematicky, abychom bezúčelným
dosazováním libovolných čísel neztráceli čas.

Uvažujme nyní na chvíli abstraktně. Nechť je dána nějaká rovnice
f(x) = 0. Najít všechny její kořeny znamená totéž jako najít všechny

růsečíky křivky, znázorňující funkci y = f(x), s osou z. Abychom mohli
hledat přibližná řešení dané rovnice, musíme se nejprve zhruba oriento
vat o průběhu funkce y — f(r) a zjistit alespoň, v kterém intervalu
máme průsečík křivky s osou r hledat. Interval může být pro začátek
dosti velký. Stačí např. zjistit, mezi kterými celými čísly leží kořen
rovnice. Odborně říkáme, že je nutno kořeny rovnice separovat (oddělit),
čímž rozumíme najít takové intervaly, v nichž je již jen po jednom
kořenu. Existuje řada vět, které umožňují provést separaci kořenů
rovnice, nám však postačí prozatím to, co je patrno z obr. 1: Pokud

Y

O
4=

„Z

X O

X

Obr. 1

křivka osu x protíná např. v bodě x (tj. nedotýká se jí), je zřejmé, že
funkční hodnoty v bodech nalevo a napravo od průsečíku x se liší zna
ménky.

Vezměmenyní jako příklad rovnici
£2—63 +-3—0.
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Na ní ukážeme jak separaci kořenů, tak i různé metody vyčíslení kořenů.
Nejprve zjistíme hodnoty funkce

f(x) = 1 —6x1+3
v bodech o celistvých souřadnicích x; f(0) = 3, £f(1)— —2, f(3) — 12
(pročísla větší než 3 jsou již hodnoty f(x) stále kladné); £(—1)= 8,
f(—2) = 7, f(—3) = —6. Ze znaménkových změn je vidět, že pro kořen
« platí 0< z< 1, dále je 2< 74<3 a —3< 2 < —2.Tyto ne
rovnosti dávají jistý odhad velikosti kořenů, ovšem velice hrubý.

Dále si vyložíme tři nejzákladnější metody, jichž se užívá k přibližným
výpočtům kořenů rovnic: metodu iterační, metoďu regula falsi a metodu
Newtonovu.

Metoda Vteračn

Jistě se většina čtenářů pamatuje na tzv. grafické řešeníkvadratické
rovnice. Princip spočívá v podstatě v tom, že se rovnice

©+-px+a=0
převedena tvar

= —DX—9
a místo stanovení průsečíků paraboly

y=ěT P+ a
s osou z hledají se průsečíky pevné paraboly y = 1? s přímkou y =
= —pr — g, což se graficky snadněji provede (pro narýsování pevné
paraboly y — a" můžeme např. užít šablony (obr. 2).

Y

y=x“ y=-px-g
|

|

|

l

|

|

l

|

|

l |

l |

| |

| l

| x
„r X 0 X

Obr. 2
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Podobná myšlenka nás přivede k metodě iterační. Rovnici f(x) = 0
upravme na tvar x —g(r). (Je možno rovnici upravit ještě obecněji
na tvar O4(£)— Ez(e), ale tím se zabývat nebudeme.) Graficky bychom
řešenírovnice původní našli jako souřadnici r průsečíku přímky y = r
s křivkou y = e(x). Z obrázku bychom pak mohli stanovit příslušnou
souřadnici odměřením, ovšem s omezenou přesností.

Pro numerický výpočet uvažme to, že kdybychom do rovnice x =
= glr) dosadili za x správný kořen «, bude rovnice splněna. Jestliže
však do funkce (r) dosadíme číslo % = %,rovnice splněna nebude.
Výsledek dosazení označme např. z, tj. 1 = e(%). Nové r; vezměme
znovu za přibližnou hodnotu kořene x, opět dosaďme do funkce o(«r)
a dostaneme 7; —(x). Tento postup můžeme libovolně opakovat.
Obecně bude

Tn+1 — 9l%).

Všimněme si však (obr. 3a,b a 4) výsledků tohoto dosazování. Zatím
co na obr. 3a, b je vidět, že čísla

X) U W.. ON
se postupně ke kořenu « přibližují (neboli konvergují), je tomu na obr. 4
naopak: čísla 74, %,... jsou stále vzdálenější od kořene «, než byl první
hrubý odhad % (říkáme, že posloupnost čísel z, diverguje).

K tomu, abychom dosazováním do rovnice z = g(r) získávali vždy
lepší přibližné hodnoty neboli aproximace, je zapotřebí a stačí, aby úhel
« tečny ke křivce y —(r) a osou z byl 0 < « < 45" anebo 135*< « <
< 180, tj. aby jeho tangenta byla v absolutní hodnotě menší než 1.
Není-li tato podmínka splněna, metody se nedá užít. Podmínka, aby

Y y=X(> Typ)
2

| IF |NaSE
a 190%) 190%)m |o l IPI
i (| | |
NN M MN

11+ —x
0 X XX X Xo

Obr. 3a
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ola) y=9(x)

+——-———=———

8617777777777

x

Obr. 3b

tgx| < 1 se dá zapsat pomocí pojmu 1. derivace 5) funkce p(r) takto:
o'(x)| < 1 pro všechna « z blízkého okolí kořene %,tj. pro všechna

x z intervalu (a, b), uvnitř kterého leží kořen % (který byl zjištěn při
separaci).

A nyní se vraťme k našemu příkladu. Rovnici
«— 6143 =0

můžeme přepsat ve tvaru

z—+ 3=
takže zde je + 3

v(z)= 76
2

Určímeg'(r) = > . Ukazuje se, že pro re (0,1)je 0 < o'(r) < $, pro
re (2,3)je2< o'(r) <%, rovněžtak pro z € (—3,—2).Iterační metody
přitomto rozkladu se tedy dá použít jenom pro hledání prvního kladného
kořene.

Jako prvního přiblíženímůžeme užít např. hodnoty « —0. Je 7 =
= 9(0) = ž = 0,5. Hodnotu z, = 0,5 dosadíme opět do předpisu g(x)

5)Viznapř.článekinž. E. Kriegelsteina,Základy diferenciál
ního počtu, Rozhledy č. 9,10,roč. 39.Směrnicetečny ke křivcey = g(T)
v bodě %,je rovna limitě směrnice sečny, spojující body o souřadnicích %
a To+ Apřih > 0,tj.

lim 2 (S T A)— p (ro)
h—0 h

kterou nazýváme derivacefunkce p(x) v bodě % a označujeme o'“(%).
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y = p(x) y=X

| |

| 1

|

| |
— Í

l | | |

ÚI
= l |

| | | | |PP |1 | |NN| |
M- | |VI | |

ER + X
0 X XX X X3

Obr. 4

a obdržíme x, = $ (0,5*+ 3) — 0,5208. Pro přehlednost sestavujeme
obvykle dílčí výsledky do tabulky (tab. 1). Postup opakujeme tak dlou
ho, až se X, 4 Xn4+4shoduje na žádaný počet desetinných míst.

Tabulka 1

Xn Xn 3 wm xh + 0,5

0 0 0 0,5
0,5 0,125 0,0208 0,5208
0,52 0,1406 0,0234 0,5234
0,523 0,1431 0,0238 0,5238
0,524 0,1439 0,0239 0,5239

Žádáme-li tedy v našem příkladě výpočet kořene s přesností na tři
desetinná místa, shodují se po zaokrouhlení hodnoty 74 a 4; a tedy je
x£-—0,524. Při tomto výpočtu jsme vystačili jen s tabulkami třetích
mocnin.

Všimněmesi ještě na obr. 3a,b, že při tg « >0 se posloupnost čísel z,
přibližuje ke kořenu £ z jedné strany, kdežto při tg « < 0 se hodnoty
r, objevují střídavě vlevo a vpravo od £ — říkáme, že posloupnost
osciluje. Těchto vlastností lze při podrobnějším rozboru rovněž využít
(zejménapři zaokrouhlování hodnot z,) ke zrychlení konvergence iterač
ní posloupnosti. Nebudeme se tím však nyní zabývat.

(Pokračování)
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Rovnice pravidelného mnohoúhelníka
STANISLAV TRÁVNÍČEK, Olomouc

Víme, že
royz0

4 =i ro y<0 (1)
Tato definice absolutní hodnoty má zajímavý grafický důsledek,

o němž dále pojednáme. :
Mějme dán nějaký osově souměrný obrazec; v tomto článku budeme

pod pojmem obrazec rozumět jen jeho obrysovou čáru. Umístěme jej tak,
aby jeho osou souměrnosti byla osa x pravoúhlé soustavy souřadnic.
Jestliže část obrazce, nacházející se nad osou «, je grafem funkce y =
= f(x) pro y Z 0, pak z osové souměrnosti plýne, že část obrazce, na
cházející se pod osou «, je grafem funkce y — —f(r) pro y S 0 (obr. 1).
Rovnice daného obrazce pak je

yl = f(x) (2)
Je totiž skutečně pro y Z 0 podle (1) |y| = y a podle (2) je |y| = f(«),

tj. y — f(x) a pro y S 0 je podle (1) |y| = —y a podle (2) je |y| = f(x),
tj. —y = f(r) tedy y = —f(r). Vzhledem k souměrnosti obrazce podle
osy « je lhostejné, že případ y = 0 uvažujeme dvakrát.

Příklad 1. Obrazecje vytvořenparabolamiy = 1 —a*proy = 0, y =
«2— 1 pro y S 0 (obr. 1). Jeho rovnice je y|=1— ?.
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Obr. 1
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Budeme se nyní zabývat speciálními osově souměrnými obrazci,
pravidelnými n-ůhelníky. ěvé

Nechť jje n sudé číslo. Pravidelný n-úhelník má pak » os souměrnosti.
Umístěmejej pro jednoduchost tak, aby se střed kružnice opsané (o polo
měru 7) nacházel v počátku soustavy souřadnic a osa r byla jeho osou
souměrnosti procházející protějšími vrcholy, které pak mají souřadnice
(—7;0), (r; 0). Dále budeme uvažovat mnohoúhelníky jen v této základ
ní poloze. ŘA

Pro větší názornost dalších úvah hledejme nejprve rovnici"čtverce
(obr. 2). Vyjdeme ze znalosti grafu funkce y = |x. Část čtverce pod osou

Y

Y=ÍXÍ

„yzIxI-r
X

O M

r NYEDÍ

Obr. 2

© je zřejmě grafem funkce y = |z| — r pro y S 0. Ze souměrnosti
čtverce podle osy r plyne, že část čtverce nad osou £ je grafem funkce

= r— |z| pro y = 0. Podle (2) má pak čtverec rovnici |y| =r — |r],
tj. P

kl+y=r. (3)
“ Jak vidíme, je hlavním problémem najít vyjádření horní (nebo dolní)
části mnohoúbelníka (tj. jisté lomené čáry) rovnicí tvaru y = f(x). Tato
úloha byla řešena v článku [1] 41. ročníku Rozhledů matematicko-fyzi
kálních. Podle tohoto článku platí:

Máme-li lomenou čáru, jejíž strany leží postupně na přímkách py, P»,
-Dm Se směrnicemi ky, kz,...„km,rovnice přímky p, je y= kT 4,
rovnice přímky P, je yY— kmť+ gm A souřadnice r vrcholů lomené čáry
jsou postupně W<LM < < tm- (proč nelze předepsat též g2, G3,...,

Om-—1:2) pak rovnice této lomené čáry je
= z [(ky+ km)t + 01+ dm— (ki — ko)je — X] —(62— k) |z — v —

m (Em—1„a ky) |< = tm-1|] h
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kterou lze stručněji zapsat
m— 1

yY= Ž [(K;T kn) T 0 T Jm] 7 3 Ž (kz9 R41) |x =- x] . (4)
kde %je tzv. sčítací index.

Uvažujme nyní pravidelný 2m-úhelník v základní poloze. Stanovíme
údaje, potřebné k vyjádření horní části 2m-úhelníka rovnicí (4) (obr. 4).
Úhly budeme pro stručnost zapisovat v obloukové míře.

Y

C ByM%7 o
X, X

Obr.3

m— 1
3Najdemepostupněw= =, u mž(n—0)=rT Jm

k=tgwu=ter „Dále je «, = a — 0, W = G2— 0,..., kde

Te m—3 m— 6 ,
d—=1T—2«4—7. Je tedyu —n o BT obecně

1— 2-nr $—=1,2,...,m.Odtud
2m

m+1l— 2

Dosazenímlehce zjistíme, že A411 = —%,tj. též'
km = —k, tedy též kn = —k (6)

Odtud plyne, že 93= gm.Z podobnosti trojúhelníků máme

A —=ky,takže platí
m-—1

Im Z Wm—TI8T 3 (7)

Body «; (? = 1,2,..., m — 1) dostáváme podle obr. 3 takto:
T = —T 008 E, X2 —=—T cos 2y, ..., obecně
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70?
X = —7 08 -—-. 8
i a (8)

Dosadíme-li ze vzorců (5), (6), (7), (8) do rovnice (4), má podle (2)
pravidelný 2m-úhelník v základní poloze rovnici

m—1 „" m+1—%A
yl = "ten 9m 2 (te ——————kC (0)

Ovšem tuto rovnici by bylo možno ještě různě upravovat použitím
vzorců pro goniometrické funkce, což ponechávám čtenáři.

Příklad 2. Najdeme znovu rovnici čtverce. Je tedy m = 2, takže
podle (9) má tato rovnice tvar

1

T 1 8— 2 1—A
ur —3 X(ten 1 tgn 1 ')

a po úpravě mbme 'y| = r — |ď!/,což je opět rovnice (3).
Příklad 3. Najdeme rovnici pravidelného šestiúhelníka. Ježto m =

— 3, má podle (9) hledaná rovnice tvar
2 .T 2—% 1—%=rtg3 —*% t —t

tedy po dosazení máme
r

u =rVš—:|W5—0 0+5 6-2
a po úpravě dostáváme rovnici pravidelného šestiúhelníka, např. ve tvaru

uhrcos

zbroos.,

r

£T —
3

o + r + Ir —rl + AŠ jyj= ar.
Je-li mliché, má pravidelný n-úhelník » os souměrnosti, z nichž každá

prochází jedním vrcholem a je osou protější strany. Jestliže osa x bude
opět osou souměrnosti, pak stranu, která je k ní kolmá, nelze vyjádřit
rovnicítvaru y = kr + g a popsaná metoda není použitelná.

Jestliže v rovnici (9) nahradíme znaménko rovnosti znaménkem <,
dostaneme nerovnost, která nám vyjadřuje vnitřek pravidelného 2m
úhelníka. Podobnou nerovnost pak lze obdržet i pro vnitřek pravidel
ného n-úhelníka, kde » je liché.

Literatura

[i]Stanislav Trávníček, O jednom „způsobu defini
ce funkce, Rozhledy matematicko-fyzikální, roč. 41 (1962-63),č. 3-4.
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Ohniska parabol
dotýkajících se tří přímek

EDVARD CÍFKA, Praha

Z ohniskových vlastností paraboly vyplývá, že ji můžeme určit, např.
dvěma tečnamiť;, f; a ohniskem F'. Další třetí tečna ť,již musí splňovat
podmínky o souměrně sdruženém bodu © k ohnisku F a o patě P
kolmice sestrojené z ohniska na tuto tečnu. Proto při daných třech
tečnách ;, ť2, 1; nelze ohnisko F volit libovolně. Ukážeme, že platí
věta:

Geometrické misto ohnisek parabol dotýkajících se tří přímek ty, tz, tz
neprocházejících týmž bodem a navzájem různoběžných je kružnice
opsaná trojúhelníku jimtvořenému.

Důkaz (obr. 1). Uvažujme parabolu danou ohniskemF a řídicí
přímkou ď. Sestrojme z bodu R, tečny 7;, t, s body dotyku T, T, k této
parabole. Jsou-li Og,©, příslušné souměrné sdružené body k ohnisku F
podle tečen ť;, ť,, jsou čtyřůhelníky R,FT40,, R,FT,©, deltoidy, které
jsou podobné. Označíme-li

X FTR —x O0TR, —9, < FRxT,=< ATR = ©:

ATR =p, XTR =m,je
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Obr. 1

neboť v kružnici nad průměrem R,F je oblouk UP, rovný oblouku
P,F, je- U průsečík rovnoběžky s osou paraboly bodem R; s určenou
kružnicí a P,, P, paty kolmic sestrojených z ohniska J' na tečny ť,, ť;.

Označíme-lip = 94+ ©je
X RFT, = X R,FT, = 180"—o .")

Buď nyní /; další tečna paraboly. Její průsečíky s tečnamiť,, ť, jsou
Rosůh. l, Rasta. by.

Potom
X TFR, = X TFR, =2í T,FT;,
X TFR;= XTFRi= XTFT.

Sečtením obou řádků dostaneme

X RER; = 3 X TFT, = 180 —9.
To však znamená, že čtyřůhelník R,R,F.R, je tětivový a tedy:

1) Výsledek můžeme vyslovit větou: Úhel spojnic ohniska paraboly s do
tyčnými body dvou tečen je půlen spojnicí ohniska s jejich průsečíkem a je
rovný dvojnásobku výplňkového úhlu k úhlu tečen.

Z tóto věty plyne jako zvláštní případ: Spojnice dotykových bodů tečen
sestrojenýchz bodu na přímce řídicí k parabole prochází jejim ohniskem.
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Kružnice opsaná trojúhelníku tří tečenparaboly prochází jejím ohniskem.?)
V druhé části důkazu věty zvolíme na kružnici opsané danému troj

úhelníku R,R,R; libovolně bod F různý od vrcholů trojúhelníka a uká
žeme, že tento bod je ohniskem paraboly, která se dotýká přímek 4,
t+,t3,na nichž leží strany trojúhelníka (obr. 2).

a
Obr. 2

Sestrojme souměrně sdružené body ©,, ©, ©; k bodu F podle přímek
ty, t5, b3. Je-li -věta správná, musí bod ©; ležet na přímce d = 0,0,,
která bude řídicí přímkou příslušné paraboly.

K tomu účelu označme o = X R,R,Ry, d — 180" — © R,R;R;, € =
= X A,RzRy.

Na přímkách U, t; stanovme body T',, T; tak, že

X RFT, = X R,FT, = 180"—9
Body T1, T, jsou na přímkách vedených body ©, ©, a kolmých

k přímce ©,©,, neboť ze vztahů

2)Jinýdůkaztétovětyviznapř.v knizeKounovský-Vyčichlo,
Deskriptivní geometrie, ČSAVPraha, 1958,5. vyd.,str. 289.
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X RAT; = X RAT; = 180"—p, X 0,RÓ,=2 O,
X RB; = X R90, = 9" —©

K T990, = X T200, = 90"
Proveďme touž úvahu pro dvojici přímek ť, t,. Jsou-li T2, T, body

získané předešlou konstrukcí, tj. takové, že
X RFT; = X RFT; = 180 —y,

plyne, že

ak
F X RFT, — X RFT, — X R,FR; = 180"— (o +- €),
neboť

X RRzRz—=X BFR; =
v důsledku obloukových úhlů v kružnici nad touž tětivou.

Protoževšak 4 =o + c je
X R;FT; = X RFT2,

a tedy T, = T).
Potom zřejmě také X R;,FT;, — 180" — V
Nyní je T290,| 0,0, T260,| ©,0;, a tedy bod ©; leží na přímce

0,0, a přímky 4, t,, t; jsou tečnami paraboly s ohniskem F, čímž je
důkaz proveden.*)

Uvedená věta platí i v tom případě, kdy je pro parabolu dána tečna
t, s bodem dotyku T', a další tečna ť,. Potom geometrické místo ohnisek
parabol je kružnice, která prochází bodem T, a dotýká se tečny t,
v jejím průsečíku R s tečnou Ú;.

Cvičení.

1. Určete geometrické místo bodů, z nichž kolmice vedené na strany
trojúhelníka mají na těchto stranách paty ležící na přímce.

2. Sestrojte parabolu určenou
a) čtyřmi tečnami (z nichž žádné tři nemohou procházet jedním bodem),
b) tečnou s bodem dotyku a dalšími dvěma tečnami,
c) dvěma tečnami s příslušnými body dotyku.
3. Dokažte!
Dvě kružnice, které procházejí bodem kružnice opsané trojúhelníku,

z nichž jedna se dotýká v bodě A strany b a druhá v bodě B strany a, mají
svůj druhý průsečík na straně c daného trojúhelníka.

S) Z důkazu plynou ihned tyto věty:
Body souměrně sdružené podle stran trojúhelníka k bodu na kružnici opsané

tomutotrojúhelníku leží na přímce.
Paty kolmic na strany trojúhelníka sestrojené bodem na kružnici opsané

tomutotrojúhelníku leží na přímce (tzv. Simsonově).
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0 některých křivkách (Pokračování)

DOC. BOŘIVOJ KEPR, ČVUT, Praha

Mějme nyní dva různé body D; a D; a uvažujme úhel mkonstantní
velikosti (stačí se omezit na w < 90") o vrcholu V, sevřený přímkami a
a b (obr. 32). Zaveďme speciální komplanární pohyb takto:

Úhel v konstantní velikosti se pohybuje tak, že jeho rameno a pro
chází stále bodem D, a jeho rameno 5 stále bodem D;. Nechť si čtenář
uvědomí, že tento zvláštní pohyb svým zavedením je zcela v souhlasu
s tvrzením 1. základní věty z odst. 3. Vrchol V úhlu w bude opisovat
při tomto pohybu kružnici dy, jak plyne ihned ze známé věty o obvo
dových úhlech. Sestrojíme-li v bodě D4 kolmici na a a v bodě D, kolmici
na b, získáme v průsečíku těchto kolmic příslušný okamžitý střed S
otáčení. Podle věty © pravých úhlech nad průměrem kružnice (věta
Thaletova) musí okamžitý střed S otáčení, takto sestrojený, být rovněž
bodem kružnice dy. Je tedy kruhová dráha dp vrcholu V úhlu e sou
časně polhodií nehybnou (pevnou) 9%,tj. dy = p". Úsečka VS je prů
měrem kružnice p".

Zvolme si nyní libovolný bod C > V, pevně spojený s daným pohy
bujícím se úhlem. Spojnice c = (CV) protne kružnici dy = p" kromě
bodu V ještě v dalším bodě D,. (Abychom si zbytečně nekomplikovali
situaci, můžeme předpokládat, že přímka c se v bodě V nedotýká
kružnice dy = p", tj. můžeme předpokládat, že platí D, = V.) Přímka c
nechť svírá s přímkou 5 úhel y. Protože se jedná o komplanární pohyb
neproměnného útvaru, bude úhel » v průběhu pohybu stále téže veli
kosti. Z toho plyne podle věty o obvodových úhlech (vrchol úhlu
je bod V, který probíhá kružnici dy), že spojnice (CV) při pohybu
prochází stále bodem D,, který je přitom pevný. Protože i úsečka
CV má při pohybu stálou délku, sestrojíme dráhu d, bodu C velmi
rychlé a pohodlnětakto: Pevným bodem D, na dané kružnici p" vedeme
paprsky c, *c, 2c, ..., což jsou jednotlivé polohy pohybujícího se pa
prsku c. Od průsečíků V, !V,?*V, ... těchto paprsků s kružnicí p",
různých od D, (jsou to jednotlivé polohy pohybujícího se bodu V)
naneseme na ně v příslušném smyslu úsečku dané délky VČ = *VC =
= 2V2C = „Body C, !C,?2C..., které jsou jednotlivými polohami
pohybujícího se bodu C, leží na hledané křivce d,. Tečnu v bodě *C
(č= 1, 2, ...) křivky d, sestrojíme na základě dřívějších úvah takto:
Spojnice bodu *V se středem O kružnice p" protíná tuto kružnici v pří
slušném okamžitém středu otáčení *S, kde *V a *S jsou krajní body
průměru kružnice p*. Přímka (*C%S)je tedy normálou n křivky d,
v jejím bodě *Ca přímka %| *nv bodě "Cje tečnou křivky d, v tomto



bodě. Na obr. 32 byla provedena tato konstrukce tečny % křivky d,
v jejím bodě ?C.

Zkoumejme nyní křivku, kterou bude jako obálku při tomto pohybu
obalovat daná přímka ». Příslušný rozbor je znázorněn na obr. 33.
Neproměnný rovinný útvar je tedy dán rameny a a d konstantního
úhlu w o vrcholu V = (a, b), který se pohybuje tak, že rameno a pro
chází stále pevným bodem D; a rameno b stále pevným bodem D,
(Du= Do). Jak bylo již konstatováno, vrchol V úhlu přitom opisuje
kružnici dy, procházející oběma body D; a D;. O dané přímce p před
pokládejme, že neprochází vrcholem V a že je pevně spojena s pohybu
jícím se daným úhlem. Sestrojme bodem V přímku p" || p.

Pro lepší názornost můžeme předpokládat, že tato přímka p" není
tečnou kružnice dy = p" v jejím bodě V. Na podstatu výkladu, který
bude následovat, nemá tento předpoklad vliv. Příslušná úvaha znázor
něná obrázkem 33 bude však srozumitelnější.

Obr. 32 Obr. 33

Přímka p" svírá s přímkou a úhel y s vrcholem rovněž v bodu V.
Protože úhel y nebude při pohybu měnit svoji velikost, bude přímka
p" při tomto pohybu procházet neustále bodem S,, v němž (kromě
bodu V) protíná kružnici dy = p". Protože vzdálenost r obou přímek p
a p" zůstane při pohybu rovněž stále nezměněná, bude přímka ,
jakožto tečna, svými jednotlivými polohami, jichž při pohybu nabývá,
obalovat kružnici dp o středu S, € dy a o poloměru r = p— p". Doty
kový bod T přímky p s kružnicí dp je v průsečíku příslušného průměru
této kružnice, kolmého na p. Podle Thaletovy věty prochází přímka
(T Sp) bodem S, příslušným okamžitým středem otáčení na dy = T",
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což je jistě v souhlasu s tvrzením 4. základní věty z odst. 3. Pohybu,
který právě vyšetřujeme, říkáme pohyb kardiovdický. Pro tento pohyb
můžeme tedy vyslovit následující zajímavý výsledek:

Každá přímka při kardioidickém pohybu obalí kružnici, která se
zredukuje v bod jedině tehdy, když přímka prochází vrcholem pohyb
livého úhlu. Středy všech kružnic takto vytvořených leží na kružnici,
kterou při pohybu vytvoří vrchol úhlu.

Hledejme hybnou polhodii kardioidického pohybu. Na obr. 18 v odst.
3 je ukázána a v textu k tomuto obrázku i popsána obecná konstrukce
bodů polhodie hybné. V případě našeho pohybu (obr. 34) leží příslušný
okamžitý střed otáčení S, S", 9", ... na polhodii nehybné (kružnici)
p" vždy jako diametrálně protilehlý k odpovídající poloze V, V', V",...
vrcholu pohybujícího se pevného úhlu w, který opisuje tutéž kružnici
dyp=p". Jetedy VS=VWS =V"J"= = 27" = konst.,kde 7"
je poloměr polhodie nehybné. Vzhledem k této skutečnosti a vzhledem
k citované obecné konstrukci provedené v odst. 3 a znázorněné na
obr. 18, dospíváme k výsledku, že polhodií hybnou pž je rovněž kruž
nice, jejíž poloměr 7*se rovná průměru 2 7%polhodie nehybné (obr. 34).

Kardiovdický pohyb lze tedy realizovat kutálením kružmce př jejím
„vnitřním“ obvodem po „svnějším““obvodu kružnice p" o polovičním polo
měru.)

Z toho plyne konečně dále, že
pohyb kardiovdický a pohyb eliptický jsou dva pohyby navzájem vratné.

(Viz závěr odstavce 3.)
Dalo by se ukázat, že speciální epicykloidy z obr. 25a, b, c, které

jsme nazvali Pascalovými závitmcemi, jsou totožné s drahami d, bodu C,
který je podroben kardioidickému pohybu.

Podrobněji je to takto:
a) Je-li úsečka CV z obr. 32 menší než průměr 2r“ kružnice p", je

příslušná křivka d. totožná s Pascalovou závitnicí z obr. 25b, která má
dvojnásobný bod D (tzv. uzel) jako svůj jediný bod singulární. V případě
pohybu kardioidického leží tento dvojnásobný bod D na kružnici p,
(z obr. 32) v bodě D,.

V zájmu solidního porozumění věci doporučuji čtenáři, aby si zkonstruoval
celou Pascalovu závitnici s dvojnásobným (singulárním) bodem DĎpodle
konstrukce naznačené v obr. 32. V singulárním bodě D křivky k, který je
jejím (obyčejným) uzlem(tj. křivka k takovým bodem prochází dvakrát,
viz obr. 35), existují dvě její tečny !/ a %/.Každá z těchto tečen je tečnou
této křivky vždy k jedné její „„větvi““jdoucí bodem D v tomto bodě. Autor
článku bude velmi spokojen s tím čtenářem, který jako cvičení vyřeší
tuto úlohu: Ve dvojnásobném bodě D Pascalovy závitnice sestrojte pří

20) Výraz „„vnější““nebo „„vnitřní““obvod kružnice je dáván do uvozovek
proto, že má pro účely našeho článku pouze vystihující význam, při kterém
se nám jedná v první řadě o názornost. Z hlediska naprosto přesné formulace
by to bylo pro našeho čtenáře málo srozumitelné.
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Obr. 34 Obr. 35 Obr. 36

slušné tečny 4 a %.(K řešení stačí promyslet veškerýtext, který se pojí
k obr. 32.) Výsledek řešení je naznačen na obr. 36. Ctenáři, který však
neporozumí textu k obr. 32, bude řešení ukázané v obr. 36 tzv. pouhou
„kuchařkou“.

b) Je-li úsečka CV z obr. 32 rovna průměru 27" kružnice p", je
příslušná křivka d, totožná s Pascalovou závitnicí z obr. 25a, která má
za svůj singulární bod bod vratu (tzv. hrot), ležící na kružnici p? (pol
hodii nehybné) v bodě D, z obr. 32.

V zájmu dobrého pochopení výkladu, doporučuji čtenáři, aby si zkonstruo
val celou tuto Pascalovu závitnici s bodem vratu podle konstrukce nazna
čené v obr. 32. Pascalově závitnici s bodem vratu se říká též (viz text
k obr. 25a) kardioida, česky srdcovka, vzhledem k jejímu tvaru. Odtud
také pochází - vzhledem k historickému vývoji - název pro právě studovaný
pohyb.

c) Je-li úsečka CV z obr. 32 větší než průměr 2? kružnice p", je
příslušná křivka d, totožná s Pasecalovouzávitnicí z obr. 25c. Doporučuji
čtenáři, který má o věc zájem, aby si zkonstruoval rovněž i celou tuto
Pascalovu závitnici podle konstrukce naznačené v obr. 32. Tato křivka
je zajímavá tím, že má v bodě D, z obr. 32 zvláštní singulární bod,
tzv. bod izolovaný. Bude-li čtenář sestrojovat body této křivky podle
konstrukce naznačené v textu k obr. 32, získá tvar nakreslený v obr.
25c se dvěma inflexními body J, J. Hlubší úvahou, kterou tu nelze
provést, se dá ukázat, že i bod D, z obr. 32, který leží mimo „nor
málníprůběh“křivkyd.,je rovněž bodem této křivky.Z toho
důvodu se takovému zvláštnímu (singulárnímu) bodu křivky říká bod
izolovaný.

Čtenář si velmi dobře prověří, zda správně pochopil celou řadu věcí,
vyřeší-li následující úlohu:

Sestrojte dráhu dy vrcholu V daného konstantního úhlu w, sevřeného
přímkami a a b a obálku d, libovolně zvolené přímky c, pevně spojené
s rameny a a dbúhlu w, pohybuje-li se úhel m tak, že a) rameno a se
stále dotýká dané pevné kružnice dg a rameno b prochází stále daným
pevným bodem D;; b) rameno a se stále dotýká dané pevné kružnice
da a rameno b se dotýká stále jiné dané pevné kružnice dp.(Pokračování)
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FYZIKA

Experimentální určování vztahů
mezi fyzikálními veličinami
pomocí II- teorému
JOSEF MATOULEK, studujícíČVUT,Praha

Základem fyziky, jako exaktní přírodní vědy, mohou být jedině
kvantitativní vztahy mezi fyzikálními veličinami. Tyto kvantitativní
vztahy určujeme buď pozorováním fyzikálních dějů v přírodě, tj. dějů,
jež probíhají samovolně a jsou značně složité, nebo studiem uměle při
vozených dějů — fyzikálních pokusů. Přestože fyzikální pokusy jsou
děje značně zjednodušené, vyžaduje odvození kvantitativních vztahů
mezi fyzikálními veličinami značných matematických znalostí. Nároky
na matematické znalosti se značně snižují, použijeme-li některých obec
ných vývodů teorie rozměrovosti,známých pod jménem [I-teorém.

Předpokládejme, že hledaná fyzikální veličina a závisí na » fyzikál
ních veličinách ay, d2,... dy. Máme určit tuto závislost, tj. funkci f

a = f (0x, 433... Un), (1)
v které předpokládáme, že je nezávislá na soustavě jednotek měření.
Vztahem (1) je hledaná veličina a určena explicitně, může však být také
určena implicitně, tj. vztahem

PÍA, A1, Ag3s+.,An) = 0. (2)

Nyní je třeba zavéstpojemrozměrové nezávislosti
veličin.
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Definice L. » fyzikálníchveličina4,d»,...,ď, nazýváme rozměrově
nezávislými, pokud nelze rozměr žádné z nich vyjádřit pomocí součinu
z rozměrů ostatních veličin v různém stupni.

Např. veličiny délka, zrychlení a hybnost jsou rozměrově nezávislé,
protože jejich rozměry L, LT* a MLT-1 vyhovují podmínkám definice

1. Naopak veličiny délka, čas a zrychlení jsou rozměrově závislé,
protože rozměr zrychlení LT'7ž je tvořen rozměry délky L a času T.

Nechť je mezi » veličinami a4, d»,..., a, ve vztahu (1) právě prvých k
rozměrově nezávislých. Zřejmě je k < n. Označíme-li jejich rozměry
[a] = A1, [02]= Ag,...; [a] — Ar, lzé pak rozměry ostatních veličin
U, Ak+1)++++0mVyjádřit pomocí rozměrů veličin a, d9;..., Gx,jež nazýváme
základními veličinami. Je tedy

[a]=A4AD.A0 Ap,
[ax41]= A+. A412... Agok+1l),

[an] = A1%(D.. Apdnl2), .,.. Apgontě),
Zvolme nyní za soustavu jednotek měření právě hodnoty prvých k

veličin. Hodnoty veličin dy, G2,...dy V nové soustavě jednotek označme
A1,A2.) An.Platí tedy a=la=l..,a,=l.
Jednotky ostatních veličinpak jsou

(a')= a“ .a, o0006a, ,(az;4)=4+1.a+1a

(a) = am“ . dytn“??.... AzP)
a tedy jejich hodnoty v nové soustavě jednotek

a== 7
?(2) an.aĎ

© (an)© am“ o06sam
lze tedy přepsat vztah (1) na

a' =T(L L, ..., L, az41 5.0)On)
Je zvykemoznačovata' = II, az41= II, ..., az = II,
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Všimněmesi, že argumenty II, II, ..., I,- vznikly dělením
hodnot a, dz+1, «.+> Am,jejich rozměry. Jsou to proto bezrozměrné
argumenty. Použitím vývodů teorie rozměrovosti dosáhli jsme tedy
toho, že vztah (1) mezi » + 1 rozměrovými veličinami lze psát ve tvaru

II=f(1,1,1,...,11,H, ..., z), (4)
tj. jako vztah mezi 1 — k + 1 bezrozměrnými veličinami. Výhoda spo
čívá v tom, že u funkce s menším počtem proměnných lze snáze určit
její tvar, jak ostatně bude zřejmé z příkladů.

Poznamenejme, že vztah (1) lze přepsat ve vztah (4) jen tehdy,
splňuje-li funkce f jisté podmínky vzhledem k proměnným ay,ds, ..., Gp.
Uveďme však také, že tyto podmínky jsou v praxi většinou splněny.

Rozebereme nyní některé zvláštní případy vztahu (4) a ukážeme si,
kdy se prakticky vyskytují

a,n=Kk
V tomto případě je

II =f(1,1,..., 1)= konst., (5)
a tedy vztah (1) lze psát ve tvaru

a—konst.a a,
přičemž hodnotu bezrozměrné konstanty lze určit jediným, resp. opa
kovaným měřením jedné veličiny. Tento případ se vyskytuje při zkou
mání volného pádu. Máme určit závislost doby volného pádu hmotného
bodu na výšce h (obr. 1). Zřejmě je

t—=f(h,g, m).
Veličiny A, g, m jsou ve smyslu definice 1 rozměrově nezávislé.

Určeme nyní bezrozměrnou veličinu
ť

= ha.gb.me (6)
Označíme-li rozměry [A]= L; [9] = LT7?; [m] = MW;[i| = T a uvě

domíme-li si, že [II] — 1, lze psát
T

L=.(LT72P.Me
neboť vztah (6) musí být též rozměrově správný.

Z porovnání exponentů ve vztahu (7) vyplývá

L2.M.T— (7)

0 = —a—),
0= —c,

0—1+42.
Řešením této soustavy rovnice dostáváme a = 3, d= —3,c=0

a tudíž bezrozměrný argument [I je
i 9NA= ——— =/.| Z. 8

hž.g-ž.m l h (8)
“
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ZVVLOVL
Obr. 1 Obr. 2

Podle vztahu (5) je však II = =

konst. Proveďme nyní určení této řvm bs NH=t V;
konstanty měřením.Realizujme hmot
ný bod ocelovou kuličkou a určujme 2 0,64 1,42
hodnoty II pro různé hodnoty A. Vý- 4 0,91 1,42
sledky měřeníjsou uvedeny v tabulce a 129 Vy
1. Z výsledků měření vyplývá, že 10 1.43 141
M34. == 1,41, předpokládáme-li, že
g = 9,81 m/s.

Pak je

t-——1,41.(=g g
Tento vztah je v souladu s příslušnou teorií

b,n=k+ 1
V tomto případě je

M—=f(1,1,...,1 II) = (II) (9)
Vztah (9) určíme nejlépe tím způsobem, že jej zobrazíme graficky
a podle tvaru křivky usuzujeme na příslušnou závislost.

Tento typ závislosti se vyskytuje při zkoumání pohybu matematic
kého kyvadla, což je hmotný bod zavěšený na nehmotném vlákně
(obr. 2). Předpokládejme, že doba kývu je

É = f (l, m, 9, 12)

Veličiny l, m, g jsou rozměrově nezávislé, e je bezrozměrný argument
= [I,. Zbývá určit druhý

Ú

la gb .me
Tento bezrozměrný argument je tedy stejný jako v předešlém případě

=. (04 (10)
(Dokončení)

II =
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Dualismus vln a částic

STANISLAV HAVLÍČEK, KarlovyVary

Koncem minulého století bylo známo, že pod vlivem světla velmi krát
ké vlnové délky, se vytrhují z některých kovů elektrony a kov se stává
kladněelektricky nabitým, nastává tzv. fotoefekt.Ruský fyzik Stole
t ov zjistil, že energie vyletujících elektronů závisí lineárně na kmitočtu
vpoužitého záření. Bylo zjištěno, že je třeba jisté minimální frekvence v,
aby elektron mohl být z kovu vůbec vytržen. Podle Planckovy domněn
ky to znamená,že je třeba dodat jistou minimální energieve formězáření,
abychom narušili vazbu elektronu v kovu: 8, = Av. Tato energie se
označujezpravidlaA a nazývá se výstupní prací. Zbývající
energie záření hy — hvy se pak přemění na kinetickou energii ž mv?
vytrženého elektronu. Přicházíme tak k této rovnici (tzv. rovnici Ein
steinově)

hy — hmw=žmě, (1)
resp. hy—A+ mě. (2)

Proveďme rozbor této rovnice. Na její levé straně stojí energie záření
hy a na pravé straně je energie vyraženého elektronu ž mwv?,zvětšená
o výstupní práci. Jinými slovy, rovnice (2) vyjadřuje zákon zachování
energie systému atom +- záření. Kvantum energie vystupuje v rovni
ci (2) tak, jakoby příslušelo částici s energií Av.Tím lze dát Planckovu
kvantu energie jasný fyzikální smysl. Elektromagnetické záření se chová
tak, jako kdyby se skládalo z částic, z nichž každá nese energii Av.Těmto
částicím(korpuskulím)světlaříkámefotony. Einsteinův předpoklad,
že elektromagnetické záření se skládá z fotonů o energii € — v, byl skvě
le potvrzen i na řadě dalších jevů, o nichž se zde nebudeme zmiňovat.

Na druhé straně lze ukázat, že světlo za jistých okolností projevuje
ohyb, který je však charakteristickým znakem vlnění. Uvedeme pokus,
kterým lze pozorovat ohyb světla štěrbinou.

 o: ==
Č

S
Obr. 1
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Osvětlíme stínítko s úzkou štěrbinou silným jednobarevným světel
ným zdrojem (obr. 1). Štěrbina se sama stane světelným zdrojem. Zo
brazmeji spojnou čočkouna vzdálené stínítko a vložme mezi ni a čočkuPV W
druhou štěrbinu,jejíž šířku lze jemným šroubkem měnit.

Obr. 2

Na stínítku v ohniskové rovině čočkyse objeví ohybový jev. Jasný
střední pruh je vrouben několika proužky střídavě tmavými a světlými.

Ohyb světla lze vysvětlit podle Huygensova principu. Každý bod
štěrbiny se stává zdrojem nového elementárního vlnění. Světelné paprs
ky postupují od štěrbiny na všechny strany. Vyberme z nich svazek S
navzájem rovnoběžných paprsků, které svírají s paprsky dopadajícími
kolmo na štěrbinu úhel (obr. 2). Jednotlivé paprsky tohoto svazku ne
jsou ve stejné fázi, neboť se navzájem liší dráhovým rozdílem. Je-li d
šířkaštěrbiny, je dráhový rozdíl krajních paprsků svazku 0 = dsin g.

Uvažujme případ, kdy d — A. Rozdělme v tomto případě svazek
paprsků S ve dvě stejné části (S4, S; v obr. 2). Každému paprsku v jed

né poloviněsvazku S odpovídá v druhé polovině paprsek s rozdílem =,
: u

tedy s opačnou fází, takže se oba navzájem ruší. Poněvadž i ve svazku
S souměrném se svazkem S probíhá stejný děj, vzniknou po obou stra
nách středního světelného proužku první tmavé proužky.

Obecněve všech směrech, pro něž se dráhový rozdíl krajních paprsků
rovná celému počtu vln,tj.
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Ó= dsin v — k ,
kde k = 1, 2,3,..., vznikají temné proužky. Ve směrech, pro něž

d = dsin w = (2k + 1) A,pro k = 1, 2,3,...,
vznikají světlé proužky.

Přicházímetak k paradoxnímu výsledku. Některé jevy totiž jako ohyb
interference apod. svědčí o tom, že elektromagnetické záření je vlnové
povahy a jak bylo uvedeno v prvním odstavci, lze fotoelektrický jev
uspokojivě vysvětlit, připustíme-li korpuskulární podstatu elektro
magnetického záření.

V nové formě se tak objevuje starý spor: je světlo vlnění, nebo se
skládá z částic!

Tento dvojaký charakter „„vlny-částice““byl zjištěn především při
studiu povahy světla. Ve snaze překonat obtíže spojené s tímto „„du a
alismem“, Louis de Broglie!) navrhlr. 1924odvážnouhypo
tezu, že dualismus není jen zvláštností optických jevů, ale že má platnost
všeobecnou. Louis de Broglie praví: V optice se po celé století příliš
uplatňoval korpuskulární způsob rozboru ve srovnání s vlnovým způso
bem; nečinila se v teorii hmoty opačná chyba? Nepřemýšleli jsme příliš
mnoho o představě „„částice““a nezanedbávali jsem přehnaně představu
vln? To byla otázka položená de Brogliem.

De Broglie tedy připustil, že hmotné „,částice““mají vedle korpusku
lárních vlastností rovněž vlastnosti vlnové.

4 | Uvedené myšlenky byly ihned ex
| perimentálně zkoumány. Ohyb elek

tronů je možno pozorovat na velmi
tenkém lístku (fólii) různých kovů
(Au, Ag, Al), tloušťky 107% až
1079 m, jak ukázal r. 1927 G. P.
Thomson“). Na fotografické
desce postavené kolmo ke směru
katodových paprsků vzniknou vy
voláním koncentrické kruhy, odpo
vídající ohybu elektronů na mikro

| skopických kristalcích fólie, které
| i mají všechny polohy a sklony. Ze
| 1 sílení nastává podle obr. 3 ve smě

rech odchýlených o úhly rovné
/ dvojnásobkům úhlu 9. Tak bylo

prokázáno, že elektrony se skutečně

folie

Obr. 3

1) Louis princede Broglie (vyslovLujd Broy, *1892)francouzský
fyzik, nositel Nobelovy ceny (1929). Red.

2)Sr George Paget Thomson (*1892),anglickýfyzik,nositel
Nobelovy ceny (1937). Red.
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chovají v tomto případě jako vlnění a v jiných případech jako čás
tice.

Vzniká tedy otázka, jakou vlnovou délku přiřadit částicím, které se
pohybují danou rychlostí. K nalezení této veličiny postupoval de Broglie
podle této úvahy:

V rovnici
e = w (3)

použil vztahu v = 5 kde Á značí vlnovou délku elektromagnetického
záření. Pro energii e fotonu tak dostaneme vztah

he e h
6-7 "sp—=7- (£)

Veličina “ —=p však představuje v Maxwelově teorii impuls p elektro
magnetické vlny, tudíž

Be (5)
Poslední rovnici lze vyložit takto:

Elektromagnetické vlně s vlnovou délkou Alze přiřadit částici (foton),
jejíž impuls p je dán rovnicí (5). Vlnová délka je však historicky spojená
pouze s pojmem vlnění a impuls sepůvodně připisoval jen částicím. Jiný
mi slovy, rovnice (5) určuje hledaný „„přepočítávací““vztah mezi vlno
vými a korpuskulárními vlastnostmi, tj. vztah mezi vlnovou délkou a im
pulsem. Korpuskulární a vlnové vlastnosti elektromagnetického záření
jsou tak spojeny jednoduchou rovnicí, která vyjadřuje vzájemnou neod
dělitelnost obou vlastností.

Pro částici s hmotností m a rychlostí v je impuls p dán vztahem
p= m, (6)

dosadíme-li tento vztah do rovnice (5), dostaneme tzv. de Brogheovu
rovnici

m —k, resp.A== Ž. (7)A pm
Na pravé straně této rovnice stojí rychlost, resp. impuls částice a na

levé straně vlnová délka, příslušná této částici. Jinými slovy, rovnice (7)
udává, jakou vlnovou délku máme přiřadit částici, která se pohybuje
rychlostí v. Tato vlnová délka, zvaná de Brog'ieova vlnová délka, určuje
např. velikost a tvar difrakčních obrázků, které vzniknou po průchodu
částic krystalem. Experimenty mluví zcela jednoznačně ve prospěch
de Broglieovy rovnice.

Dualismus vln a částic je objektivní fakt, jasně ukazující, že vžité
dělení matérie na vlny a částice platí pouze přibližně a v obecném pří
padě nutno obě vlastnosti uvažovat současně.
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Odvození 1. a 3. Keplerova zákona

z gravitačního zákona ostončens
LUBOMÍR VAŠEK, Gottwaldov

Podle 2. zákona Keplerova (zákon ploch) jsou plochy opsané průvo
dičem planety ve stejných dobách stejné. Proto podle obr. 2 můžeme
psát

ž0.s.sinŮ —=30,.7.sin(90 —v),
čili

v.S.sinŮ = Vy.rf.cosg.
Odtud

v.s.sinŮmr. (9)
r.cosy

Dosazením z (9) do (8) dostanemeDS2 LoL
Tž . cos? © r s

Jednoduchou úpravou obdržíme vztah

„2 Vs„©p LE l (10)
23.8 —0 2ys.S—V cost

Srovnáním rovnice (10) s rovnicí (2) vychází, že drahou planety je
elipsa, jejíž poloosy jsou

a = Vs© v.s.sinŮ-da s— Vim.sme (11)
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Z uvedeného vyplývají tyto důsledky:
kladná

1. Je-li v?= 2ys.s, je hlavní osa nekonečně dlouhá ,
záporná

konečná, kladná
redlejší osa nekonečně dlouhá

imaginární
elipsa

joznamená, že dráhou planety je parabola
hyperbola

2. Délka hlavní osy není závislá na úhlu 9, tedy nezávisí na směru
nočátečnírychlosti. Naproti tomu délka vedlejší osy se mění úměrně se
jinem úhlu V.

3. Vznikne-li elipsa (viz důsledek 1), je její obsah

Vs.V SŠ „sinŮ
Voysm v

V prvé časové jednotce opíše průvodič plochu

S=na.b=n

1 ŤSi=žzS.v..snŮ.
Poněvadž podle 2. Keplerova zákona musí být v každé další časové

ednotce opsána průvodičem stejně veliká plocha, je doba oběžná

V,Vs3.sinŮRL
S V(2y;.s—v? 2ty .s?f=- =

1

1o———===
o znamená, že

ma— 47vz s* M wa. © P drž
(2y; . s — v2)? Dyz „8— P/ Oy3.62

S přihlédnutím ke vztahům (11) a (7) obdržíme

T%= a. dř ,
v

de y je opět zrychlení dostředivé v jednotkové vzdálenosti od Slunce,
teré je konstantní.

Proto rovnici (12) můžeme psát ve tvaru

T2 4rě

— = Z —=konstanta ,
ož není nic jiného než 3. zákon Keplerův.
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Rešení úloh

© Deskriptivní geometrie

4. Narýsujte elipsu ze známých středů SA, SB, Sc, Sp oskulačních
kružnic ve vrcholech A, B, C, D. Kosočtverec S4 Sp Sc Sp má delší úhlo
příčku Sc Sp.

(Došlo 23 řešení) Ota Setzer

Řešil Jiří Halla, IIT.b SVVŠ, Rožnovp. R.:
Rozbor: Podle konstrukce středů oskulačních kružnic platí:

MSa | AD (obr. 1). Obdélníky MDSA, ASCN o společné straně AS
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jsou shodné; pro úhlopříčky AD, NS z toho plyne, že AD|| NS. Z této
rovnoběžnostidále vyplývá: Sa Sp | SN.

Konstrukce. Předchozíhovztahu využijemeke konstrukci vr
cholu elipsy. Ze středu S (průsečíku úhlopříček S4 Sp, Se Sp) vedeme
kolmici na Sy Sp. V jejím průsečíku s přímkou Sy Se je bod N. Paty
kolmic z bodu N na osy elipsy jsou vrcholy A, C hledané elipsy.

Diskuse: Všechnyuvedenékonstrukce jsou jednoznačnéa vždy
možné. Úloha má jediné řešení.

Poznámka: Řada řešitelůužila při řešenívýpočtů, a tím převedla
úlohu na konstrukci algebraických výrazů.

e Fyzika

1. Anténa ťelevizního přijímače může kromě přímých signálů vysílačky
zachytit 1 vlny odražené od okolních předmětů (tovární hala, plynojem).
Jejich zachycení se projeví vznikem slabšího obrazu, který je na obrazovce
vzhledem k základnímu obrazu vodorovně posunut.

Z velikosti posunutí je možno zjistit — obdobně jako u radaru — vzdále
nost předmětu. Naše televize vysílá za sekundu 50 půlobrazů (střídavě jsou
kresleny liché a sudé řádky), tedy 25 úplných obrazů o 625 řádcích. Na jeden
obraz však nepřipadá celá pětadvacetina sekundy. 24 % tohoto časového
úseku připadá na pomocné signály a teprve ve zbývajícím čase se paprsek
pohybuje po obrazovce při kreslení obrazu.

Na základě těchto údajů vypočtěte vzdálenost mezi anténou přijímače
a odrážejícím předmětem, je-li šířka obrazovky 30 em a posunutí obrazu
5 cm. Předpokládejte, že elektronkový paprsek se pohybuje po obrazovce
vodorovně.
(Došlo 25 řešení)

František Janáček

Řešil Richard Špíšek, 4b, SVVŠ, Brno, Koněvova:
Časové zpoždění At odraženého signálu za signálem přímým je

d
Nf= 7 (1)

kde ď je velikost posunutí slabšího obrazu vzhledem k základnímu a v
je rychlost pohybu elektronového paprsku po obrazovce.

Odražený signál přichází k anténě přijímače o dobu Af později než
přímý signál z vysílače. Tomuto zpoždění odpovídá rozdíl drah přímého
a odraženého signálu

As=c.At,
kde c je rychlost šíření elektromagnetických vln(== 3.. 10%m/s)

Po dosazeníz rovnice(1) je k

As = ců (2)
0
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76
Ze vztahu v => kde s, = 25.625.0,3m a £———s dostáváme100

v = 6 167,8m/s a As = 2432 m.
Je-li 2s vzdálenost přijímače od vysílače, je součet vzdáleností od

rážejícího předmětu od vysílače (r,) a přijímače (7;)

r + 74= 28+ As,
takže předmět leží na elipse, která má ohniska v místě vysílače a přijí
mače a délku hlavní osy 2a —2s + As. Úloha má nekonečně mnoho
řešení. Protože však je anténa přijímače směrová, budou odražené sig
nály nejsilnější od předmětů, které leží na spojnici míst vysílače a při

. , „ As
jímače (za televizní anténou vzhledem k přijímači) ve vzdálenosti — =2
— 1216 m.

© Matematika

10. Vyšetrite, ktorou číslicou v desiatkovej sústave móže končit kombi

načnéčíslo(n) pro n = 4,5,6,7,....
(Došlo 35 řešení)

Jiří Sedláček

Riešila Tamara Marcisová, 3.d SVŠ, Bratislava:

Vieme, že (4) pre n = 4, 5, 6, 7,... je vždy prirodzenéčíslo, pričom
platí

— 1) (n1—2) (n— 3

4=2E M )(n— 3) (1)
Číslo n móžeme vždy napísať práve jedným z týchto 5 spósobov:

n=5k (a)
n=5k+l (b)
n=5k+2 k je vhodnéprirodzenéčíslo (c)
n=5k+3 (d)
n=5k+4, k je vhodnécelénezápornéčíslo. (e)

V prípadoch (a), (b), (c), (d) dosadením do (1) lahko zistíme, že čitatel

zlomku je násobok 5; kedže menovatel nie je delitelný 5, číslo [4) pre+

takéto n je násobkom 5 a musí preto končiť vždy na jednu z číslic 0,5.
V prípade (e) dosadením do (1) dostaneme

(4)> SETY64T) 6E+D6P+D4/ 4! , bj.



n 5K+45K4/4
K je vhodné celé nezáporné číslo. Z (2) vidíme, že pre » z možnosti (e)

+ I, (2)

musí číslo 4) vždy končiť jednou z číslic 1, 6, lebo číslo 9T
nezáporné číslo a keďže 5 nedelí 4!, musí byť delitelné 5 a teda končit
jednou z číslic 0,5.

je celé

Zistili sme, že číslo la) pre n —4,5, 6,7,... musí vždy končiťna jednu,
z číslic 0, 1, 5, 6. Lahko sa presvedčíme, že na každů z týchto 4 číslic

kombinačné číslo (4) pre n — 4,5, 6, 7,.. končiť móže, lebo napr. *-n (= -s (re
Zhrnutie: kombinačné číslo (4) pre » = 4, 5, 6, 7,... móže končiť

vždy jednou z číslic 0, 1, 5, 6, a žiadnou inou.

11. Je dán obecný čtyřůhelník ABCD a přímka p, která protíná strany
AB, ČD ve vnitřních bodech E, F. Body A, B veďte kružnici £, a body C, D
kružnici k; ták, aby průsečíky M, N kružnic ky,k; ležely na přímcep.
(Došlo 18 řešení)

Ota Setzer
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Řešil Richard Spišek, III.b SVVŠ, Brno, Koněvova:
Rozbor: Předpokládejme,že jsme úlohu již vyřešili(obr. 1). Kruž

nice k;, k, se protínají v bodech M, N, jež leží na přímce p, která je tedy
chordálou obou kružnic. Pro každý bod P přímky p pak platí

M, — My, (1)
kde m, je mocnost bodu P ke k; a mz, mocnost bodu P ke kg.

Pro bod £ je pak podle (1)
BA.EB= ECČ.BR, (2)

kde R je průsečík přímky CE s kružnicí kg.
Na polopřímkách EC, EB sestrojíme nyní pořadě body A“,R' tak,

aby BA' = BA,ER= ER.
Vzhledem ke (2) pak platíEC© EBboliEC© EBBAERODČOO OOEAOOERŮO6)
Z rovnice (3) plyne, že úsečky BC a R'A" jsou stejnolehlé podle středu

E, proto R'A'|| BC.
Konstrukce: V roviněnarýsujeme obecný čtyřůhelníkABCD

a přímku p, která protíná strany AB, ČD ve vnitřních bodech E, F. Na
polopřímce EC najdeme bod A' tak, aby A'E — AE. Bodem A" vedeme
rovnoběžku s přímkou BC. Tato rovnoběžka protne polopřímku EB
v bodě R". Na opačné polopřímceEC pak sestrojíme bod R tak, aby pla
tilo ER = ER.
Hledaná kružnice k; je opsána trojúhelníku RCD, hledaná kružnice k,
je určena svými třemi body A, B, M kde M je průsečík kružnice k; s přím
kou ».

Důkaz správnosti konstrukce se provede, když dokážeme, že přím
ka p je skutečně chordálou takto sestrojených kružnic kp,k. Kružnice k,
byla sestrojena tak, aby bod E měl touž mocnost ke kružnicím k, kz,
přičemž jsme využili známých bodů A, B kružnice kg. Je tedy bod E
bodem chordály kružnic k, k„. Kružnice k, byla sestrojena tak, aby šla
bodem M. Pro něj je zřejmě mz, = Mx,= 0 (průsečík kružnic), je tedy
bod M bodem chordály k, k;. Chordála kružnic k, k; tedy prochází body
E, M, jež však patří přímce p, čímž důkaz proveden.

Diskuse: Pro jakoukoli polohu bodů A, B, C, D lze vždy vést
přímku ČB a na ní nalézt právě jeden bod R. Jedinému bodu R odpovídá
jediná kružnice k; a tím i jediná kružnice k;. Naše úloha má vždy jediné
řešení. 7

ní 12. Nájdite všetky dvojice reálnych čísel z, y, ktoré splňujů sústavu rovc
cos T + cosy = cos (z + 4) (1)sin©+siny ==sn(z+4) (2)

(Došlo 42 řešení)
Jaroslav Zemánek
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Riešila Tamara Marcisová, 3.d SVŠ, Bratislava:
Upravujeme rovnicu (2); na lavej strane prevedieme súčet funkcií, na

pravej nahradíme polovičným uhlom.
£+y 2 —y

COS tby „d+hy2 sin — 2sin2 2 2 2
„EZTY 1—Y2 A2TY,

tj. sin PNE (os 9 Cos 9 | = 0.
Nahradíme rozdiel funkcií; po úprave dostaneme

PTYn sn
in — sin- . sin =

Súčin je rovný 0 práve vtedy, ak aspoň jeden z jeho činitelov je 0. Musí
byť teda splnený aspoň jeden zo vzťahov I, II, III, kde

I=s n 0,74 =bma+y=2imy=—0+2kr

II = sin© = 0, > 3 = ke,e—2hn,

III= sinA = 0,> P = kr,y= br,
všade k je celé číslo. Každů z týchto možností dosadíme do (1):

cos X+ 008(—z + 2kr) = cos2krn,

2008x= 1,0080—$>%a= +3 +2r,

podla I potom y4+= F 5 + 2k'n ; k, k"sú celá čísla.

Skúškou — dosadením do (1), (2) — sa presvedčíme, že obe dvojice
koreňov, (%1,41) i (X2,4+) splňují danů sústavu rovnic.
Z II plyne cos2kr + cos y = cos (y + 2kr), 1 + cosy = cosy, 1 = 0,
čonie je možné. Pretože v rovniciach (1), (2) sů neznáme «, y rovnocenné,
nemóže vyhovovať ani možnosť III.

Zhrnutie: Danů sústavu rovníc riešia reálne z, y, pre ktoré platí
TT T „o

alebo £ = —= + 2kn, y = = + 2k'n,
kde k, k' sů celé čísla, a žiadne iné.

ešeníúlohz KODEKGSAES há redakcinejpoz



Profesor Joliot-Curie
PROF. DR. VILÉM SANTHOLZER, Dr. Sc., KU, HradecKrálové

O Joliotovi-Curie (čti žolijo-kyry) bylo vydáno asi 40 prací různého
rozsahu, jejichž autoři většinou čerpali jeden od druhého a převážně se
zaměřili jen na životopis a politickou činnost. Pouze dvě publikace se
aspoň částečně zabývají Joliotovou vědeckou činností. Je to především
monografie Joliotova spolužáka a fyzika Biguarda, který však pracuje
v jiném oboru a brožura, kterou napsal žurnalista Rouzé, vydaná
r. 1950; tato však nezachycuje posledních osm let velmi pohnutého
Joliotova života. ; bk

Čs. společnost pro šíření politických a vědeckých znalostí vydala
r. 1965knihu FrédéricJohot-Curie,od akademika Fr. Běhounka,
který na rozdíl od všech ostatních autorů věnuje zvýšenou pozornost
také vědecké práci Joliota a jeho choti Ireny Joliotové-Curie. Akademik
Běhounek je k tomu autorem nad jiné povolaným, neboť v ústavě paní
Curieové pracoval a s prof. Joliotem-Curie jej pojilo osobní přátelství.
Ještě za svého života Joliot mu poskytl některé fotografické snímky
a některé informace mu dala i Joliotova dcera Helena Langevinová
(čti lánžvenová) (provdaná za syna známého pařížského fyzika Lange
vina), prof. M. Haissinskiaj.

Frédéric Joliot původně byl inženýrem, absolventem Průmyslové
školy fyziky a chemie (Ecole de Physigue et de Chimie industrielles)
v Paříži. Je to městský ústav, který přijímá absolventy střední školy
a ve tříletém studiu je vyškolí na inženýry fyziky a chemie pro soukro
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mé podniky. Škola měla vždy vynikající profesory, působil zde i Pierre
Curie. Inženýru Joliotovi jako jednomu ze svých nejlepších žáků dal
doporučení sám ředitel školy fyzik Paul Langevin. A to Joliotovi dopo
mohlo k místu soukromého asistenta u paní Curieové. Plat byl 540
franků měsíčně, asi třikrát méně než v průmyslu, avšak Joliot toužil
po vědecké experimentální práci. Tak se roku 1925 stal vědeckým pra
covníkem v Institut du Radium, Pavillon Curie. Při pavilónu byl ještě
oddělený, malý pavilónek, zvaný „,„aktivní““,neboť zde byl trezor s roz
tokem půl druhého gramu rádia. (Paní Curieová dostala od amerických
žen darem dvakrát po gramu rádia, které dala k dispozici léčebným
a vědeckým účelům.) Radon hromadící se v roztoku byl odčerpáván
a koncentrován do skleněných kapilár. V sousedním ústavě, zv. Pa
villon Pasteur, používalo se jich k léčebným účelům. Ozařování se
provádělo také pomocí rádiových solí uzavřených v radioforech. Pa
vilón tenkrát vedl významný chirurg prof. Regaud (čti regó) se svým
asistentem Lacassagnem (čti lakasaň-). Kapiláry po vymření radonu
dostával Pavillon Curie k extrakci polonia, které je dceřinnou látkou
radonu. Silně aktivní poloniové preparáty umožnily manželům Jolioto
vým později objev umělé radioaktivity.

Za necelý rok po příchodu do laboratoře Curie uzavřel Joliot sňatek
s Irenou Curie, dcerou paní Curieové, která v této laboratoři pracovala
v otázkách radiochemie i radiologické fyziky. Joliot nebyl kariéristou
a vbrzku si našel jiné místo. Stal se profesorem na Průmyslové škole
elektrotechnické (Ecole d'Electricité industrielle Charliat), kde před
nášel o měřeních elektřiny. Nebyl už odkázán na 540 franků paní
Curieové, avšak i nadále v laboratoři Curie vědecky pracoval. R. 1927
narodila se manželům Joliotovým dcera Helena. Syn Pierre se narodil
až v r. 1932.

První vědecký úkol, který Joliot řešil a jejž později rozpracoval na
doktorskou dizertační práci, byla elektrochemie polonia, vylučování to
hoto přírodního radioaktivního prvku z roztoku na kovových elektro
dách. Joliot postupně vybavil laboratoř Curie také Wilsonovou mlžnou
komorou, vhodnou k fotografování drah ionizujících částic a elektro
magnetem k zakřivování těchto drah a určování jejich energie.

Koncem roku 1930 němečtí fyzikové Bothe a Becker vyvolávali
sekundární záření bombardováním hmoty částicemi alfa. Používali ter
číků z lehkých prvků lithia, berylia a bóru. Domnívěli se, že vznikající
druhotné záření jsou neobyčejně pronikavé paprsky gama. Manželé
Joliotovi tyto pokusy opakovali a potvrdili výsledky Němců. Měli sice
mnohem silnější poloniový zdroj, avšak výklad jejich pokusu byl stejně
chybný, i když se jim podařilo prokázat, že nové „záření gama“ je s to
vyrážet z látek obsahujících vodík atomová jádra vodíku protony. To
byl pozoruhodný objev, o němž Joliotovi předložili zprávu Akademii
věd dne 11. ledna 1932. Avšak 27. února 1932 uveřejnil prof. Chadwick
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(čti čedvik) v anglickém časopisu Nature (čti nejčr) krátký článek
s nadpisem Možnost existenceneutronů. Obdržel za něj později Nobelovu
cenu, neboť objevil druhou základní částici hmoty neutron.

Manželům Joliotovým unikla Nobelova cena i podruhé, aniž si to
uvědomili. Na některých svých snímcích, získaných Wilsonovou komo
rou umístěnou v magnetickém poli, objevili stopy elektronů zakřivené
opačným směrem. Domnívali se, že jde o následek silného rozptylu
paprsků gama, které uvádějí elektrony do pohybu v nejrůznějších smě
rech. Ve skutečnosti to byly snímky první objevené antičástice posi
tronu, kladného elektronu předpověděného Diracem (čti dyrak-). Stopa
positronu byla fotografována dne 2. srpna 1932 Andersonem v Kali
fornii pomocí Wilsonovýykomory při podrobném výzkumu kosmického
záření.

Bombardováním lehkých prvků, zejména berylia částicemi alfa, uvol
ňují se neutronyi paprskygama, takže Joliotovi byli na
stopě objevu neutronuji positronu. Positronyvznikaly
přeměnou fotonů, hmoty ve formě pole na hmotu ve formě látkové,
na negatrony a positrony.

Joliotovi pak pokračovali ve studiu záření,které vzniká odstřelováním
různých prvků částicemi alfa. Začátkem roku 1933 se jim podařilo
zjistit, že v některých případech, když je např. terčem bór nebohliník,
jsou neutrony doprovázenyi positrony. Později se jim podařilodokázat,
že positrony jsou vymršťovány i po odnesení zdroje částic alfa do vedlejší
místnosti a že množství positronů vyzařované hliníkem pak ubývá podle
zákona, jímž se řídí radioaktivní prvky. Nebylo jiného vysvětlení, než
žepoprvé v dějinách fyziky se podařilo člověku
vyrobit umělý radioaktivní prvek. Jinífyzikové,např.
Rutherford a Meitnerová, kteří prováděli stejné pokusy, positronové
záření nezjistili, neboť používali mnohem slabších zdrojů záření alfa než
Joliotovi.

Objev byl dne 15. ledna 1934 předložen pařížské Akademii věd a sou
časně byla zaslána zpráva do Nature. Koncem r. 1934 obdrželi manželé
Joliotovi za objev umělé radioaktivity Nobelovu cenu. Joliot se stal
docentem Sorbonny a o dva roky později profesorem slavné vysoké
školy Collěgede France, která svými výběrovými přednáškami je vlastně
doplňkem university. Zde.dostal za úkol zřídit laboratoř jaderné chemie,
jejímž úkolem by bylo studium jaderných reakcí a umělé radioaktivity.
Cyklotron, jímž měla být laboratoř vybavena, byl dostavěn až těsně
před vypuknutím války. Joliot a jeho spolupracovníci Halban a Ko
warski začali mezitím experimentovat se štěpením atomového jádra,
které roku 1938 objevili Hahn a Strassmann, což vzbudilo neobyčejnou
pozornost v laboratořích celého světa.

Joliot se spolupracovníky dokázal v dubnu r. 1939, že při každém
jednotlivém štěpení uranového jádra se uvolní 3,5 -+ 0,7 neutronu, takže
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je možnost vzniku řetězové reakce. Ve skutečnosti přesné číslo pro
uran 235 — dlouho utajované ve vojenských trezorech — je 2,6 neu
tronu. V další práci v červnu r. 1939 Joliot určil hranice, mezi nimiž je
energie těchto neutronů. *

Dne 3. září r. 1939 vstoupila Francie do války s hitlerovským Ně
meckem. V knize akademika Běhounka je podrobně vylíčeno, jak Joliot
ukrýval celou tehdejší zásobu těžké vody, kterou získala Francie a jak
ji v červnu r. 1940 Halban a Kowarski zcela zbytečně převáželi do
Anglie, neboť uvolnění atomové energie se podařilo bez těžké vody jinou
cestou, a to pomocí moderátoru tuhového.

Nacistům se nepodařilo zmocnit se výsledků vědecké práce francouz
ských badatelů, které. by se jim hodily k hledání cesty k uvolněníato
mové energie s konečným cílem výroby atomové pumy. Joliot se brzy
zapojil do hnutí odporu proti okupantům. Velmi aktivním členem od
bojového hnutí byl i jeho kolega fyzik Jacgues Solomon, zeť profesora
Langevina, později zastřelený hitlerovci na smutně proslulém popra
višti Mont-Valérien.

Jako důsledek objevu uvolnění atomové energie byl francouzskou
vládoupoválcezřízenKomisariát pro atomovou ener
gii, jehož „„vysokýmkomisařem““byl jmenován Joliot-Curie. Jolioto
vou zásluhou byl roku 1948 uveden do provozu první francouzský
reaktor, zv. ZOE. Joliot později vybudoval také Laboratoř jaderné
fyziky přírodovědecké fakulty pařížské Sorbonny. Její stavba byla za
hájena v Orsey u Paříže r. 1955. Joliot tam začal již v roce 1957 stěhovat
zařízení své laboratoře z Collěge de France a fyzikální zařízení z labo
ratoře Curie, kde po smrti své choti byl jmenován ředitelem. Irena
Joliotová-Curieová zemřela roku 1956 na následky své dlouholeté práce
s radioaktivními látkami. Joliot převzal po ní i profesuru na Sorbonně
a působil na dvou pracovištích, kde zatím zahájila nástup již třetí
generace — Joliotova dcera Helena, provdaná za Langevinova syna,
pracovala.u svého otce v laboratoři Curie.

V knize akademika Běhounka je podrobně vylíčeno střetnutí Joliota
s francouzskými vládními činiteli, které vyvrcholilo sesazením Joliota
z místa „„vysokého komisaře““.Joliot byl vždycky pro mírové využití
atomové energie a nesouhlasil s vojenským atomovým programem. Jako
odborník dobře věděl, kam by lidstvo zavedla nukleární válka. Fran
couzská vláda na druhé straně chtěla vytvořit vlastní force de frappe,
atomovou údernou sílu. První francouzská atomová puma byla odpá
lena na Sahaře až dvě léta po smrti Joliota-Curie, který zemřelroku 1958
ve věku padesáti osmi let. (V současné době francouzská armáda při
pravuje odpálení první vodíkové pumy v Polynésii. V Komisariátu pro
atomovou energii je nyní zaměstnáno přes20 tisíc pracovníků. Ve Francii
je 17 výzkumných reaktorů a několik velkých reaktorů vojenských
v Marcoule (čti markul) u Avignonu (čti aviňon) na řece Rhóně, jejichž
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účelem je vyrábět plutonium pro jaderné pumy. Několik dalších reak
torů je ve stavbě.)

Zvláštníkapitolouby byla neúnavnápráce Joliotova ve Světovéraděmírua jehoneohroženýbojzanukleárníodzbrojení.Zaně
bojoval zvláště v posledních létech svého života a do posledních svých
sil. Jeho smrt byla nesmírnou ztrátóu pro lidstvo. Profesora Joliota

Vvý? Ná

Curie právem řadíme mezi velikány našeho století a věříme, že jeho
ušlechtilé úsilí nebylo marné.

Proč jaderné elektrárny
DOC. DR. JOSEF DIBELKA, ČVUT, Praha

Snahou všech průmyslově vyspě
lých států je osvobodit lidstvo od
únavné fyzické práce a tím zvýšit
produktivitu výroby. Je patrné, že
zvýšení produktivity je odvislé od
získání levných energetických zdro
jů. V dnešní době je na celém světě
asi 50 % celkové energie získáváno
z uhlí, druhá polovina je kryta ro
pou, zemními plyny, vodními toky
a jadernými palivy. Avšak situace
v zásobách uhlí není růžová. Podle
některých statistik se udává celková
zásoba černého uhlí na 3600.10%tun,
hnědého uhlí na 1200.10) tun. Za
předpokladu, že růst potřeby ener
gie bude mít dosavadní (ne však
vyšší) vzrůstající tendenci, odhadu
je se, že tyto zdroje energie budou
vyčerpány za 90-120 let. Z toho
je patrno, proč v celém světě již
dnes se hledají stále nové zdroje
energie.

I u nás je trvale stoupající ten
dence ve spotřebě energie. Do roku
1970 bude možno objem domácích
zdrojů energie zvýšit asi o 40%
proti roku 1960, ale s dalším zvyšo
váním klasických zdrojů energie je
již konec. Takže po roce 1975 bude
naše celková energetická bilance
deficitní. Abychom tomu zabránili,
bude nutno energii „„dovážet““.Do
vezeme-li v roce 1980 již 25 %
potřebné energie, budeme mít ještě
značný neuhrazený schodek mezi
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spotřebou a výrobou energie. Aby
byla kryta zvýšená spotřeba energie,
bylo by nutno vybudovat ještě něko
lik klasických elektráren, a to přímo
u dolů (dálková doprava uhlí je ne
ekonomická). Ale výstavba nových
tepelných elektráren přináší velké
nároky jednak na spotřebu vody,
jednak na dálkový rozvod elektrické
energie.Ktomu však přistupuje i dal
ší nepříjemná okolnost. Naše hnědé
uhlí má značný obsah síry (černé
uhlí bude nutno uchovávat pro
metalurgii), takže spalováním toho
to uhlí uniká do vzduchu velké

jednak značně zamořuje okolí, jed
nak má velmi nepříznivý vliv na
vegetaci. Dosavadní zařízení na lik
vidaci tohoto kysličníku je velmi
nákladné a podstatně zdražuje vý
robu energie. Krýt schodek energie
z vodních toků je již v dnešní době
podstatně omezeno pro nedostatek
vody a perspektivně význam hydro
elektráren pro energetiku bude kle
sat.

Z toho je patrno, že u nás jeden
z hlavních zdrojů energie budou
jaderná paliva spalovanáv jaderných
elektrárnách. Po dobudování naší
první jaderné elektrárny v Bohu
nicích, která má do značné míry
ještě charakter experimentální, bude
přikročenok budování dalších jader
ných“energetických zařízenu.
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MATEMATIKA

Jak daleko lze dohlédnout na moři?
FRANZ DENK, Firth, Bavorsko, NSR

(Psáno pro Rozhledy)

Kdosi mi vyprávěl, že při velmi dobrém počasí je možno z italské
Riviéry spatřit hory na Korsice. Je to možné?

Rozborúlohy: Je-li pozorovatel z metrů nad mořskou hladinou v bodě
A a má-li vrchol B pozorované hory výšku y metrů, musí přímka AB 
má-li pozorovatel Á právě ještě spatřit vrchol hory B být tečnou
zeměkoule, která se jí dotýká v bodě T (obr. 1).

A s, 7 S B3 /
J

Obr. 1.

Budiž s, — AT, sz,— BT, R zemský poloměr (vše v metrech); pak
platí rovnice

s = V(e+ RP—R2= |e(e + 2B),
ss=Vw+ BP —R?= (yly + 2R),

je daná vzdálenost AB.
Z předpokladu, že z a y jsou nepatrné vzhledem k zemskému průměru

2R, plyne

Ve+ Vy= Ve | (1)
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Jsou-li z a y pravoúhlé souřadnicebodu křivky k, vyplývá ze vztahu (1)
ihned, že tato křivka je souměrná podle osy 1. kvadrantu. Dvojím
zdvojmocněním dostaneme křivku 2. stupně, o níž po kratší diskusi
můžeme zjistit, že je parabolou.

Grafické řešení: V rovnici (1)nepřicházejí veličiny a a 2R samostatně,
nýbrž jen ve výrazu

ak Z PZ 2
VEB (2)

Protože veličiny x a y jsou k vzhledem k 2R velmi malé, bude rovnice
(1)platit pro táž z a yi na jiných nebeských tělesech, pokud vzdálenost
a a průměr 2R tohoto tělesa budou podle (2).v témž poměru k.

Vezmeme-li tedy např. desetkrát menší vzdálenost a, pak musíme
průměr 28 brát stokrát menší, aby veličiny x a y zůstaly stejné.

Při této transformaci
a 2R= 2 =— Ta 1 r (T)m

zůstaly r a y Stejné, zatímco poloměr uvažované koule je podstatně
menší. Použijeme-li ještě zmenšeného měřítka - transformace T', - mů
žeme vztah (1) dobře graficky vyjádřit.

Odhad chyb: Je-li
x.2r=sí= X(2+ X),

můžeme chybu r — X mezi přibližnou hodnotou « a přesnou hodnotou X
vyjádřit

(z —X).2r= X?
Relativní chyba činí

1—ÁXAX.2
Spokojíme-li se s chybou menší než 1 %, pak smí být

X
— < 0,01.27 9,0

Protože výšky X (nebo r nebo y) nad 5000 m nepřicházejív úvahu,
může být

8000G0,
27

neboli
2r = 500000 m.

Takový průměr by byl 26krát menší než zemský průměr. Lze tedy
transformaci T, provést pro n =5:
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Numerické výpočty: Zemský průměr 2R— 12 740 km — 12,74 10“ m.
Největší vzdálenost AB = 250 km —=0,25.. 105m.

Po transformaci T, dostaneme
2R a= ——Z 6 =- = 5 .

2 = 95 0,51 .105$m, a 5 0,5 . 10?m

Provedeme-li zmenšení T, v měřítku 1 100 000, dostaneme

ve skutečnosti v obraze

proxay 1 000 m 1 em
pro 2A 12 740 km 510 cm
pro « 250 km 50 cm

l km 2 mm)

Technické provedení: Vezměme za základ kruhový oblouk o průměru
5,1 m, tj. o poloměru 2,55 m. Přikresleme k němu zvnějšku soustředné
kruhové oblouky o poloměrech rostoucích po 1 mm. Šířka vzniklých
mezikruží odpovídá ve skutečnosti 100 metrům. Na proužek papíru
o délce asi 50 cm význačme stupnici po 2 mm, což odpovídá skutečným
vzdálenostem po 1 km. Přiložíme-lipro určitou vzdálenost AB proužek
papíru tak, aby se svým okrajem dotýkal vnitřníkružnice, obdržíme
na obou krajích výšky x a y, z nichž je možno se v bodech A a B vzá
jemně spatřit (obr. 2).=<

CE 100,150.200. 250|
AV >BBVNN6/ 59SYY0)

Obr. 2.

Hora Monte Cintoóna Korsice měří 2700 m (= y). Vzdálenost od
pobřežíobnáší asi 200km (—=a); odtud najdeme numericky podle
(1) pro z hodnotu z = 16 m.

Z němčiny přeložil a.upravil O.S.

1) Pro n = 20 a měřítko T, = 1:20000 byl by ve zobrazení poloměr
r = 75 cm a vzdálenost a = 62,5 em.

ý
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Vlastnosti tětivového čtyřáhelníka
FRANTIŠEK JANEČEK, Broumov

Z obecných čtyřůhelníků (tzv. různoběžníků) mají zvláštní význam
čtyřůhelníky tečnové a tětivové. Vnásledujícímčlánku
budeme zkoumat vlastnosti čtyřúhelníka tětivového.

Určíme si nejprve jeho definici:
Čtyřúhelník ABCDnazývámetětivovým, když

jeho vrcholy leží na určité kružnici; tato kruž
nice je tomuto čtyřůhelníku opsána.

Speciálními případy tětivového čtyřúhelníka jsou tedy čtverec, obděl
ník a rovnoramenný lichoběžník.

Věta1. V tětivovém čtyřúhelníku je součet kaž
dých dvou protějších úhlů roven 2R,tj. protější
úhly jsou výplňkové a platí

u by=B8+08=2R. (1)
Důkaz. ÚhelX DAB je obvodovýúhelpříslušnýobloukuBCD(obr.1),

úhel x BCD je obvodový úhel příslušného oblouku DAB. Poněvadž
součet příslušných středových úhlů je 4 R, je podle věty o obvodových
úhlech« + y = 2 R. Podobněplatí + d = 2R. Tím je důkaz proveden.
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Platí také obráceně:
Věta2.Jestliže ve čtyřúhelníku je součet jedné

dvojice protějších úhlů roven 2R, potom je to
čtyřúhelník tětivový.

Důkaz. Předpokládajme,že ve čtyřúhelníkuABCD platí « BAD
-+ X BCD = 2R; potom jetéž © ABC + X ADC = 2R.Trojúhelníku
ABD lze jistě opsat kružnici k; úhlopříčka BD rozdělí rovinu na polo
roviny BDA, BDC. Z vlastností obvodového úhlu víme, že pro bod X
uvnitř poloroviny BDC platí © BXD = 2R — «XBAD tehdy a jen
tehdy, jestliže X leží na kružnici k. Z toho plyne, že C leží na kružnici k,
která je tudíž kružnicí opsanou čtyřúhelníkuABCD, a tedy čtyřůhelník
ABCD je tětivový.

Věta3. (VětaPtolemaiova.)Jestliže ABCD je tětivový
čtyřúůhelník, potom platí

AC.BD = AB.CD+mBČ. DÁ. (2)
Důkaz. Budiž ABCD tětivový čtyřůhelník.Označmevelikosti jeho

stran AB = a, BC = b, ČD = c, AD =d a velikosti jeho úhlopříček
AC = e, BD = fÍ. NSestrojmepolopřímku AB tak, aby X DAC =
©XBAE = w, kde E je bod polopřímky DB (obr. 2). Podle věty o ob
vodových úhlech je © ACB = — ADB (obvodové úhly příslušné k ob
louku AB).

Trojúhelníky ACD a ABE jsou podobné (podle věty uu). Z toho
vyplývá

ABBE
AGCCD'

čili
AČC.BE= AB.CD. (3)

Také trojúhelníky ADE, ABC jsou podobné, z čehož plyne

ADDE
AC CB'

čili
AC.DE = BC. AD. (4)

Sečtením rovností (3) a (4) dostáváme postupně

AC (BE + DE) = AB ČD + BC. AD,
ACČ.BD=AB.CD+ BC. AD.

Tím je tvrzení věty Ptolemaiový dokázáno.
Pozná mky. 1. Podle zavedenéhooznačenípro tětivový čtyřůhel

ník tedy platí
e.f=ac+ Bd, (5)
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Vtj. součin uhlopříček je roven součtu součinů
protějších stran.

2. Z věty Ptolemaiovy jako důsledek plyne: V obdélníku, jehož roz
měry jsou a, b a uhlopříčka e, je a? + b*— e*(srovnej s větou Pythago
rovou

Postup důkazů věty 3 lze „„obrátit““.
, Věta4. (Obrácenívěty Ptolemaiovy.)Jestliže ve čtyřůhel
níku ABCDplatí vztah (2),potomjetočtyřůhelník
tětivový.

Důkaz. NechťABCD je čtyřúhelník,pro který platí vztah
AGC.BD = AB.CČCDY+BČ. AD. (6)

Sestrojme v polorovině ABC polopřímku AX tak, že £« BAX =
— X DAC = 9 (označení volme tak, aby AX nebyla uvnitř úhlu DAC).

Na polopřímce AX sestrojme bod EKtak, aby platilo (obr. 3)

AC © AB
AD © AE'

Platí tedy

AC | AD
AB| AE

a vzhledem ke konstrukci polopřím
ky AX je

A ADC — A AEB
Obr. 3.

C A ADE = A ACB.

Z podobnosti těchto trojúhelníků plynou vztahy
AB.DC= AČ.BE,
AD.BČ = AČ. DÉ,

které po dosazení do vztahu (6) dají
BE + ED = DB,

tj. body D, E, B jsou kolineární (leží na téže přímce). Polopřímka BE
prochází tedy bodem D a ze shodnosti © DCČA= «XBBA = v a z po
učky o obvodovém úhlu vyplývá, že body A, B, C, D leží na téže kruž
nici. Čtyřúhelník ABCD je tedy tětivový.

Poznámka. Pro čtyřůhelník,který není tětivový, lze dokázat
větu:

Ve čtyřúhelníku ABCD, který není tětivový, platí.
AB.CD+ BC. AD> AČ.BD
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Tutovětuuvádímebez důkazu
Věta 5. Budiž ABCD tětivový čtyřůhelník se stranami a, b, c, d

a s úhlopříčkami e, f, Potom platí vztah

e:f = (ad + be):(ab + cd). (7)

Důkaz. Budiž r poloměrkružnice opsanétětivovému čtyřúhelníku.
Uhlopříčka e dělí čtyřúhelník ABCD ve dva nepřekrývající se trojúhel
níky A ABC a A ACD (obr. 2). Označme po řadě P,, P, obsahy těchto
trojúhelníků.

Pro obsah trojúhelníka, jak známo, platí vzorec

-abc
- 4r

Pro obsah čtyřúhelníka ABCD tedy platí
abe© cdee

PsBrB=g +177, (bt) (8)
Vezmeme-li v úvahu úhlopříčku f, je podobně

adí, befP
Porovnáním rovnic (8) a (9) dostaneme postupně

e (ab + cd) = f (ad + dc),
takže

e:f = (ad +- bc) (ab — cd)

Tím je věta 5 úplně dokázána.
(Pokračování)

KURSY VÝPOČETNÍ TECHNIKY

„M“ © mechanizaci administrativy strojů na děrné štítky a „T“ o výpočetní tech
nice pro pracovníky VTEI a knihovny (novinka),

zahajují další běh dne 1. března 1966, Jde o dálkové kursy, doprovázené Četnými
exkurzemi podle vlastního výběru v celé republice, vhodné pro každého, kdo se
chce systematicky seznámit při minimálních časových finančních nákladech
s uvedenými obory. Předběžné přihlášxy ze všech míst ČSSR na zbývající místa
přijímá ve formě dopisu:
Rada kursů výpočetní techniky ÚŮRČs. vědeckotechnické společnosti, Praha 1,
Široká 5.
V přihlášce se odvolejte na tuto zprávu v Rozhledech matematicko-fyzikálních.

M, M.

247



Numerickéřešenírovnic— oskměm
MARIE VALEŠOVÁ, ČVUT, Praha

Metoda „,regula falsi“*

Česky tuto metodu nazýváme metodousečen.Spočívá v podstatě v tom,
že část křivky y — f(x) v intervalu (a, b), v němž leží kořen £, nahradíme
sečnou, spojující body A[a, f(a], B[b, £(b)]na křivce (obr. 5). Podmínkou

Y
y=Í(x)

Obr. 5.

ovšem je, aby znaménko f(a) bylo opačné než £f(b).Spojnice dvou bodů
se v analytické geometrii vyjadřuje rovnicío-n-k,

y Y— dy — © (z X1)
kde x4, 44 A X2,Y+jsou souřadnice daných bodů. Dosadime-li do tohoto
vzorce souřadnice bodů A, B, dostaneme rovnici sečny

— f

popřípadě

E06) —f(a)
y—16)=—7T—77 (£—)). (2)

Nyní místo průsečíku křivky y —f(r) s osou z stanovíme průsečík
příslušné sečny s osou z. Tím se dostaneme blíže ke kořenu ž%.Z našeho
obr. 5 je např. patrno, že místo nerovnosti a < £ < b můžeme omezit
« ostřejinerovností aj < x < b.
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Početně se průsečík křivky s osou r najde tak, že položíme y = 0.
Provedeme-li to v rovnici sečny, dostaneme z (1) po úpravěbaPaTFay 9
Analogicky je.z (2)

b— a

Takto vypočtenou souřadnici © můžeme vzít za nový krajní bod
zůženého intervalu, v němž leží * a opakovat znovu celý postup, tj.
nahradit křivku sečnou a zjistit její průsečík s osou £, čímž se opět po
suneme blíže k přesnému řešení. Pro přehlednost opět zapisujeme dílčí
výpočty do tabulky (tab. 2).

Posloupnost hodnot z, se přibližuje k hledanému £ vždy jen z jedné
strany. Při zaokrouhlování dáváme pozor na to, abychom hledané
„nepřekročili“, tj. aby £ stále zůstávalo uvnitř zúženého intervalu,
aby tedy bylo stále f(a) opačného znamení než f(b). Výpočet hodnot %,
provádíme tak dlouho, až se Z, a X4; shodují na předepsaném počtu
desetinných míst.

Jako příklad uveďme výpočet druhého kladného kořene rovnice
£— 6x+3 =0

s přesností na tři desetinná místa. Separací jsme již dříve zjistili, že je
2 < ž< 3. Jef(2) — —I, f(3) = 12, a tedy po dosazení těchto hodnot

3—2
do vzorce (3) dostávámex = 2+- T2r1 2,0769.Vypočtenéhod
noty zapíšeme do 1. řádku tabulky a zaokrouhlíme 7, na hodnotu 2,1.
Zjistíme si f(2,1) — 2,13— 6.2,1 + 3 — —0,339.Je tedy 21 < 2, < 3,
a proto můžeme uvedenou metodu aplikovat na interval (2,1; 3). Vý
počty provádíme tak dlouho, až se hodnoty «, a %X„+,shodnou na 3
desetinná místa.

b f(a)f(b)gy ma a— 377ea—daF)— Fa)RA2 8| -1 12—0,0769 2,07692,13| —0,33912—0,02473 2,124732,123| —019212—0,01139 2,131392,133| -0116| 12—0,008332,138332,143| —00412—0,00286 2,142862,143| 3| —0,01612—0,001142,144142,144| 8| —0,00912—0,000642,144642,145| 3| —0,0006| 12—0,000042,14504
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Je tedy druhým kladným kořenem dané rovnice číslo %— 2,145
s přesností na tři desetinná místa.

Metoda Newtonova

Tuto metodu k přibližnému řešení rovnice f(x) — 0 nazýváme také
metodou tečen.Její princip je obdobný jako u metody předchozí; křivku
y = f(r) v intervalu (a, b) nahradíme tečnou ve vhodném bodě a místo
průsečíku dané křivky s osou r hledáme průsečík příslušné tečny s osou z.

Jestliže např. podle obr. 6a vedeme v intervalu (a, b) ke křivce y =
—=f(r) tečnu v bodě d, získáme v jejím průsečíku s osou x nový bod 5x.
který je hledanému kořenu blíže než bod b.Vedeme-li v bodě b;,novou teč
nu a nalezneme její průsečík b, s osou r, přiblížíme se opět ke kořenu Ž.

Otázkou ještě zůstává, v kterém bodě je třeba vést tečnu. Metoda
totiž bude účelná jedině tehdy, jestliže průsečík tečny s osou r padne
dovnitř intervalu (a, b). Všimněte si nyní na chvíli obr. 6a, b, c, d. Na
obr. 6a, b jsou znázorněny funkce rostoucí (tj. k většímu x přísluší větší
funkční hodnota), na obr. 6c, d funkce klesající (tj. k většímu z přísluší
menší funkční hodnota) v intervalu (a, b). Všimněte si rovněž tvaru
oblouků křivek v jednotlivých případech. Na obr. 6a, c leží křivka nad
tečnou(říkáme, že je konvexní), na obr. 6b,d, leží křivka pod tečnou

y=Í(x)

—=— X

Obr. 6a

y=Íx)

j(b)

x

Obr. 6b

(nazývámeji konkávní). V diferenciálním počtu se dokazuje, že křivka
konvexní v daném intervalu má 2. derivaci kladnou, křivka konkávní
má 2. derivaci zápornou. Ze všech čtyř obrázků je patrno, že tečnu nutno
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vést v tom bodě, v němž znaménko2. derivace je stejné jako znaménko
funkční hodnoty, např. v obr. 6a u rostoucí konvexní funkce je f(b) > 0,
f"(b) > 0, takže tečnu vedeme bodem B [b, f(b)]. Podobně sami zdůvod
něte případy 6b, c, d.

fa)!
X b= E. | *

aa m I bObr.60 X 0)Ly fx

K
P——— x

Obr.6d je)

y = f(x)

Když jsme určili výchozí bod, v němž vedeme první tečnu, stanovme
její rovnici. Směrnicetečny ke křivce y = f(x) v daném bodě a je hodnota
1. derivace f(a), a tedy tečna, vedená bodem A[a, f(a)] má rovnici

y— fla)= fa) (r —a), (5)
tečna v bodě Bf[b,f(b)] je

y—1(b)—f(b) (r —b). (6)
Chceme-li získat průsečík tečny s osou z, položíme y = 0, takže po
úpravě dostaneme souřadnici průsečíku

o f(a)P 9
resp.

MPMEC)a ©)
Odtud také vyplývá důležitá podmínka pro užití této metody; deri

vace f"(z) nesmí se v žádném bodě intervalu (a, b) rovnat nule!
A nyní si uveďme jako příklad opět výpočet kořene rovnice

Z—67+3=0,
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ležícího v intervalu (2,3), a to např. s přesností na 4 desetinná místa,
Je f(x) = 312 — 6, f"'(x) = 6x, f(2) — —1I, £f(3)— 12, a proto první
tečnu povedeme bodem « = 3, kde je f"'(3) > 0 a také f(3) > 0. Podle
vzorce (8)pak vypočteme průsečík tečny s osou «, tj. 4 =3— 31 =
—=3 — 0,5714 = 2,4286. V tomto bodě opět vedeme tečnu a zjistíme
její průsečík s osou «, čili opět dosadíme do vzorce (8) atd. Částečné
výpočty i výsledky opět zapisujeme do přehledné tabulky.

, f(b) f(b)
f(bn MLMtn=b—

3 12 21 0,571 4 2,428 6
2,43 2,768,9 11,714 7 0,236 4 2,193 6
2,19 0,363 46 8,388 3 0,043 33 2,146 07
2,147 0,014 8 7,828 5 0,001 89 2,145 11
2,145 1 0,000 2 7,804 5 0,000 03 2,145 07

Z tabulky vyplývá, že kořen je Ž = 2,1451 (vzorec (8) byl aplikován
pětkrát).

Konečně si ještě všimněme obr. 7. Průsečík sečny křivky y = fíx),
vedené body A[a, f(a)] a B[b, f(b)] leží vlevo od kořene ž%,kdežto tečna,
vedená v pravém krajním bodě daného intervalu, protíná osu r vpravo
od ž. Mohli bychom takto promyslet všechny případy oblouků křivek,
které se objevily na obr. a, b, c, d a na všech zjistíme, že posloupnost
čísel, získaných pomocí metody regula falsi, konverguje ke kořenu £
právě z opačné strany než posloupnost, získaná metodou Newtonovou.
Tím jsme vedeni k myšlence kombinovat obě metody výpočtu v témž
příkladě, takže (viz obr. 7) je-li na počátku kořen r omezen nerovností
a < *<b, je po L. užití metody regula falsi a Newtonovy (říkáme
po 1. kroku těchto metod) omezen daleko přesněji a, < Ž < b,. Pro vý
počet další aproximace. kořene ž metodou regula falsi i Newtonovou
můžeme vzít zúžený interval (a, by).

Porovnejme nyní ještě v tabulce rychlost výpočtu kořene Ž při sou
časném užití obou metod na témž příkladě jako v předchozím textu.b| fa)| fb| fb)|tta)mPo)ppX

2 8 -1 12 21 —0,076 9 0,571 4 2,076 9 2,428 62,12,43|-0,839|2,7689|11,7147|—0,03595| 0,23642,18595| 219836214(2,19.|-0,04[0,36846|8,8883|—0,00496| 0,04388| 2,14496| 2,146672,145| 2,147|-0,0006|0,0148| 7,8285|—0,00008| 0,00189| 2,14508|2,14511
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Obr. 7.

Je tedy již po 4 krocích kombinované metody dosaženo kořene ž =
—=2,1451 s přesností na 4 desetinná místa. Zaokrouhlování hodnot a,
1db,je třeba provádět velmi pozorně tak, aby hodnoty f(a,) měly stále
stejné znamení a hodnoty f(b,) rovněž, tj. aby body a, a b, se přibližo
valy kořenu %stále z téže strany.

Nakonec doporučuji čtenářům, aby si sami některou z vyložených
metod (nejlépe kombinovanou) vypočítali zbývající záporný kořen
uvedené rovnice. Víme již o něm, že je —3 < ž%< — 2. Abyste si mohli
zkontrolovat správnost svého výpočtu, uvádím jeho hodnotu s přes
ností na 4 desetinná místa: £-— —2,6691.
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Lineární programování (Dokončení
DOC. OTA SETZER, ČVUT, Praha

IV. Čvičení.

(- Aby si mohl čtenář ověřit, jak rozumí textu článku, připojuji několik
příkladůk procvičenípodlezápadoněmeckéhočasopisuA rchimedes.
Ve všech příkladdech jsou hledané veličiny z, y, resp. f£nezáporné, tj.
rz 0,yg0,22 0.

Kl.xz+yesB, a—2 2-1, Mm-us"
určete a) maximum funkce 4x + y; b) minimum funkce r + 3y.

2x+-ysEt4, -—1sS2y-—4sS2, 2—vsB8
vypočtěte a) maximum funkce 2x + y; b) minimum funkce z + 2y.

3. x +-y +2 S06, 2+ 3y—224, a«—24 St;
stanovte a) max. T; b) max. y; c) max. 2; d) extrémy funkce 7x + y + 3z.

4, Nově zřizovaná prádelna může volit ze tří druhů praček tyto druhy

TypCenaKčsVýkonkg/hod.| RočníamortizaceKčs
A 6 750 25 500,—
B 5 400 30 750,—
C 10 200 40 1 000,—

Celkový výkon všech praček má být aspoň 600kg suchého prádla za
hodinu, avšak pořizovací náklady nesmějí překročit 135 000 Kčs. Jak to
zařídí vedoucí prádelny, aby a) počet praček byl minimální, nebo b) roční
amortizace byla co nejmenší?

5. K financování novostavby je třeba 500 000 Kčs. Byly předloženy
tři nabídky úvěru: ústav A žádá 5 % úroku, 2 % úmoru; B chce 4% úroku
a 5 % úmoru; C nabízí 2 % úroku a 8 % úmoru. Roční splátky nemají pře
sáhnout celkem 42 000 Kčs. Je však třeba si vypůjčit od B aspoň 50 000 Kčs.
Při kterém rozvržení úvěrů je v I. roce úrokovací složka nejmenší?

6. K vybavení kanceláře bude zapotřebí 20 psacích strojů, pro jejichž ná
kup je k dispozici 45 000 Kčs. Jsou nabízeny tři typy strojů, a to po2 000Kčs,
2 250 Kčs a 2500 Kčs. Počítá se s ročními udržovacími náklady 20 Kčs,
16 Kčs a 10Kčs za jednotlivé stroje. Nákup je nutno zařídit tak, aby celkové
očekávané udržovací náklady byly co nejmenší. a) Kolik strojů jednotlivých
typů se zakoupí? b) Jak se změní počet jednotlivých typů, nemá-li počet
nejlacinějšího druhu přesáhnout 5 kusů?

7. Nakladatelství vydává dva odborné časopisy A a B, které mají 3 000
čtenářů. Časopisy se neliší ani tak svým .obsahem jako spíše rozsahem.
A vychází čtvrtletně a stojí ročně 12 Kčs, B je měsíčník a je za 30 Kčs ročně.
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Nakladatelský zisk činí 4 Kčs, resp. 6 Kčs za jednoho ročního předplatitele.
Dotazem mezi čtenáři bylo zjištěno, že jsou ochotni věnovat ročně průměr
ně 18 Kčs za své odborné časopisy, tj. že celková prodejní cena za A i B
nepřesáhne ročně 54 000 Kčs. Jaký náklad pro oba časopisy je nejpřízni
vější?

8. Dům s konfekčním zbožím potřebuje pro příští sezónu alespoň 1 200
dámských plášťů. Na výběr má k dispozici 3 druhy plášťů, a to

Druh Nákupní cena Kčs Prodejní cena Kčs

Anita 480 600
Brigita 600 760
Carmen 720 940

Plášťů smí být nakoupeno nanejvýš za 720 000 Kčs. Jak se musí plánovat
nákup, aby bylo na skladě aspoň 200 plášťů vzoru Brigita a přitom zisk byl
maximální?
1 9. Kužívání vitamínu A jsou k dispozici tři přípravky, které však obsahují
také vitamín B (j/g = počet jednotek na gram):

Přípravek Py P P;

Obsah vitamínu A 2 j/g 5 j/g 8 j/g
Obsah vitamínu B 5 j/g 8 j/g 10 j/g
Cena přípravku 0,50 Kčs 1,50 Kčs 2,50 Kčs

Pacient má užívat denně alespoň 10 jednotek vitamínu A a nanejvýš 31
jednotek vitamínu B. Při kterém dávkování jsou výdaje na léky nejmenší?

10. V knihovně potřebují 120 knih téhož titulu. Existují tři druhy této
knihy: A brožovaná za 12 Kčs, B poloplátěná za 18 Kčs a C plátěná za
24 Kčs. Počítá se s tím, že A vydrží 2 roky, B 4 roky a C 7 let. Jak je třeba
provést nejlacinější nákup, aby průměrná doba používání všech knih byla
mezi 3,5 a 5,5 roku?

Výsčedkycvičení:

„aja —=5,y-=3, m 23; b) x = 4,wy=I, =7Ť
„a) x —6,y-=4,m 10; b)xz=3,wy=I, =
. 8) Xmax.==4; b)max. = 6; c) Zmax.= 2, d) max. (4; 2;o) —=30,min (0; 5; 0) =
.a) TypB8 kusů, typ C 9 kusů; b) typ A 12 kusů, typ B 10kusů, amor

tizace 13 500 Kčs.

, o 250 000 Kčs, B 50 000 Kčs, C 200 000 Kčs, v 1. roce 18 500 Kčsúroků.

>493=
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6. a) 10 strojů po 2000.Kčs, 10 strojů po 2500 Kčs, náklady 300 Kčs
ročně; b) 5 strojů po 2000 Kčs, 10 strojů po 2250 Kčs, 5 strojů po 2500 Kčs,
roční náklady 310 Kčs.

7. A42000 výtisků, B 1 000 výtisků, maxim. zisk 14 000 Kčs.
8. 500 Anit, 200 Brigit, 500 Carmen, zisk 202 000 Kčs.
9. 5g Py, 2g P, cena 5,50 Kčs.

10. 84 knih brož., 36 knih plátěných, cena 1 872 Kčs.

V. Historická poznámku a literatura. V oblasti ekonomie se užívalo
matematiky jižv dávných dobách. Avšak teprve rozvoj samočinnýchpočí
tačů způsobil, že při hospodářském rozhodování se mohlo začít s řešením
velmi složitých problémů užitím nových matematických metod, k nimž
patří i lineární programování.

Hospodářská jednotka, plánující svůj výrobní program, musí rozhodo
vat, kolik výrobků a jakého druhu tyto výrobky má produkovat. Obvyk
le existuje podle daných podmínek (kapacita závodu, množství surovin,
počet strojů, poptávka po jednotlivých druzích zboží, výrobní náklady
apod.). Řada variant a plánovač se musí rozhodnout pro nejvýhodnější
z nich. Zpravidla jsou uvedené podmínky výroby a také optimální cíl
(maximální zisk, minimum vynaložené práce, minimální odpad apod.)
vyjádřeny—aspoňpřibližnělineárními rovniceminebolineár
ními nerovnostmi, odtud je také jméno tohoto oboru matemati
ky. K velkému rozšíření lineárního programování přispívá okolnost, že
vyžaduje poměrně jednoduchý matematický aparát, který lze snadno
zmechanizovat.

První souborné práce z oboru lineárního programování se objevily
před čtvrt stoletím. Byly to práce sovětského matematika L. V. Kanto
roviče (1939), F. L. Hřichcocka (1941), později T. C. Koopmanse (1945)
a G. B. Dantziga (1947), jehož metody, tzv. stmplexové, se užívá dosud
nejčastěji.

Dnesmá lineárníprogramováníjiž bohatouliteraturu, např.
Korda Benedikt: Učebnice lineárního programování, Praha, SNTL, 1962,

Kčs 17,30, česky;
Kantorovič L. V.: Hospodářský propočet nejlepšího využití zdrojů, Mosk

va, Akademie věd SSSR, 1959, rusky;
HitchcockF. L.: Doprava výrobku z několika zdrojů do mnoha míst, 1941,
anglicky;
Koopmans F. Č.: Rozbor činnosti ve výrobě a rozmístění, N. York a Lon

dýn, 1951, anglicky;
Krekó B.: Učebnice lineárního programování, Berlín, 1964, německy;
Krekó B.: O dopravním problému, Budapest 1958,maďarsky;
Habr J.: Lineární programování, Praha, SNTL 1960,česky.

Ed

Oprava. V č. 5 na str. 194 má znít druhá z nerovností (5)
3x+ 6+ 52= 12

Na str. 197pod tabulkou 1 budiž: ... maximum funkce je v bodě C, totiž123...
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DESKRIPTIVNÍ
GEOMETRIE

Přijímací zkoušky .
z deskriptivní geometrie na CVUT
DOC. Dr. MIROSLAV MENŠÍKa kolektiv, ČVUT, Praha

Studenti, kteří hodlají vstoupit na některé fakulty vysoké školy tech
nické (např. na stavební fakultu, tj. architekturu, pozemní stavitelství,
inženýrské stavitelství, zeměměřictví,stavební ekonomii) budou - tímto
školním rokem počínaje při přijímací zkoušce zkoušeni písemně též
z deskriptivní geometrie.

Žáci ze všeobecně vzdělávacích škol, pokud měli deskriptivní geo
metrii řádně vyučovanou, nebudou mít při této zkoušce obtíží. Také
absolventi stavebních průmyslových škol jsou z deskriptivní geometrie
dostatečně připraveni. Protože však tento předmět pod názvem tech
nické kreslení byl již v 1. a 2. ročníku, musí si znalosti ke zkoušce
náležitě opakovat. o

1. Jako planimetrický konstruktivní podklad je nutno umět základní
konstrukce o trojúhelníku a kružnici plynoucí zejména z podobnosti,
Pythagorovy věty a vět Euklidových.

Vlastním předmětem přijímací zkoušky z deskriptivní geometrie
budou:

2. základní konstrukce kuželoseček,
3. základy kótovaného promítání,
4. úvod do pravoúhlého promítání na dvě průmětny (Mongeovapro

jekce),
5. zobrazení hranatého tělesa v axonometrii a v kosoúhlém pro

mítání.
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Aby si naši čtenáři alespoň částečně mohli opakovat anacvičit uve
denou látku a aby se mohli přesvědčit, jsou-li na zkoušku připraveni,
otiskujeme z uvedené látky informativní příklady. Neznamená to tedy,
že tyto příklady dostanou u zkoušky.

I. Konstrukce kuželoseček

Jsou-livpříkladechčíselnéúdaje© souřadnice,pracujesesnimi
takto:

Např. bod M (3; 4) se vynese tak (obr. 1), že na vodorovnou osu «
se od počátku nanesou 3 dílky a ve směru osy y | x 4 dílky; (osy «
a y se protínají v počátku O). Na obr. 1 je vyznačen také smysl pro

2M +x

ŤObr.1. i4
vynášení kladných a záporných souřadnic. Dále např. přímka f (—4; 2)
se vynese tak, že na osu z od počátku O vyneseme doleva 4 dílky a na
osu y 2 dílky. Spojnice obou bodů takto získaných na ose z a y je po
žadovaná přímka ď.

1. Sestrojte elipsu určenou třemi tečnami a ohniskem [f= x; %=y;
$ = PN; P (8; 0), N (0; 5), 1F (5; 1)].

2. Sestrojte elipsu, která je určena ohniskem *F', tečnami !f, *%a doty
kovým bodem ?T'na tečně %[LF (—4; 0), 4 (—9; 6), %(—6,5; —11,5),
27T"(—5,5; ?)].

3. Narýsujte elipsu, znáte-li hlavní vrchol A, ohnisko P (A'F =
= 2 cm) a délku vedlejší poloosy db= 4 cm.

4. Elipse (a — 5, e = 4) opište čtverec KLMN, jehož vrcholy leží na
osách elipsy.

5. Sestrojte elipsu, je-li dáno ohnisko tF', dvě tečny *f, *f a bod V na
vedlejší poloose (V není vrchol).
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6. Sestrojte elipsu, v níž je dáno ohnisko *F', bod F na elipse, délka
vedlejší poloosy b a délková excentrita e.

„ V trojúhelníku IF1H2H (IFIH = 6, 1F2H = 9,5, 1H?2H= II) je
vrchol F ohniskem a vrcholy !H, 2H body hyperboly o hlavní polo
ose a — 2,5. Narýsujte hyperbolu!

8. Narýsujte hyperbolu, v níž znáte ohnisko !F', asymptotu m a tečnu ď.
9. Sestrojte parabolu o známém ohnisku F a tečnách t,, ř,!K parabole

veďte tečnu, která svírá s jeji osou úhel 60".
10. Parabola je určena řídicí přímkou ď a dvěma body B,, B;. Sestrojte

v nich tečny paraboly a potom i parabolu.
11. Sestrojte parabolu, je-li dáno:

a) řídicí přímka d, tečna *fa její bod 2T' (*T'není na 4);
b) řídicí přímka d, tečna %a tečna *;
c) řídicí přímka ď, tečna ťs dotykovým bodem 7;
d) tečna f, ohnisko F' a bod paraboly 7" (T" není na ť);e)osa0,vrcholVa jejíbodT';
f) osa 0, vrchol V a její tečna ď.

-1

II. Kótovanépromítání

V následujících příkladech proveďte vždy nejdříve tzv. prosto
rové řešení se Zápisempostupu práce (ve značkách, tj. např.
skutečnost, že dvě přímky a a b se protínají v bodě C, vyznačíme znakem
C = [a, b] apod.). Vynášení bodů se děje způsobem již dříve vylíčeným.
Třetí údaj v závorce je příslušná kóta bodu. Tedy např. bod A (—2;
7,5; 6) zakreslíme tak, že vyneseme A, (—2; 7,5) podle návodu dříve
vyloženého a k průmětu A; bodu A připíšeme do závorky příslušnou
kótu, tedy A, (6).

12. Sestrojte průsečík přímky g = OR [© (—3; 2; 3), R (3; —1; —2)]
s rovinou určenou dvěma rovnoběžkami a = AC a be B [A (—];
2; 2), B (2;5; 0), C (—3; 150)|.

13. Přímkou a = AB [A (0; 0; 15), B (—5; 5; 12)] proložte roviny
o spádu tg « = I : 1,25.

14. Sestrojte skutečnou velikost úhlu přímky a = AB srovinou o danou
spádovým měřítkem se = CD [A (—6; 2; 0), B (6; 8; 8), C (0; 6; 0),
D (6;0;8)].

15. Sestrojte čtverec o vrcholu A (6; —4; 8) a o straně BC na přímce
m = MN (M (—8; —2; 4), N (10; 4; 12)].

16. Sestrojte čtverec, který má vrchol A (4; 3; ?) a stranu AB, popř.
AD na přímce, jdoucí bodem P (—12; 5; 0), popř. bodem © (12;
11; 0).
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17. Sestrojte krychli, která má daný střed S (0; 6; 6) a stěnu ABCD
v rovině o [se= NP, N (4; 0; 12), P (0; 6; 0), s? je spádová přímka
roviny 0o);její stěnová úhlopříčka AC svírá s průmětnou úhel 45“.

18. Určete průsek roviny trojúhelníku ABC [A (—6; 2; 12), B (3; 18;
18), ČC(6; 8; 1)] s rovinou rovnoběžníka MNPO [M (—9; 17, 3),
N (0; 15; 0), P (8; 0; 13)].

19. Určete průsek dvou trojúhelníků ABC a EFG [A (0; 2; 0), B (—4;
8; 12), C (6; 12; 10), Z (—8; 8; 8), F (6; 1; 12), G (9; 12; 6)].

20. Sestrojte průsek A MNP s rovnoběžníkem ABCD [M (—5; —4;
—6), N (8; —1; 2), P (—1; 5; 6), A4(—2; —2; 3), B (—3; 5; —3),

C (3; 3; 0)] a vyznačte viditelnost.

III. Kolmé promitání na dvě k soběkolmé průmětny (Mongeova projekce)

V následujících příkladech proveďte vždy nejdříve tzv. prostorové
řešení se zápisem postupu práce.

Úlohy na zobrazení bodů, přímek a rovin

21. Zobrazte přímku g = LM [L (8; 5,5; 4), M (—2; 1; —2)], její
stopníky P a N, určete její odchylky « a $ od průměten z a v.
Dále zobrazte bod 4 eg, 29—3a bod Reg, YR= —2.

22. Zobrazte kosočtverec o straně a — 5, jehož střední příčky leží na
v přímkách SM a SK [S (—4; 3; 3), M (3; —1; 8), K (2; 9; 0)).

23. Přímkou a = AB [A (—3; 8; 1), B (4; 1; 6)] veďte rovinu o || «
a určete její odchylky od průměten.*

24. Bodem WM(0; 1; 2) veďte přímku rovnoběžnou s rovinami « (—6;
6; 10) a 6 (6; 8; 6).

25. Zobrazte průsek rovnoběžníka ABCD [A (1; 0,5; 7,5), B (4; 5,5; 5),C(0;8,5;2)]strojúhelníkemMNP[M(—1,5;1; 8,5),N(—3;8,5;
2,5), P (4; 6; 3)].

26. Ke dvěma mimoběžkám k = AL, m = BM [A (430; 8), L (0; 1,5;
5), B (0;0; 5), M (5; 4; 1)] veďte příčku
a) | x, b) | v, c) |x, d) || s= EF, E (6,5; 5; 0), F (2,5; 2,5; 3).

27. Sestrojte bodem JM kolmici k rovině p = ABC [M (4; 8; 2,5),
A (—5; 450), B (5; 3; 4,5), C (—1; 8; 7)] a vyhledejte patu kolmice
na rovině p.

28. Sestrojte geometrické místo bodů v prostoru, které mají stejnou
vzdálenost od bodů A (—3; 4; 5) a B (2; 1; 3).

29. V rovině o (—6; 6; 4) sestrojte kružnici o středu S (1; 3; +) a polo
měrur=3.
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Tělesa v obecné poloze
90.

31.

32.

38.

94.

30.

Sestrojte pravidelný šestiboký jehlan, jehož podstava je v rovině o,
má střed S a vrchol A; výška jehlanu je v [o (—7; 6;4,5), S (2;
3; 3), A (43 8; 2), v = 9..
Sestrojte pravoúhlé průměty duté krychle s podstavou ABCD v ro
vině o [o (—3; 0032), A (—1; 4; ?), B (3; 1; ?), ye > Ynl.
Sestrojte pravoúhlé průměty pravidelného čtyřbokéhojehlanu o výš
ce v = 6,5, stojícího na rovině o (—7; 8; 7). Dva protější vrcholy
podstavy jsou A (—3; 2; ?), Č (436;?).
Zobrazte dva průměty rotačního válce o středu podstavy S (—3;
4; 2) v rovině o (7; 6; 7), r—=5, v= 8. Polovinu válce (jednu
z obou) oddělenou rovinou jdoucí jeho osou rovnoběžně s první
stopou roviny o odejměte.
Sestrojte průměty rotačního válce o ose o= MN [M (8; 7; 1),
N (—3;1;5)] r = 8, jehož podstavná kružnice k se dotýká z a pod
stavná kružnice k' průmětny v.
Sestrojte pravidelný kolmý hranol šestiboký s podstavou v rovině o
(5; 5; 6). Střed podstavy S (0; 3; +). Vrchol podstavy A leží na
půdorysné stopě roviny o, úsečka SA —=3 cm, «g4>> l.cm. Výška
hranolu v = 6, 215 >> 45.

Rovinné řezy tělesy a sítě těles

36.

37.

38.

99.

40.

41.

43.

Sestrojte řez trojbokého kolmého hranolu s podstavou ABC [A
(1,5; 1,5; 0), B (3; 6; 0), Č (5,5; 4,5; 0)] rovinou jdoucí počátkem O
a svírající s r úhel 45“ Sestrojte síť seříznutého hranolu.
Nestrojte řez pravidelného čtyřbokého jehlanu s podstavou v z ro
vinou o (—6; 9,5; 3). Jeden vrchol podstavy je A (—1I; 6,5; 0),
vrchol V (0,5; 3,5; 7). Sestrojte síť vzniklého komolce.
Pravidelný šestiboký jehlan s podstavou v z [S (3; 4; 0), A (5,5;
4,5; 0), v — 5] seřízněte rovinou o (—3; 4,5; 1,5). Sestrojte síť
vzniklého komolce.
Proveďte řez rotačního válce [S (0; 0; 6), r = 6, v= 12, 0 | v]
rovinou p (—9; 6; 00) a síť seříznutého válce.
Rotační válec s podstavou v z [S (2; 4; 0), r = 3, v = 6] seřízněte
rovinou o (—5; 7; 4) a sestrojte síť seříznutého válce.
Odlitek daných rozměrů řízněte rovinou jdoucí body (obr. 2) a)
ABC, b) ABD, c) ACE.

. Sestrojte řez rotačního kužele [S (0; 5; 0), r — 4, v = 8] rovinou
o (—9; 14; 4). Sestrojte síť komolého kužele.
Proveďte parabolický řez rotačního kužele [S (0; 5; 0), r—=4,
v = 10] rovinou e (—1; *; *) kolmou k nárysně.
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Obr. 2.

k osám « a y je jako v příkladu 46.

Sestrojte řez rotačního
„dvojkužele“ (0 | m),
omezeného půdorysnou a
rovinou souměrnou k z
podle vrcholu V (3; 9; 5),
rovinou o (—4; 00; 4),r=0.

. Sestrojte řez koule [S (0;
5; 4), r = 4] rovinou o
(—8; 10; 6).

Kolmů axonometrie

Řešení příkladu 41 zo
brazte v pravoúhlé axo
nometrii [obraz osy «£
nechť svírá s obrazem osy
y úhel 135"“,obraz osy y s
obrazem osy z úhel 120“].
Podstavné hrany odlitku
umístěte do osy r a y
jak ukazuje obr. 2.
Řešení příkladu 41 zo
brazte v izometrii. Umís
tění odlitku vzhledem

48. V izometrii sestrojte pravidelný šestiboký jehlan s podstavou v ,
je-li dán střed podstavy S (6; 4; 0), vrchol podstavy A (6; 1; 0) a
výška jehlanu v = 8.

příklady

202

Obdrží-li redakce informativní
i z jiných vysokých škol,

ihned je otiskne. Příště uveřejníme
příklady z matematiky.



0 některých křivkách (Pokračování)
DOC. BOŘIVOJ KEPR, ČVUT, Praha

5. Nechť je dána křivka dar a bod P (obr. 37). Je-li komplanární
pohyb neproměnného rovinného útvaru určen tak, že pohybující se jeho
přímka p prochází přitom stále daným pevným bodem P (pólem),
zatím co její bod M probíhá danou křivku dy, pak hovoříme o tzv.
pohybu konchoidálním. Křivky, které jsou přitom opsány jednotlivými
body neproměnného rovinného útvaru, nazýváme konchovdami.

Dráhu dy bodu A€ 19sestro

jímetedytakto:Najednotlivých la ln!
polohách p', p", ... pohybující p A" PA , /
se přímky » (je ovšem Per, t, 4 ty |; P
Pep",...) sestrojímebodyA“, | =
A7, ... tak, aby bylo MÁ =
M'A* = M"A"(i vzhledem k ori
entaci). Je ovšem M" = (7', dy),
M" = (p", dy), ... Body A", A“",
... jsou pak jednotlivými polo
hami pohybujícího se zvoleného
bodu A a leží tedy na hledané
konchoidě dy. Sestrojíme-li v bo
dě M, M', M" ... křivky dy
normálu n, n', n", této křiv
ky a sestrojíme-li v pólu P kol
mici k, k', k", na přímku p, p', p", ..., dostaneme v průsečíku (n,
k) = S, (n, k')= S, (n", k") = 87, ... příslušnýokamžitý středotáče
ní. Přímka(S, A)= na (S, A') = ný, (S", A") = nár, ... je normá
lou konchoidy dy v jejím bodě A, A', A", .... a přímka ty, tj,
fam, +.. kolmá v bodě A, 4', A", ... na přímku ny, ný, Nár,
je pak tečnou konchoidy dy v tomto jejím bodě.

Zvolíme-li speciálně za křivku dyx kružnici a pól P zvolíme na této
kružnici, získáme speciální konchoidální pohyb, který je totožný (jak
jistě pozornému čtenáři neuniklo) již s poznaným pohybem kardioidic
kým. Je tedy dráha dg bodu C (tj. Pascalova závitnice) z obr. 32 sou
časně konchoidou kružnice p“ pro pól D,.

Zvolme nyní za křivku dy speciálně přímku. Bod P, který zvolíme
za příslušný pól, nemůže být zvolen na přímce dy, neboť v tomto případě
by příslušný pohyb (tak, jak byl zaveden) neměl smysl. (Prosím čtenáře,
aby si tuto věc sám promyslil.) Zvolíme tedy za pól P pevný bod, který
neleží na zvolené pevné přímce dy (obr. 38). Dráhy bodů v tomto
zvláštním případě nazýváme konchoidami Nikomédovými. Přímka p se

263



tedy pohybuje tak, že prochází stále pólem P a její bod M, pevný
na probíhá přímku dy. Označme jednotlivé polohy přímky p znaky
lp, 2p, ..., příslušné polohy bodu M pakznaky M, *W, . Dráhu
da bodu A pevného na p sestrojíme z jednotlivých jeho poloh 1A,

SA

4,

Obr. 38.

24, ... tak, že učiníme MA —!M1A =2M?A =..., přičemžtyto
úsečky nanášíme na přímky "p, *p, do téže poloroviny ohraničené
přímkou dyr, v níž leží bod A. Naneseme-li úsečky téže velikosti na

jednotlivé polohy "p, *p,. - pohybující se přímky p do opačné polo
roviny,obdržímebody A, 14, "4, ... druhé větve téže Niko
médovy konchoidy. Z konstrukce bodů této křivky je patrné, že obě
její větve se stále neomezeně přibližují k přímce dy, když se bod M
po ní vzdaluje, a to v obou směrech přímky dy. Je tedy přímka dy
asymptotou křivky dy. Celá křivka je souměrná podle osy o vedené
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pólem P kolmo na přímku dy. Body křivky dy na této ose (Které jsou
různé od P) jsou jejími vrcholy.

Je-li úsečka AM většínež vzdálenost pólu P od přímky dy, prochází
křivka dy dvakrát pólem P, který je tedy jejím dvojnásobným bodem
(uzlem) (jak je znázorněno na obr. 38). Je-li úsečka A.M rovna právě
vzdálenosti pólu P od přímky dyj, získáme takovou Nikomédovu kon
choidu, která má v pólu P svůj bod vratu (hrot). Doporučuji čtenáři,
aby si sestrojil sám tuto křivku.

Je-li konečněúsečka AM menší než vzdálenost pólu P od přímky
dy, pak příslušnákřivka dy z hlediska konstruktivního provedení pólem
P neprochází. (Pól P je však jejím bodemizolovaným.)Na větvi
Nikomédovy konchoidy, která leží v opačné polorovině vyťaté přímkou
dy k polorovině Pdyr, jsou vždy dva inflexní body této křivky, a to
kolmo souměrně sdružené podle osy o. Na druhé větvi křivky dy (tj.
na větvi, která s pólem P leží v téže polorovině ohraničené přímkou
dm) jsou dva její inflexní body (opět souměrně sdružené podle osy 0)
jenom v tom případě, když pól P je izolovaným bodem dráhy dy.
Kolmice vztyčená v bodě M (i — 1,2, ...) na dy a kolmice vztyčená
v pólu P na "p se protínají v bodě %S,který je tedy příslušným okamži
tým středem otáčení. Přímka tn = (*S,*A4)je normálou dráhy dy v je
jím bodě *A a přímka %L n v *A je příslušnou tečnou křivky dy
v tomto bodě. Lze ukázat, „že geometrickým místem bodů *S, tj. pol
hodií nehybnou p", je v případě tohoto speciálního konchoidálního po
hybu parabola, s osou v ose o konchoidy a s vrcholem v pólu P. Dá se
konečně ukázat, že pro ohnisko F paraboly p" platí PF —%vzdálenosti
pólu P od přímky dy.

6. Sledujme nyní dráhu dp vrcholu R pravého úhlu při pohybu, při
němž jedno rameno je stále tečnou dané pevné křivky k a druhé rameno
stále prochází daným pevným bodem P (pólem), jak ukazuje obr. 39.
Dráhu dp, spoující body R, R, 2R, ... (jednotlivé polohy bodu R)
takto sestrojené, nazýváme úpatnici dané křivky k. Je tedy např. úpat
nicí elipsy, nebo hyperboly, pro pól ležící v ohnisku této křivky
příslušná hlavní vrcholová kružni
ce, úpatnicí paraboly pro pól v je
jím ohnisku je řídicí přímka para
boly.

Sestrojme úpatnici dp rovnoosé
hyperboly pro pól P v jejím středu S
(obr. 40). Stačí ukázat konstrukci
jednoho bodu této úpatnice. Na obr.
40 byla sestrojena tečna !f, dané rov
noosé hyperboly Av jejím bodě !T
zvoleném na A zcela libovolně. Pa- |
ta "R kolmice spuštěné ze středu S Obr. 39.
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hyperboly jakožto pólu P na tuto tečnu je již bodem hledané úpatnice
dn. Bod *Rje jednou z poloh vrcholu R daného pohybujícího se pravého
úhlu. Tímto způsobem bychom mohli sestrojit libovolné množství bodů
hledané úpatnice dp. Křivka, která tvoří tuto úpatnici dané rovnoosé
hyperbolý pro 'sií střed jakožto pól, je tzv. Bernoulltovou lemniskatou.
Tato lemniskata prochází středem dané hyperbolýydvakrát a má v něm
tedy svůj singulární bod (dvojnásobný). Asymptoty dané hyperboly
jsou tečnami lemniskaty v jejím dvojnásobném bodě. Tento bod je pak
pro každou z větví křivky současně bodem inflexním, neboť v něm
větev lemniskaty přechází z jedné strany tečny (asymptoty hyperboly)
na její druhou stranu.

Normála 1, dané hyperboly v jejím bodě !T' a kolmice vztyčená
ve středu S hyperboly na spojnici (S +R)se protnou v bodě !S, okamži
tému středu otáčení, který přísluší poloze 1? pohybujícího se vrcholu R
pravého úhlu. Spojnice (S 1R) je pak normálou 'n lemniskaty v jejím
bodě !R a přímka 4 | n v bodě R je tečnou této křivky v jejím
bodě !R.

Bernoulliova lemniskata se dá rovněž definovat jako rovinná křivka,
jejíž všechny body mají od dvou různých daných bodů *F',?2F'(ohnisek)

1F'2

stálý součin vzdáleností, rovný výrazu — V2. Sestrojíme-litedy
průsečíky asymptot rovnoosé hyperboly s její vrcholovou kružnicí a pro
mítneme je kolmo do hlavní osy hyperboly, získáme tak na ní právě
ohniska !F a 2F Bernoulliovy lemniskaty, která je současně úpatnicí
dané rovnoosé hyperboly pro pól v jejím středu. Dají se odvodit ještě
tyto vlastnosti Bernoulliovy lemniskaty:
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Kružnice se středem ve dvojnásobném bodě lemniskaty, procházející
jejími ohnisky tF a 2F',protíná lemniskatu v bodech, které jsou nejvíce
vzdáleny od osy o = (!F,?*F)lemniskaty. Tečny v těchto bodech k lem
niskatě jsou rovnoběžné s její osou 0, jsou celkem dvě a každá z nich
se lemniskaty dotýká dvakrát (v bodech, které jsme právě nalezli).

Pro poloměr r kružnice křivosti ve vrcholech A a B lemniskaty platí
výraz r —3 a, (kde a = AS = SB je délka hlavní poloosy dané hy
perboly).

Veďme vrcholem (např. A) lemniskaty libovolnou přímku 7 tak, aby
proťala kružnici nad průměrem !F', *' ve dvou bodech *C,*C.

Opíšeme-li kolem *F' (žř")kružnici poloměrem *CA a kolem ?*F(!F)
kružnici poloměrem 2CA, protnou se tyto kružnice v bodě lemniskaty.
Jsou tedy úsečky AC a A?C průvodiče bodů této křivky pro její
ohniska.

(Pokračování)

Ů Kdo vysvětlí tuto záhadu ?

Obrázek 1 představuje kolo auto
mobilu o poloměru B, které se do
týká země v bodě A. Jestliže se auto
mobil uvede do pohybu a kolo se
přitom otočí právě jednou, urazí
střed kola (bod S) a celé auto stejnou
dráhu, jakou vykonal bod A, tj.
2 n R.

Jestliže všechny body auta ujely
dráhu 2 x R, musel tutéž dráhu ura
zit také bod B, ležící mezi body S,
A. Bod B se však otočil jako bod A
právě jednou. Urazil tudíž dráhu
2 nr, kde r = SB.

Potom
2nR=2ar, Vímevšak,žer< R, cožje v roz

šohož by plynul poru s předcházející rovnicí.
7 S0NOZ DYplyne Kde je chyba?R=r. S.H.
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FYZIKA

Umělé radionuklidy v ovzduší
PROF. RNDr. VILÉM SANTHOLZER, DrSc., KU Hradec Králové

Radionuklid je nové pojmenování pro radioizotop. „„Nuklid“je druh
atomového jádra charakterizovaný určitým atomovým číslemZ a urči
tým hmotovým číslem M. V současné době je známo asi 1700 druhů
nuklidů. Z toho je asi 270 nuklidů stabilních, ostatní jsou nestabilní,
radioaktivní: Z nich jen poměrně malá část se vyskytuje v přírodě jako
přirozené prvky radioaktivní, většina jsou umělé radioaktivní prvky, vzni
kající různými způsoby přeměn stabilních nuklidů, jadernými reakcemi.

Jednou z takových reakcí, která je zdrojem několika set uměle radio
aktivních prvků, je štěpení nejtěžších jader, thoria, uranu, transuranu
plutonia i ostatních transuranů. Radionuklidy vzniklé štěpením se nazý
vají štěpné produkty. V atomovýchreaktorechse odehrává
kontrolovaná, řízená štěpná reakce a je dokonale postaráno o to, aby
štěpné produkty neunikaly.

Ve větších množstvích se štěpné produkty dostávají do ovzduší ná
sledkem pokusných výbuchů nukleárních zbraní. Moskevskou dohodou
z r. 1963byly zakázány pokusné výbuchy v ovzduší, pod vodou a v kos
mickém prostoru. Poslední nukleární výbuchy byly provedeny koncem
r. 1962. Z nich některé měly celkový energetický výtěžek větší než
10 megatun TNT (trinitrotoluenu), takže byly zdrojem obrovského
množství neutronů (obr. 1). V r. 1964 byl proveden ojedinělý pokusný
výbuch čínské atomové pumy menšího kalibru, který ve střední Evropě
způsobil jen malé a krátkodobé zvýšení radioaktivity. Na naší pozoro
vací stanici se jeho vliv prakticky ani neprojevil.
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Obr. 1. Přehled nukleárních výbuchů v roce 1962. Na ose časové jsou
měsíce, pořadnice jsou úměrné uvolněným energiím. Od shora dolů jsou
uvedeny výbuchy, jejichž energie byla větší než energie obsažená v deseti
megatunách tritolu (trinitrotoluenu), dále v rozsahu 1až 10 megatun, menší
než 10megatun a menší než deset kilotun. Byly to poslední pokusné výbuchy
atomových a vodíkových pum v ovzduší. V letech 1963—64 nebyly již
pokusné výbuchy v ovzduší prováděny, neboť byla uzavřena moskevská
dohoda o zastavení nukleárních zkoušek v ovzduší, pod vodou a v kosmic
kém prostoru. Čínský atomový výbuch provedený 16. 10. 1964 se u nás
znatelně neuplatnil.

Štěpné produkty vznikají při zkouškách atomových pum, ale také
termonukleárních (vodíkových) pum, neboť jejich roznětky jsou z uranu
235 nebo plutonia 239. Roznětka dodá potřebnou teplotu pro zahájení
termonukleární reakce. Uvolněné neutrony mohou působit nejen na
jádra atomů z konstrukčních materiálů pum, ale i na jádra atomů
vzdušného dusíku a mohou vyvolávat různé jaderné reakce. Tak vzni
kají aktivační produkty, které se vyskytují v ovzduší.

Na obr. 2, kde jsou dvě spektra gama nukleárního spadu získaná po
uplynutí různých dob od zastavení pokusných nukleárních výbuchů, je
patrný vrchol, který přísluší jedné takové aktivační zplodině, a to
manganu 54. Vzniká působením neutronů na jeden ze stabilních izotopů
železa Fe 54 jadernou reakcí

ogFešt+ ni —„Hi + „Mnšt.

Mangan 54 má poločas 291 dnů a byl dokázán v posledních létech
1v rostlinách, mořské voděaj.

Ostatní radionuklidy na obr. 2, který byl zhotoven naším praco
vištěm, jsou štěpné produkty: cer 144, ruthenium 106 s doceřinnou
látkou rhodiem 106, cesium 137 a zirkon 95 s dceřinnou látkou niobem
95. Na jedné ose na obr. 2 jsou energie paprsků gama v MeV, podle
nichž se dá příslušný radionuklid rozpoznat. Např. pro mangan 54 je
jasně patrný vrchol odpovídající energii jím vysílaných paprsků gama =
—=0,84 MeV. Na ose y je uveden příslušný počet impulsů za min. pro
šíři kanálu 29 keV. Určitým radionuklidům odpovídají určité vrcholy
ve spektru, tzv. píky. Je-li na obr. 2 šířekanálu 29 keV, tedy pro energii
1 MeV = 105eV, bylo postupně použito 106 : 2,9 x 10“ — 34 kanálů.
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Obr. 2. Pokles množství některých radionuklidů v ovzduší během r. 1964,
jak se projevil ve dvou spektrech gama. Zřetelný je zejména pokles aktivity
ceru 144. (Aktivita je přímo úměrná množství radionuklidu.) Spektra byla
snímána v časovém rozmezí 10 měsíců.

Z obr. 2 je patrné, jak ubylo množství aktivačního produktu Mn 54.
Je to následek dvou dějů, radioaktivního rozpadu a postupného ubývání
ve stratosféře. Rychlost vypadávání radioaktivního prachu ze strato
sférické zásobárny je přímo úměrná celkové zásobě radionuklidu a se
zmenšováním jeho množství se tedy zmenšuje.

Velmi dokonalou spektrometrickou technikou (spektrometrem mnoho
kanálovým v kombinaci se speciálním uspořádáním počítačů paprsků)
bylo možno ještě v roce 1964 stanovit 5 aktivačních produktů ve vzdu
chu.TytopráceprováděliPerkins, Nielsen a Thomas vla
boratořích v Hanfordu (stát Washington). Jsou pozoruhodné proto, že
v blízkosti fungují veliké reaktory, které by mohly být zdrojem radio
nuklidů, kdyby nebyly dokonale utěsněny. Ve skutečnosti radionuklidy
zjištěné ve vzduchu (zachycené na filtrech) byly štěpné a aktivační
zplodiny z nukleárních výbuchů. Ze štěpných zplodin byly v r. 1964
přítomny ještě radionuklidy, jejichž poločasy jsou dostatečně dlouhé,

270



aby se ještě úplně nerozpadly. Byly to cer 144 (poločas 285 dnů),
cesum 137 (30 let), ruthenium 106 (1 rok), antimon 125 (2 roky)
a zirkon 95 —-niob 95. Oba poslední radionuklidy jsou přítomný ve
směsi, která se po uplynutí asi půl roku rozpadá s poločasem zirkonu 95,
tj. 65 dnů. Je to proti poločasům ostatních uvedených produktů poločas
poměrně krátký. Vskutku za rok 1963 poklesla aktivita směsi Zr 95 +
-+ Nb 95 na nepatrný zlomek původní aktivity, byla však ještě v roce
1964 měřitelná.

Na našem pracovišti mohli jsme Zr 95 + Nb 95 spektrometricky
stanovit ještě začátkem léta 1964, pak již citlivost naší metodiky ne
byla dostatečná.

Z aktivačních produktů byly zjištěny ještě tyto radionuklidy: ko
balt 60 (poločas 5,2 roku), ytrium 88 (105 dnů), antimon 124 (61 dnů),
cesium 134 (2,1 roku), berylium 7 (54 dnů) a sodík 22 (2,6 roku). Oba
poslední radionuklidy sice trvale vznikají v ovzduší účinkem kosmických
paprsků na lithium a sodík (které jsou v nepatrných množstvích obsa
ženy ve vzduchu), avšak sodík 22 vzniká i při zkouškách termonukleár
ních pum. V letech 1963—64 se množství sodíku 22 nápadně zvýšilo
jako následek nukleárních zkoušek provedených v roce 1961—62.Radio
sodík Na??žvzniká z přírodního sodíku reakcí

Na%+ gn= N24 Zn,
kdežto radioberylium Be? vzniká z lithia působením protonů v kosmic
kých paprscích

4
pravděpodobněvšak i tříštěním těžších jader kosmickými paprský, např.
tříštěním argonu. Radioaktivní Be" nejeví sezónní variace, zejména jarní
zvýšení, které je charakteristické proštěpné zplodiny i aktivační pro
dukty nahromaděné ve stratosféře. V pozdní zimě a zejména na jaře
následkem poklesu vzduchových hmot ze stratosféry do troposféry na
stává každoročně zvýšení aktivity souběžně se zvýšením obsahu ozónu.
Tento jev je způsoben ryze meteorologickými činiteli. Protože aktivita
Be" nejeví sezónní variace, Be" patrně je obsaženo jen v troposféře,
kde vzniká účinkem kosmických paprsků.

Množství aktivačních produktů Y?Sa Sb!?4v roce 1964 znatelně ne
kleslo. Můžeme se domnívat, že tyto produkty jsou obsaženy ve vysoké
stratosféře, kde je doba prodlevu radioaktivního prachu podstatně delší.
Poločas prodlevu v nízké stratosféře je asi 5 až 6 měsíců, ve vysoké
větší než 12 měsíců.
* Aktivační produkt cesium 134 vzniká ze stabilního cesia 133 reakcí
Cst33(n, ») Cst4, V ovzduší může být však (z menší části) i štěpným
produktem.

Kobalt 60 vzniká neutronovou aktivací stabilního kobaltu 59 nebo
stabilního niklu 60.
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Různí pracovníci dokázali v radioaktivním prachu po nukleárních
explozích také radioaktivní kobalt 58 s poločasem asi 70 dnů, který
vznikl působením neutronů na nikl a radioaktivní železo 55 poločasu
asi 3 roky, vzniklé aktivací obyčejného železa. Některé aktivační pro
dukty vznikly zřejmě účinkem neutronů z termonukleárních výbuchů
na konstrukční materiály pum.

Uvedené radionuklidy byly stanoveny spektrometrií gama, neboťvy
sílají paprsky beta i gama. Mezi štěpné produkty patří však i známé
radioaktivní stroncium 90, které vysílá pouze paprsky beta a má polo
čas 28 let. Vyskytuje se tedy i nyní v našem životním prostředí, i když
ve zcela nepatrném množství. Další nukleární zkoušky by jeho množství
postupně zvyšovaly, a to je nežádoucí.

Termonukleární výbuchy vytvořily také určité množství radiouhlíku
C*, jehož poločas je 5600 let. Tento zářič beta se tvoří účinkem neutro
nů na vzdušný dusík reakcí Ni4 (m,p) Cl4,kde p značí proton. Účinkem
neutronů na dusík může vznikat i další zářič beta trittum podle reakce

ZNÍ+ n = OB + ,H3,
kde H* je radionuklid vodíku poločasu asi 12 let, zv. tritium, pro nějž
se často používá značky T“.

Experimentální určování vztahů
mezi fyzikálními veličinami
pomocí [I - teorému (Dokončení)

JOSEF MATOULEK, studujícíČVUT,Praha

Realizujme matematické kyvadlo kovovou kuličkou na tenké niti
délky 2— 1,5 m a měřme dobu kyývupro různé hodnoty w. Aby nebylo
měření příliš ovlivněno ztrátami v závěsu a odporem vzduchu, prove
deme měření pouze pro malá w. Poznamenejme jen, že dobou kyvu
nazýváme čas uplynulý mezi dvěma po sobě následujícími průchody
hmotného bodu rovnovážnou polohou. Výsledky měření jsou vyneseny
v tabulce 2. Údaj m je jen informativní. Vyneseme-li v obr. 3 hodnoty
závislosti II — © (II;), pak vidíme, že tyto body leží na křivce para
bolického typu. Předpokládejme, že její rovnice je

I=a+a.Hi-+ a, .Hí+ (11)

212



Tab. 2. | =

p=I p“ Ůs II= "5
0,03 1943" 1,235 3,16
0,06 326" 1,245 9,18
0,09 5909" 1,255 3,21
0,12 6952“ 1,27 3,25
0,15 836" 1,285 3,28
0,18 10*18“ 1,305 3,94

PromaléhodnotyII,jsouIl7,II1,© zanedbatelné,atudížpromalé
hodnoty II, (teoreticky pro nulový rozkyv II, = 0) lze psát II = ag.
Z obr. 1 vidíme, že křivka protíná osu II v bodě II = ap— 3,15. Kdyby

IT

JÍ

42

31
Obr.3. O 3.6. 8 2. B. 8

1.10%

chom dokázali provést měření beze ztrát, bylo by aj = r. Pro malé
rozkyvy je tedy podle vztahu (10)74,
a tedy doba kyvu matematického kyvadla,

/0
bt—=T. — , 12V (12)

c">k-+l.
Počet nezávisle proměnných bezrozměrných argumentů můžebýt 2,9,...o Ukážemesi,jaksevyšetřujepřípad»=k+2.Vztah(4)má

pak tvar
IN=f(l, l, ...j 1,IL, H) = DI, II5). (13)

Při určování této závislosti lze postupovat např. tak, že se graficky
vynesou závislosti II —II, pro-různé hodnoty [I,.
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Určeme dobu potřebnou k výtoku vody z nádoby podle obr. 4.
Předpokládejme, že je

t—=f(g, F, h, F). (14)

< R= |

< natr.

F T
dl „| ěd
Obr. 4. Obr. 5.

Veličiny g, Fy jsou rozměrově nezávislé. Stejně jako v případě a určíme

t g h FL 1 15
g2. P 1 F, A (15)

Měření provedeme na nádobě s vyměnitelným, tvarové podobným
nátrubkem (obr. 5). Rozměry nádoby F; — 100 cm?. Otvory v nátrub
kách jsou provedeny tak, aby F: FÓ— 1077; 6. 107%;3.107% a 107%,
tj. d — 11,3; 8,7; 6,2 a 3,6 mm. Výsledky jsou vyznačeny v tabulce 3.

,

II, = Z =107? - a - nn“RII,=6.10-| IIz=3.10%| Iz=10
| A II ts | JI A Mb JI
23,2| 23,0.10ž| 39,0| 38,6.102| 78,2| 77,5.10*|234| 232.10?31,7| 31,4.102| 53,1| 52,6.102| 105,0,104,0.10*|315| 312.10?40,0| 39,6.10%| 67,1| 66,5.102| 133,0|131,5.102|398| 394.10?46,0| 45,5.10%| 76,5| 75,7.102| 155,0,153,5.10?458| 453.10?51,5| 51,0.10ž| 86,5| 85,6.102| 172,0,170,0.10%|516| 511.10?o

“»

SOSOSOSSOtODF OUDOUDNF

Zobrazme je nyní graficky(obr. 6). Použijeme k tomu log. papíru, jehož
zobrazovací rovnice jsou É —«.log .Iy; 1 = B .log .II. Zvolíme « =
—=15 em; $ = 12,5 em a na stupnici é zobrazíme interval 1; 5) na
stupnici 7) interval <20 . 10%;600 . 102). Vidíme, že výsledky měření lze
zobrazit čtyřmi rovnoběžnými přímkami. Z analytické geometrie je
známo, že rovnice přímky v souřadnicích É, 1 zní

n=ě.tsetg (16)
Dosaďme nyní za 6, 7)ze zobrazovacích rovnic

Blog = «u.tgwlog II; + Blogp (17)
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300

200 3
T310

IT.10*

7610"

I7510*

4 51 2 3—Obr.6. a: 0 1234
cm

a za g jsme zavedli novou neznámou p vztahem g = B. log p. Upravme
nyní vztah (17)

logII= telog, + logp,
«

p zřejmě závisí na [I;, neboť pro každou přímku je jiné g, avšak expo
nent u II; je na II, nezávislý, neboť přímky jsou rovnoběžné. Odměře
ním dostáváme tg = 0,41, a tedy hodnota exponentu

II=p.UM,

« 15

R89 =13594 =0469205;
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lze tedy vztah (18) přepsat ve tvaru

HN= p./Ik, (19)
kde p = f (II;). Stanovíme nyní tuto závislost. Je si třeba uvědomit,
že úseky na ose 1 je třeba měřit od skutečného počátku. Posunutému
počátku, jenž je kótován kótou 20 .10?, přísluší souřadnice G =P.
„log 20 .10* = 12,5.. 3,30 — 41,7 em. Odměřme nyní úseky g' pro jed
notlivé přímky, což jsou úseky měřené od posunutého počátku. Po řadě
dostáváme g' = 0,7; 3,5; 7,2; 13,2 em. Těmto hodnotám odpovídají
hodnoty g = We+ = 42,4; 45,2; 48,9; 54,9 cm. Ze vztahu, kterým
jsme zavedli p, vyplývá

log p—=g:B= 3,39; 3,61; 3,92; 4,39.
Zobrazme nyní graficky vztah p = f(IM;) (obr. 7). Použijeme opět

4“

42

40 <l L
log p“

J4

je
40

10 6 3
Obr.7. ——[1.10

logaritmického papíru, daného rovnicemi 8 = « log II;, 1 = Blog v.
Zvolíme « — — 10 cm, B = 7 cm, neboť log II; leží v intervalu <—2,
—3) a log p v intervalu <3; 4,5) a zobrazíme pouze tyto intervaly.
Vidíme, že hledaná závislost se dá přibližně zobrazit přímkou. Na zá
kladě toho nalezneme stejným postupem jako prve, že platí p = 2,3 II.
Po dosazení do vztahu (19) dostáváme

I =23.1, VI. (20)
Dosaďme nyní ze vztahu (15) do (20). Dostáváme po úpravě hledanou
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závislost pro f

p PE A (21)
Vok.F, O

Je zvykem tento vztah dále upravovat tak, aby řzáležel na V2gh
2Fh

(22)i= = .
0,62294. Fx

Ukazuje se, že koeficient 0,62 vyjadřuje tvar nátrubku. U tvarově po
dobných nátrubků je stejný. Označuje se u. Lze tedy psát

2Fh

MV2h2
Případy, kdy n >>k + 2, lze jen velmi obtížně vyšetřovat metodou

II-teorému. Lze tedy na závěr říci, že vyšetřování fyzikálních vztahů
metodou II-teorému je výhodné tam, kde se vyskytuje velký počet
rozměrově nezávislých veličin a počet rozměrově závislých veličin je
menší, nebo nanejvýše roven dvěma.

t (23)

[nteratura

[1] Z. Horák, F. Krupka, V. Šindelář, Technická fy
zika, Praha1961,[2]O.Maštovský Hydromechanika pro
strojní inženýry, Praha,[3] A. J. Sedov, Metody. podobnosti a rozměrovosti v mechanice.

9
Rešení

© Fyzika
2. Vypočtěte: a) Na jakou vzdálenost by se musel přiblížit k Zemi Měsíc,

aby se jeho oběžná doba zrychlila na dva dny? (Oběžná doba Měsíce T =
= 27,3 dne; střední vzdálenost Měsíce a — 384 400 km.)

b) Tíhové zrychlení na povrchu Měsíce. Poměr hmot Měsíce a Země je
m: M = 1:81, poměr poloměrů 7m : Rz = 0,27, tíhové zrychlení na zem
ském povrchu je g = 9,81 m.s*?.

(Došlo 30 řešení) Otakar Julák
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Řešil František Zatloukal, 8.d SVVŠ, Přerov:
Úlohu a) řešíme podle 3.Keplerova zákona

2 3m. a ,
2 pryT aš

číselně

,
8.. ož

ax=|/ 3,84453105.2
27,32

a — 67300 km.

Měsíc by se musel přiblížit na vzdálenost 67 300 km.
Úlohu b) řešíme podle Newtonova gravitačního zákona. Hmota jednoho

kilogramu je k povrchu Měsícepřitahovánasilou:
a) podle 2. pohybového zákona Newtonova

B = mMm.a,
b) podle gravitačního zákona

m.MmMPE%
M

Obě síly jsou stejné, tedy
m.Mm

Mm.a=%Z.T%
M

Podobně je tomu u Země
m.Mz

Rovnice vydělíme a dostáváme

a — Mm BZ
g Mzry.

2

Z toho a—9. Mu. Hz
Mz "hk

ačíselně a=981.L..8l 27
a = 1,6616m.s7ž.

Na povrchu Měsíceje gravitační zrychlení a = 1,66m.s“?.

3. Je dáno kyvadlo naznačené na obr. 1, jež můžeme zhruba pokládat
za kyvadlo matematické. Délka závěsu kyvadla je 7 — 1,5 m, výšková
odlehlost hrany, jež při výkyvu nalevo zkrátí závěs, je od místa závěsu
d — 0,54 m. Máme vypočítat periodu (dobu dvoukyvu) daného kyvadla.
Kývání uvažujeme v malých úhlových výchylkách kolem klidové rovno
vážné polohy. Odpory neuvažujeme. Tíhové zrychlení volíme g — 9,81 m.

2, (Obr. 1 na str. 77 ročníku 1964/65).

(Došlo 26 řešení) Václav Šindelář
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Řešil Miroslav Řezníček, 3.d SVVŠ, Hradec Králové:

První polovinu kyvu se kyvadlo pohybuje z krajní polohy A do rovno
vážné polohy B. Délka kyvadla je zde / a proto, použijeme-li známého
vzorce pro dobu kývu

T=x.V ,9

je doba pohybu koncového bodu kyvadla z polohy A do polohy B

T = > mV3- .g

Pohyb z bodu B do bodu C je polovinou kyvu kyvadla o délce (! — d),
a proto doba pohybu z bodu B do C je

Ti=ln im
2 g

Zřejměpak pro pohyb z bodu Č do bodu B

aka2 g

Celková doba dvojkyývuz bodu A do C a Zpět je
T=T+ T+T; + matedyk

Rozměrově: [T]= (V m +| m== = S.m 87
b-é

Císelně: Pro číselné zadání Z= 1,5 m, d = 0,54 m, g = 9,81 ms*“?je

, 0,96T = ? — 2,21;s 81TVa)
T“= 2,2ls.

Závěr: Doba dvojkývu kyvadla je

T=a[2 +=) ti.osians.9 9

4. Víme, že valení rotačního (obecně libovolného) válce po rovině můžeme
považovat za rotaci okolo okamžitých os 0, jimiž jsou povrchové přímky,
v nichž se válec dotýká roviny. Ověřte si správnost tvrzení vypočtením
celkové kinetické energie valícího se válce pouze z okamžité rotace. Moment
setrvačnosti plného válce vzhledem k jeho podélné rotační ose je roven
Jo = š$md?.K řešení použijeme Steinerovu větu Ji = Ja + mai, podle níž
vypočteme moment setrvačnosti J; vzhledem k rovnoběžné ose vzdálené
Oai (vůči rotační ose). Přitom m značí hmotu tělesa (válce).

a pro pohyb z bodu B do A

(Došlo 26 řešení) Václav Šindelář
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Řešil ZdeněkSlanina, 2.a SPŠCH, Brno:

I. Nejprve se zabývejme valením rotačního válce po vodorovné rovině.
Tento pohyb můžeme nahradit dvěma pohyby: Pohybem posuvným (trans
lačním) rychlostí v a pohybem otáčivým okolo podélné rotační osy válce.
Všechny body válce, vyjma bodů ležících na podélné rotační ose, opisují
křivky, zvané cykloidy. Kinetická energie B; posuvného pohybu válce po
rovině rychlostí v, jelikož všechny body tělesa mají v tomto případě stejné
rychlosti co do velikosti i směru, je dána vztahem

Em. (1)
Otáčivý pohyb válce kolem podélné rotační osy válce se děje s úhlovou

rychlostí

=. (2)
Kinetická energie E, tohoto pohybu rotačního s úhlovou rychlostí w; je

dána vztahem

B,=00. (3)
Dosazením za moment setrvačnosti J, plného válce vzhledem k jeho

podélné rotační ose a za úhlovou rychlost ©, ze vztahu (2) dostáváme po
úpravě

Emo. (4)
Celková kinetická energie EZválce valícího se po vodorovné rovině rych

lostí v je pak dána součtem energie translačního pohybu a energie rotačního
pohybu kolem rotační podélné osy

E = B = F o (5)
Dosazením do vztahu (5) za E, a E, dostáváme pro celkovou kinetickou

energii válce výraz
3 3EB=—me = —mů. 6
je" fe = (6)

Dimenzionální správnost vztahu (6) je zřejmá.
II. Nyní se zabývejme z dynamického hlediska oním valením, jestliže je

budeme pokládat za rotaci okolo okamžité osy 0, jíž je povrchová přímka,VW

délné rotační ose válce, se v tomto případě pohybují obvodovou rychlostí v,
touž, jakou se dál pohyb translační v oddíle I.

Je tedy úhlová rychlost ©, tohoto rotačního pohybu dána vztahem

0 =- (7)
Okamžitá osa rotace o, rovnoběžná s osou válce, je od ní vzdálena

o a= 5 . Dostáváme tedy ze Steinerovy věty pro celkovou kinetickou
energii B“ válce v tomto případě výraz

m d*, l lpo ba(hno +ně). o
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Dosazením za ©, ze vztahu (7), dostáváme po úpravě

H=Žmdba= Ž me. (9)
16 4

Dimenzionální správnost vztahu (9) je zřejmá.
Srovnáním vztahů (6) a (9) pro kinetickou energii válce valícího se po

vodorovné rovině, dostáváme
B=E (10)

Závěr: Právě provedeným výpočtem bylo ověřeno, že z hlediska dyna
mického, resp. energetického, je valení rotačního válce po vodorovné rovině
ekvivalentní s rotací válce okolo okamžité osy, kterou je přímka, v níž se
válec dotýká v daném okamžiku roviny.

Tím je řešení úlohy provedeno.

5. Ve dvou nádobách vzájemně od sebe oddělených jsou uzavřeny dva
různé plyny při téže teplotě T'. V jedné nádobě je 8 gramů kyslíku (mole
kulová hmota u, = 32), ve druhé je 8 gramů kysličníku uhličitého (mo
lekulová hmota u, —44). Tlak kyslíku je roven p, = 1,1 at, tlak kysličníku
uhličitého je p, = 1,5 at.

Máme vypočítat, jaký bude výsledný společný tlak p směsi obou plynů
v nádobách, spojíme-li obě nádoby. Oba plyny přitom pokládáme za do
konalé.

(Došlo 26 řešení) Václav Šindelář

Řešil Jura Charvát, 3.b SVVŠ, Příbor:
Obecné řešení. Nechť V;, V; jsou po řaděobjemy nádob, v nichž

je kyslík a kysličník uhličitý. Pak, označíme-li hmotu kyslíku m; a hmotu
CO; mz,musí pro oba platit stavová rovnice

PV = T5.R.T,
M

DaVy= PB.R.T.
Hz

Odtud vypočteme objemy Vy, Vs.

V. „Mm R.TŤ

p—--.-> »
Pí

V o- Mm.R.TŤ

4——--- *
DPHa

Jestliže obě nádoby spojíme, zaplní oba plyny objem V4+ V, a označíme-li
jejich tlaky v tomto případěpí, p;, bude výsledný tlak p = pí + D2.

Zkoumaný děj považujeme za izotermický.
Bude tedy teplota obou plynů po spojení nádob opět T'. Pro každý z nich

musí platit zase stavová rovnice

plíV + Vy)—H.R.T,
Hi

Pí(Vi+ Vy)=2.R.T.
Ha
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Zde dosadíme za V; a V;

n.BTÍ 7M+ej- R.D7,HD HoPa MH

n.BTÍ Mp U) —=R.TM,4 Pi HaPa Hz
Odtud

u D1Pa M M2 ,
M HaPa T M 41 D1

0 = D1Pa W; M
7M 42 Da T M 41 D1

Odtudzapi a p; dosadímedo vztahup= P+ R

— PD1Pa(MHa T M by) ,
7M%Ha Pa T M% 41 D1

Rozměrová zkouška. Výsledekrozměrověsouhlasí,neboťje
(p)=at atg =at.

at g
Číselné řešení. Do vztahu pro p dosadímečíselnéhodnoty ze

zadání

1,1.1,5 (8.44 + 8.32) = 1,24[at].
8.44.1,5+8.32.11 ©

Výsledný tlak směs obou plynů bude tedy asi 1,24 at.

Dp =

Poznámka autorova: Někteřízřešitelů,např.Karel Hence
z Brna,uvedli výsledek kromě v atmosférách také v hlavní jednotce tlaku
v soustavě SI. V této jednotce je výsledná hodnota

= 12,15.104[N.m-*].

(Pokračování)

Jak to nést?
Tři dělníci měli odnést plech z ho

mogenního kovu tvaru čtverce (obr.
2). Jeden z nich uchopil plech
v místě A vyznačeném kroužkem.
Kde museli uchopit plech druzí dva,
aby každý z nich nesl jednu třetinu
váhy plechu?

St. Horák

Obr. 1.
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RECENZE

Prostory o čtyřech
a více rozměrech

To je název knížky, kterou
v říjnu 1965 vydalo nakladatelství
Mladá fronta vediciŠko
la mladých matemati
ků. Je to již 12. svazek této
edice a napsal jej známý matema
tik doc. dr. Karel Havlí
ček. Těm, kteří znají předcháze
jící Havlíčkovy knihy nebo kteří
navštěvují jeho přednášky, nemu
síme jistě příliš zdůrazňovat, že
1v této nové knížce je výklad do
konale pedagogicky promyšlen a
podán. Svazek se trochu odlišuje
od předcházejících brožur, jež za
tím vyšly ve Škole mla
dých matematiků. Vybo
čuje totiž tematicky ze středo
školské matematiky. Čtenáři se
však nemusejí obávat, že by při.
studiu ztroskotali. Je tu totiž
dobře navázáno na matematiku
středoškolskou, najdete tu řadu
příkladů a také na cvičeních si
můžete ověřit, jak jste látce po
rozuměli.

Knížka obsahuje sedm kapitol;
V první se shrnují známé věci
o přímce a zavádějí se na ní sou

řadnice. Rovině je věnována ka
pitola druhá a trojrozměrnému
prostoru kapitola třetí. Pro
středoškolské studenty bude no
vinkou asi až kapitola čtvrtá
a následující. Zde se totiž setkají
s euklidovským prostorem E, a
v páté kapitole s obecnýmpro
storem 4„. Zvláštní postavení má
kapitola šestá, kde se pojedná
vá o krychli v euklidovském pro
storu. Čtenář uvidí, že úsečka,
čtverec a krychle v tradičním slova
smyslu jsou jen zvláštním přípa
dem obecnějšího pojmu. V posled
ní kapitole si autor podrobněji
všímá významu vícerozměrných
prostorů a ukazuje, že toto stu
drum není jen samoúčelným hra
ním. V závěru najdete ještě vý
sledky cvičenía seznam literatury,
do které se může pustit čtenář,
jenž si přeje podrobnější znalosti.

Brožura je vhodná jako podklad
k samostatnému studiu a uplatní se
jistě 1 v žákovských kroužcích. Mů
žeme ji doporučit nejen řešitelům
Matematické olympiády, nýbrž i
dalším zájemcům o tento přitažlivý
námět. Knížka má 88 stran, 10
obrázkůa stojí 3 Kčs.

J. S.
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JIŘÍ SEDLÁČEK

Co víme

o přirozených číslech

©VknižniciŠkola mladých
matematiků vyšlojiž dru
hé vydání knížky Jiřího
Sedláčka: Covíme0 přiroze
ných číslech. Knížka má 6 kapitol.
V prvních dvou kapitolách pod
názvy Zopakuj me si základní pojmy a Dělení
sezbytkem a beze zbyt
ku uvádí autor vlastnosti přiro
zených čísel vyplývající jednak
z vyjádření v desítkové soustavě,
jednak z definice dělení dvou při
rozených čísel. Třetí kapitolaPrvočísla a čísla slo
žená je samostatnějším celkem
uvádějícím současné znalosti teorie
čísel o prvočíslech a číslech slože
ných a řadu zajímavých poznatků
(Fermatova a Mersenneova prvo
čísla, čísla dokonalá). Prvočísel je
dále užito v kapitole čtvrté, která
jedná o největším společném dě
liteli a nejmenším společném ná
sobku přirozených čísel a jejich
vzájemném vztahu. V závěrečné
kapitoleNeurčité rovnice
probírá autor řadu příkladů na
neurčité rovnice, které vzhledem
k charakteru probírané látky mají
řešenív oboru celých, nezáporných
čísel. Látka celé knížky je probí
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rána se zřetelem k čtenáři znalé
mu středoškolské matematiky a
výklad je veden vždy na řadě pří
kladů. Obdobné příklady těm,
které byly v textu vyřešeny, jsou
dány na konci každé kapitoly za
cvičení. Výsledky a návody k ře
šení jsou uvedeny v závěru knížky.

Knížka je určena k prohloubení
znalostí středoškolské matematiky
v oboru přirozených čísel, a bude
proto sloužit hlavně studentům za
jímajícím se hlouběji o matematiku
a účastníkům Matematické olym
piády. Protože mimo uvedené statě
obsahuje několik zcela nových
údajů, k nimž došlo v současné
době bádání o prvočíslech, a řadu
historických poznámek týkajících
se probírané látky, stane se knížka
Jiřího Sedláčka v neposlední řadě
i vítanou pomůckou učitelů mate
matiky SVVŠ a ostatních jim na
úroveň postavených škol.

Vydal Matematický ústav ČSAV
(ÚV Matematické olympiády) a ÚV
ČSM v nakladatelství Mladá fronta;
cena brožovaného výtisku je 2 Kčs.

Jitka Streiblová



RŮZNÉ

Devadešát ročníků

Tak bohatou tradici má náš Č a
sopis pro pěstování ma
tematiky, který koncemroku
1965 uzavřel již svůj 90. ročník.
Význam tohoto vědeckého časopisu
se hodnotil již před třemi roky, když
Jednota čs. matematiků a fyziků
slavila své stoleté jubileum. Starší
generace jej zná pod nážvem Ca
sopils pro pěstování ma
tematiky a fysiky, neboť
dříve se na jeho stránkách objevo
valy i příspěvky fyzikální. Rozvoj
vědy v posledních letech si však vy
nutil, aby se matematika a fyzika
od sebe oddělily a aby se vytvořily
samostatné časopisy pro obě vědy.

*

Casopis pro pěstování matematiky,
který nyní vychází v Nakladatelství
CSAV, přináší původní vědecké prá
ce v češtině, slovenštině 1 v cizích
řečech. Kromě toho se v něm refe
ruje o našich i zahraničních mate
matických knihách, jsou tu zprávy
o návštěvách zahraničních matema
tiků u nás a našich matematiků
v zahraničí, o vědeckých kongresech
a konferencích apod. Mladší čtenáře
může zajímat rubrika Ulohy a
problémy, která čas od času
přináší původní matematické úlohy
k řešení. Přejeme Časopisu pro pěsto
vání matematiky do další desítky
ročníků mnoho čtenářů i autorů 
zvláště z mladší generace našich ma
tematiků.

J. S.

Matematický kroužek v Chtelnici u Trnavy

Může matematický kroužek na základní devitileté škole používat

Rozhledů matematicko-jyzikálních? Může! Je-li iniciativní učitel (s.

V. Potočný) a ovšem schopní žáci nebo žačky (M. Jankovičová, A.

Pospíchalová, A. Išťvaničová), pak použijí z našeho časopisu vše

ho, na co jimstačí jejich vědomosti. V tě cestě budou jistě pokra

Čovat i v dalších ročnících. M. M.



Vzpomínka na prof. Kadeřávka
DOC. KAREL DRÁBEK. ČVUT, Praha

Dne 9. února tomu bylo pět
let, co se mezi českými a slo
venskými geometry a přáteli
prof. Kadeřávka rozšířila smutná
zprávao jeho smrti.

Připomeňme si dnes Činnost
tohoto vzácného člověka, který
všechno své snažení věnoval
rozkvětu pražské techniky, vý
chově stavebních inženýrů a u
čitelů deskriptivní geometrie.

Narodil se 26.června 1885v Pra
ze, o jejíž historii i současnost se
pak po celý život zajímal. Po
absolvování První České reálky
v Praze v Ječné ulici') studoval
na strojním oboru pražské techni
ky a deskriptivní geometrii s ma
tematikou. Výsledkem jeho zájmu
o deskriptivní geometrii je jeho
první práce o Pelzově rozřešení
Dandelinovy věty.“) Stal se asis
tentem u prof. Pelze, po dokto
rátu a habilitaci byl v roce 1917
jmenován mimořádným a v roce
1921 řádným, v pořadí již šestým© profesorem| deskriptivnígeometrieao stereotomiena
pražské vysoké technické škole,

1) Dnes je v této budově střední
průmyslová škola elektrolechnická
a jaderné fyziky.

2) Seznam prací a podrobnější ži
votopis je v článku Bořivoje Kepra:
Sedmdesát let prof.inž. dr. Františ
ka Kadeřávka, Časopis pro pěsto
vání matematiky, 1955, (80], str. 375
až 382.
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kde působil až do svého odchodu
do důchodu v roce 1957.

Prof. Kadeřávek se zajímal ve
dle svého učitelského a vědec
kého povolání také o umění a
jiné vědní obory (lékařství, psy
chologii aj.), znal slovem ipís
mem mnoho jazyků a velmi čin
ně se účastnil veřejného života
zvláště v Pražském Sokole a U
mělecké besedě. Aby podpořil
smysl pro dobrý grafický pro
jev u studentů prvních ročníků
vysoké školy (později fakulty)
inženýrského stavitelství, Vvypi
soval od stud. roku 1923/24 ce
ny za nejlepší rysy z deskriptivní
geometrie, které uhrazoval
z vlastních prostředků. K tomu
byly připojeny odměny za vy
pracováné sádrové reliéfy a poz
ději za modely různých technic
kých ploch. Od roku 1947 byly
tyto odměny udělovány při výro
čí 17. listopadu 1939 a spojeny
s uctěním památky inž. in me
moriam Václava Šaffránka, teh
dy studenta 1. ročníku inženýr
ského stavitelství, který byl ja
ko funkcionář Svazu vysokoškol
ského studentstva tohoto dne
v Ruzyni okupanty bez soudu
zastřelen.

Není jistě bez zajímavosti, ževětšina© odměněných| studentů
zaujímá dnes přední místa v na
šem hospodářství jako profesoři



vysokých škol, výzkumníci, ma
líři a sochaři.

V době okupace, kdy byl pro
své smýšlení pozorován a bylo
mu Z řad kolaborantů několi
krát vyhrožováno, pomáhal k ob
novení naší samostatnosti. Po
celou dobu pracoval také ve
Studentském zdravotním ústavu,
který se mu podařilo pomocí
přátel zachovat pro potřeby stu
dentstva. Za všechnu tuto čin
nost byl po válce vyznamenán
Řádem čs. válečného kříže 1939.

Proto také byl 9. května 1945
opět mezi těmi, kteří znovu ote
vírali české vysoké školy v Pra
ze a jako rektor Českého vyso
kého učení technického slav
nostně zahájil 4. června výuku
na celé technice. V té době váž
ně onemocněl, ale po svém u
zdravení se dále věnoval veřej
né činnosti, byl hlavním organi
zátorem při dvoustém výročí na
rozenin Gasparda Monge a pů
sobil rovněž při oslavách šesti
set let Karlovy university.

Proto také mu byl k sedmde
sátinám v roce 1955 udělen Řád
republiky.

Rovněž zdařilý průběh oslav
dvě stě padesáti let pražského
technického školství v roce 1957
je jeho hlavní zásluhou.

Vedle řady vědeckých a odbor

ných prací uveřejnil prof. Kade
řávek mnoho pojednání o VÝ
znamných představitelích české
geometrie a veřejného Života.
Své knihy, do kterých uložil vý
sledky cest po zemích s památ
kami na starověkou. civilizaci,
i ostatní své práce psal tak, aby
je mohl sledovat velmi široký o
kruh čtenářů.

Ani po odchodu z činné služ
by se nepřestal zajímat o práci
a Životní osudy svých spolupra
covníků, kterým zasílal nebo při
návštěvě sděloval „lašky pro po
těchu lidu geometrického“, tj.
problémy a úlohy, pro něž pří
padně nadhodil řešení nebo způ
sob, jak by bylo možno problém
řešit 5) Krátce před svou smrtí
dokončil práci na historii svého
milovaného Českého učení tech
nického v Praze, bohužel se za
ťím neví, kde je tento rukopis
i s připravenými přílohami, fo
tografiemi a kresbami malíře
Kozáka.

Po kremaci byla urna S pope
lem prof. Kadeřávka uložena na
vršovickém hřbitově v Praze, od
dělení 7, hrob C 9.

5) Některé geometrické práce doc.
dr. V. Havla z brněnské techniky
jsou výsledkem řešení takových pro
blémů. Škoda jen, že mnoho z nich,
sdělovaných hlavně ústně, asi upad
lo pro nedostatek času vzapomenutí.
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Jura Charvát, MiroslavŘezníček,
SVVŠ, Příbor SVVŠ, Hradec Králové,

TamaraMareisová, BohušSivák,
SVŠ, Bratislava 8. tř. ZDŠ, Zvolen

1. cena v matematice 3. cena na MMO v Barlíně
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(Pokračování)

úběžnice, úběžník
udat, zadat
úhel obvodový, orientovaný, ostrý,

plný, pravý, protější, přilehlý,
přímý, tupý, vnější, vnitřní

úhloměr
úhlopříčka
úhrn
uchovávat
úloha
úměra
úměrnost, úměrný

umocnit
umocňovat
úplně
úprava
určení
určit, určovat
určitý
úseč kruhová, kulová
úsečka
úsek
uskutečnit
uspořádat
útvar
úvaha
uvedení
úvod

váha
válec, válcový
variace k-té třídy z n prvků
včetně

S ovníček
matematických výrazů

NpAaMaí CXONA, TOHKA CXONA
sa1aTb
YTroI BOHCAHHHNŮ,HanpaBCHHRIŘ, O

CTPBIŘ, NOJIHRIŇ, NDPAMOŘ, NPOTHBO
JOKAMUHŇ, OPAJOKAMHŇ, pa3BepHy
TEIŮ, TYNOŇ, BHOMIHHĚ, BHYTPEHHUŘ

yrxoMmMep

JIHATOHAJIL, Ž.
HTOT

COXpaHATb
sanaua
NPOnOpyuHA, CIOXHOeC OTHONEHHEIIPONOPUHOHAABHOCTP,| TIPONOPNHO

HAJIBHRIŇ
IIOBBICHTb, BOSBECTH B CTENCHL
BOSBOJHTb B CTENeHb
INOJIHOCTBIO, NEJIHKOM

I1peoGpas0Banue
onpeneneHHze
OOpeREJIHTB, OONpeNeJATb
ONpeneJeHHBIŇŘ
CErMEHT

OTpe30K
y1acToK
OCYOJECTBHTb

YNOpPANOUHTE
$urypa
paccy>xnenue
IIPHBEJEHHE
BBENCHHE

BeC

IMIHHOP, HHJIMHIPAHECKAŇ
nepecTaHOBKA M3 n 3JeMeHTOB No k
BKJIIOUATEJIBHO



vektor
veličina
velikost
vepsaný
verifikovat
vést
věta
věta pomocná
věta kosinová, sinová
větev
(je) vhodné, užitečné
vhodný
více než
vlastní
vlastnost
vnější
vnitřek
vnitřní
vodorovný
vojenská perspektiva
volba
volit
volit jednotku
vrhat hrací kostkou
vrchlík
vrchol
vrcholové úhly
vrstevnice
vrstva, vrstva kulová
všechen
vteřina
vůbec
vybrat
vyčíslovat
vydělit
vyhledat
vyhnout se (chybě, omylu)
vyhovovat
vyjádřený, vyjadřovat
vykládat, vyložit
vyloučení
vyloučit
vyměřování, vyměřovat
vynásobení
vynásobit, vynásobovat
vyplývat
vypočítat
vyřešení
vyšetřit, vyšetřovat
vyšetřování
vyšetřovaný
vyškrtnout
vyšrafovaný
vyšší algebra

BEKTOD
BEJIHUHHA
BCIHUUHA
BIHCAHHRIÁ

IIPOBEpHTb
BECTH, BOCCTAHOBHTP, ONYCTHTK
T€EopeMa
j1emMa

TeopeMa KOCHHYCOB, CHHYCOB
BETBb

1Hejeco06pa3Ho
YNOGHBLŮ,Hejeco06pa3HBŮ
CBBINIE, ÓOJIBINE UEM
COGCTBEHHEIŇ

CBOŇCTBO, KAUECTBO
BHEIIHAŇ

BHYTPeHHOCTb
BHYTPeHHHĚ
TOpH30HTAJIBHBIŇ
BOCHHAA INEpCHNeKTHBA

BBIGop, BbIGopKa, nonGop
Nnonmo6ÓpaTb

BEIÓUPATb EZHHENHY
OpocaTb HTpaJIBHYO KOCTE
CETMEHTHAA NOBEpPXHOCTb

BEpM—;uHa

BEPNIUHHHE YTJIBL
IHHHA YPOBHA
CHIOŇ, m., MmapoBoň CNIOŘ
BECE

ceKyHNa
BooÓne
non06paTE
BbICHUTBIBATb

BbINEJIATP, NONCIHTE
OTBICKATb

H36eraTb, H36e,KATb
YTOBJIETBOPATb
BEIDA>KOHHBLŮ, BbIPA%KATb
W3J1ATATb, H3JI0%XHTb
HWCKJIIOUCHHE

HCKJIIOUUTE

MeEpeHHe, BBIMOPHBATL

NEpeMHOxEeHHE, YMHOMKEHHE
TIEPeMHO?KHUTB, NOpeMHO>KATB, YMHO2KUTE
CHENOBATb, BBITEKATE

HCYUHCJIUTR, BbIHHCIHTb

pemenue
HCCJIONOBATb, paCCMATPHBATE

paccmMoTpeHzume
HCCJIONYCMBIŇ

BBIHEPKHYTB

3a1ITPHXOBAHHBIÁ
BBICINAAa jreÓpa

(Dokončení)
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ny 5(n-1)(n-2)...
(6) 4-2-3-4 "5oss|i<

MATEMATIKA

Použití komplexních čísel v geometrii
DOC. KAREL DRÁBEK, ČVUT, Praha

Na komplexní čísla se často pohlíží jako na něco neskutečného, vy
myšleného, např. proto, abychom mohli při řešení algebraických rovnic
vyslovit jednoduše větu o počtu kořenů předloženérovnice. Tento názor
je zřejměúzce spojen s historickým původem komplexních čísela zvláště
s názvemtzv. imaginární jednotky i= V- (ve fyzice
bývá značena j).

Již však samotné znázornění komplexních čísel v Gaussově rovině
ukazuje, že tento názor je nesprávný, neboť reálné body této roviny
jsou reprezentovány komplexními čísly a také obráceně, komplexní
čísla lze realizovat reálnými body Gaussovy roviny. Přitom každému
komplexnímu číslu je přiřazen jediný bod Gaussovy roviny a také
každému bodu Gaussovy roviny je přiřazenojediné komplexní číslo.

Než přistoupíme k použití komplexních čísel v analytické geometrii
(Gaussovy roviny) uvedeme nejdříve několik základních pojmů o těchto
číslech.

Komplexní číslo z=a +5
můžeme si představit také jako vektor (obr. 1) o počátečním bodě
v počátku O zvoleného systému souřadnic. Z toho plyne pro délku
tohoto vektoru (tj. pro délku průvodiče bodu z), neboli pro modul
komplexního čísla z

r = modz2=4 = Vz = Va+tě,
kde ž = a — bi je komplexně sdružené číslo k číslu z.
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Z obr. 1 plynetaké ihnedtzv. goniometrický tvar kom
plexního čísla, tj.

z —=a+bi=r(cose + ising),
kde r je už známý modul komplexníhočísla z a úhel je tzv. argument
komplexního čísla 2; píšeme

arg2=0.
Úhel © je tedy úhel sevřený kladným směrem osy r a průvodičem

bodu z. Tento úhel je proto určen až na celistvý násobek 2m. Tuto
okolnost nebudeme v dalším výslovně zdůrazňovat.

Pro úhel ©z obr. 1 dostaneme, žet =961.si=9azároveňCos© =9
= —, W.sine = — =—.

69 a J © r © r

Při násobení dvou komplexních čísel 2,, 2, daných v goniometrickém
tvaru dostaneme

2 -2 —7, (008, + isin 4). 7, (cos©,F 1sine»)=
= "172 (608 ©; COSEx — SÍN ©, Sin ©z + i sin ©4 COS©, + 1 sin Eg COS94)

= 717,[cos (g4+ 92) + 1sin (px T 9)].

Obdobně při dělení dvou takových komplexních čísel 2,, 2, máme
z r . .
A. 1 [cos (04 — O2)-+ 1sin (1 — 02)]
29 7

y y :

iz M ý
r I

:b
ý o =

a a X o| X
Obr. 1 Obr.2

Z toho plyne pro modul a argument součinu, popřípadě podílu dvou
komplexních čísel 2,, 2;

mod 2,2, — mod 2, mod 2, , arg 242 — arg 2 | arg 2,

2. modz, 21
mod , arg — —=arg 2, — arg 2%.z2 moda, 57

Ukážeme nyní, jak reálné geometrické útvary lze popsat a vyšetřovat
pomocí zápisu reálných bodů jako komplexních čísel. Uvidíme, že ana
lytická geometrie v komplexní symbolice je svým zápisem často vý.
hodnější a jednodušší než použití analytické geometrie v obvyklém
způsobu.
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1. Délka úsečky s krajními body 24,2 je
d = |a— 4 tj. B = (2— 2) (82—4).

Důkaz (obr. 2) plyne z toho, že rozdíl z, —2, dvou komplexních
čísel 24,2, je komplexní číslo w určené průvodičem stejně velkým a rov
noběžným s rozdílem vektorů 2, 24.

2. Orientovaný obsah trojúhelnika“) s vrcholy 23, 29, 23Je
1 - - - - - 

P= di [21(22— 23) + 22(23— Z). T 23(2 — 2)| =

= plá la—4)+ Ale—2+ — A).
Důkaz. Orientovaný obsah trojúhelníka 2,223dostaneme (obr. 3)

součtem orientovaných obsahů tří trojúhelníků O2,2,,02423,02324.Z těchto
tří orientovaných obsahů uvažovaných trojúhelníků mají vždy dva
stejné znaménko, třetí pak má opačné znaménko.

Označme tyto obsahy (v dalším už vynecháme vždy označení orien
tovaný) postupně P,, P, P3, takže

P= Pyíx+Py+ P.
Pro obsah P, prvního trojúhelníka tedy dostaneme

Py = %|%[2 Sin 691,kde 694= 93 —W
Je-li

AU TY, = UTYd, z Mo+

ne=> ne= Z;
T X 92 9

nj 2 Obr. 3
Protože :

sin 21 — Sin (9, — G4) — Sin © 608 ©, — Sin G308 G; ,
je

P, = ž (m4 —7%). (1)
Provedeme nyní následující úpravu. V závorce na pravé straně rov

nice (1) násobme souřadnice 3, 4, imaginární jednotkou a zároveň
dělme touto jednotkou, takže

l ,
P= 9 (TY — X2Y1l). (2)

1) Tím rozumíme, že číslo, které vyjadřuje obsah trojúhelníka, je opatře
no znaménkem, že tudíž záleží na tom, v jakém smyslu (vzhledem ke klad
nému smyslu otáčení) je obíhán daný trojúhelník. Obsah trojúhelníka v obr. 3
bude tedy opatřen kladným znaménkem.
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Dále použijeme tohoto obratu velmi často užívaného při důkazech
v matematice, a to, že nejdříve v závorce výrazu (2) přičteme a ihned
odečtemexf; takže po úpravě

l .
P= di [X4(£2+ Yi) —22(T T Ya)]. (3)

Potom v závorce výrazu (2) přičteme a odečteme yjiysi a po Úpravě
máme

1

P= di [Val(X1+ yd) —Vl (T T Y)]. (4)
Sečtením (3) a (4) dostaneme

1 .

2P, = 9 [(£ — Yi) (X2+ Yi) — (72— 421)(£4+ 41)],

a tedy 1- 
P= di (21%— 21%) (5a)

Podobně
- - 1- —

P,= di (29%— 2%) , Pa = di (23%— Z%4). (5b, c)

Výrazy v závorkách pro obsahy P,, P;, P; jsou ryze imaginární
čísla, neboť obsahují rozdíl dvou komplexně sdružených čísel, a proto
také 1, 1.. 

4 (2122— %%), Pz— — (Raža— Zx%) >
(6a, b, c)l - 

PB=% BA —23%).

Sečtením výrazů (5), popř. (6) a úpravou plyne náš vzorec pro
(orientovaný) obsah trojúhelníka.

3. Rovnice (reálné) přímky v komplexních souřadnicích je
az--az-+-a=0, (7)

kde « je komplexní číslo, a je redlné.
Důkaz. Jestliže tři body z, 24,2, leží na přímce, pak trojúhelník

jimi určený má obsah rovný nule. Proto rovnice přímky dvěma body
2175 2, přičemž žádný z obou bodů není v počátku O, je

2 (21 — 2) — 2 (% — 2%)+ 223 — 222 — 0, (8)
tj. O

Bz—Bz+ ai=0. (7a)
Protože ai = 212%,—21%,je ryze imaginární číslo, dostaneme z rovnice

(7a) po vynásobení imaginární jednotkou právě rovnici (7).
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Rovnice přímky procházející počátkem O je
az+ az=0,

rovnice reálné, popřípadě imaginární osy je
z —2= 0, popřípaděz +2 =0.

S přímkami určenými v Gaussově rovině rovnicemi tvaru (7) lze
provádět obdobné úvahy jako s přímkami danými v Euklidově rovině
obvyklým způsobem. Tak např. lze stanovit vzájemný vztah dvou
přímek, jejich úhel apod.

(Pokračování)

Některé vztahy mezi prvky
trojúhelníka a poloměry kružnic
vepsané a vně vepsaných
JOSEF GLIVICKÝ, Olomouc

Osy vnitřních úhlů trojúhelníka ABC (o stranách a, b, c) se protínají
ve středu S kružnice trojúhelníku vepsané o poloměru ST, = ST; =
= ST; = o (obr. 1). Osy vnitřního úhlu a dvou vnějších zbývajících
úhlů trojúhelníka se protínají ve středu kružnice vně vepsané danému
trojúhelníku, ležícího v opačné polorovině než vepsaná kružnice. Hra
nicí obou polorovin je spojnice dvou vrcholů trojúhelníka, v nichž jsou
vedeny osy vnějších úhlů. Celkemjsou tři kružnice danému trojúhelníku
vně vepsané. Jejich středy označíme S14,93, 9; a poloměry vně vepsaných
kružnic příslušné po řadě ke stranám a, b, c označíme 04, 02, 03. Body
dotyku příslušející např. kružnici o středu S, jsou označeny *T',, další
IT,T.

Středy kružnic vně vepsaných 91, 95,S; tvoří trojúhe!ník, jehož výška
mi jsou osy vnitřních úhlů původního trojúhelníka ABC. Osy vnitřních
a vnějších úhlů v trojúhelníku jsou k sobě kolmé. Vrcholy A, B, C jsou
patami výšek trojúhelníka S,S,S;. Takový trojúhelník se nazývá ortický.
V našem případě je trojúhelník ABC ortickým k trojúhelníku 939293.
Střed 10 kružnice opsané trojúhelníku SSS; leží s průsečíkem výšek
tohoto trojúhelníka (v tomto případě s bodem S) na Bulerově přímce
trojúhelníka S,S;S;. Kružnice opsaná trojúhelníku ABC ze středu O je
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vlastně Bulerovoukružnici (kružnici deviti bodů) vzhledem k trojúhelníku
S4929;").Prochází patami výšek v trojúhelníku S49.

1) O kružnici devíti bodů píše O. Lanta ve 4. čísle 41. ročníku-Rozhledů
matematicko-fyzikálních, o přímce Eulerově článek téhož autora v 7. čísle
42. ročníku Rozhledů.
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Pak SO = 0'0 a poloměr "r kružnice opsané trojúhelníku S;S;S; je
dvojnásobkem poloměru r kružnice opsané trojúhelníku ABC, to je

Ir = 2r
Odvodíme některé vztahy mezi poloměry kružnice vepsané a kružnic

vně vepsaných a ostatními prvky trojúhelníka, popřípadě vyjádříme
obsah trojúhelníka ABC pomocí těchto poloměrů a jiných prvků troj
úhelníka.

Označme poloviční obvod trojúhelníka o stranách a, b, c

„ Arb+e
=——3-—

pak

s a— bh c— a
m 2ac

$—5=——3-—
a +-b— c

$—0=——3-—-
Předpokládejme znalost několika rovností z geometrie trojúhelníka,

které budeme potřebovat k odvození zmíněných vztahů?).
Obsah trojúhelníka z daných tří stran je vyjádřen Heronovým vzorcem

P= |s(s— a)(s—b)(s—0),
obsah trojúhelníka z obvodu a poloměru kružnice vepsanéP=s,
obsah z poloměrů kružnic vně vepsaných

P=m(s—a)=0(5—b)=a(5—0),
velikost obsahu z poloměrů kružnic vepsané a vně vepsaných

P= Jooo.
Velikost poloměru kružnice opsané

abc
-4P'

obsah trojúhelníka ze dvou stran a sinu úhlu jimi sevřeného

P=%.absiny = žbe.sina = žac.sinf,
vyjádření stran větousinovou

a = 2rsna,b—=2rsinf,c— 2rsiny.
2)Odvozenéjsouv článkuKružnice vepsaná trojúhelní

ku a kružnice vně vepsané, v 6. čísle 33.roč.Matematicko
přírodovědeckých rozhledů.
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Dosadíme-li do rovnosti
P= žbesin«

za b, c, pak
P = 2ržsin « sin Gsin y (1)

V citovaném článku byly dokázány též rovnosti pro délky
AT;= AT;=s— a,
BT;= BT,=s—b,
CT, = CT; =s— ec

(obr. 1).
Podobně

BYT,= BT, = s—b,
CT.=CT;=s—b,

a pak též např.
AT;=a-+BT;=s.

V pravoúhlém trojúhelníku ATS je
AT; = AT; =s— a

přilehlou odvěsnou úhlu
az

Podobně v pravoúhlých trojúhelnících BTS, ČT49 jsou strany
BT; =s— b,CČTi=s— c

odvěsnami přilehlými k úhlům

Bude pak
«s—amos

3—b= ocoteE, (2)

s—0= o00tg—.
(Pokračování)



Vlastnosti tětivového čtyřáhelníka
FRANTIŠEK JANEČEK, Broumov (Dokončení)

VPY
Věta 6. Pro velikost úhlopříček e, f v tětivovém čtyřúhelníku se stra

nami a, b, c, d platí vzorce

-lady bo).(ac+ bd)
= V ab+ dd (10)

O (ab + eď) . (ac + bd)
f= V ad + bc 11)

a) Planimetrický důkaz. Podle věty Ptolemaiovy platí
e.f—=ac+d (12)

a podle věty 5 je
e ad + bcP dra (18)

Z rovnosti (12) dostáváme

ac + bd ,= (12")
Dosazením do vztahu (13) obdržíme

ež -ad -+bc
ac+-bd- ab- d

a odtud

je + be). (ac+ dd)
e =

ab + cd

Vzorec (11) odvodíme dosazením do (12“).

Trigonometrický důkaz (obr.4).Podlekosinovévětyje
pro trojúhelníky ABC, ACD je

e —=a? + dž — 2 ab cos G (14)

e2—ČC+ d— 2cd cos(180* —6) =
= C++ 2edoosf. (14b)

Ze (14a) plyne cosp-TEEE Pe
2 ab
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a dosazením do vztahu (14b)
2 2 42Bm=en, T ©)

Po úpravě dostaneme
ež(ab+ cd) = ac(ad + bc)+ dd(ad + be)=

= (ad + dc). (ac + bd). (15a)

D —
C

9 C

ď
d

f ó
e

a B
A a B

Obr. 4

Odtud již snadno dostaneme vztah (10).
Podobným způsobem z trojúhelníků ABD, BCD dostaneme

fP=a + ďd—2adocos«
f= b3= č —2becosy=

= bž + c*— 2 becos«w.

Vyloučením cos « z obou těchto rovnic obdržíme po menší úpravě

P (ad + be) = ad (b?+ cž) + be (až + dž) = (ab + cd) (ac + dd), (15b)

a odtud již plyne vzorec (11).
Poznámka. Vynásobenímrovnic (15a), (15b)obdržíme:

ežf* (ab + cd) (ad + bc) = (ac -+ bd)?(ad + bc) (ab + cd).

Odtud po zkrácení vychází věta Ptolemaiova.
Věta 7. (VzorecBrahmaguptův). Pro obsah tětivového čtyřúhelníka se

stranami a, b, c, d platí

P=|(6— a) (s—b)(s—c)(s—d), (16)
kde

S=3(a+b+c+d).
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a) Planimetrický důkaz. BudižABCDtětivovýčtyřůhelník,AB=a,BČ=b,ČD=c,AD=d jehostranya2sjehoobvod
(obr. 5).

Úhlopříčka e dělí daný čtyřúhelník ve dva nepřekrývající se trojúhel
níky A ABC a A ACD s obsahy P, a P. Pro obsah P čtyřůhelníka
ABCD potom platí

P—=P,+ P, = 8 (by + cv). (17)
Pravoúhlé trojúhelníky A AFD a A AED se shodují v jednom os

trém úhlu a jsou tedy podobné. Z věty 1 plyne totiž, že vnější úhel tě
tivového čtyřůhelníka je shodný s vnitřním úhlem u protilehlého vr
cholu.

Z podobnosti těchto trojúhelníků vyplývá
l a=VUI!Č,

UVe
1

takže dosazením do (17) je

—2
= 77 (ab+ cd).

Podle věty Pythagorovy je

uw=ďBm ř, (18)
vi=ě— (c— 1)? (19)

Porovnáním vztahů (18) a (19) vychází
dm ne —C2 0x—2

a odtud

m 2c

Dosadíme-li tento výsledek do rovnice (18), dostáváme

vi=dď— a*= (4+ 1) (d—1) ==(ač) aZ)2c 2c

OA+2d+děP—eě e—č*+-2d—dď
m 2c : 2c m

(c +d?ř— e e*— (c— d)?
2c : 2c

——
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Podle věty 6 je

ad + bc) (ac + bd)
ab — cd

(
e* — ,

takže (c+dž— e2—(c—d)
2c : 2c mv =

(c + dž —e].[e* — (c — d)] =dě

(ad+ bc)(ac+ bd) | + be)(ac+ dd) melab + cd ab + cd -(e— 4 |=
l

= ale +d—
lTěTab 1dd [(ab+cd)(c+d)*—(aď+bc)(ac+bd)].

„[aď + bc) (ac + bd) — (ab + cd) (c — d)*] =

—

l=4c (ab4 dj?.[ab(c—d)?+cd(c—d)?—ab(c*+dě)—cd(až+-b?)]
„[ab (c + d?) + ed (až + dž) — ab (c — d)ž — ed (c — dj.

Po úpravě dostaneme

pí — (cďd)? [(c + dž — (a — dy] [(a + b)ž — (c — d)?] =9. 402(ab+ cd)? " =

(cd)?
= Tal £ dy [(a—d+c+d)(—a+b+cTd)].

„la +d+-ce—d)(a+6b— c+d)].
Zavedeme-li označení

a + b-+c+d=2s,
kde písmeno s znamená poloviční obvod čtyřůhelníka, je

a—d+c+d=2(s—b),
a+-b—c+d=2(s— 0),
a +-b+c—d=2(s—d),

takže dostaneme

1 (cď)? ——
"= (abT cd) „16(s— a) (s—b)(s— c)(s —d) =

4ď
ya 6796—d6—9(s—d).
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Odtud již snadno
2d |

mia (6-96—W6—46—d)
Poněvadž je P = 53 (ab + cd), je konečně

P=|V(6—a)(s—b)(s— e)(s—d)
b)Trigonometrický důkaz (obr. 4). Užitím vzorce

P = ž%absinypro obsah trojúhelníka dostáváme pro obsah tětivového
čtyřúhelníka

P = žadsina + žbesin (180*—«) =

= 3 (ad -+ bec)sin « = (ad + bc). sin — . COS> (20)

Podle kosinové věty je
Puma- d— 2adcos«,
f* — 6* + © — 2 bc cos (1807 — «) =

= bž — (©+ 2 bc cos «.

Odtud dostáváme

až — b23—c* | dž
008a= zadrd (21)

Přičteme-li k oběma stranám rovnice (21) jedničku, je

(až+ 2d+ ďd)—(b*—2dea+ ©)(a+d*— (b—e)
11 osa — 2 (ad + be) 2 (ad + bc)

- (abb—0+d)la—6b+c+d)
2 (ad + be) “

Obdobně dostaneme

1 cos = (db+ Zde +- č)— (ae—Zad T-ď) ©
2 (ad — be)

o (B+9— (41—d)?(a +b+c—d) (—a+b+c+d)
2 (ad + be) m 2 (ad + bc)

Nazveme-li a + b + c + ď = 2s, je dále tedy podle vzorců pro polo

viční úhel [protože je 0" < « < 180",je 0" < > < 90"

os5 —| APBera aPrerd | e (s—c)2- 4(aď+ bc) o ad-be
(22)
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„apeTD 2sin — = =
2 4 (ad -+ dc) ad + bc

(227)

Dosazením do (20) tak konečněje

)(s— d) (s — 5) (s — 0)
= (ad+ bo|(6 zd3 be ad+ bc

P= |(s— a) (s—b)(s—e)(s—d).
Tento vzorec, který se podobá Heronovu vzorci pro obsah trojúhel

níka, pochází od indického matematika Bráhmagupty (r. 598 n. 1.).
Věta 8. Pro poloměr 7 kružnice opsané tětivovému čtyřúhelníku platí

a odtud již

r= P V(ab -+ cd) (ac + Bd)(ad + bc) (23)
C

Obr. 6 Obr. 7

Důkaz. Podle věty 5 platí pro obsah tětivového čtyřúhelníkavzo
rec

P = iz (ab+ cd) ;
odtud

- elad+ cd)
4P :

Podle věty 6 pro úhlopříčku e platí

< -+bc)(ac+ Bd)
e = .

ab + cd

(24)
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Dosazením do (24) dostaneme tak vzorec (23), který lze užitím vě
ty 7 zapsat ve tvaru í

p 1 + ed)(ac+ dd)(ad+ bc)-= (s—a) (s—b)(s—ce)
Jiný způsob důkazu: Pro poloměr r kružnice opsané tětivovému čtyř

úhelníku platí

2r= Ísina
Užitím vzorce (11) a postupu v důkazu věty 7 dostaneme rovněž

vztah (23). Podrobný postup přenechávám již čtenáři.

Historické poznámky. S Ptolemaiovou větou se po prvé setkáváme ve spise
Almagest, kterýnapsalřeckýučenecClaudius Ptolemaios
(žil v Alexandrii kolem r. 150n. 1.).Almagest bylo velmi dokonalé dílo, které
nebylo po tisíciletí předstiženo. Ve třinácti knihách obsahuje kromě trigo
nometrie i celou Ptolemaiovu astronomickou soustavu. Věta, kterou dnes
nazýváme větou Ptolemaiovou, se stala základem Ptolemaiových výpočtů.
Na jejím základě vypočítal Ptolemaios ze známých tětiv dvou úhlů tětivu
součtu, polovičního rozdílu a dvojnásobku těchto úhlů.

Užitím Ptolemaiovy věty na závěr odvodíme známé součtové
(a rozdílové) vzorce pro sinus a kosinus. Přiodvo
zení se omezíme na ostré úhly «, B, pro které platí « + B < 90“.

1. V libovolné kružnici k zvolme průměr AB (obr. 6). V opačných po
lorovinách s hranicí AB sestrojme úhly X BAC = u, X BAD = f;
potomX CAD= x CFD=aua+B.

Jestliže zvolíme AB = 1, potom ze vzniklých pravoúhlých trojúhel
níků CF'B, ABD, CFD najdeme

BC = AF = sina, AC = BF = cos«, BD = sinB,AD = cos, (25)
CD = sin (« + p), DF = cos (« + B). (26)

Podle věty Ptolemaiovy platí pro tětivový čtyřůhelník ADBC vztah
AB.CD= BČ. AD- AČ. BD.

Po dosazení z (25) a (26) dostáváme

sin (« + p) = sina .cos B+ cosw.sinf. (27)
Podobněv tětivovém čtyřúhelníkuABF je

BF.AD— AF.BD + AB. FD,
takže

AB.FD—=BF.AD— AF.FD.

Po dosazení z (25) a (26) najdeme

cos (©+ P) —cosa.cos P —sina .sinf. (28)
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2. Obdobně odvodíme rozdílové vzorce sin (« — B), cos (« — B).
V téže polorovině s hranicí AB (obr. 7) sestrojme v libovolné kružnici
úhly X BAC = «u,X BAD =B;
potom X ČAD = X ČCFD=14—L.

vv?
Snadno ověřímeplatnost vztahů (25) i v tomto případě; dále je

CD = sin(«a—6), DF = cos(«— p)
Podle věty Ptolemaiovy, aplikované na tětivové čtyřúhelníky ABDC,

ADBF, plynou pak vzorce

sin (©—B) = sina.cosf— cosa.sinf, (29)
cos(« —B)= cose.cosf + sina.sinfÉ. (30)

Zopakujte si matematiku
k přijímací zkoušce na techniku!

DOC. FRANTIŠEK KEJLA, ČVUT,Praha

Pro zájemce o studium na vysokých školách technického směru uvádí
me opět výběr typových příkladů s výsledky. Další vhodné příklady pro
opakování středoškolskélátky najdete v učebnici matematiky pro III.
ročník SVVŠ (str. 255 — 271). Je samozřejmé, že nestačí znát pouze
řešeníuvedených příkladů. Tento výběr má poskytnout jenom informaci
o tom, jakého druhu jsou příklady, s nimiž se setkáte u zkoušky např.
na stavební fakultu ČVUT. Zvláště zdůrazňujeme, že v matematice
je nutné vědět nejen JAK se úloha řeší, ale také — a to je často mnohem
důležitější - PROČ se tak řeší.Důkladná zběhlost v numerickém počítání
a zběhlost v používání tabulek je ovšem samozřejmým předpokladem.

I. Aritmetika

1. Vypočtěte:
1,4.0,15 8 1

? ? — (ž í 0,725) : 15 ;
a) Im 02.002 (Š + 3+ 0725):14

,

82.23—63:3%, 64+5%55: 12 26:35b)

[a) 0,4; b) 2]
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2. Turista došel z místa A do místa B za 5%hodiny. 62,5 % celé vzdá
lenosti šel po silnici, zbytek polní cestou. Polní cestou šel rychlostí
3,6 km/hod., po silnici šel o $ doby déle než polní cestou. Jakou rychlostí
šel po silnici?

[4,5 km/hod.]
3. Zjednodušte (odstraňte odmocninu ze jmenovatele):

24—7/10 2+ W3— V377 m“ b) A
2+ 3/10 2— V3

[a)(10 —3;b)1+ 3]
4. Dokažte, že pro všechna nezáporná z 3 1 je hodnota výrazu

1—z 3x 5+z
1+Vz 1—/V« -<

a)

v =

celé číslo.
[V=—4

5. Pro která reálná čísla r, y platí

£(2—1)+-4(38-9) = 1—3.
iw —y—2

(v —2; y=-—3)
6. Určete všechna čísla x, pro která platí:

a)le—U<e; píTi>7, c)4x—3> 7e+6>3(e— 6).
[a)x>3;b)2<x<3;e)— 6<x< —3]

7. Pro které « platí
7 8 1

2x -+I T 2ax+ a -© z +2
Udejte také podmínky pro parametr a.

+= -31s —5345—33a*0|
8. Která kvadratická rovnice má kořeny 5 + 3%?

[x* — 10% + 34 = 0]
9. Sestavte kvadratickou rovnici, jejíž kořeny jsou druhé mocniny kořenů

rovnice axž — br —c = 0, a = 0, aniž danou rovnici řešíte!
[a?až + (2ac — b*)a + c = 0]

10. Řešte iracionálnírovnici V4x+ 37 —V2x+22=1.
[Vyhovuje jen z = — 3]—11. Řešte soustavy rovnic:

a) 1— y= 60; vy= 224;

X y TŽ 2
c) z(y + 2)—=5;y(2+ «) = 8;alr +-y)=9.
[a) (16; 14); (—16; —14); (14; 16); (—14; —16); b) (—%; 7); (%; —%);

e) (13 2; 3); (—1; —2; —3)]
12. Nádržka se naplní dvěma kohoutky za 2 hodiny. Prvním kohoutkem

se naplní za dobu o 44 minut větší než druhým. Za jakou dobu se naplní
každým kohoutkem zvlášť? ;«:

[264 min.; 220 min.]



13. Užijte součtu konvergentní geometrické řady k převodu periodického
zlomku na zlomek obecný: 0,590.

2,22

14. Určete součet prvních dvaceti členů aritmetické posloupnosti G4,
Aa, ..., je-li Ag-+ U + A1 -+ G5 = 20.

[S22= 100]

15. Užitím vět o kombinačních číslech vypočítejte co nejjednodušeji (pře
vedením na jediné kombinační číslo)

(3)(10)

16. Určete koeficient při z* ve výrazu
V = x(l— x)*+ rl + 2e)?+ a*(1+ 34),

aniž počítáte ostatní členy.

(8) 504

[144]

17. Prokterá reálnáz platí:
a) (logzV5)?— logz 5 V5 + 1,25=0;

b) 3log « + 2 log|(L = 2.Z

[a) 5; 15; b) 10; 104]

18. Řešte soustavu rovnic exponenciálních:
21.34 = 123 24.31 = I8.
[ex= 2; y = 1. Návod: Oběrovnice jednou spolu násobte, podruhé

jednu druhou dělte!]

II. Geometrie

19. Úseky vyťaté výškou na přeponěpravoúhlého trojúhelníka jsou 25 em
a 2 cm. Vypočtěte délku odvěsen. m M

[a = 15 /3 cm; b = 3 V6 em)

20. Délka výšky a rovnoběžných stran lichoběžníka jsou v poměru
2:3 :5, jeho obsah je 512 cm?.Vypočtěte délku výšky a obou rovnoběžných
stran.

[v = 16 cm; a = 24 cm; db= 40 em]

21. Drát délky 1 m je ohnut do tvaru čtvrtkružnice s oběma omezujícími
poloměry. Vypočtěte délku poloměru.

|- = 2 m == 28 em]1+4
22. Dokažte, že pro všechna reálná z, y platí:

a) cos?r +- cos?y — 2cosr .cosy.cos(z + y) = sinž(z + 4) ;
b) cos*(z + y) + cos*(r —y) — cos 2r.cos2y — 1.
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23. Pro která « platí:

4sina „sin(5 —o) „sin| +2) = sin3z.
[Pro všechna z]

24. Dokažte: 16sin 10“sin 30“sin50*sin 70“sin 90%= 1.

25. Jsou-li «, B, y vnitřní úhly trojúhelníka, pak platí:
sinž « + sin? B + sin? y — 2cos « cos B cos y = 2. Dokažte.

26. Řešte goniometrické rovnice:
a) 1 — sin 3x%= 2 (sin £ -+ cos 27)

b)sing-+cosz=že
1 — sin 2z

|) (4k+ W.3sbrt 53b)2kr;(4k—1 D3: kcelé|
27. S vrcholu kopce, který je 75 m nad hladinou jezera, je vidět přesně

za sebou dvě loďky: první v hloubkovém úhlu 64*, druhá 48%.Vypočtěte
vzdálenost obou loděk.

[Asi 29 m]

28. Vypočtěte strany a úhly rovnoběžníka, jsou-li dány délky jeho úhlo
příček a úhel jimi sevřený: e — 24 cm, f — 38 cm, w = 6715“.

[a — 26,1 cm; b -= 18,1 cm; « — 6234]

29. Dva rovnostranné válce mají objemy v poměru 8:27. Porovnejte
jejich povrchy!

[4 : 9]

30. Ze tří kovových koulí s objemy Vy, V2, V; byla ulita jediná koule.
Jak velký je její povrch?

[W367 (V, + Vy+ Va“

31. Vypočtěte objem rotačního kužele, jehož osový řez má obsah 288 em?
a jehož strana svírá s podstavou úhel 5307.

[V — 4434 cm?]

32. Napište rovnici přímky procházející bodem (2; 3) kolmo ke spojnici
bodů (4; 3), (—2; 1). Br+-y=9

33. Napište rovnice přímek,které procházejí bodem (3; 3) a svírají s přím
kou 57 — 4y — 1 = 0 úhel 45“.

[9x + y— 30 = 0; z — 9y + 24 = 0]

34. Bod (—1; 0) je středem čtverce, jehož jedna strana leží v přímce
©+ 3y = 5. Napište rovnice zbývajících stran čtverce.

[z + 3y+ 7=0;31— y+ 9=0;3x1—y— 3=0]
35. Kružnice má střed (4; 7) a dotýká se přímky 3x — 4y + l = 0.

Napište její rovnici.
[(e — 42 + (y— 7D*= 9]

36. Napište rovnice tečen kružnice «* + 4? +- 5x = 0, které jsou kolmé
ku přímce 4x — 3y + 7 = 0.

[3x + 4y + 20 = 0; 3x + 4y — 5 = 0]
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DESKRIPTIVNÍVe HSGEOMETRIE C

0 některých křivkách (Pokračování)
DOC. BOŘIVOJ KEPR, ČVUT,Praha

5. Některé přibližné konstrukce
Jak bylo slíbeno v úvodní části článku, ukážeme si nyní ve stručnosti

některé konstrukce tečen a kružnic křivosti v případě tzv. empirických
křivek, vytvořených spojitě, pro něž však neznáme jejich tzv. výtvarný
zakon.

V obr. 41 je dána empirická křivka k svým grafickým obrazem. Naším
úkolem pak bude sestrojit tečnu i v jejím daném regulárním bodě T.
Konstrukci provedeme pomocí tzv. (pomocné) křivky strojné. Opišme
ze středu T pomocnou kružnici m o libovolném poloměru 7, ale voleném
vhodně tak, aby proťala danou křivku pouze ve dvou bodech X a Y.
Bodem T veďme libovolnou přímku ! tak, aby protínala danou křivku k

Obr. 41
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(kromě bodu 7") ještě v bodě L. nanesme na přímku 7od bodu L na obě
její strany úsečku o délce r (poloměr pomocné kružnice m). Získáme tak
na přímce / dva body !L a L. Provedeme-li tutéž konstrukci pro další
přímky 7, V"...,vedené bodem T křivky k (za týchž předpokladů), získá
me na nich postupně dvojice bodů !/', 2Z', 1I"', 2D"",...(na obr. 41 nejsou
už vyznačeny). Spojme nyní spojitě body L, !L', "L'.... jednou křivkou
1g a body žL, 2L', 2L",... druhou křivkou *k. Obě tyto křivky (na obr. 41
jsou narýsovány čárkovaně) jsou těmi křivkami strojnými. Obě pro
cházejí bodem T a dotýkají se v něm přímek (7X) a (TY), a to strojná
křivka !k přímky (TY) a strojná křivka *kpřímky (TX). Hledaná tečna
t prochází zřejmě průsečíky *T'a ?T' strojných křivek s pomocnou kruž
nicí m. Je ihned vidět, že ke konstrukci hledané tečny f dané empirické
křivky kv jejím daném bodě T' stačí pouze jedna z pomocných křivek
strojných. Druhá sloužípro kontrolu správnosti této přibližnékonstruk
ce.

Řešme tutéžúlohu jiným způsobem. V obr. 42 je dána opět empirická
křivka k svým grafem a hledáme její tečnu f ve zvoleném bodě dotyku
T této křivky. Konstrukci, kterou nyní uvedeme, není vhodné provádět
v takovém bodě T' křivky k, v jehož okolí je křivka k ,,málo zakřivená“
(Vtipný čtenář za chvíli přijde na to, proč.) Veďme bodem T' přímku
Im tak, aby protla danou křivku k ještě v dalším bodě Z. Zvolme si nyní
libovolnou přímku / tak, jak ukazuje obr. 42 a od průsečíku přímek Im
a I nanesme na přímku bmúsečku rovnající se tětivě T'/ v témž smyslu.
Ziskáme tak na přímce*mbod I. Tutéž konstrukci bychom provedli pro
další přímky žm,... vedené bodem T' dané křivky £ka získali bychom tak
body II,... Přímka *m, vedená libovolně bodem T', nechťprotíná křivku
k ještě v dalším bodě — 7, který je vzhledem k bodu 7 na opačné sttaně
oblouku křivky k, pokládáme-li bod T'za dělicíbod uvažovaného oblouku.
Úsečku T7—17tětivy nanesme opět od průsečíku přímky —!ms přímkou
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I na přímku -1m v témž smyslu. Získáme tak na přímce -m bod —I.
(Body I a —I, leží tedy v opačných polorovinách, ohraničených přím
kou 7.)Tutéž konstrukci bychom provedli pro další přímky 72m,...vede
né bodem T' dané křivky k a získali bychom tak body —IT, ... (Body
II, —II,... leží rovněž v opačných polorovinách, ohraničených přím
kou Z.)Spojíme-li spojitě body I, II... —II—I na přímkách tm, *m,...
2m, oim tak, jak přímka *mpři otáčení kolem bodu T'postupně nabyla
těchto poloh, obdržíme strojnou křivku s (na obr. 42 je narýsována čár
kovaně.) Tato křivka protíná přímku / v bodě O. Vzhledem k tomu,jak
byla strojná křivka s sestrojena, je přímka (TO) již hledanou tečnou t
křivky k v jejím daném bodě T.

Je-li zkonstruována tečna t v bodě T' dané křivky k, lze již okamžitě
sestrojit 1příslušnou normálu ».

V obr. 43 je dána empirická křivka k opět svým grafem. Naším úko
lem nyní bude sestrojit tečnu t této křivky, procházející daným bodem M,
ležícím mimo křivku k. Veďme daným bodem M sečny m, ?m,... tak,
aby postupně protínaly oblouk dané křivky £ vždy ve dvou bodech
1P,1P';2P,2P“,..

Sestrojíme středy *S, 2S,... tětiv ÚPlP", 2P2P",. Křivka strojná.s, která
spojitě spojuje body *S,2S,... protíná danou křivku £ v dotykovém bodě
T' hledané tečny ť.Spojnice (MT) je tedy hledanou tečnou ť.

Obr. 43 Obr. 44

Z hlediska přesnosti při praktickém rýsování lze říci, že tečnu z daného
bodu W k dané (tj. narýsované) křivce k lze sestrojit „„prakticky přes
ně“ pouhým přiložením pravítka. Příslušný dotykový bod je však
nutno sestrojit v každém případě. Konstrukce, předvedená v obr. 43,
ukazuje, jak tento dotykový bod T' v tomto případě získáme. Autor je
přesvědčen o tom, že čtenář by již sám uměl na základě předchozí kon
strukce vyřešit tuto úlohu: K narýsované křivce £ veďte tečnu, rovno
běžnou s daným směrem a sestrojte její bod dotyku.

V obr. 44 je řešena úloha, vést společnou tečnu t ke dvěma obloukům
lk, 2k daných empirických křivek. Podle předchozí úvahy lze tuto tečnu
prakticky přesněsestrojit pouhým přiloženímpravítka. Dotykové body
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VT'a ?T' tečny ť s obloukem křivky *£ a *k je nutno však sestrojit, třeba
jen přibližně,jak ukazuje obr. 44. Pouhým přiloženímpravítka sestrojí
me řadu tečen k oblouku křivky '£ tak, aby tyto tečny protínaly daný
oblouk křivky *kvždy pouze ve dvou bodech. Spojíme-li spojitě středy
příslušných tětiv na těchto sečnách oblouku křivky 2k, získáme oblouk
strojné křivky 2s, který protíná oblouk dané křivky 2kpatrně v hleda
ném dotykovém bodě ?T'tečny čs křivkou 2k.Sestrojíme-li nyní obráceně
pouhým přiložením pravítka řadu tečen k oblouku křivky *k tak, aby
tyto tečny protínaly daný oblouk křivky *kopět pouze ve dvou bodech,
pak stejnou úvahou získáme oblouk strojné křivky *s, který protíná,
oblouk dané křivky *k zřejmě v hledaném dotykovém bodě 17T'tečny t
s křivkou !k.

Obr. 46

V obr. 45je řešena úloha, vést k dané empirické křivcek jeji normálu m,
procházející daným bodemP, který neleží na této křivce. Sestrojíme řadu
soustředných kružnic !k, *k,...o středu v daném bodě P tak, aby protínaly
danou křivku k ve vhodně odhadnutém okolí paty T' hledané normály
vždy pouze ve dvou bodech. Strojná křivka s, spojující spojitě středy
18, 28,... oblouků kružnic *k, *k,..., vyťatých na nich daným obloukem
křivky k, protíná danou křivku k v hledané patě T žádané normály n.
Pro tečnu t v bodě T' dané křivky k platí samozřejměť| ».

Vzhledem k předchozím úvahám, je možno předložit čtenáři tuto
jednoduchou úlohu: Dvojice navzájem pevně spojených úseček SA, AB
se otáčí kolem bodu S (obr. 46). Uveďte tuto dvojici do takové polohy,
aby se přímka, na níž leží úsečka AB, dotýkala dané křivky k. Křivka k
je dána svým grafem. Předcházející úloha patří k nejjednodušším základ
ním úlohám, které úzce souvisejí s principy strojních mechanismů.

(Dokončení)

311



FYZIKA

Elektrická a tepelná vodivost
DOC. Dr. JOSEF DIBELKA, ČVUT,Praha

V tomto článku si ukážeme, jak na první pohled dva odlišné fyzikální
jevy mají těsnou fyzikální souvislost, a jak je možno z kvantitativního
pozorování jednoho děje kvantitativně popsat děj druhý. Máme na mysli
vedenielektrického proudu a vedeniítepla kovy.

Zkušenost ukazuje, že látky, které vedou dobře elektrický proud,
jsou i dobrými vodiči tepla. Z tohoto poznatku se usoudilo, že vedení
tepla v kovech je zesilováno pohybem tzv. volných elektronů, které
také zprostředkují vedení elektrického proudu. Měřením se skutečně
ukázalo, že tepelná i elektrická vodivost ryzích kovů je úměrná hustotě
volných elektronů v kovech. Z toho lze soudit, že poměr obou vodivostí
bude u všech kovů stejný, což je v souhlase s experimentálním zákonem
Wiedemannovým-Franzovým, podle něhož je při nepříliš nízkých teplo
tách poměr měrné tepelné vodivosti A'aměrné elektrické vodivosti o
přímo úměrný absoluťní teplotě kovu

A ==konst. Ť (1)
G

Wiedemann a Franz vyslovili tento zákon jen na základě měřenía je
nasnadě otázka, zda tento zákon vyhovuje i elektronovéteorů vypraco
vané Lorentzem-Lorenzem; a to si chceme dokázat.

Elektronová teorie vodivosti elektrického proudu vychází ze známého
předpokladu, že podstatou elektrické vodivosti jsou volné elektrony.
V krystalové mříži kovů jsou vedle vázaných elektronů, které nejsou
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schopny pohybu v krystalové mřížia které jsou k jádru atomu poutány
značnými vazebními silami, ještě elektrony ve valenční slupce, vázány
k jádru jen slabými silami. To jsou takzvané volné elektrony. Tyto
volné elektrony jsou souhrnně nazývány elektronovýmplynem. Tento
název dostaly proto, že je možno na ně aplikovat zákony, které vyplý
vají z kinetické teorie plynů").

Pro další odvození elektrické vodivosti udělejme ještě zjednodušující
předpoklad, a to ten, že všechny elektrony se pohybují stejnou rych
lostí; ve skutečnosti dnes víme, že rychlost elektronů leží v širokém
intervalu hodnot. Druhý předpoklad, který učiníme bude, že elektrony
vlivem elektrického pole se urychlují jen do takových hodnot, že ne
rozkmitají mříž.

Označme průměrnou rychlost elektronů v přímočarém neuspořáda
ném, tepelném pohybu u, průměrnou volnou dráhu elektronu (dráhu
mezi dvěma srážkami) s a střední dobu mezi dvěma následujícími
srážkami T, přičemžplatí

01T= —
u

Udržujeme-li na koncích vodiče délky / potenciálový rozdíl U, vznikne
uvnitř vodiče elektrické pole intenzity

U
B=—

a na každý elektron působí síla F —e. K, která uděluje elektronu
zrychlení

a ==
Poe.
m m

Přitom m značí hmotnost elektronu.
Za dobu T = s/u získá elektron ke své neuspořádané rychlosti u pří

davnou rychlost 7;
- — e.EB.s
V=U.T=-————,m.Uu

která má opačný směr než intenzita pole B. Elektron vlivem stálé síly
se pohybuje rovnoměrně zrychleně. S ohledem však na velmi krátkou
volnou dráhu s (řádově10 X m) můžeme tento pohyb pokládat za rovno
měrný s rychlostí v, která je rovna 1/2 v,, kde rychlost v je rychlost
na konci dráhy s, pak

e.B.s
W=ÍU = ž.————- 2

2 "1 2 m. ( )

L) Podle kvantové fyziky však není ostrá hranice mezi volnými a váza
nými elektrony.
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Vlivem elektrického pole se přidává tedy k neuspořádanému pohybu
elektronů pohyb usměrněný, jehož střední rychlost je úměrná, intenzitě
pole K.

Označme» počet elektronů v objemové jednotce. Potom jednotkovou
plochou postavenou kolmo ke směru rychlosti projde za jednotku času
Mm.v elektronů a každý elektron má náboj e. Označíme-li poměr proudu
a plochy postavené kolmo ve směru proudu písmenem J (hustota,
proudu), pak je hustota proudu J rovna náboji prošlému jednotkou
plochy za jednotku času

J= m €.%
Dosadíme-li do tohoto výrazu vypočtenou hodnotu rychlost (2), do

staneme
2 GNnne“.8

I — i 0
2 *

k 3B, (3)
což je vlastně Ohmův zákon pro proudovou hustotu J = c. E. Prou
dová hustota je úměrna intenzitě elektrického pole.

Konstanta úměrnosti ©je měrná vodivost kovů a je rovna

Než SSo2ma ©

ad had

AS

ý Obr. 1

Odvoďme si nyní vztahy pro vedení tepla. Podobně jako u vedení
elektrického proudu budeme tepelnou vodivostí rozumět v nejširším
slova smyslu schopnost látky převádět teplo ve směru teplotního spádu.

Mějme válcovou tyč průřezu S a délky Z(obr. 1). Jeden konec tyče
je ve styku s lázní stálé teploty ř,, druhý konec tyče je v lázni stálé
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teploty tz, přičemž ť, >>ť,. Experimentálně bylo změřeno, že množství
tepla ©, které projde tyčí za dobu 7 z teplejší lázně do studenější, je
dáno výrazem

l
i—í

Výraz = představujepokles teploty připadajícína jednotku

O=A.SrT (5)

délky, čiliteplotní spád, což možno také psát =
Podobně jako u elektrického proudu označme množství tepla, které

projde za jednotku času plochou postavenou kolmo na směr proudu
jako hustotu tepelného proudu, nebo jako tepelný tok 4;pak platí= 4.

T.8
Po dosazení do rovnice (5) máme

AV,

4 — ÁT .

Tento výraz připomíná Ohmův zákon a součinitel A označujeme ob
dobně jako u Ohmova zákona součinitelem měrné tepelné vodivosti
příslušné látky. Reciproká hodnota 1/Áse nazývá měrným tepelným od
porem. U ryzích kovů je koeficient tepelné vodivosti daleko větší než
u jiných látek, což si vysvětlujeme tím,. že tepelná vodivost je úměrná
hustotě volných elektronů, čili hustotě elektronového plynu.

Velikost koeficientu A můžeme proto určit z molekulárně kinetické
teorie plynů. Z hlediska této teorie podstata vedení tepla v plynech
spočívá v tom, že molekuly z teplejší vrstvy, v níž mají velkou kine
tickou energii E,, pronikají do vrstvy studenější a molekulám této
vrstvy odevzdají část své energie. Naopak molekuly z chladnější vrstvy
vnikají do teplejší vrstvy a dostávají jisté množství kinetické energie.
Teplejší vrstva se tím ochlazuje, studenější otepluje. Podle této teorie
znamená tedy přenostepla A©přenos jistého množství kinetické energie
plochou AS.

Představme si, že máme dvě
krychle I, II a mezi bočními stě
nami krychle, ve vzdálenosti rov
né střední volné dráze molekul $, S
plošku velikosti AS, rovnoběžnou t t
se stěnami krychle (obr. 2). Délku |
hrany krychle označme I; pakR=AS. —

Počet molekul v krychli I označ
me %»,v krychli IT 21x. Poněvadž Obr. 2
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tepelný chaotický pohyb molekul je neuspořádaný, molekuly se pohy
bují všemi směry a žádný směr není preferovaný, můžeme předpokládat,
že se molekuly pohybují jen ve směru předozadním (ve směru osy2)
pravolevém (ve směru osy r a ve směru osy y). Na každý směr připadá
jen jedna třetina všech molekul, z nich se pak pohybuje jedna polovina
(tedy jedna šestina všech molekul) kladným směrem a druhá polovina
záporným směrem. Proto $ »r molekul, které se nacházejí v krychli I,
letí v kladném směru osy x k plošce AS a všechny molekuly touto
ploškou proletí, aniž dojde ke srážce (ploška AS je ve vzdálenosti
střední volné dráhy molekul). Potřebná doba, aby tato šestina molekul
proletěla plochou AS, je rovna době, o kterou poslední molekuly opustí.. l 
krychli I později než molekulyprvní. Je tedy T = 2 kde 4 je střední
aritmetická rychlost všech molekul.

Počet molekul, který projde ploškou AS z krychle I za jednotku
času je

167"
Am= = = 5m.

Jestliže je v objemové jednotce v místě, kde je krychle I obsaženo
"% molekul, potom v krychli I je n1 —=% . * molekul, po dosazení do
posledního výrazu dostaneme

u
l

U „o
Ani = $ no? 7- = 6 m4. AS

a za čas Ar proletí molekul
An=imů.AS.Ar.

Ale každá molekula přenáší při průletu ploškou AS tu kinetickou
energii, kterou měla v místě I.

Podle molekulárně kinetické teorie plynů je střední hodnota kinetické
energie postupného i otáčivého pohybu molekul dána výrazem

0

Bm=gk.T
kde %je počet platných stupňů volnosti molekuly, k Boltzmannova
konstanta, T, absolutní teplota v tom místě, kde je krychle I.

Počtem stupňů volnosti molekuly rozumíme tolik nezávislých para
metrů, které určují jednoznačně její polohu v prostoru. Např. poloha
hmotného bodu v rovině je určena dvěma souřadnicemi — má dva
stupně volnosti, poloha hmotného bodu v prostoru je určena třemi
souřadnicemi — má tři stupně volnosti.

Naproti tomu počtem platných stupňů volnosti rozumíme počet nezá
vislých parametrů, které určují energii soustavy.
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Boltzmannova konstanta je dána poměrem plynové konstanty R
a Avogadrova čísla L (Avogadrovo číslo udává počet molekul v 1 kilo
molu)

R
k=3. (6)

Přenesená kinetická energie ploškou AS představuje přenesené teplo
A0,

AO,= 3mů,AS Ar.kT,
Obdobně množství tepla přeneseného z krychle II za dobu Ar je

dáno výrazem
ď2

kde m je počet molekul v objemové jednotce v místě, kde je krychle II,
T, je absolutní teplota v tom místě.

Oběma těmito protisměrnými přenosy tepla se přenese ploškou AS
teplo

A8 = A4 —A%,

A9= 8. 7 kAS Ar(n, T, —nád,T). (7)

AO,=32AS.Ar.Z kT,

Při malém rozdílu teplot T, — T', se součiny » . 4 4 m . 4, od sebe
jenom velmi málo liší, a proto se nedopustíme chyby, budeme-li před
pokládat, že

a dostaneme

Rozdil teplot T; — T; můžeme vyjádřit jako tepelný spád připadající
na jednotku délky (ve směru souřadné osy r) násobené vzdáleností,
tedy

AT ©

T, — T, = Arx „2S.

Po dosazení do rovnice (7) dostaneme
— AT

A0= 3m%.5 zh. AzA841
Srovnáme-li tento výraz s rovnicí (5), kterou můžeme také přepsat

do tvaru
AT
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vidíme, že výraz

je roven součiniteli tepelné vodivosti 2.
Pro elektron, u kterého budeme předpokládat jen postupný pohyb,

je ? = 3 (připostupném pohybu má elektron tři platné stupně volnosti),
vychází

= 3 Yous.k.
Utvoříme-li nyní poměr měrné tepelné vodivosti Aa měrné elektrické

vodivosti o, dostaneme

A noů.š.m.4ka m
o Noež.5 ež

, M u? v - č- . .. we PY V

Výraz 9 představuje kinetickou energii elektronu při téže teplotě;

tato energie pro elektron (tři platné stupně volnosti) je rovna ž kT,
tedy

m u? =ŠL,T,
"7,12ore E:

G e

Poměr tepelné a elektrické vodivosti je přímo úměrný absolutní
teplotě, což je již vzpomenutý zákon Wiedemannův-Franzův. Z posled
ního výrazu je možno určit velikost konstanty úměrnosti. Pro náboj

elektronu vyplývá z Faradayova zákona e = —, kde F je FaradayůvL

náboj, L Avogadrovo číslo, k = > „,tedý

A AW— —3|—| T"nh (č)
Dosadime-li do tohoto výrazu hodnoty konstant R a F, dostaneme

velikost konstanty úměrnosti
2

3 8 = 2,22. 1073J2A-2s-2 deg7?ž.
Tato konstanta je někdy nazývána také Lorenzovýmčíslem.
Vztah mezi elektrickou a tepelnou vodivostí, vyslovený na základě

experimentálního měření, byl potvrzen klasickou teorií. Tento zákon
platí jen tehdy, je-li teplota vyšší než 0“C. Je tedy možno ze známé
elektrické vodivosti ryzího kovu vypočítat i tepelnou vodivost a také
je možno vypočítat i opak.
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Základy kvantové fyziky

1. Úvod

Zamyslíme-li se nad historickým vývojem fyziky jako přírodní vědy,
jistě upoutají naši pozornost dva revoluční zvraty v metodě poznávání,
výkladu i chápání fyzikálních jevů. První zlom bychom mohli časově
umístit do 17.století a druhý na začátek 20. století. Fyziku mezi prvním
a druhým zlomemnazývámeklasickou (rozhodujícívýznam zde
patříIsaaku Newtonovi), fyzikudvacátéhostoletíoznačujeme
častojako fyzikumoderní (je spjata zvláštěse jményAlberta
Einsteina a Maxe Plancka).

Klasická Newtonova fyzika se stala jakýmsi nástrojem, který po
prvé umožnil člověku studovat jevy ve světě kolem nás (tzv. makro
světa), zasahovat do nich a ovlivňovat jejich průběh k prospěchu lidské
společnosti. Nebudeme se zde blíže zabývat klasickou fyzikou. Řekněme
jen, že studovala přírodní jevy převážně z hlediska pozorovatele, že pra
covala s pojmy, které měly mít absolutní platnost (čas, prostor). Ve své
době měla klasická fyzika veliké úspěchy. Newtonovo dílo Philo
sophiae naturalis principia mathematica bylo
téměřpo tři staletí nedostižným vzorem, a to nejen ve fyzice, ale ve všech
přírodních vědách.

Avšak přes všechnu tuto zdánlivou dokonalost nepodařilo se nikdy
klasické fyzice skloubit fyzikální poznatky v jednotný logický celek.
Naopak, s rozvojem vědyrostly i nesrovnalosti a rozpory, které se nedaly
dosavadní teorií žádným způsobem vyložit. Nezbylo nic jiného, než
vzdát se marné snahy předepisovat přírodě zákony, přijmout výsledky
důmyslných pokusů a pozorování tak, jak jsou a podle nich opravit naše
vlastní názory na fyziku.

Z obtíží klasické elektrodynamiky při zkoumání optických jevů
v pohybujícíchse soustaváchvyrostlaEinsteinova teorie
relativity. Ta popisujeskutečnostlépenežklasickáfyzika,zvláště,
jde-li o veliké prostory, tzv. megasvět, případně velmi rychlé děje.
Klasická fyzika se stala jen určitým limitním případem, který má omeze
nou platnost").

Měřeníintenzity tepelného záření položilo přibližně v téže době základ
ke druhému oboru oderní fyziky, a tok fyzice kvantové.
Velká zásluha zde patří německémufyziku Maxu Planckovi,

1) Viz Rozhledy matematicko-fyzikální, roč. 42, číslo 3 až 7: J. Hor
ský, Základy teorie relativity.
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který poprvé vyslovil teorii, že atomy emitují a absorbují zářivou energii
nikoliv spojitě, ale v určitých velmi malých, od sebe oddělených dáv
kách —kvantech energie. Energie jednoho kvanta je dána vzorcem

W=h.v,
kde k je Planckova konstanta = účinkovékvantum=
= 6,62.. 107“ J.s, v je frekvence záření.

Einstein nazval později součinA.vfotonem a rozšířilkvantování
1 na tepelné kmity atomů pevných látek. Kvanta tepe né energie se
nazývají fonony. Jak fotony,tak i fononyjsou tedy jakési „atomy“
energie a jejich velikost závisí jedině na frekvenciv.

Podobnějako teorie relativity, vedla i kvantová fyzika k novým názo
rům na některé pojmy a jevy, k názorům, které se příčí našim tradič
ním vžitým představám. Velmi výstižně znázornil opravdu neobvyklé
a nečekané výsledky některých pokusů kvantové fyziky William
Bragg tímto přirovnáním: „Je tomu tak, jako by někdo hodil
z výše 100 m na hladinu moře prkno. Vlny,šířící se po dopadu, by se
sice nedaly ve vzdálenosti 1000 km zjistit, aby působily by na lod
v tom místě tak, že by z ní vytrhly prkno a vymršily je do výše 100m.“
V klasické fyzice bychom jistě podobný jev nenašli.

Zásadní rozdil je právě v tom, že svět atomů, tzv. mikrosvět, není v žad
ném případě zmenšeným modelem makrosvěta. Při přechodu od jednoho
světa do druhého se mění kvalita jevů, platí jiné zákony.

2. Vlnová povaha mikročástic

Kvantová fyzika je teorie pohybu mikročástic, tj. částic,které mají
malou neb nulovou klidovou hmotnost. Jsou to jednak elementární části
ce, jako elektrony, protony, neutrony, mezony, pozitrony aj., jednak
částice, které se z nich skládají, jako jádra, atomy i molekuly. Kritériem,
podle kterého se dá určit chování částice, je Planckova konstanta. Je-li
energie částice řádově mnohem větší než 4, můžeme pro její popis použít
zákonů klasické fyziky. V opačném případě však platí zákony kvantové
fyziky, podle kterých má nepřetržitě se pohybující mikročástice nejen
korpuskulární, ale vlnové vlastnosti. K pochopení
pozorovaných jevů je potom nutné respektovat obojí její povahu.

Připomeňme si ještě, že naše představy mikročástic nejsou správné,
jsou vlastně naší čistěsubjektivní pomůckou. Nemůžeme na ně aplikovat
vžitou představu hmoty, která má určitou velikost, tvar, barvu aj.
Nelze si je ani představit jako pouhé body v prostoru obklopené určitým
systémem silových polí. K správnému výkladu pozorovaných faktů
musíme často použít dvou i více představ, které nejen že nemají mezi
sebou logickou souvislost, ale navzájem se i vylučují. Naopak zase teo
rie, které souhlasí s pozorováním, jsou pro nás nenázorné, nebo jsou to
pouhé matematické fikce,pro které nemáme konkrétní představu.
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Naše smyslové orgány vznikly při vývoji živé hmoty a zdokonalovaly
se působením podnětů makrosvěta. I když některé z nich dovedou
registrovat údaje mikroskopické povahy, přece jen v celém vývojovém
procesu naučili jsme se myslet v dimenzích makrosvěta. Jemu odpovídají
naše výchozí pojmy; naše předpoklady a naše představy. Naše smyslové
orgány se prakticky 'staly makroskopickými přístroji, a proto nás ne
mohou o mikrosvětě informovat jinak než jednostranně, mohou nám
předávat jen omezený rozsah a jen určité druhy impulsů. Nezbývá
nám potom nic jiného, než skládat si z těchto dílčích informací mozaiko
vitý obraz mikrosvěta. Poznání mikrosvěta je tímto faktem pro člověka
podstatně ztíženo, ale není v žádném případě znemožněno. Naopak, celý
vývoj kvantové fyziky dokazuje, že mezi makrosvětem a mikrosvětem
není nepřekročitelná hranice.

Ve dvacátých letech našeho století srovnává francouzský fyzik
Louis de Broglie zákonymechanikya zákonynauky o světle.
Pohyb hmotné částice v poli o potenciálu V a pohyb světelných paprsků
v nehomogenním prostředí o indexu lomu » se dá vyjádřit v matematio
ky totožném tvaru. To znamená, že mezi oběma disciplínami — mecha
nikou a optikou — existuje blízký vztah. Jestliže paprsková optika je
zvláštním případem optiky vlnové platí v oblasti velmi krátkých vlno
vých délek, potom v analogii s optikou i Newtonova klasická mechanika
může být jen zvláštním případem obecnější mechaniky vlnové, které
by bylo možné použít pro pohyby mikročástic. Každou mikročástici
charakterizuje její energie

a hybnost

2) Podle teorie relativity i podle výsledků ověřených praxí je pro každý
hmotný objekt poměr energie W a hmotnosti m konstantní a rovná se druhé
mocnině rychlosti světla

W = c?,m

což je Einsteinův vztah mezi hmotností a energií.
Roste-li energie objektu, musí růst i hmotnost a.naopak.
Porovnáním rovnic

W=m.č,
W=h.

dostáváme
o h.v hm.c= —.

P C A
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Z poslední rovnice dostaneme de Broglieův vztah

1=Ž
p

Pro částice s klidovou hmotností různou od nuly je hybnost
PpM.,

a tedy vlnová délka, která příslušípohybující se mikročástici,
h

m.v
Elektromagnetické pole, které klasická fyzika považovala za spojité,

se stalo prostředím, které v sobě sdružuje spojité i nešpojité formy; na
druhé straně mikročástice, které až dosud byly považovány za diskrétní
hmotné útvary, se stávají objekty se spojitými i nespojitými projevy
své existence.

Teorie de Broglieovabyla brzy potvrzena experimentálně.Davis
son a Ger mer studovaliodrazyelektronovéhopaprsku na krystalu
niklu a zjistili, že v odraženém paprsku vznikají určité privilegované
směry, které se nedají vysvětlit podle mechanických zákonů. Poloha
maxim přitom závisela na rychlosti elektronů a vypočtená vlnová délka
byla zcela ve shodě de Broglieovou rovnicí. Později byly pozorovány
ohybové jevy při průchodu svazku elektronů tenkou kovovou fólií i ohy
bové jevy na přímé hraně, která nepropouštěla elektrony.

Abychom vypočetli vlnovou délku, která je přiřazena pohybující se
mikročástici, vyjdeme z de Broglieovy rovnice:

h
m.v

Pro výpočet rychlosti v použijeme vztahu mezi kinetickou energií
nabité částice (např. elektronu) a'urychlujícím napětím

z mm?= U-|
m

Pro elektron tedy dostaneme
k. 6,62.107%Vž2meT— |2.91.1073.1,6.1079.U

A= 7 10719[m],

3) 10-10m = 1 ángstróm = lÁ.
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Např. při urychlovacím napětí U = I5kV je A= 0,1 Á. Pro velké
rychlosti bychom však museli použít relativistických vztahů.

Vlnových vlastností elektronového svazku se dnes prakticky využívá
v elektronovém mikroskopu. Nejmenší vzdálenost dvou bodů, které
můžeme optickým mikroskopem rozlišit, je dána podle Ernsta
Abbeho vztahem

-061.4
A

kde Aje vlnová délka použitého světlak pozorování, A je numerická
apertura — n.sin «; « je úhel určený optickou osou a stranou kužele
světelných paprsků, které vstupují do objektivu; » je index lomu prostře
dí mezi objektivem a předmětem.

Použijeme-li místo viditelného světla svazku elektronů, zkrátí se
vlnová délka více než 10 000krát, a tím se podstatně zvýší rozlišovací
schopnost mikroskopu. K lomu elektronového paprsku dochází při
průchodu elektrostatickým nebo elektromagnetickým polem.

V prvních letech rozvoje kvantové fyziky vedla snaha po spojení vlno
vých a korpuskulárních vlastností mikročástic k lákavé představě pova
žovat samotné částice za svazky vln. Podle principu superpozice se měly
tyto vlny skládat a vytvářet v prostoru vlnové útvary, v jakási klubíč
ka. Třebaže vlastní myšlence nelze upřít originalitu, ukázala se brzy ne
správnou. Vlnové klubko není stabilním útvarem, rozplývá se, protože
vlny, které je tvoří, se šíří různou rychlostí. Poznalo se také, že vlnově
korpuskulární dualismus není jen zvláštnosti optických jevů, ale má vše
obecnou platnost.

Charakteristickým znakem elementárních částic je jejich nedělitelnost.
Vlny tuto vlastnost nemají. Na rozhraní dvou prostředí se může vlna
spojitě dělit, zatím co částice se buď odráží, nebo prochází. Souvislost
mezi vlnami a částicemi si proto můžeme vysvětlit pouze statisticky. Při
studiu ohybových jevů u svazku elektronů bylo prokázáno, že nejvíce
elektronů dopadá do míst, kde se doprovodné vlny zesilují (do tzv.
interferenčních maxim), zatímco v interferenčních minimech nebyly
elektrony zjištěny. Hustota elektronů je vždy úměrná intenzitě vlny,
resp. čtverci její amplitudy. Docházíme tak k důležitému závěru:
Zákony kvantové fyziky neurčují jednoznačně okamžitou polohu každé
jednotlivé mikročástice, stanoví jen míru pravděpodobnosti,že se částice
vyskytne v daném místě.

3. Heisenbergova relace neurčitosti

Ze základních pohybových zákonů kvantové mechaniky se dá odvodit
Heisenbergova relace neurčitosti, podlekteréjemož
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né měřit jednotlivé stavy neb vlastnosti mikročástice pouze s omezenou
přesností. Relace se zpravidla udává ve tvaru

Ax.dpzh,
kde 4 « je odchylka souřadnice (polohy) částice od střední hodnoty;
4 p je odchylka hybnosti od střední hodnoty.
Slovy bychom mohli říci

Součin chyb, kterých se dopouštíme při současném měření polohy a hyb
nosti částice, je vědy větší než Planckova konstanta h.
Pro maximálně dosažitelnoů přesnost platí znaménko rovnáse.

Relaci dostaneme také z de Broglieova vztahuan
p

jestliže položíme A— r a zavedeme změny obou veličin. Místo rovnosti
píšeme znak nerovnosti. Chceme-li tedy popsat pohyb mikročástice
veličinami klasické fyziky, potom při současném měřenípolohy a hyb
nosti dopouštíme se určité chyby. Vrátíme se ještě jednou k vzorci pro
nejmenší vzdálenost dvou bodů, které můžeme mikroskopem rozlišit.
V důsledku vlnové povahy světla platí

0,61.
3

Polohu částice můžeme určit tím přesněji,čímkratší bude vlnová délka
použitého světla. Přejdeme-li však k mikročásticím, dochází při krátko
vlnnémzářeníke Co mptonově jevu. Přidostatečnévelkéenergii
záření chová se foton a elektroň (mikročástice) jako mechanicky pružné
koule a hybnost částice se zkreslí.

F

ABA AAÓ
Obr. 1. Před srážkou elektronua foto
nu; F = foton, E = elektron. Energie

-O fotonuW= h. v.Obr. 2. Po srážce fotonu s elektronem; F“ =
= foton s menší energií; Z —elektron. Ener

hi giefotonuW= h.vw,v < vs >A.

V opačném případě, použijeme-li dlouhovlnného záření (fotonů s malou
energií), ke Comptonově jevu prakticky nedochází. Fotony se odrážejí
jako míč od stěny. Hybnost bude možné určit přesně, ale za to bude pro
velkou vlnovou délku záření nepřesně určena poloha. Současné zlepšení
obou měřených hodnot není prostě možné. Mikročástice jsou v prostoru

324



více či méně rozmazány a jejich pohyb připomíná jednou pohyb vlny
jindy zase pohyb klasické částice.

Uveďme na dvou příkladech, jaké závěry vyplývají z relace neurčitos
ti při výpočtu rychlosti mikročástice.

1. Při fotoelektrickém jevu vylétají z povrchu cézia elektrony rychlostí
až 109m/s. S jakou přesností můžeme tuto rychlost určit, známe-li jejich
polohu s přesností na desetiny mm?

Az.Apzh,
h

Ax.m'

Av > 6,62. 107%10-*.9,1.10-*
Rychlost elektronů je možno stanovit s přesností na 0,001 %.

2. S jakou přesností můžeme stanovit rychlost elektronu v atomu, jehož
průměr je 10-19m?

Av =

-= 7,3 m/s.

Ah
Az ..m'

Av > 6,62 .107*+
10-19.9,1.10-%

Neurčitost je zde větší než sama měřená rychlost (v -—2 . 109 m/s). Výsledek
ukazuje, že metody klasické fyziky musíme brát v atomových rozměrech se
značnou rezervou.

Přestože Heisenbergova relace je pravdivým zobrazením skutečnosti,
bývá její fyzikální smysl často nesprávně vykládán. Někdy se v níi vidí
hranice lidského poznání. Správná analýza relace však naprosto odporu
je podobným idealistickým závěrům a nevhodným interpretacím. Rela
ce nepředstavuje nic jiného než míru použitelnosti klasických pojmů
a metod v mikrosvětě.

Av =

-= 73.105 m/s.

4. Schródingerova rovnice a jeji užití.

Základemvlastní kvantové fyziky je tzv. vlnová rovnice,
kterou odvodilv r. 1926německýfyzik Erwin Schródinger.
Rovnice umožňuje studovat pohyb mikročástic v různých silových po
lích. Nejen její odvození a aplikace, ale již pouhé vyjádření je po mate
matické stránce velmi náročné, a proto nebudeme ani uvádět její tvar.

Z velikého počtu aplikací Schrodingerovy rovnice na problémy velmi
obecnéhovýznamu sekrátce zmíníme alespoň o jednom kvantovém jevu,
který umožňuje rentabilní uvolňování jaderné energie,o tzv. tu nelovém efektu.

Má-li vniknout kladně nabitá částice do jádra atomu, musí překoná
vat silné odpudivé sily. Představujeme si, že jádro je obklopeno poten
ciálním valem, který směremk jádru roste. V těsné blízkosti jádra však
musí přejít síly odpudivé a síly přitažlivé, jaderné. Experimentálně se
zjistilo, že kvalita sil se mění ve vzdálenosti řádu 10—*+m, což je tzv.
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poloměr jádra. Pro jádrouranujehodnotavaluvětšínež30MeV.
Podle klasické fyziky musela by energie částice, která má vniknout
do jádra, tuto hodnotu ještě převyšovat. Rovněž částice, která při radio
aktivním rozpadu vyletuje z jádra, musela by mít energii vyšší než
určuje potenciální val. Ve skutečnosti pronikají do jádra, resp. se uvolňu
jí z jádra při radoaktivním rozpadu částice o energii několika málo MeV.
Podle kvantové fyziky existuje totiž pro každou částicí (i když její ener
gie je nižší než energie potenciálního valu) určitá pravděpodobnost,
že valem pronikne.

Jestliže energie částice se rov
ná energii valu, neměla by podle

o klasickéfyziky projít. Podlekvan
tové fyziky však v tomto případě
prochází vždy. Přitom částice ne
vystupuje na vrchol valu, neztrá
cí energii, ale prochází valem ja

Obr. 3. Potenciálovýval ko tunelem, proto název tune
kolematomovéhojádra. lový efekt.

8. Zdvěr

Kvantová fyzika tvoří dnes uzavřený vědní celek, který má široké
uplatnění nejen v atomistice, ale i v teorii pevné fáze, při výkladu polo
vodičů,vlastností kovů, magnetických látek. Mnohých závěrů kvantové
fyziky se využívá také v jiných oborech, jako v chemii (zkoumání struk
tury a vlastností molekul), v biologii,v technologii a dalších technických
disciplínách.

a) Zákony kvantové fyziky mají statistický charakter. Stavy mikro
částic se udávají s jistou pravděpodobností a výsledkem je opět pravdě
podobnost určitého jevu. Pravděpodobnost se zde stává základním pojmem
a má 1 jistý fyzikalná obsah.

b) Zatímco v klasické fyzice nemá způsob pozorování prakticky žád
ný vliv na průběh jevu, v kvantové fyzice je každé pozorování rušivým
zásahem a ovlivněním fyzikálního chování mikročástice. Celý proces je
proto vždy velmi složitý a nelze např. hovořit o poloze mikročástice
v klasickém slova smyslu.

c) Okolnost, že zákony kvantové fyziky se nedají názorně vysvětlit, že
chování mikročástic neodpovídá našim logickým rozumovým úvahám, je
důsledkem našich subjektivních představ spojených s makrosvětem.

d) Popis mikročástice jako vlny a jindy zase jako částice musíme chápat
jen jako symbolické spojení dvou pojmů, které jsou právě vhodné pro
vysvětlení jedné a téže fyzikální skutečnosti.
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Nakreslete si povětrnostní mapu!
KAREL BLAŤÁK, UP, Olomouc

Úvodem několik stručných poznámek. Předně předpokládám, že víte
něco o tom, co je tlaková výše, tlaková níže, co jsou to fronty, izobary
a ještě nějaké drobnosti z meteorologie. Bude dobře,když si prohlédnete
své učebnice fyziky, popřípadě nahlédnete do učebnice fyziky pro 8. tř.
ZDŠ. Tam najdete poučení o tlaku vzduchu, teplotě, rosném bodu
a o měřenítěchto veličin. Kromě toho je tam několik fotografií různých
druhů mraků, a konečněje tam i ukázka povětrnostní mapy.

A nyní ještě několik slov na vysvětlenou. Je snad pochopitelné, že
vzduch proudí z tlakové výše do tlakové níže. Méně je známo to, že
neproudí tou nejkratší cestou, ale jde poněkud oklikou. Tento jev je
způsoben otáčením Země kolem své osy (obr. 1).

Obr. 1. Silněji vytažené kruhy se šipkami znázorňují smysl proudění vzduš
ných mas a jsou zhruba totožné s izobarami. Slabší šipky jsou totožné
s výsledným prouděním vzdušných mas (se směrem větru).

Dále uvažte, že proudí-li vzduch do tlakové níže, pak jednotlivé masy
vzduchu se budou od sebe lišit podle svého původu aspoň teplotou
a relativní vlhkostí. Uvažte například vzduch, který k nám přichází
odněkud z Grónska a proti tomu vzduch, který přichází ze Středozem
ního moře. Mezi takovými vzduchovými masami se nutně vytvoří roz
hraní, kterému říkáme fronta. Na tomto rozhraní se teplé vzduchové
hmoty mísí se studenými, teplé jsou lehčí a stoupají nahoru, cestou se
rozpínají a ochlazují až na rosný bod, tj. na teplotu, kdy již nastává
kondenzace vodních par vždy ve vzduchu obsažených. Tvoří se mlhy,
mraky, prší nebo sněží, jindy je bouřka a padají kroupy. Krátce řečeno,
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na frontách většinou bývá špatné počasí, a až o prázdninách budete
plánovat výlet, tak si dobře dáte pozor na fronty, které mají přecházet
přesnaše území. To je také první důvod, proč budete kreslit povětrnostní
mapu. A další důvody si řekneme na konci článku.

Takový systém tlakové níže s příslušnými frontami má svůj název 
cyklóna. Cyklóny se většinou pohybují od západu k východu, po určité
době se rozpadají, ale stává se také, že se cyklóna zastaví, nebo se
rozpadající cyklóna obnovuje. V tom jsou někdy cyklóny nevypočita
telné a dělají meteorologům těžkou hlavu. Na obr. 2 najdete schéma

2 V A
/ TEPLA

STUDENA | FRONTA
FRONTA

|

|

|

!

|

| |
m ZJkm— NZ.TERY=| STUDENÝ"Rý=—7—Z ZZ==m(CHLADNY
A 70-200 km 300 -500 km Á

Obr. 2. Schéma cyklóny na mapě a kolmý řez cyklónou.

cyklóny na mapě a kolmý řez cyklónou. Všimněte si způsobu zakreslo
vání front! Jak jsme již řekli, fronty se pohybují, ba dokonce studená
fronta na zadní straně cyklóny se pohybuje rychleji než teplá na přední
straně. Tak se stane, že studená a teplá fronta se setkají (nejprve při
zemi) a vznikne fronta okluzní - okluze.Také tato fronta přináší zhoršené
počasí.
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Přistupme nyní k hlavnímu úkolu. Připravte si tužku a papír, mapku
Evropy se zakreslenými zeměpisnými souřadnicemi a rozhlasový přijí
mač! Čs. rozhlas vysílá denně před 8. hod. ranní na stanici Českoslo
vensko I povětrnostní zprávu, sestavenou ústředím povětrnostní služby.
Zapněte tedy přijímač a zapište, co vám hlasatel hlásí o počasí!

Zde je povětrnostní zpráva ze dne 23. 3. 1965 v 01.00 hod. SEČ.
Tlaková níže 995 mb 04723tlakováníže| 990mb05009tlakováníže| 995mb36608tlakováníže© 995mb37034
tlaková níže 1005 mb 33638
tlaková výše 1015 mb 34921
studená fronta 03930 04724
okluzní fronta 04724 05227 05430tepláfronta© 0472403728
studená, zvlněná fronta 03614 04102 34604 35104
okluzní fronta 35104 05303 05109tepláfronta© 351043481034717
studená fronta 34717 34726 35133 35935tepláfronta© 359353624036350
Izobary:

1025 mb 07015 06630
1010 mb 07002 06707 06105 05910 06030
1005 mb 37018 36915 06900 06604 36103 36012 36525 36535 36345 36651
995 mb 05310 05019 04710

1000 mb 04631 04526 04513 04610 05300 05509. 05419 05830
1005 mb 04506 34905 35005 35603 05718 05930
1010 mb 04305 04102 34306 34607 35509 35820 35435 36046
1015 mb 34548 35241 36050
1015 mb 36420 34521 34419 34514 34714 35014 35520 35129 34820 34620
1010 mb 33944 34639 34526 34425 34129 33526 33035
1015 mb 03930 04023 03906 03605 33401 33707 33519 33026
1020 mb 03730 03620 03020

Zpráva sice pokračuje dále a obsahuje hlášení o výstupu v Praze
a Popradě, potom předpověďvýškového větru a konečněje tam v otevře
né řeči popsán vývoj počasí. Pro naši mapku má význam jen první
polovina hlášení, a proto zbytek zprávy neuvádím. O jeho využití po
hovořím v jiném článku. |

Na první pohled je patrno, že zpráva obsahuje samá čísla. A prozra
dím předem, že většina čísel jsou zeměpisné souřadnice bodů, které
určují polohu tlakové výše, níže, nebo průběh fronty atd. Příklad:

Tlaková níže 995 mb 04723 - značí, že poloha uvedené tlakové níže
je přibližně určena průsečíkem 47. rovnoběžky severní šířky (s. Š.)
a 23. poledníku západní délky (z. d.). V případě, že pětimístné číslo
začíná číslicí 3, pak půjde o délku východní (v. d.). Tedy: „Tlaková
výše 1015 mb 34921“ leží na 49. s. š. a na 21. v. d. Takto zakreslíme
všechny tlakové útvdry, o nichž je ve zprávě řeč. Způsob kreslení
poznáte z ukázky zpracované mapky.
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Podobně se zakresluje průběh front. Udaj „„Tepláfronta 35935 36240
36350“ značí tři body určené zeměpisnými souřadnicemi a jejich spoj
nice na mapě znázorňuje polohu teplé fronty v 01.00 hod. SEČ.

Stejně dešifrujeme polohu hlavních izobar. Údaj 995 mb značí hod
notu izobary, která prochází body o souřadnicích 05310 05019 04710.

Zakreslením šifrované části zprávy uvedeným způsobem získáme pří
zemní povětrnostní mapu pro den 23. 3. 1965, 01.00 hod. SEČ.

Zde ještě několik rad pro snazší zakreslení zprávy:
a) Hlášení probíhá dosti rychle, a proto při jeho zápisu hojně po

užíváme zkratek. Tak například místo ;/Tlaková níže 995 mb“ po
značíme jen N 995. „Tlaková výše 1015 mb“ píšeme V 15. Místo
„Teplá fronta““ značíme „/T““apod.

vO 40. 30 RO 110 |“ 70 0 v wó ÚU| 60V1025/1010| (1005N
Ú

Obr. 3. Povětrnostní mapka ze dne 23. 3. 1965 v 01.00 hod. SEČ.
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b) Teplou frontu zakreslete na mapě červenoutužkou, studenou frontu
modrou tužkou. Okluzi červenou a modrou čarou vedle sebe. V černo
bílém tisku je ovšem nutno užívat ustálených značek, těch, co vidíte
na obr. 2 nebo na mapce.

c) Mapku Evropy si pořiďte ve více exemplářích. Je dobře kreslit
mapu každý den po delší období. Lépe tak poznáte pohyb a změny
tlakových útvarů. Potíže ovšem činí nevhodná doba hlášení. Je však
možno hlášení natočit na školní magnetofon a pak ve volné chvilce
zprávu vyhodnotit. Časem nabudete takové zručnosti, že budete kreslit
mapku rovnou při hlášení.

Nyní je na řadě otázka, co teď s mapou. Každému je celkem jasné,
že povětrnostní mapa, pokud jí aspoň trochu rozumíme, podává názor
nější obraz o povětrnostní situaci, než slyšená zpráva z rozhlasu nebo
i tištěná zpráva v novinách. Rozhodně nám dobře poslouží k tomu,
abychom si aspoň dodatečně uměli vysvětlit, proč například v sobotu
20. 3. 1965 bylo hezké, teplé, skoro jarní počasí a proč ke zklamání
mnoha mladých lidí na první jarní den (neděle) pršelo. Následující den
přišlo vyjasnění a citelné ochlazení, což si vysvětlujeme přechodem stu
dené fronty přes naše území. Na mapce ze dne 23. 3. 1965 (úterý) ji
vidíte (studenou frontu) již na území Sovětského svazu.

Nu a z toho plyne poučení. Sledovat denně počasí, poslouchat před
povědi, konfrontovat předpověď se skutečným průběhem a srovnávat
vše s povětrnostní mapou. A na základě povětrnostní mapy si vy
světlit vývoj počasí a konstatovat, co se z předpovědi uskutečnilo
a co ne.

Budete-li kreslit mapku pravidelně, poznáte lépe souvislosti mezi po
lohami tlakových útvarů a pohybem front, poznáte typické situace
a jejich přestavby. Bude jistě třeba, abyste prostudovali odbornou lite
raturu a prohlédli si atlas mraků a pak můžete sledovat vývoj oblač
nosti, změny tvarů mraků a srovnávat je s tím, co se dovíte o přechodu
teplé, či studené fronty. Prostě budete mít plno možností, jak udě.at
z meteorologie svého koníčka. A k tomu vám přeji mnoho zdaru.

Literatura:
Šebek-Černava: Co nevíte o meteorologii. Praha 1961.
Prokop a kol.: Meteorologie pro sportovní letce, 1960.
S. Hanzlik: Základy meteorologie a klimatologie, 1956.
R. Schneider: Pozorujeme počasí, 1947.
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Řešení úloh

© Fyzika
6. Koule poloměru 7 = 0,2 m valí se rychlostí v — 1 m .s“* po vodorovné

rovině kolem pevné vertikální osy. Vzdálenost středu koule od této osy je
R = 0,5 m (obr. 2). Materiálem koule je ocel (o = 7,8. 10*kg .m-“?).

Vypočtěte: a) celkovoukinstickou energii koule (přitomzanedbá
váme hmotu ramene, jímž je koule vázána k vertikální ose),

b) celkovou úhlovou rychlost koule co do velikosti i směru.
Poznámka: MomentsetrvačnostiJ koule vzhledemk libovolnéose

WW
procházející jejím středem (těžištěm) je roven

J = Z mí,
5

kde m je hmota koule a r její poloměr.

(Došlo 26 řešení) Václav Šindelář

Řešil Miroslav Řezníček, 8.d SVVŠ, Hradec Králové:
a) Při pohybu vykonává valící se koule dva rotačnípohyby:
1. Rotaci úhlovou rychlostí

Wm="R
kolem pevné svislé osy vzdálené od těžiště koule o délku R.

2. Rotaci kolem otáčivé vodorovné osy procházející těžištěm úhlovou
rychlostí

v
Da ==—.r

Při obou z těchto pohybů přísluší kouli kinetická energie. Úhrnná ki
netická energie koule je rovna součtu jednotlivých složkových energií:

První složka je rovna

Wi,=570,
kde

Ji = Jo + mii?, (1)
a

v=, 2= (2)
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Druhá složka se rovná

Wy,= — Jie, (3)
kde o l

s|e> (4)$ l
Celková energie je rovna

Wz= W1,+ Wy.
Po dosazení

We=) o?+50
a podle (1), (2), (3) a (4) je pak

„I a 0 1 v?

Pro moment setrvačnosti vůči ose procházející středem koule platí

Jo = A Mr ;
5

a proto je
1/2 v? 1 2., 0Wx=—mž+ mR?—Lmr.,-3|BT | 3 6"

2 7 7Wg= — mY?.— m 0,T m"
„1 2 217

We=3"" (1+38).
Hmota koule o poloměru 7 a hustotě o je

m=Laro.
3

Dosadíme-li do předešlého vztahu
„2 8.„2 (27

W= 35"7"ov +7)
Rozměrová kontrola

[Wx]= m?*.kgm“?.m?*s7? = kgm?s7? = JČíselně:
r=U2m3zv=1Imstt; R= 0,5m;

o = 78.10%kgm-3,

2 2.(0,2)? 7]Wy= <. 0,29.7,8.109,1| ŽO ;
(W)= z-7(02)O

Wx — 192J
Závěr Koule má celkovoukinetickou energii

2 2 7ž—“ 8 212 7
WR T" e9 (0 + )

tj. zhruba 192J.
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b) Úhlová rychlost rotace koule kolem svislé osy je podle (2)
v

O1 = ——;R
úhlová rychlost rotace koule podle vodorovné osy je podle (4)

v
Da= —.r

Obvodová rychlost je v obou případech zmíněných rotací skutečně stejná,
protože těžiště i libovolný bod obvodové kružnice, ve které se dotýká koule
horizontální roviny, urazí za stejný čas stejnou vzdálenost.

Úhlové rychlosti ©; a ©, jsou navzájem kolmé, takže výslednou úhlovou
rychlost stanovíme ze vztahu

o= Jat+a
a úhel w,který svírá výsledná rychlost m s vodorovnou rovinou, stanovíme
ze vztahu

tg 9 = 2 ;
2

dosadíme za.
v v= o. Os = —- ,1 R 2 7

dostáváme
vž v?o=|3+3

a odtud
l 1= m"

Rozměrová kontrola:
(o)=m.s-tm = m.s-t.m-=st,

boj©ig9 =
se

a odtud
rt =...7 R

Rozměrová kontrola:
(te9e)= Z =1.

70

r=02m;v=1Ims';
R=05m;e= 78.10*kgm"

1

0,04
w = 5,39s-t,

wo— 1 14V = 10.|0,29= 5,39,
0,25
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0,2tep= T = U,
v = 21 48

Závěr: Výslednáúhlovárychlost má velikost
O l 1P“

tj. 5,39 s71,úhel, který svírá její směr s horizontální rovinou je roven

69=%
odkud

g = 2148

RECENZE

V. Bruthans, A. Kejzlar:

Matematika

Kniha má podtitulek Pří
ručka pro přípravu na
vysokou školu avtomuž
je také dán celkový výběr látky
a jejího zpracování podle důleži
tosti. Nejsou v ní proto zastoupeny
všechny části matematiky, probí
rané na středních školách. Ve vy
kládaných partiích, které jsou roz
děleny do osmi kapitol (čísla a po
četní výkony, rovnice, nerovnosti,
funkce, komplexní čísla, plani

metrie, stereometrie a analytická
geometrie), je i v řešených příkla
dech naznačen myšlenkový po
stup. Kniha tak není učebnicí, ale
nestala se také pouhou snůškou
vzorců, a proto je při jejím studiu
třeba nejen prostudovat jednotlivé
řešené příklady, které v každém
odstavci jsou postupně složitější
a obtížnější, nýbrž se také snažit
o jejich samostatné řešení. Na
konci každé kapitoly jsou pak
uvedeny příklady pro cvičení (cel
kem 187), na nichž je možno si
ověřit, do jaké míry bylo porozu
měno vyložené části, protože ke
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všem příkladům jsou uvedeny vý
sledky a v obtížnějších případech
i návody k jejich řešení.

Příručka je velmi vhodná pro
zopakování nejdůležitějších částí
z matematiky, které jsou téměřna
všech vysokých školách technic
kých předmětem přijímací zkouš
šky. Vzhledem k tomu, že sice
látku vykládá na poměrně málo
stranách, ale dostatečně vyčerpá
vajícím způsobem, bude tato kniha
jistě vyhledávána studenty pro

rychlé opakování zkoušené látky
před přijímacími zkouškami.

Několik málo tiskových „chyb.
které nejsou uvedeny na oprav.
ném lístku, si čtenář snadno sám
opraví.

Knihu vydalo Státní naklada.
telství technické literatury v Pra
ze, 1965, jako 41. svazek II. řady
polytechnické knižnice; má 164
stran, 78 obrázků a prodává se
brožovaná za Kčs 8,50.

Karel Drábek

NEJMLADŠÍM
ČTENÁŘŮM

0)

Ve společnosti osmi osob jsou:
Holanďan MH, který mluví také
anglicky a francouzsky;
Maďar M, který hovoří též dánsky
a polsky;
Portugalec P mluvící též maďarsky,
rusky a švédsky;
Angličan A, který dovede také ital
sky a německy;

Čech Č hovořící také polsky a švédSky;
Francouz F ovládající též portugal
Štinu, italštinu a španělštinu;
Němee N, který mluví také ho
landsky a španělsky;
Rus R, který hovoří též česky
a dánsky.

Jak nejjednodušeji se v této spo
lečnosti (tj. s nejmenším počtem
tlumočníků) dohovoří Holanďan
s Rusem?

Řešení zašlete redakci nejpozději
do 30. IV. 1966.

Z holandského časopisu „„Pytha
goras“' přeložil a upravil

O. 8.
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Do kroužků napište čísla 3, 4,
5, 13 tak, aby součty čísel
v kroužcích spojených úsečkou da
ly vždy 25.

Řešení úlohy zašlete radakci
nejpozději do 30. IV. 1966.

Z bulharského časopisu přeložil
a upravil 0.8.

C



(Pokračování)

vytínající
vytknout
vytvářet
vyznačit
výběr
výchozí
výjimka
výjimečně
výklad
výkon
výpočet
výpočtový
výraz
výseč kruhová, kulová
výskyt
výsledek
výška
výška bočné stěny pravidelného

jehlanu
význam
vzájemně, vzájemný
vzdálenost
vzdálený
vzhledem
vzor (při zobrazení)
VZor
vzorec
vztah
vztahující se
vztyčit

zabývat se
zadání (formulace) úlohy
zadání
zadat
zacházet (něčím)

Slovníček
matematických výrazů

OTCEKAONUHĚŮ
BBIBECTH 3a CKOÓKH

IIOPO>K1ATL
BBINEJIHT6

BBIÓOp, BBIGopKa, non6op
HCXOJHRIŇ
HCKJIIOUCHHE

HCKJIIOUHTEJIBHO

H3J10>KeHHE

ornepanu4
BBIUHCJICHHE, IIONCHET, pacCHeT
"BBIHACJIHTEJIBHBIŇ

BBIDA>KCHHE

CeEKTOPKDYroBOŇĚ, 1ApoBOŘ
HAJIHUHE

pe3yJIBTAT, HCXOR
BBICOTA

anopema

3HaueHHe
B3AMMHO, B3AHMHHIŘ
OTHOCHTEJIBHO, NO OTHOMEHHIO

paccToAHHe
y1aTCHHBŮ
OpHTuHAJI
oGpasen, MONEJMIb,Ž.
$opmyxa
OTHONEHHE

OTHOCANIHĚCA
BOCCTAHOBHTb

3aAHAMATBCA

NOCTAHOBKA 3a1aUHU
sanaHHe
samaTb
oGpanraTtcA



základ
základna
základna dolní, horní
základní
záměna
záměna členů
zaměřit
zanedbat, zanedbávat
zaokrouhlení, zaokrouhlovat
záporný
zaujímat (prostor)
zavedení
závěr
záviset
závislost matematická, přímá,

nepřímá
závit
závorky lomené, okrouhlé, složené

(dát do) závorek
zbytek
zcela
zdůvodnění
zejména
zeměměřictví
získávat
zjednodušení
zkontrolovat
zkoumání
zkoumaný
zkoumat
zkouška
zkrácení (afinní)
zkreslení
zlomek desetinný, periodický,

řetězový
zlomková čára
změna
zmenšovat se
změření
zmizení
znak
znalost
znamení
známý
znázornění, znázorňovat
zobecnění
zobrazení
zobrazovat
způsob
zrušit
zřejmě

OCHOBA, OCHOBAHHe, 6a3a
OCHOBAHHE

OCHOBAHHE HHJ)KHEC, BEDXHEe
OCHOBHBIŇ

8aMeEHa, IIOITCTAHOBKA

NepecTAHOBKA %ICHOB
HaI1paBUTE
MpeHeÓpeup, npeHeGperaTs
OKDyYTJIeHHE, OKPYTJIATb
OTPHHATEJIBHBIŘ
3aHHMATb
BBENEHHE

3aKJIOueHHue, BbIBOA
3aBHUCETb

8aBUCHMOCTb MaATEMATHYECKAA,

oGparnaa
BHHT

CKOÓKU KBANPATHBIC, KPyTJIBIE,
$UTypHBIe

3AKJIIOUUTb B CKOÓKH

OCTATOK, H3ÓBITOK

NNOJIHOCTbIO, HEJIHKOM
oG6ocHOBAHHe

B AACTHOCTU, OCO6eHHO

semMjemMepue
IOJIYUATE
ynpomeuue
IPOBEPHTb
HCINBITAHHE, paCCMOTpPeHHe

HCCJIETYCMBIŇ
paccMaTpHBATB,
HCIIBITAHHE

COKATHE

HCKAMKOHHE

ApoÓb necATHAHAA, NEPHONUHECKAA,
MenHaA (HenpepiIBHAA)

uepra IpoÓ6u
U3MEHeHHe

YGÓBIBATb

H3MepeHue
UCHC3HOBEHHE

3HAK, INDH3HAK
3HAHHe
3HAK

SHAKOMEIŮ, H3BECTHBŇ

U30ÓpakKeHHe, H300paxkaT£
o6o61meHne
npeo6pa30BaHHe, oTOÓpaxkeHne
u306pa»xkaTb
BH, NIPHEM
aHHYJIHpOBATb
NO BHIHMOMY

npamaa,

HM3yUuaTb, MCCJICNOBATb

(Dokončení)
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MATEMATIKA

Rešení rovnic iterací
ING. OTAKAR LACINA, ČKD-Praha

Úvod

Při řešenífyzikálních problémů i při technických výpočtech dospíváme
často k rovnicím, jejichž obecné řešení neznáme, nebo jejichž obecné
řešení má příliš složitý tvar. V řadě případů není ani třeba znát všechna
řešení dané rovnice, protože některá z nich nemají fyzikální nebo tech
nický význam. Například ve fyzikálních případech nemá význam zá
porný čas. Často jsou bez významu komplexní kořeny rovnice. V ně
kterých případech se po splnění prvního řešení mění podmínky jevu.
Například při výpočtu obvodu s usměrňovači obsahuje rovnice proudu
ventilem trigonometrickou funkci a má řadu řešení. Význam má však
pouze první řešení,protože po prvním poklesu proudu k nule přestávají
platit dosud platné vztahy. Při zkratu na elektrickém obvodě vzniká
přechodný stav, u kterého z hlediska dynamického namáhání nás zajímá
pouze první extrém, který je největší ve své absolutní hodnotě. Vyho
ví-li zařízení prvnímu extrému, není již třeba kontrolovat následující
menší hodnoty. Konečně je nutno si uvědomit, že zvláště při technic
kých výpočtech žádáme většinou přibližný výsledek. Například rozměry
součástí musíme zaokrouhlit na doporučené rozměry, prvky elektrických
obvodů se dodávají pouze v určitých hodnotách se značnou tolerancí
atp.
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Zvláště v těchto případech je vhodné pro řešení rovnice volit ně
kterou z přibližných metod, kterými se k řešení postupně přibližujeme,
které však vedou rychleji k cíli než řešení obecné. Jednou z těchto
metod je metoda iterační, které se v učebnicích nevěnuje patřičná po
zornost, přestože je většinou pro řešení výhodnější než běžně uváděná
regula falsi a Newtonova metoda.

1. Princip iterační metody

Je dána rovnice
f(x) = 0.

Mámetedy najít tzv. nulové body funkeef(x),tj. vypočítatsou
řadnice r těch bodů, v nichž graf funkce y = f(x) protíná osu x. Při
řešení iterační metodou rozložíme danou funkci na dvě funkce f(r)
a f(x) takové, že pro hodnoty z, kde f(r) = 0, platí f;(x) = f(x) a hle
dáme jejich průsečík. Při řešení postupujeme tak, že první přibližnou
hodnotu «, kterou označíme z, dosadíme do funkce f;(r) a vypočteme
její hodnotu y, = fi(x,). Položímey, = £(x,). Z tohoto vztahu vypočteme
hodnotu «,, která je druhým přibližným řešením. Druhé přiblížení z
dosadíme opět do funkce fi(r) a vypočteme její hodnotu y, = f(x).
Položíme y, = $;(7;). Z tohoto vztahu vypočteme hodnotu «;, která je
třetím přiblížením. Výpočet opakujeme tolikrát, až dostaneme výsledek
s požadovanou přesností.

2. Podmínka rozkladu

Rozklad dané funkce na funkce fi(r) a f;(r) je vázán základní pod
mínkou,aby druhé přiblížení bylo blíže k řešení
dané rovnice než první přiblížení. Tentopožadavek
je splněn tehdy, má-li funkce f,(z) v okolí průsečíku s funkcí f;4(r)menší
absolutní hodnotu směrnice tečny než funkce f;(z), tj. je-li tangenta
úhlu tečny k f;(r) s osou z ve své absolutní hodnotě menší než tangenta
úhlu tečny k f;(r) s osou z. Pokud známe základy diferenciálního počtu,
lze tuto podmínku vyjádřit pomocí prvních derivací

Ifi(x)| < |klr)|
v daném intervalu. Derivace funkcí většinou nemusíme počítat, protože
jsou patrny i z hrubého náčrtu, který je vhodný vždy udělat, nebo
vyplývají z fyzikální podstaty řešení. Pokud bychom uvedenou pod
mínku nesplnili, pak bude druhé přiblížení dále od řešení rovnice než
první přiblížení. Dalším, již praktickým požadavkem rozkladu je to,
aby nové funkce fií(z)a fo(r)byly formálně jedno
dušší než daná funkce ffív).

Rozklad funkce a postup řešenísi ukážeme na dvou příkladech, ze
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kterých plyne další poznatek. Jsou-li obě funkce f;(r) a f4(z) v okoli
svého průsečíku rostoucí nebo obě klesající, pak se k řešení blížíme
z jedné strany. Je-li jedna z funkcí rostoucí a druhá klesající, pak se
k řešení blížíme z obou stran.

Příklad 1. Je dánarovnice

cos (z + 105) —0,17 +0,9—= 0.

Máme určit nejmenší kladné r, pro které je tato rovnice splněna.
Volíme rozklad

f(x) —0lz— 0,9, f(x) = cos (x + 105")

Náčrt dané funkce f(r) a volených funkcí f(x) a f,4(z)provedeme tak,
že nejprve volíme měřítka. Ze známých hodnot cos 07 = 1; cos 30“ =
= 0,867; cos 607 = 0,5; cos 90" = 0; cos 1207 = — 0,5; cos 150“ =
= — 0,867; cos 180“ — — Il načrtneme průběh kosinusoidy. Počátek
náčrtu, tj. osu y položíme do úhlu 105" kosinusoidy, kde má hodnotu
— 0,258. Tím máme hotov náčrt
funkce f;(z). Přímku, která znázor- /
ňuje funkci f;(r), sestrojíme ze dvou f(x)
bodů,a to nejlépe pro £ = 0, f6(x)=
= — 0,9 a z = 2,89, kde kosinus
oida protíná osu r. Tato hodnota z
vyplývá z toho, že cosinus má nu
lovou hodnotu v úhlu 270“.Pro tu
to hodnotu x = 270" — 105* =
= 165" -——2,89 rad. Pro hodnotu
x = 2,89 je DHíx)= — 0,611. Graf
dané funkce f(x) dostaneme odečte- | |
ním souřadnic f(r) — f(x) — f(x). 0 | t80*
Z náčrtu (obr. 1) plyne:

daná funkce prochází nulou pro
X- 41";

tečna grafu funkce f“(«) svírá
S osou « menší úhel než f;(r), je
tedy volený rozklad správný;

jedna z funkcí je stoupající a
druhá klesající. K řešení se bude
me blížit ze dvou stran.

Aby byl jasný způsob přibližová
ní k výsledku, volíme vědomě první
přiblížení dosti vzdálené od řešení,

fx)

f(x)

í
a to 44 = 0. Dosadíme do funkce
f(z) a dostáváme y, = — 0,9. Druhé FOSTUF
přiblížení dostáváme z rovnice pro RESÉNÍ Obr. 1
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f4(x), tj. cos (x + 105*) = — 0,9. Z toho plyne z, —=48*56'19", které je
druhým přiblížením. Úhel převedeme na obloukovou míru x, = 0,840 51
a dosadíme do rovnice pro f4(z), vy,— 0,1 0,840 51 — 0,9 = — 0,815 95.
Z rovnice pro f;(r), tj. cos (x + 105“) — — 0,815 95 dostáváme třetí
přiblížení £3 — 39*40'54". Úhel předvedme opět na obloukovou míru
a dosadíme do rovnice pro f;(r) a pokračujeme ve výpočtu. Při praktic
kém výpočtu napíšeme výpočtovou tabulku, která zaručuje přehlednost
výpočtu.

|

x Zrad 01x% f(x) £+ 105? T

0 0 0 —0,9 153? 928" 48* 928"48?9"28"0,84051|0,08405,—0,81595| 144*40"54"“3940754"3994054"0,69258|0,06926,—0,83074| 146*10"30"41*10“30"'41*10"30"“0,71864|0,07186|—0,82814| 145*54"29"“40*54"29"4054"29"'0,71398|0,07140|—0,82860| 1455718“40957“18“40*57“18““0,71480|0,07148,—0,82852| 145?56"49"740956749"40*56"49""0,71466,0,07147)—0,82853| 145*56"52"4095652"4095652"0,714670,07147)—0,82853| 145*56'52"“40956"52"

Z tabulky plyne výsledek s přesností pětimístných tabulek x =
= 4056'52"

Zároveň je z tabulky patrno, že kdybychom výpočet začali s hodnotou
odečtenou z náčrtu, dospěli bychom k výsledku asi na čtyřech řádcích
výpočtové tabulky.

Příklad 2. Je dánarovnice
sn r —14.sinl, 2x= 0

a máme opět určit nejmenší kladné x, pro které je tato rovnice splněna.
Volíme rozklad

f(x) = sinz, f(x) —l,4sinl,2z.
Graf dané funkce f(z) a volených funkcí fÓ4(z)a f4(x) provedeme tak,

že nejprve volíme měřítko proměnných. Ze známých hodnot sin 0“ = 0;
sin 30“ = 0,5; sin 60“ — 0,867; sin 90“ = 1; sin 120“ = 0,867; sin 150“ =
—=0,5; sin 180“ — 0 sestrojíme sinusoidu. Tím máme hotov náčrt funkce
f(r). Sinusoida znázorňující f;4(r)má amplitudu 1,4krát větší než f,(r)
a délka její půlperiody je 1,2krát menší. Volíme-li např. délku půl
periody, znázorňující f;(z) 4,5 cm, pak délka půlperiody sinusoidy, zná
zorňující f;(r), bude 3,75 em. Tuto délku rozdělíme opět na šest dílů
a naneseme v příslušném měřítku hodnoty funkce f;4(z). Graf dané
funkce dostáváme odečtením souřadnic f(z) = Ú(r) —f(x). Z náčrtu
plyne (obr. 2):
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daná funkce prochází nulou pro
x — 1107;

tečna ke grafu funkce f;(r) v oko
lí hledaného průsečíku má směrnici
v absolutní hodnotě menší než teč
na ke grafu f;(r), je tedy zvolený
rozklad správný;

obě funkce jsou klesající. K řeše
ní se budeme blížit z jedné strany.

Aby byl jasně patrný postup, jak
se přibližujeme k řešení, budeme
volit vědomě první přiblížení dosti
vzdálené od řešení, a to z, — 9.
Po dosazení do vztahu pro fj(r)
dostáváme y, — 1. Pomocí vztahu
pro f(x) vypočteme sin 1,2% =

= : 1 sin ©.Pro druhé přiblížení
sin 1,27, — 0,714 29, z toho 1,2%,=
—=134*24'54", z toho druhé přiblí
žení «, — 112"45" Druhé přiblížení
dosadíme opět do f;(r) a dostáváme
y, — 0,927 10, sin 1,2%;= 0,662 21,
1,24; — 138931"52",x, = 115*26'34"
Výpočty provádíme tak dlouho, až

POSTUP
ŘESENÍ

(x)

kl)

5) Obr. 2

je řešení určeno s žádanou přesností. Výpočet uspořádáme opět do vý
počtové tabulky.

£ sin £ L „sinď l,2« U
1,4

90* 1,0 0,714 29 13492454" 112“ 45"
112“ 45" 0,927 10 0,662 21 138*31"52" 115*26"34“
115*26"34" 0,902 61 0,644 72 139*51"12“ 116*32"40“
116*32“40"“ 0,894 58 0,638 99 140*17“ 1“ 116*54"10"“
116*54"10" 0,891 77 0,636 98 140*25"58"“ 117“ 1438“
117“ 138“ 0,890 79 0,636 28 140*29“ 6" 117“ 4“15“
117“ 4"15"“ 0,890 44 0,636 03 140*30"13"“ 117“ 5“11“
117“ 5'11“ 0,890 32 0,635 94 1403037“ 117“ 5“31“

Z tabulky plyne výsledek 117"5'31" s přesností desítek vteřin. Dále
je z tabulky patrno, že kdybychom začali výpočet s hodnotou získanou
z náčrtu, dostali bychom se k tomuto výsledku asi na čtyřech řádcích
výpočtové tabulky.
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Některé vztahy mezi prvky
trojúhelníka a poloměry kružnicvepsanéavněVepsaných— comin
JOSEF GLIVICKÝ, Olomouc

Dosadíme-li do Heronova vzorce za
Ps=—
0

a z (2), pak obdržíme
« B y ,P=? — — —

o“ cotg 9 cotg 9 cotg 9 (3)

Z trojúhelníka A'T',S;, kde A!T';= s, bude
a

01—stg 2

a stejně též = B —ste Ljně též 0,= stg 2 67 stg Z (3a)
K tomu

P=
Po dosazení do vzorce pro obsah trojúhelníka

P= |o.nbo
bude stoZ40 Pve

P= ste tej 8% (4)
Z trojúhelníka B!T'S, je

BTy=ate)o B
nebo S o=aiš:
a dosadíme-li za

U0=18a
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bude

6 (5)a podobně s —a = stg— tg Z
s—o=steSeb |zzsody |

Spojíme-li výsledky (1), (3), (4)

P —2résin a sin Bsin y —e?cotg 5 cotg 5 cotg Z —

BY«

—sto—to Eto L
—ste 38 7 187%

Jednoduchými početními výkony možno určit

r= €
n Ž sin£ n Z s Dos L

4 sin- sin z- sin 4 cos -3-008 ———008

M Xn Pin L LA
0 = 4r sin — sin ©-sin $—— s tg — te z t8 5

x OB. Y a p y= —cos-cos —= —cote—cote-—.
s 4r 008 — 008-5 008 5 cotg — cote ——cote 5 |

Dosadíme-li do vzorců (5) za
Z5 L08Z

8 = 4r cos 9 COS 9 COS 2?

pak

5 —o = drsin $-sin E 00sX- ,

X -BY
s —a —4roos ©- sin -sin 3, (7)

5—bm 4rsin S- cosFsin Z.
Položíme-li za s do vzorců (3a), bude

(a = dr sín 5- cos F- 00s :
Z
2

0 = 4rcos5 sincos s (8)

Z
2 Sm/0 = 4rcos5- cossin :
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a +-b-+ c—3-- |
za a = 2rsin «, b = 2rsin G, c = 2rsiny z věty sinové, pak obdržíme

S= r(sina + sin + siny)

Dosadíme-li do výrazu s =

Podle (6) je S = 4rcos > COSa COS>

Porovnáme-li obě poslední rovnosti, je

sin a + sin B + sin y —4005 7- 00sE- cos Z, (9)

což je známý vztah o součtu sinů z goniometrie obecného trojúhelníka.
Sečteme-li rovnosti (5), pak

— — = Bv X., x, B
sS—a+s—b+so—ohebe B+ ešte +tet8 5čili—to Pro2x x.
čili l = tg9 tg- +tete% +tete

Dosadíme-liza tg > , tg5 , 65

z (3a),dostaneme 1= 3 + = ee
nebo S — 0402+ 0103+ 020- (10)

Nakonec odvoďme vzorec pro obsah trojúhelníka S49;9;, jehož vrcholy

jsou středy kružnic vně vepsaných danému trojúhelníku ABC. Označmestrany 948, = !e, 849; = la, S48; = bb.Vnitřní úhly trojúhelníka 949294,
jak lze snadno dokázat z obr. 1, jsou

BTry4ty até2.2 2
Podle věty sinové bude

umdsnĚTY mwsn[R—$)m2,2 2

ě 14 — 21 b 1 1 V
podobně b =2 r 008%, o = 2'ro0s-—

ys: ., , abc
Užijmepro obsahtrojúhelníkavzorecP = I

p y

i V. able 2Ircos—5 „21r008—9 21 PoP 4 4r -©
ddd



6 ya
—=217? cos — cos — cos —

2 2 2

Poněvadž 1r = 2r, je
1D—Retnos©nos Lons Z
P = 87 cos 9 COS 9 COS 9Podle(6)jarcos Zcos £cos 7—

je T COS——008 9 COS 9 = S,

a pak
1P = Dres (11)

Shrňme nyní přehledněodvozené výrazy pro obsah trojúhelníka ABC,
pro poloměry kružnice vepsané a kružnic vně vepsaných a pro výrazy S,
8— a, s—b,s— c

P = 2r*sinasinPsiny,

P= o?cote——cobgL-cote5 Patent,2

oZ5 Los L
s — 4r 00s 5- 008 -5 008%,a= ZnLsinZ b=drsinŽsinLcos L

8— a = 4rocos sn- sn, S b —4rsin ©-sin- 008%,

p y„UE
S — c = 4r sin — sin ——C008—,

2 2 2

aan Z BY oananA. BY
o —4rsin -sin ©sin, 01—4rsin cos 9-cos,—EjnP60sL—Arcos Zcos LsinZ

0, —4rcos sin- 008%, 03—4rcosý 00s- sin.

Při Z Wesrirozena CiSia
ZDENĚK PŮLPÁN, JAN SZAROWSK|I, Český Těší

Jak důležitou úlohu přikládali různí vědci přirozeným číslům, plyne
např. z citátu Leopolda Kroneckera (1823—1891): Přirozená čísla jsou
od Boha, všechno ostatní v matematice je dílem lidským ...

Ze školy známe čísla přirozená, kladná, záporná, čísla celá, čísla
racionální, iracionální, reálná, čísla komplexní. Všechny tyto pojmy se
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dají v matematice přesně definovat. Definice, které v matematice za
vádějí tyto pojmy, se neobjevily nějak uměle.

Každý z těch druhů čísel má jisté vlastnosti, pro které právě byl
zaveden; tak číslakomplexní právě proto, aby každá kvadratická rov
nice s reálnými koeficienty měla řešení (řešením je pak komplexní číslo),
čísla reálná proto, aby každé úsečce bylo možno podle jistých pravidel
přiřadit číslo (to bude reálné číslo), jež bude její velikostí (při jisté
volbě jednotkové úsečky), čísla racionální proto, aby každá lineární
rovnice s celočíselnými koeficienty měla řešení (řešením je pak racio
nální číslo), čísla celá, aby každá rovnice tvaru x + a = b, kde a, b
jsou přirozená čísla, měla řešení (řešením je pak celé číslo).

Proč byla zavedena čísla přirozená? Ta jsou jakýmsi základem pro
tvoření a definice čísel celých, racionálních, iracionálních, komplexních.
Aby tyto pojmy byly přesně zavedeny, je třeba ujasnit si vznik přiro
zeného čísla. Pojem přirozeného čísla byl určitě jednou z prvních
abstrakcí, kterou člověk udělal. Vznikla na základě přiřazování. Člověk
si chtěl nějakým způsobem zapsat, třeba „„kolik““zvěře ulovil. Udělal
to např. tak, že každému ulovenému zvířeti přiřadil jeden zářez na kosti
(viz vykopávky prof. Absolona). Každému zářezu na kosti muselo od
povídat jedno ulovené zvíře. Tak bylo dáno vzájemně jednoznačné při
řadování mezi ulovenými zvířaty a zářezy na kosti. Obě byly různé
množiny nějakých prvků, tam zvířata, tam zářezy, a přesto stačilo,
aby se člověk podíval jen na zářezy a měl jakousi představu „„kolik““
ulovil. Někdy tuto kost potřeboval na něco jiného a to, ,,kolik““,ulovil,
potřeboval vědět dále. Musel provést zase totéž vzájemně jednoznačné
přiřadění těch vrypů na množinu jiných prvků. Přesto i při pohledu
na tu jinou množinu měl stejnou představu, „„kolik““ulovil. Je vidět,
že zde nezáleželo na tom, jak byly záznamy udělány. Každá z těch
množin, kterou dostanu vzájemně jednoznačným zobrazením jedné na
druhou, říká totéž: „„Kolik““jsem ulovil. To je společné všem takovým
množinám.

Často se stávalo, že každý den, když si lovec zapisoval, „„kolik““ulovil
(prováděl vzájemně jednoznačné přiřadování), byla množina vrypů
z předcházejících dní vzájemně jednoznačně zobrazitelná na množinu
vrypů z toho dne. Aby nemusel provádět stále stejný zápis, označil si
tu množinu vrypů nějakým znakem. Tento znak pak zastupoval tu
společnou vlastnost všech množin, které se dají na sebe vzájemně jedno
značně zobrazit. Stykem s jinými lidskými kmeny se postupně tyto
znaky měnily a zdokonalovaly. Dnes jsou to 1, 2,3 ... V počátečním
stupni vývoje člověkpotřeboval omezené množství těchto znaků (stejně
jako malé dítě). Nejdříve vznikly znaky pro množinu jednoprvkovou,
pak pro dvouprvkovou atd. Vznikl vždycky nový znak pro množinu,
která má o jeden prvek více, než označuje poslední známý znak. Tak se
vytvářelo uspořádání těchto znaků.
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Současně s tvorbou znaků souviselo počítání s těmito znaky. Součtem
dvou znaků se rozuměl znak, který příslušel množině, která se skládala
z prvků obou množin (přičemž se předpokládalo, že obě množiny ne
mají žádný prvek společný). Takto zavedené sčítání je algebraickou
operací, která je komutativní a asociativní. Součinem znaků A, mno
žiny Á a znaků B, množiny B se rozuměl znak příslušný množině C,
jejíž prvky jsou uspořádané dvojice prvků a množiny A a b množiny
B: ia, bj. Je vidět, že znak množiny C bude stejný, i když její prvky
budeme vytvářet jako uspořádané dvojice 1b,aj. Tedy tato algebraická
operace je komutativní.

Asociativita je patrna z toho, že stejným znakem bude označena
množina prvků tvaru (a; 1b,ci) a množina prvků tvaru (1a, bj; c).

Znak pro množinu skládající se z jednoho prvku (budiž to např. 1)
má důležité vlastnosti. Je-li A, znak nějaké libovolné množiny A, je
součet znaku A; a znaku I znak množiny, která má o jeden prvek víc
než A, tedy znak v tom našem uspořádání hned následující za znakem
množiny A. (Protože množinu dvojic (1, aj, kde a jsou postupně všechny
prvky množiny A, lze vzájemně jednoznačně zobrazit na množinu A;
stačí přiřadit (1, aj prvku a z A.)

Pro tyto znaky platí ta důležitá okolnost, že vyslovíme-li o nich
nějaké tvrzení, které platí pro znak 1 a plyne-li z platnosti tvrzení pro
znak Az, i jeho platnost pro znak A,- 1, platí tvrzení potom pro
všechny znaky (tzv. princip matematické indukce). Připomeňme, že
tyto znaky máme uspořádány. Když by totiž tento princip neplatil,
dal by se v uspořádané množině znaků nalézt největší (to je poslední),
pro který naše tvrzení ještě platí, a pro další již by tvrzení neplatilo,
což vede ke sporu, že s platností pro znak A, plyne platnost i pro
A+ 1.

Obě operace, sčítání a násobení, jsou spojeny distributivním zákonem

(4z+ 1).Cz= A4,Cz+Cz.

Důkaz si čtenář provede snadno sám.
Nyní již zavedeme pro tyto znaky „nové“ označení přirozenáčísla.

Pro ně ještě platí toto důležité tvrzení, uváděné často pod jménem
Archimédova věta (důležitápak pro měřenívelikosti úseček):

Jsou-li » a k libovolná různá přirozená číslo a
platí-li, že n je větší nežk, pakexistuje přirozené
číslo r takové, že krzn.

347



Použití komplexních číselv geometrii
DOC. KAREL DRÁBEK, ČVUT, Praha (Dokončení)

4. Orientovaný úhel o vrcholu z, jehož ramena procházejí body 23, 2 je
dán argumentem komplexního čísla

21 — 2V = 2—2
" Důkaz.' Úhel « orientované přímky 22, S osou z je určen argu
mentem komplexníhočísla z, — z, úhel Borientované přímky 22,s osou r
pak argumentem komplexního čísla 2; — z (obr. 4a, b).

Obr. 4 Obr. 5

Proto orientovaný úhel y = « 222; (obr. 4a) je dán vztahem
| y=«-B,

tj.
arg V = arg (2, — z) — arg (24— 2),

a tedy pac?
2—2

Číslo V nazýváme komplexním dělicím poměrem bodů 23,2, z v tomto
pořadí.

Je-li « —B=y < 0, je orientovaný úhel v = 360“— |y| (obr. 4b).
Poznámka. Je-li « —B= 0, nebo « —B= 180, pak tři body 2,

Za,z leží na přímce a číslo V musí být reálné. Z toho plyne
-— —

28— 2 8%— 8
a odtud dostaneme úpravou opět rovnici přímky ve tvaru (7).
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Příklad L. Určeterovnici přímky p, která prochází bodem2 a je rovno
běžná s průvodičem komplexního boďu « (obr. 5).

Platí v důsledku rovnoběžnosti vektorůn (40
a také

2—= ku,
kde k 5 0 je reálný parametr. Tento parametr vyloučíme z obou rovnic
a dostaneme

2 — U . = = = =
= = = 7., 6). až —až + az —až = 0, (10)

což je rovnice tvaru (7a), kterou můžeme opět upravit na tvar (7).
Příklad 2. Určeterovnici přímky g, která procházábodem2, a je kolmá

na přímku (10) (obr. 6).

Určíme nejdříve průvodič B kolmý na průvodič «. Za průvodič bodu «
lze vzít průvodič o modulu rovném jedné, takže

x = cose + isnag.
Potom

B = cos (e + 90%)+ isin (p + 907) — — sine + 10089 = ai,
takže podle příkladu 1 je rovnice hledané přímky g

Tato rovnice má přímo tvar (7).
Příklad 3. Vzdálenost d bodu z, od přímky dané rovnicí (7) je dána

vztahem
l

2 |aj

Označme z, průsečík kolmice bodem z, na přímku (7). Protože směr
kolmý na tuto přímku je podle příkl. 2 dán právě komplexním číslem «,
musí být

až + aži + a|

21 — % = ku, 23 — % = ku , k reálné číslo
Odtud

0 = %4— ku, z%= 24 — ku
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a po dosazení do (7)
« (23—ka) + a(zg —ka) +a=0,

tudíž
uz, + aži+ a

Zam

Pro vzdálenost bodů 2%,24pak platí
d = 4 —%| = kaj,

k =

a proto (poněvadž |a| = |a|,

dz bahahal.
5. Rovnice reálné kružnice o středu S v bodě 2, a poloměru R je

(z — %) (č — %) = R?. (11)

Důkaz plyne ze vzorce pro vzdálenost bodu z kružnice od jejího
středu 2%.

Úpravou rovnice (11) dostaneme
22 — 224— žže + %% — R*=0,

takže rovnici (11) lze psát ve tvaru
Ačž+ az+-az+G=0, (12)

když položíme%= —3 R = L , přičemžA 5£0, C jsou
reálná čísla, « je komplexní.

Obráceně rovnicí (12) je určena reálná kružnice o středu % = Ť

apoloměruR = JžA0, je-liaa < AC
Příklad 4. Určeterovnici kružnice, která prochází třemarůznými body

21) 29 Zg

Podle odst. 4 orientovaný úhel 223%;je dán argumentem komplexního
čísla (obr. 7a, b)

A7 „tj.y=arg1-5Ra — % — 4

Podobněorientovanýúhel ya je dán sgmontom komplexníhočíslaži „tj.8= argL“
ža — 2 — Z

Mají-li podle předpokladu být dané čtyři body 24, 22, 23, 2 na kružnici,
je buď v — 8 = 0, jsou-li body 23, z v téže polorovině určené přímkou 21%
(obr. 7a), nebo y — 8" = 180“, jsou-li body 23, z v opačných polorovinách
(obr. 7b). Proto musí být číslo

reálné.
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Číslo W bylo vytvořeno jako poměr dvou dělicích komplexních poměrů,
a proto je budeme nazývat komplexním dvojpoměrem čtyř bodů 21, 29)23) 2
v tomto pořadí.

Z reálnosti čísla W plyne rovnice kružnice třemi různými body 24,22,2
ve tvaru

21.—23.217 2. 2 —23.2 — z
24— 23Z — Z 2 —23 2— 2

odkud po úpravě dostaneme rovnici
22 [(21 — 43) (21 — 22) — (Z — 23) (21 — 22)] +

+ 2 [Rx (21 — 8%)(81 — 23) — 23 (8 — 25) (21 — 2)1 +
+ 2 [23 (24 — %) (21 — 23) — %2(21 — 22) (21 — 24)] +

+ 2983 (21 — 22) (21 — 43) — Za% (21 — Za) (21 — 24) = 0

Tuto rovnici můžeme proto napsat ve tvaru
Aizz+ Bz—Bz+ Ci=0,

kee A 750, C jsou reálnáčísla, Bje komplexní. Upravíme-li získanou rovnici
na tvar (12), můžeme z ní určit střed z, a poloměr R Kružnice, která je
dána třemi různými body 2, 22,23.

Prochází-li kružnice počátkem O, je vždy C = 0.
Kružnice o středu v bodě z, na ose y, která se v počátku dotýká osy «

má rovnici
ZZ+- az +- až = 0.

Kružnice o středu 2%= 2%na ose «, která se v počátku dotýká osy vy,
má rovnici

22+ a(z + 2) —0, a = —Zreálné číslo.
6. Rovnice tečny v bodě z, kružmce

22 — R? (13)
je

28 + 22, — 2R2—=0. (14)

Důkaz plyne z podmínky kolmosti tečny v bodě 2, kružnice(13)
na průvodič bodu 2, (viz příkl. 2), jestliže použijeme ještě vztah 212 =
— R2

Poznámka. Rovnicetečny v boděz, kružnice(11)je
(z — %) (% — %) + (2 — %) (4 — %) — 2R* = 0, E)

což se ukáže užitím podmínky kolmosti tečny v daném bodě z, kružnice
(11) na přímku určenou body 24,2.

, U aw — AC
Z rovnice (14a)plyne dosazením 2%= —A R = ——72 rovnice

tečny v bodě z, kružnice dané rovnicí (12) ve tvaruAGahim)+áleba)balé+á)+G=0.| (14b)
7. Dvojice tečen z bodu 2, ke kružnici (13) je dana rovmcí

(22 + 22%— 2R?)? — 4 (zz — R?) (22% — R?) = 0 (15)

Důkaz. Pro body přímky určené bodem 2 a libovolným bodem 2;
na tečně z bodu 2, ke kružnici (13) platí

5 k,kreálné,k= 1
2— 4
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Bod z, pro který

% —k
1— 2 '

má být bodem kružnice (13); proto po dosazení do této rovnice a úpra
vou dostaneme pro parametr k kvadratickou rovnici

R>(2424— R?) — R (242 + 22%— 2R?) + ž% — R = 0 (16)

Rovnice (16) pro parametr průsečíku přímky s kružnicí (13) musí
mít dvojnásobný kořen, tedy její diskriminant

D = (4% + A% — 2R?)? — 4 (242,— R?) (2% — R?) — 0

Bod z, byl však zvolen na tečně libovolně, proto rovnice (15) určuje
dvojici tečen sestrojených z daného bodu 2, ke kružnici (13).

Z =

Uloha s číslicemi — řešení

V č.1 nastr. 7 byla otištěna úloha,
jejíž řešení je toto:

H. Hofmanová
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DESKRIPTIVNÍZS DBAGEOMETRIE

Kolmé volné průměty
DOC. INŽ. LADISLAV DRS, CSc,ČVUT, Praha

Uvažujeme pravoúhlou pravotočivou soustavu souřadnic s počátkem
O, osami £,y,2 (názorný obr. 1), libovolný bod A prostoru, jeho půdorys
A; a jeho nárys A,. Je-li U útvar složený z bodů A, B,... získáme tímto
způsobem jeho půdorys ÚU,složený z bodů A, Bx... a jeho nárys U,,
složenýz bodů Ag,B;... Tyto dva průměty přemístímelibovolně
do nákresny. |

A2

ZA
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Přemístěnéútvary označíme —pro jednoduchost, a protože to v textu
nepovede k omylu — stejně jako před přemístěním. Získáme tak např.
přemístěním půdorysnyýry osy x | 44, 24= 0,, a průměty 44,... bodů
útvaru U; a podobně přemístěním nárysny g2 osy X2| %, 4+= 0, a prů
měty 43,... bodů útvaru U;. V nákresně tak získáme volné kolmé prů
měty A4, 49,... bodů A,... útvaru U (obr. 2).

Volné kolmé průměty A,, A, bodu A jsou vázány jednoduchým vzta
hem, který nyní odvodíme. Za tím účelem zobecníme pojem ordinály
známý z Mongeova promítání. Ordinála bodu 44 (nebo bodu A;) je kol
mice vedená bodem A; (nebo A;) na osu +, (nebo «;). Ordinály jsou tedy
rovnoběžky s osami , a 2, a mají od nich stejnou vzdálenost, rovnou
souřadnici z bodu A. V případě,žepůdorys a nárys přemístíme tak, aby
platilo 94= 72,0; =0%, splýnou obě ordinály v kolmici k r, =%», v ordi
nálu v obvyklém slova smyslu a z volných průmětů získáme sdružené
průměty. Mongeovo promítání je tedy speciálním případem uvažované
promítací metody.

Toto zobecnění Mongeova promítání není samoúčelné a umělé. Při
rýsování dílenských výkresů apod. v praxi se často kreslí „pohledy“
na zobrazovaný útvar a umísťují se na výkres tam, kde je právě místo,
a to někdy i v jiném měřítku (např. některé detaily se rýsují zvětšeně).

Ordinály bodů A4, Ag,... ve volné projekci se protínají na přímce.

K důkazu tohoto tvrzení sestrojme průsečíky ordinál bodů O0,,0; 4,
A. Dokážeme, že na jejich spojnici o se protínají i ordinály libovolného
páru volných průmětů L;, L, bodu L. Posuňme (podle obr. 2) přemístěný
nárys ve směru osy 2, do nové polohy tak, aby posunutá osa «2 || %;
procházela průsečíkem přímek o, x,. Tím se nezmění ordinály a přímkao.
Ordinály bodů O, A, L jsou rovnoběžky, které vytínají na různoběžkách
£, ©2úměrné (dokonce shodné) úseky. Protínají se tedy na přímce o.
Způsob důkazu dokonce připouští, aby měřítka na obou osách 7,

Www,

(a tedy měřítkapůdorysu a nárysu) byla různá. Tedy:

Na přímce o se protínají ordinály volných průmětů bodů, 1 když pře
mistěný půdorys a nárys jsou sestrojeny v různých měřitkách.

Volné průměty jsou tedy určeny osami %4,41; X2,2, a průměty J1, J;
jednotkového bodu J osy «, které nám udávají měřítka (je-li O,J; =
= 0,J, jsou měřítkastejná).

Ukážeme na dvou příkladech řešeníúloh ve volných průmětech.

1. Bod a přímka v rovině (obr. 3). Volné průměty jsou určeny osami 4,
Y13X9,22A průměty Jy, J, jednotkového bodu osy «, kterými jsou určena

DAMAměřítka; O,jJ; * O,J;,, měřítka jsou různá. Rovina « je určena stopami
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p%,na, které se protínají v bodě J. Dále je dán průmět A, bodu A roviny «.
Nejprve určeme přímku o, která prochází průsečíky ordinál bodů O;, 0%;
Ji, Js. Bodem A, veďme nárys A,hlavní přímky h roviny «. Pak je h, || Z.
Průmětem N, nárysného stopníku N přímky 4 vedme ordinálu. Jejím prů
sečíkem s o prochází ordinála bodu Nj, který leží na 74. Bodem N; vedeme

Obr.3 Obr. 4

půdorys 4, hlavní přímky, hy|| pí. Na přímce Ah;a na ordinále příslušné
k ordinále bodu A, je hledaný bod 41.

2. Kolmice k rovině (obr. 4). Volné průměty a rovina « jsou určeny jako
v L. příkladě. Dále jsou dány průměty Ly, L; bodu L. Jak známo, jsou
průměty ky,k, kolmice k k rovině « bodem £ kolmé k přímkám pí, ní.
Patu této kolmice vyšetříme užitím krycí přímky r. Položme k; = ry. Podle
obr. 4 určíme 7, tak, že na r, zvolíme průměty Py, N; stopníků P, N a určíme
body P;, Nz, F,N, = r,. Pata K kolmice k k rovině « má nárys K; = kz. r
a půdorys K; na ordinále příslušející k ordinále bodu Kg.

Volné průměty jsou základem k jednoduchému sestrojení názorného
průmětu útvaru (axonometrie). Tuto metodu si vysvětlíme v dalším
článku. -8

Oprava pro č. 6: Na str. 257 v odstavci 5. vypusťte „„av kosoúhlém promi
tání““.Na str. 262 v obr. 2. chybějící body F;, By, leží na vodorovné hraně
tělesa nejblíže k nárysně.
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0 některých křivkách (Dokončení)
DOC. BOŘIVOJ KEPR, ČVUT, Praha

Pro přibližné určení středu kružmice křivosti (oskulační) v bodě dané
empirické křivkyexistuje celá řada konstrukcí. Jak bylo slíbeno v úvodu
tohoto článku, uvedeme alespoň dvě z těchto konstrukcí. První z nich
je znázorněna v obr. 47.

Je dán oblouk empirické křivky k, na něm je zvolen bod T. V něm
je sestrojena tečna f a normála » křivky k. Bod T dělí daný oblouk
na dvě části. Na jedné části tohoto oblouku zvolme řadu bodů 1, 2,
3, Na druhé části oblouku zvolme řadu bodů —1, —2, —3,
Sestrojme dále osy souměrnosti úseček (tětiv) T 1, T2, T3,...
T—1, T—2, T—3,.... Tyto osy souměrnosti lo, %o,*o, lo,
—20,790, ... protínají normálu » v bodě T dané křivky k po řadě
v bodech IN,2N, ... ; IN, 72N, . Sestrojme v bodech *N,?WN,...
-IN, 72N, ... kolmice 1k, k, ... ; o*k, 92k, ... na normálu 1. Tato
normála dělí rovinu, v níž provádíme konstrukci, na dvě poloroviny.
Na kolmice !k, 2k, ... nanesme od bodů *N, *N, ... úsečky délek T 1,
T 2, směrem do jedné z těchto polorovin, na kolmice -"k, "*k,
nanesme od bodů —tN,72N, ... úsečky délek T —1, T —2, směrem
do druhé (opačné) z těchto polorovin. Na kolmicích *k, *k, ... získáme
tak body I, II, ... , na kolmicích k, 72k, ... získáme stejným způ
sobem body —I, —II, (obr. 47). Spojíme-li spojitě body ... II,
I, —I, —II, ... strojnou křivkou s, protne tato křivka normálu n
v bodě T' dané empirické křivky k v bodě O, který je zřejmě totožný
s hledaným bodem S7, středem oskulační kružnice dané křivky k v jejím
bodě T.

Druhá z celé řady přibližných konstrukcí oskulační kružnice dané
empirické křivky k v jejím bodě T' je znázorněna v obr. 48, kde je dána
křivka k svým grafem. Vytkněme si na této křivce jeden z obou jejích
smyslů (na obr. 48 je vyznačen šipkou). Zvolme na dané křivce k řadu
bodů +T, *T, *T', , sestrojme v těchto bodech tečny 1, %, %, ...
křivky k a nanesme na ně od bodů dotyku *T', *T', vždy v témž
smyslu, který v bodech dotyku souhlasí se zvoleným smyslem na křivce,
úsečku téže zvolené délky ď. Získáme tak na tečnách *, %, body
vT"“,2T", „ které spojitě spojíme křivkou k". Křivku k“ nazýváme
tzv. ekvitangenciálou dané křivky k. Budeme říkat, že bodu 'Tek
odpovídá bod *7"ek' (i —=1, 2,3 ...). Dá se pak ukázat, že průsečík
S, normály n křivky k v jejím bodě *T's normálou "n' křivky k'
v odpovídajícím bodě *7", je hledaným středem křivosti v bodě T € k.
V obr. 48 je provedena příslušná konstrukce středu křivosti S7 pro
daný bod T (= “T) křivky k.
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oskulační .kružnice

SX 2hák
JOMObr.47.M jj

Jak bylo již řečeno,lze tečnu ž k narýsované křivce k sestrojit prakticky
přesně pouhým přiložením pravítka (analogicky k tomu, že na narýsované
křivce k můžeme libovolně vyznačit některý její bod). Příslušný dotykový
bod T' nutno však vždy sestrojit, třeba i jenom přibližnou konstrukcí.
Vyznačíme-li na tečně t dané křivky k její dotykový bod T' pouze odhadem,
tak říkajíc „„od oka““, dopouštíme se v každém případě přestupku proti
přesnému rýsování, i když tomu slovu „„přesnému““je nutno často ro
zumět — zejména v přibližných konstrukcích — ve smyslu prakticky
nutné přesnosti. Stejně tak, je-li na dané křivce k vyznačen předem její
daný bod T', nelze nikdy v tomto bodě sestrojit příslušnou tečnu č?pouhým
přiložením pravítka, abychom se nedopustili stejného přestupku, o němž
byla právě zmínka. Tečnu řv předem daném bodě T' křivky k k této křivce
je tedy nutno vždy zkonstruovat, byť i jenom přibližnou konstrukcí.

/J
kružnice Rřivosti

Obr. 48 Obr. 49

357



Z předcházející úvahy však plyne tato skutečnost: V daném bodě T
dané křivky k nelze sestrojit „„beztrestně““normálu » třeba tak, že
bychom učinili 7 en | t, kde ovšem přímka / by byla tečnou křivky k
v jejím bodě 7T'sestrojená pouhým přiložením pravítka. Normálu »
v daném bodě T dané křivky k je tedy nutno vždy zkonstruovat, třeba
i pouze přibližnou konstrukcí.

Někdy však potřebujeme sestrojit celou řadu normál n, n, ... v da
ných bodech T, 7", ... dané křivky k. Je zřejmé, že splnění tohoto
úkolu vzhledem k předcházejícím konstrukcím by vyžadovalo poměrně
dost času a hlavně poměrně mnoho konstrukčních čar. Tato skutečnost
je při konstruktivním řešení nepříjemná, a proto se vždy při provádění
konstrukcí snažíme, pokud to lze, šetřit na počtu pomocných kon
strukčních čar.*!)

Obr. 49 ukazuje, jak zejména u empirické křivky k, dané svým
grafem, lze poměrně přesně (vzhledem k praktickému provádění kon
strukcí) sestrojit normálu » v jejím bodě 7' bez jakékoliv pomocné
konstrukce. Předpokládáme, že křivka k je v nějakém vhodném okolí
daného bodu T „hladká““."Toznamená, že v každém bodě křivky tohoto
okolí a rovněž i v bodě T' existuje vždy jen jedna její tečna s bodem
dotyku v tomto bodě. Vyjádřeno jinými slovy to znamená, že poloha
tečny křivky k v bodech tohoto okolí se bude spojitě měnit, bude-li
příslušný bod dotyku spojitě probíhat uvedené okolí daného bodu T
na křivce k, bod T' nevyjímaje. Přiložme nyní v bodě T € k zrcátko Z
tak, jak ukazuje obr. 49, tj. tak, aby pro pozorovatele viditelná část
křivky k a její obraz k" (na obr. je vyčárkován) v zrcadle na sebe plynule
(tj. hladce) navazovaly. Hrana zrcátka, procházející bodem T € k v ro
vině dané křivky, určuje pak hledanou normálu ». K tomuto sestrojení
normály lze použít i pravítka, do jehož stěny, procházející hranou
sloužící k rýsování přímek, je zamontována zrcadlová ploška. (Viz
konstrukci normály n“ v bodě T" dané křivky £ na obr. 49.)

Vzhledem k celému, poměrně teoretickému pojednání, které předcházelo,
zdá se jistě čtenáři konstrukce normály pomocí „„zrcátkovémetody“ asi
nějak zábavná. Z hlediska praktického provádění konstrukce tomu tak
zdaleka není. Je-li daná křivka k, křivkou nikoliv empirickou, pak se jistě
vždy snažíme — zejména v případech velmi složitých už jenom z důvodů
prestižních — o exaktní, tj. přesné konstrukce. V případě křivek empi
rických (kde o exaktnost v pravém smyslu slova nemůže jít) a i v případě
křivek nikoliv empirických — kde by přesná konstrukce byla časově příliš
náročná — je „zrcátková metoda““ prakticky poměrně přesná, i když „ni
koliv vědecká““.Je to tím, že lidské (normální) oko je velmi citlivé na hladký
průběh křivky.Čtenář Roz hledů v tomto smyslu jistě již dávno přišel
z vlastní zkušenosti k poznání, že např. při vytahování rysu tuší, kde byl

21)Čím větší je počet pomocných konstruktivních čar, tím větší je vždy
možnost dopustit se chyby, o ztrátě přehlednosti konstrukce — což je velmi
důležité — ani nemluvím.
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nucen vytáhnout, např. některou z kuželoseček, se mu zejména z počátku —
kde byl v této činnosti ještě začátečnicky nešikovný — přihodilo to, že
v tužce měl příslušnou křivku vyrýsovánu poměrně tak pěkně na pohled,
že se mu líbila. Když však tuto křivku vytahoval tuší, sem.tam někde —
jako začátečník v této práci — zakolísal v plynulosti vedení vytahovacího
pera. A jaký byl výsledek? I když vytahovací pero v rozsahu tloušťky
vytahované čáry nevybočilo ze směru, byla tuší vytažená křivka na pohled
„nrbatá““. A to je právě tím, že normální lidské oko je velmi, velmi (až
někdy nepříjemně, zejména ve školních úkolech) citlivé na „„hladký““průběh
křivky.

Tím vším se autor snažil odůvodnit fakt, že „„zrcátková metoda“
konstrukce normály » křivky k v jejím bodě T' je z hlediska praktického
rýsování poměrně dosti přesná. Normální oko velmi dobře postihne
okamžik, kdy část křivky k „,před““bodem 7' a část jejího zrcadlového
obrazu „,za““bodem T na sebe hladce naváže. V tomto okamžiku ukazuje
pak příslušná hrana zrcátka poměrně velmi přesněhledanou normálu 1.
Máme-li však možnost provést nepříliš komplikovanou konstrukci nor
mály přesnými metodami, jistě dáme v každém případě přednost těmto
metodám.

6. Závěr

Závěrem ještě několik slov. Teorie křivek je velmi krásná a po stránce
technických aplikací velmi důležitá. Autor již v úvodu a v poznámkách
k odst. 3 upozornil na některou důležitou a užitečnou literaturu. Čtenář,
kterého by zaujala teorie křivek do budoucna natolik, že by se sám
chtěl dozvědět mnohem více o této disciplíně, by si jistě s velikým
zájmem prostudoval tato naše díla: Kadeřávek-Klíma-Kounovský,
Deskriptivní geometrie I. (NakladatelstvíČSAV,Praha
1954),kapitolaII Základy kinematické geometrie
a některé partie z II. dílu téhož díla. Celé toto dílo je kompendium
světové úrovně.

Mezi všemi křivkami mají technicky i fyzikálně význačné postavení
kuželosečky. Teorií kuželoseček se zabývá podstatně jedna z obecnějších
disciplín geometrie, tzv. projektivní geometrie,zasahující svými důsledky
i do Einsteinovy teorie relativity. Z hlediska konstruktivní teorie kuželo
seček může autor čtenáři doporučit krásnou knížku doc. dr. Karla
Havlíčka,Úvod do projektivní geometrie kuželo
seček (SNTL, Praha 1956). Metodami početními, tj. metodami tzv.
analytické geometrie, zpracovává teorii kuželoseček akademik B. Byd
žovskýve svémdíle. Úvod do analytické geometrie
(JČMF, Praha 1946) a kromě kuželoseček i jiné další křivky (o nichž
tu z malé části byla řeč) vyšetřuje rovněž metodami analytické geo
metriedíloprof.dr. JiříhoKlapky, Analytická geometrie
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(SNTL, Praha 1960). Obě naposled jmenované knihy jsou od autorů,
jejichž vědecká a pedagogická úroveň je příkladná. Metodami analytické
projektivní geometrie studuje algebraické křivky překrásné a unikátní
dílo akademikaBydžovského,Úvod do algebraické geo
metrie (JČMF, Praha 1948).Je to vrcholné učebnicovédílo jednoho
z našich nejlepších vědců v tomto oboru a současně jednoho z nej
lepších našich učitelů na staroslavné Karlově universitě.

Autor tu vyjmenoval pouze některá naše díla, a to ještě díla pouze
z poslední doby, tj. poměrně dostupná. Je mnoho prací tohoto druhu,
ale již starších, a tudíž těžko dostupných. O zahraničních publikacích
je vždy obšírná zmínka v dílech našich, a proto je tu neuvádím. Aby
nenastalo nedorozumění, všechna uvedená díla by mohl čtenář s úspě
chem studovat až po zvládnutí celé řady matematických a geometric
kých disciplín. Problematika však za to stojí a těm čtenářům, kteří
jsou pro ni zaníceni, ji autor vřele doporučuje. Kromě pochopitelného
užitku pro potřeby technického rozvoje přináší studium i pocit osob
ního štěstí, je-li ovšem konáno s vnitřním zájmem.

Jako poslední informaci čtenáři by rád autor sdělil, že mohutným
nástrojem pro zkoumání křivek, které vznikly jako dráhy bodů, nebo
jako obálky přímek, nebo křivek při komplanárním pohybu, je analy
tická (tj. početní) metoda v tzv. Gaussově rovině komplexních čísel.
Je to současná moderní metoda, pěstovaná u nás i v zahraničí.

Byl bych rád, kdyby se nalezl alespoňjeden čtenář Rozhledů,
který by tento seriál článků o křivkách absolvoval s takovou chutí,
s jakou jsem celou práci pro ně psal.

Řešení úlohy z č. 7

otištěné na str. 336 je zřejmé
z vedlejšího obrázku.

O. 8.
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FYZIKA

Tažisko,

momenty prvého a druhého stupňa
PROF. Dr. ZALÁN BODÓ, Budapešť

(Psáno pro Rozhledy)

I. Momenty prvého stupňa a Úažisko

Nech je daná sůstava » hmotných bodov Ilubovolným priestorovým
usporiadaním. Nech hmoty jednotlivých hmotných bodov sů my,M,
M, Mn. Označme hmotu celej sústavy

n

> m=M
i=1

Zvolme si flubovolným spósobom pravouhlý súradnicový systém «, y, z,
v ktorom súradnice %-téhohmotného bodu označme «;, y;, 2; (obr. 1).

Pomocou hmot a súradníc hmotných bodov definujeme veličiny
n n n

Ny = > MA, Na= D2Mmu, Ney= D2Mmů, (1)

ktoré nazývame momentami prvého stupňa vzhladom na súradnicové
roviny yz, 2x a ry. Pre tieto momenty platí tato zaujímavá veta:
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V priestore existuje jedema len jeden taký bod, do ktorého keď umtestníme
počiatok FubovoĎneorientovaného pravouhlého súradnicového systému, všetky
tri momenty prvého stupňa budů rovné nule.

Dokážeme, že súradnice tohto bodu (označeného S) sů nasledovné
n n

> mW > m > m
%=1 Nu. „ d=l Nz. PO - Nyn zgr T M ©

> Mm
i=1

xs — n n
i=1

(2)

Zvolme nový sůradnicový systém s počiatkom v bode S tak, aby osi
x, 4, 2 zvoleného systému boli rovnobežné s osami x, y, z (obr. 1, 2).

1!

Z (s|

|

| |

|

|

emi
|

|

|

| Z;

|

|
7,

V
V„

v X

——
Obr. 1 Obr. 2

Potom v = m 25 = Yi—US)U = U —25 (3)

a momenty prvého stupňa vzhladom na súradnicové roviny nového
systému sa rovnajů nule. Napriklad v dósledku (3) vzhladom na ro
vinu yz

n n
/ ,/

Ny = > M X = Ž Mm(X —X5)=
i—1 m1

n " n n

= DLMmd— Ž Mag = Ď Mů— 15 Ž, Mm.
i=1 i=1 i=1 V=1
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Vzhladom na(1) a (2)

Ny = vz— X5M = Ny— Nya=0

Analogickým spósobom možno dokázať, že aj momenty vzhladom
k ostatným dvom sůradnicovým rovinám sa stávajů nulovými.

Pri pootočení nového súradnicového systému okolo volaktorej súrad
nicovej osi momenty prvého stupňa budů naďalej rovné nule. Dokážeme
to v pripade pootočenia systému okolo osi 2' o uhol 6. Tvrdenie je
zrejmé pre moment N3y.Treba ho dokázať len pre momenty Nj, a Nz,.
Za tým účelom vyjadríme Ny, a N;, pomocou vzdialenosti z; hmotných
bodov od osi z' a ich uhlov «; s osou «' (obr. 1 a 3).

n
/ /Na= 2 mů= > mr cos;= 0,

4=1 4=1
n n

Np= D2Mmyý= X Mmrý sin 0; = 0
i=1 i=1

Po pootočení o uhol Gv týchto výrazoch sa zmenia len uhly «; každý
je zmenšený o B. Nové momenty budů

n n

Ž m; r cos (az—B) = X, m rý;(cos a; cos B + sin az;sin ) =
i=1 i=1

= cosBNi; + sin BNz, = 0,

369



n

sin (w — (P)= > 7MTyi (sin «; cos B — cos «; sin B) =
i=1

Podobným spósobom možno previestť dókaz v prípade pootočenia
systému okolo osi w a y' Nakolko pootočením okolo troch kolmých os
možno previesť Iubovolné priestorové pootočenie súradnicového systé
mu, dokázali sme, že

/
M, T«

iM

moment prvého stupňa vzhladom na lubovolne orientovanů rovinu pre
chádzujúcu bodom S sa rovná nule.

Z rovnic (2) je aj to vidno, že pri posunutí počiatku fubovolne oriento
vaného súradnicového systému g'y'z' z bodu S aspoň jedna zo súradníc
X5,Ys, 2s Sa stáva nenulovou. A tak aspoň jeden z momentov prvého
stupňa sa stáva nenulovým. Teda bod S, ktorý má vyššie uvedené
vlastnosti, je jediný.

Bod S nazývame /motným stredom sústavy, alebo fažtskom. Posledné
pomenovanie pochádza z toho, že pri zachovaní vzájomných polóh
hmotných bodov,tj. pri „„ztuhnutí““sústavy, výslednica váh pósobiacich
na hmotné body v homogennomgravitačnom poli leží na zvislej priamke,
ktorá prechádza hmotným stredom, a to pri Iubovolnom pootočení
sůstavy. Aby sme sa o tom presvedčili, stanovme polohu výslednice
svislých (s osou 2“rovnobežných) váh g m; v usporiadaní podla obr. 2,
kde rovina g"y' je vodorovná. Súčet momentov váh vzhladom na os y'
sa musí rovnať momentu ich výslednice, vzhladom na tů istú os. Ra
meno váhy g m; vzhladom na os y' je zrejme «;, teda celkový moment je

n n

> gmai=9 2 mx =9Nz=0,
i—1 ia

z čoho vyplýva, že výslednica leží v rovine vz. Podobným sposobom
vypočítaný moment vzhladom na os « je tiež nulový, teda výslednica
musí ležať na priesečnici týchto dvoch rovín na osi 2',t.j.na zvislej
priamke, ktorá prechádza ťažiskom.

Priamku, ktorá prechádza tažiskom, nazývame ťažnicou.Pri zisťovaní
polohy ťažiska často hrá dóležitů rolu aj rovina, prechádzajůca ťa
žiskom.

Momenty prvého stupňa (delením M aj polohy rovín, ktoré pre
chádzajů ťažiskom) sú určené rovnicami (1). Pri praktickom výpočte,
keď je priestor spojite vyplnený hmotou, súčty vystupujúce v rovni
ciach (1) majů nekonečný počet členov a prechádzajů v integrály.
Výpočet spomenutých integrálov v niektorých prípadoch nie je možný.
Kto nie je zbehlý v integrovaní, nevie si rady ani s jednoduchými
pripadmi. Značnézjednoduchšenienastáva, ak sústava hmot
ných bodov (alebo homogenné teleso) má rovinu,
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os alebo stred súmernosti. Ťažisko totiž na nich
leží, t.j. rovina symetrie prechádza ťažiskom —
os symetrie je Úažnicou a stred symetrie je to
tožný s Úažiskom.

Je to zrejmé, lebo moment prvého stupňa vzhladom na rovinu sy
metrie homogenného telesa je nulový, pretože v súčtoch (1) vystupujú
vždy samé dvojice členov, ktoré sů až na znamienko rovné.

Ďalším dósledkom toho je, že ťažisko hmotných bodov ležiacich
v jednej rovine je v tej istej rovine. Okrem týchto všeobecne známých
poučiek oboznámime čitatela s dalšími tromi vetami. Pomocou nich
možno určiů bez integrovania momenty vo váčšine prípadoch, vyskýtu
júcich se v praxi aj pri spojitom rozložení hmoty.

Z rovníc (2) vyjadríme momenty
Nyz= M75; Na = Mys; Nyy= Ks (4)

Obsah týchto rovníc vyjadríme nasledovou vetou:
E I. Moment vzhladom na Vubovolnůrovinu dostaneme tak, že k momentu
vzhladom na rovinu prechádzajůcu ťažiskom rovnobežnées danou rovinou

(ktorý je teraz nulový) propočítame momení jedného bodu hmoty M umestneného v ťažisku.
Ako neskoršie uvidime, tá veta platí aj pre momenty druhého stupňa.

Ak sústava hmotných bodov, alebo teleso pozostáva z viac menších
sústav (telies), ktorých ťažiská sú známe, ťtažiskocelej sústavy najdeme
podla vety I. tak, že jednotlivé podsúůstavynahradíme hmotnými bodmi,
ktorých hmota sa rovná hmote celej podsústavy a sů v mieste ťažiska
podsúůstavy.

Napíšeme teraz moment prvého stupňa vzhladom na rovinu yž
v Úvare

Nyz= Mal, (5)
kde l, je lubovolný charakteristický lineárny rozmer sústavý hmotných
bodov v smere osi r (napr. g-ová súůradnicavolaktorého bodu neležia
ceho v rovine yz, alebo rozdiel zx-ových sůradníc dvoch bodov atď.)
a a, je bezrozmerné číslodefinované rovnicou (5), t.j.

n
M, X;M A" u (6)0M U

l Ž m
Z rovnice (6) vyplývajů dalšie dve vety:

II. Keď v rovnakom pomere zvěčšíme alebo zmenšíme hmotu všetkých
motných bodovalebo ich súradmce, číslo a, zostava nezmenené.

Inak povedané: podobným sústavám hmotných bodov (podobným
telesám) prislůcha to isté číslo ap. Číslo a, teda nezávisí od velkosti
telies, závisí len od tvaru telies a od rozloženia hmoty v nich.
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III. Číslo a, a moment vzhladom na rovinu yz sa nezmema, keďbubo
volne zmeníme súradnice 4; a 2;.

Z tejto vety vyplýva, že jednotlivé, alebo všetky súradnice y; a 2;
možno Iubovolným číslomnásobit, t. j. rozmer telesa v smere osi y a 2
možno Iubovolne zváčšiť alebo zmenšit. Dósledkom toho zmenšenia
v krajnom prípade všetky y; a 2; súradnice móžu nadobudnůť nulovů
hodnotu, t.j. všetky hmotné body možno stlačiť do osi x. Tento postup
možno samozrejme použit len pri určení a, alebo Nyz, lebo Nzz a Ny
pri takej premene nezostávajů konštantné.
< Na nasledujúcich niekolkých príkladoch ukážeme, jak mnohostranne
sa dajú použiů tieto zákony.

1. priklad. Tažisko hmotnej úsečky dížky l pri rovnomernom rozložení
hmoty (hmota pripadajůca na jednotku dižky je 0, —konšt.) z dóvodov
symetrie je zrejme v strede úsečky. K tomu istému výsledku vedie naša
metóda trochu zložitejšou cestou, ktorů použijeme, aby sme lahšie po
chopili zložitejšie príklady. Určme teraz ťažisko pomocou neznámeho čísla
ar. Na obraze 4 je zobrazené © ako funkcia x. Nakolko o je konštantné
pozdíž celej úsečky, hmotu celej úsečky udáva súčin M —=0, .l zobrazený
vyšrafovanou plochou. Hodnota az závisí len od relatívneho rozloženia
hmoty, tedá velkosť 09nemá na ňu vplyv.

Pá

z > P=f,mZ
V eníLÁ

0 l X

%-“ i jj

Obr.4 l ' ; ei

Rozložme úsečku na dve rovnaké polovice. Každá polovica má rovno
merne rozdelenů hmotu. g-ové súradnice Iavej polovičky úsečky sú k ná
sobkom (k = ž) súradníc poóvodnejúsečky. Hodnoty az počítané vzhladom
na pravé koncové body lavej polovice úsečky a celej úsečky sa teda na
základe vety II. rovnajů. Vyjadríme moment prvého stupňa pravej polovice
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PÁ PÁ

O X 0) — Xo|

'
Obr. 5

úsečky pomocou momentu vzhladom na rovinu rovnobežnů idůúcujej Ilavým
koncovým bodom, použitím vety I. Pretože hmota a dlžka každej polovičky
je rovná polovičke hmoty a dížky poóvodnejúsečky a pretože vzdialenosť

lavého konca pravej polovičky od počiatku je 5 s použitím rovnice (5)
dostaneme

M 4 MII l
Mazl=Ta-+ |-Z

Gx Lai + HE +05)
krátením s Ml dostanemez lineárnej rovnice

z čoho
dx= 3 teda 45= žl.

2. priklad. Určme ťažisko úsečky dížky Z,ktorej dížková hustota hmoty
lineárne rastie (o = kv).

Znova rozpoltíme úsečku, pritom pravů polůsečku možno rozložit na
úsečku s rovnomerne rozloženou hmotou a na úsečku, ktorej rozloženie
hmoty súhlasí s rozložením na Iavej polůsečke, ako to vidno z nasledujúceho
výrazu

l l
=ka=kh+ klez—č).

omko=i3T 6 ;
Hmota celej úsečky aj hmoty polúsečiek sů dané vyšrafovanými plochami

na obraze 5, podobne ako v predošléj úlohe. Hmota lavej polůsečky jeM 4 v „M
— , úsečky s rovnomerne rozloženou hmotou je 3? ako to z obrazu 5

2

priamo vyplýva, kde M = k > je hmota celej úsečky. Velkosť čísla az aj
teraz je rovnaká pre lavů úsečku aj pre celů úsečku. Vyplýva to z podob
nosti trojuholníkov OCD a OAB (obr. 5), lebo podla vety II. číslo az sa
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Obr. 6 Obr. 7

nezmení, keď x-ové súradnice a hustotu o násobíme konštantou. Podla
úvah v predchádzajůcom príklade dostaneme pre az rovnicu

OMOU. MI DNV.M lMao= + (ž+nei)+Vl +5:z)
kde posledný člen udáva moment úsečky s rovnomerne rozloženou hmotou.Z tej rovnice 0x = 3a1S =%

3. priklad. Určenie tažiska trojuholníka s konštantnou plošnou hustotou
hmoty.

Zvolme si súradnicový systém podla obr. 6. Priečny rozmer trojuholníka
rastie lineárne so súradnicou x. Keď v súhlase s vetou III. všetky body
trojuholníka s rovnakými w-ovými súradnicami stlačíme do osi 7, dosta
neme úsečku, ktorej dlžková hustota hmoty lineárne rastie, tým sa priklad
prevedie na predošlý. Ako je všeobecne známe, tažisko trojuholníka leží
na priamke, ktorá je rovnobežná so základňou vo vzdialenosti 3 m od
vrcholu trojuholníka.

K tomu istému výsledku dospejeme aj iným spósobom. Na základe II.
a IIT. vety pre každý trojuholník s rovnakou výškou m vzdialenosť ťažiska
od základné je rovnaká. Pomocou transformácii, ktoré sů dovolené dvoma
vetami, možno každé dva také trojuholníky tranformovať jeden do druhého.
Vzdialenosť ťažiska určíme pre najjednoduchší, t. j. pre rovnostranný troj
uholník.

Tažisko leží na osách symetrie, v našom prípade teda je totožné s priese
číkom výšok trojuholníka aj so stredom vpísanej kružnici. Možno podla
obr. 7 rozložiťtrojuholník na tri zhodné trojuholníky, ktorých plošný obsah
sa rovná tretine plošného obsahu póvodného trojuholníka. Póvodný a spodný
dielčitrojuholník majů spoločnůzákladňu, teda výška dielčiehotrojuholníka
musí sa rovnat tretine výšok povodného trojuholníka. Teda ťažisko je
naozaj vo vzdialenosti 3 % od vrcholu trojuholníka.

4. priklad.Stanovenie vzdialenosti tažiska homo
génneho kúžela od základne, ktorá je určená uzav
retou rovinnou krivkou lubovolného tvaru (obr.8).
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Obr. 8

Spoločná vlastnosť kůželov spomenutého tvaru je, že plošné obsahy ro
vinných rezov rovnobežných so základňou, kvadraticky rastů so vzdiale
nosťou rezu r od vrcholu kůžela. Vzhladom na az tieto kůžele sů transfor
movatelné jeden do druhého. Preto príslušné az shoduje sa s číslom ar pri
slúchajúcemu úsečke, ktorej dížková hustota hmoty rastie kvadraticky,
k čomu sa ešte vrátime. Velkosť čísla az možno najjednoduchšie určiť pre
pravidelný štvorsten (tetraeder), podobne ako v prípade rovnostranného
trojuholníka (obr. 9).

Tažisko zrejme sa nachádza v priesečíku rovín symetrie. Ak ho spojíme
s vrcholmi štvorstena, dostaneme štyri zhodné ihlany. Základňa spodného
ihlanu je totožná so základňou štvorstena, teda ťažisko musí byť vo výške
í m nad základňou, alebo vo vzdialenosti ž m od vrcholu štvorstena. Je
teda

lodz =

9. priklad. Ak poznáme výraz pre výpočet plochy pod parabolou (obr. 10),
móžeme stanovit tažisko úsečky,ktorej dížková hustota hmoty kvadraticky
rastie. Podobným spósobom ako v priklade 2 móžeme dostat pre az = í.

Obr. 9
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94

m=kl*

V ďalšom si zvolíme opačný postup, tj. z predošlého príkladu známe číslo
az používame pre výpočet plochy medzi zr-ovou osou a parabolou o = kz?
(obr. 10). Skúmajme teda úsečku, ktorej dížková hustota hmoty o = ke?

O

Obr. 10

I
2

kvadratický rastie. Pretože je správne rozloženie

ka—=ko—i) +bile—i)+ků,2 2 4

aj plochu nad pravou polovicou rozpoltenej úsečky možno rozložit na
obdlžník, na trojuholník s rovnakou plochou ako obdlžník a na plochu
rovnajúcu sa ploche nad lavou polůsečkou.

p?

%|x

<
I
6

3F
8

3Ť
II 8
9 . 3

O X

Obr. 11
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Preto ak označíme znakom T7'hmotu celej úsečky, t. j. plochu nad úsečkou,
. 3

vtedy plocha medzi lavou polúůsečkoua krivkou bude — —> . Kedže
poznáme číslo ax pre parabolu %, pre trojuholník $ a pre obdlžník ž , rov
nosť momentov je nasledovný

T. kď l k P l31—=> LZ Z. Ve 1] 1" .ra (Z—").a 3+ (u+tž)+2 8

kB „ů (= keV „0ši +82)+ (2-2 3+2),+žěl+st)+(3 (+2
odkial

p-kRIRP dm,
3 3 3

alebo slovami: Plochu pod parabolou dostaneme tak, že sůčin základne
a výšky vydelíme troma. Pri známom T', časti plochy podla obr. 10 možno
vyjadriť zlomkami celej plochy, ako je to vidno na obr. 11.

(Dokončení)

Průběh přijímacích zkoušek z fyziky
na fakultě technické a jaderné fyziky v Praze

DOC. Dr. JOSEF DIBELKA

Pro šk. rok 1965/66byli žáci, kteří se přihlásili ke studiu na vysokých
školách, přijímáni a vybíráni na základě přijímacích zkoušek a nikoliv
jako doposud na základěpřijímacího pohovoru. V tomto článku chci
vám, kteří se budete v příštích letech hlásit ke studiu na vysokou školu,
ukázat, jak probíhaly zkoušky z fyziky na fakultě technické a jaderné
fyziky v Praze.

Úvodem připomínám, že při studiu fyziky nestačí jen dané látce se
naučit, ale je nutno probírané látce dokonale rozumět. Že jste naučené
látce dobřeporozuměli, ukáže se nejlépe na tom, jak umíte řešit fyzikální
příklady a různé fyzikální problémy, kde aplikujete fyzikální zákony
a vztahy. Znamená to tedy vypočítat co nejvíce vhodných příkladů.
Řešení fyzikálních příkladů neznamená však jen dosazování do nauče
ných vzorečků, ale je nutno tyto vztahy umět si sám odvodit a dokázat.
Velkoupříležitostprávěk takovémustudiudáváFyzikální olym
piáda a účast na řešenípříkladů, které jsou uveřejňoványv tomto
časopise. Obojí vám co nejvřeleji doporučuji.
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Ukáži na některých příkladech, které byly letošním uchazečům zadá
ny, jakých základních chyb se uchazeči dopouštěli a vy pak z těchto
chyb můžete získat poučení.

Mechanika.

Příklady z mechaniky činily žákům značné potíže. Pravda, byly za
dány i příklady na zákon zachování hybnosti, ale žákům, kteří se hlásí
ke studiu na fyzikální fakultě, a účastníkům Fyzikální olympiády by
takové příklady neměly činit potíže.

1. Dva muži a chlapec chtějí táhnout krabici ve směru určeném na
obrázku osou z%(obr. 1). Dva muži táhnou silami F, a F, jejichž velikost
a směr jsou nakresleny na obrázku. Nalezněte velikost a směr nejmenší
síly, kterou musí chlapec vyvinout.

Výslednourezultantu dvou sil F,
a F, žáci většinou uměli vypočítat,

=50kp ale dále neuvažovali podmínku, že
chlapec má vyvinout nejmenší sílu
a to že je kolmá na směr daný osou r
a tak na příkladu ztroskotali. V tom
to příkladu se ukázalo, jak je důleži
té umět nakreslit správný a přehled

60* ný obrázek.

/ 2. Vagón o hmotě m, = 12 000kg,
X o 7 jedoucí rychlostí vy — 1l,8ms"* na50 razil na klidně stojící vagón hmoty

m, — 8000 kg. Posunovač přitom oba
vagóny spojil, takže jedou dále společ
nou rychlostí v,. Určete tuto rychlost.

540 kp Nejčastějšíchyba byla ta, že bylo
počítáno zezákona zachování energie

a nikoliv ze zákona zachování hybnosti. Zamyslete se nad tímto příkla
dem a odůvodněte, proč není možno použít zákona zachování energie.
Další chyba, která se vyskytovala byla ta, že nebylo bráno v úvahu,
že spojením vagónů se pohybuje hmota m4+ m; a nikoli jen hmota m;.

Obr. 1

3. K měřenírychlosti střel se užívá zpravidla balistického kyvadla. Je to
bedna s pískem zavěšená na laně. Střela, která zasáhne bednu, v ní uvázne,
avšak bedna se přitom vychýlí do určité výšky 4. Určete rychlost střely,
jsou-li známy tyto veličiny

hmota střely my = 12 g,
hmota bedny m, = 6 kg,
výška výstupu bedny 4%= 1,6 cm.

Tento příklad činil značné potíže, hlavně v úsudku. Mnoho žáků jej
nezačalo ani počítat a ti, co jej přeci počítali, ukázali, jak špatně umějí
uvažovat, když příklad řešilijen na základě zachování energie. Vycházel
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z nesprávného předpokladu, že se bedna po uváznutí střely bude dále
pohybovat se stejnou rychlostí jako střela, a tak řešilirovnici

z (m + m)v?= (mŤ+ m) g.h.
Protože příklad není v učebnicích fyziky pro SVVŠ, naznačím postup
řešení:

Ze zákona zachování hybnosti platí
My VyT My. V = (M T M) Vy,

kde v je rychlost bedny, která je však před nárazem střely na bednu
rovna nule. Platí tedy rovnice

M V = (MT M)V.
Z principu zachování energie určíme rychlost v, (kinetická energie

bedny a střely se přeměnila v energii polohy)
z (M + M) vž = (mŤ+ m)g.h.

4. Jakou rychlost musí mít družice, aby obíhala trvale kolem Země ve
vzdálenosti 200 km od zemského povrchu? Zanedbejte brzdění o zbytek
atmosféry.

Příklad na gravitační zákon a odstředivé zrychlení. V tomto příkladu
základní chybou byla mylná představa, že tíhové zrychlení na povrchu
Země je stejné jako ve výši 200 km od povrchu zemského. Touto ne
správnou úvahou vznikla pak situace, že by měla být známa hmota
Země a gravitační konstanta. I v tomto příkladě naznačím postup řešení
m ... hmota družice, M ... hmota Země, R... poloměr Země, r. R+ Ah
(4 = 200 km).

„M
F=% —9m

„MF= =ď M,
2

a=/= ->= Wr,
m. M

g.m=* RE
, m.Mg..m=* A

go., MKGRA9m"
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5. Volně padající těleso má v bodě A rychlost va — 40m s-", v bodě B,
ležícím blíže k zemi, rychlost vp — 150 m sc*. Jaká je vzdálenost AB?

Hlavní nedostatky při řešenítohoto jednoduchého příkladu 1. špatný
úsudek, 2. špatně nakreslený obrázek, 3. počítání okamžitě se zvláštními
čísly a pak značné numerické chyby.

Termka

1. V kalorimetru smícháme m gramů ledu 0 *Cteplého a M; gramů vody
t0C teplé. Vypočítejte teplotu směsi 7, je-li skupenské teplo tání ledu U.

2. Do m, gramů vody teploty f, vložíme m; gramů ledu teploty 0 C.
Tepelnéztráty neuvažujme. Popište systém po dosaženírovnovážnéhostavu.
Řešte speciálněpro hodnoty

a) m. = 400g, b) m, = 400 g,
Lo = 160, i; i = 80%,
m, — 100g; m, = 100 c.

Skupenské teplo tání ledu je l; — 80 cal. g"*.
3. Množství m4 = 125 g ledu teploty ť; — — 16*C bylo smíšeno s mw=

= 875 g vody teploty ť4— 100*C. Jakou teplotu má směs? Měrné teplo
ledu c, = 05cal.g-*.deg-", vody c, —l cal.g-*. deg"", skupenskéteplo
tání ledu 1;-= 80 cal. g7".

Mnoho nesprávného řešeníbylo způsobeno tím, že dané hodnoty byly
dosazovány do kalorimetrické rovnice pro směšování dvou kapalin a ne
bylo vůbec uvažováno o potřebném teple na roztání ledu. U druhého
příkladu ani jeden žák nepopsal systém po dosažení rovnovážného stavu
a v případě a) vypočítali výslednou teplotu — 3,270 a dále výsledek
nediskutovali. V těchto příkladech se objevovalo i značné množství
numerických chyb.

4. Spalné plyny mají u paty komína teplotu 1 200 C a opouštějí komín
za teploty 250 ?C. Kolikrát se zmenšil jejich objem při průchodu komínem,
jestliže se tlak nezměnil? Předpokládejme, že se spalné plýny chovají jako
dokonalý plyn.

I tento jednoduchý příklad byl pro některé žáky velmi obtížný. Obtíž
spočívala hlavně v tom, že se snažili vypočítat objem plynu na začátku
a na konci a nevšimli si, že mají vypočíst kolikrát se objem zmenšil.
Objevily se i takové chyby, že bylo správně počítáno s absolutní teplo
tou, ale pří numerickém výpočtu byla dosazována teplota ve stupních
Celsia.

Oplika

1. Předmět výšky 10 cm je ve vzdálenosti 45 cm před ploskovypouklou
čočkou (r, = 15 cm, » = 1,5). Jaký vznikne obraz, kde a jak velký?

2. Obraz předmětu vzdáleného 10 cm od tenké čočky (spojky) je vzpří
mený, dvakrát zvětšený. Určete ohniskovou vzdálenost čočky.

3. Uvažte, zda je možno spojnou čočkou zobrazit předmět tak, aby obraz
byl stejně velký.

4. Ploskodutá čočka má poloměr křivosti r — 10 cm. Je zhotovena ze
skla o indexu lomu » —=1,5. Na plochou stranu čočky dopadá široký svazek
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paprsků rovnoběžných s optickou osou čočky. Jaký může být maximální
poloměr čočky R, aby paprsky vycházely celou kulovou plochou čočky?

Tyto jednoduché příklady ukázaly, že si žáci z geometrické optiky
propočítali velmi málo příkladů, což se projevilo značnými numerickými
chybami, nesprávně psanými vztahy, zaměňováním čočky za sférické
zrcadlo apod. U 4. příkladu se ukázalo i to, že žáci si nakreslili velmi
nepřehledný obrázek, což vedlo k tomu, že příklad řešili špatně. U 3.
příkladu bylo také jen napsáno: ,„Ano, je to možno““.Ve fyzice je ovšem
nutno každé tvrzení dokázat.

Elektřina.

1. Voltmetr s rozsahem do 100 V má vnitřní odpor Ry = 10* ©. Jaké
maximální napětí můžeme měřit tímto přístrojem, přiřadíme-li k němu
předražený odpor 9. 10*(2?

I u takového jednoduchého příkladu nemůžeme se spokojit, že známe
zpaměti vzoreček platný pro rozšíření měrného rozsahu voltmetru, ale
je nutno tento vztah odvodit.

2. Odvoďte výraz pro výslednou kapacitu dvou kondenzátorů zapojených
a) za sebou, b) vedle sebe.

Výsledků pak použijte k tomu, abyste určili výslednou kapacitu soustavy
tří kondenzátorů zapojených podle obrázku (obr. 2).

Přesto, že v příkladu je výslovně

řečenoo dv odte výraz pro zapo- | Cz |“
jování kondenzátorů, byl příklad
řešen jen dosazováním do vzorečků,
které si žáci pamatovali. Jak již na
počátku bylo řečeno, řešení fyzikál
ních příkladů není jen dosazování
do vzorečků. |

3. Tři kondenzátory jsou zapoje- | C,
ny podle uvedeného schématu, C; =
= 2 uF, C, = 0; = L uF (obr. 4). Obr. 2
Klíčem K; je možno připojit nebo od
pojit zdroj napětí, klíčem K; je možno zkratovat kondenzátor C3,nebo jej
připojit paralelně ke kondenzátoru C;.

A. Nejprve je zapnut klíč Kg, takže se C; a C, nabíjejí z baterie, C; je

příbom zkratován klíčem Kj;. Jaké je v tomto případě napětí na Cj, Č,a C3?

B. Potom vypneme klíč K; a pomocí klíče K; připojíme C; k C;. Jaké je
napětí mezi body A a B?

Příklad složitější, který nutil k přemýšlení a nejen k dosazování do
vzorečku. Zde je nutno umět odvodit vztahy pro zapojování kondenzá
torů do série i vedle sebe.

4. Kolik elektrické energie spotřebuje elektrický vařič za 2 h provozu,
když je zapojen na 220 V stejnosměrných a víme, že topná spirála má
elektrický odpor 55 ©.
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0 A —7J9 |
Obr. 3

5. Jak dlouho musíme zahřívat 15 kg vody z 20*C na 507C vařičem,
který má výkon 1 000 kcal/h? Předpokládejme, že 10 % energie se ztrácí
do okolí.

Oba příklady běžné ve všech učebnicích fyziky a celkem velmi lehké.

Atomistika.

1. Elektron obíhá v kruhové dráze kolem protonu. Je-li poloměr dráhy
5,23. 10-71?em, vypočtěte

a) kolikrát oběhne elektron kolem jádra za sekundu, b) jaká je jeho
postupná rychlost.

Je dán náboj elektronu a jeho hmota.
2. Jak velkou silou se přitahují náboj protonu a elektronu v atomu

vodíku, je-li jejich vzdálenost 107!9m? Porovnejte tuto sílu se silou gravi
tační. Je dána hmota protonu, elektronu, náboj elektronu a gravitační
konstanta.

Po stránce fyzikální nečiní takové příklady velkých obtíží. V řešení
se objevovalo však velmi mnoho numerických chyb. Je nutno naučit
se dobře počítat s mocninami se záporným exponentem.

E
A
Ů
©

KIN
MM
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NEJMLADŠÍM
ČTENÁŘŮM

STANISLAV HORÁK, st

Vodovodní tunel
na ostrově Samos

V r. 1882 se vydala vědecká
výprava německých archeologů
na ostrov Samos, aby pátrala po
starých kulturních památkách.
Našla tam i starý vodní tunel,
který byl prokopán horou Kastro.
O tomto tunelu se vědělo,že jej dal
postavit kolem r. 530 př. n.l.
vládce ostrovaPolykrates.
Vědělo se také, že to bylo dílo
na svou dobu vynikající, neboť
je velmi zevrubně popsal „,otec
dějepisu“Herodot, který žil
asl v letech 484 až 425 př. n.l.
Píše o něm:

Třidíla obyvatelů ostrova Samos
jsou největší u Helénů. Předně
v kopci výšky 150 sáhů je pro
kopán tunel. Jeho délka je 7 stadií,
výška a šířka měří8 stop. A tímto
tunelem prochází po celé délce
příkop, hluboký 20 loktů a široký
3 stopy, jímž je v trubkách vede
na voda od studny bohaté na vodu
do města. Stavitelem tohoto tune
lu byl Eupalinos, syn Nau
strofa z Megary.

To je zpráva Herodotova. Jeho
popis souhlasil přesně s tím, co
našli němečtí vědci. Zjistili totiž,
že tunel je 1 km dlouhý, 2 m vyso

ký a široký a po jeho celé délce
je vykopáno koryto, v němž
bylo položeno vodovodní potrubí.
Koryto bylo při vchodu do tunelu
hluboké asi 2 m a při ústí asi 8 m,
aby setak pro vodu získal náležitý
spád. Průřez tohoto tunelu je
znázorněn na obr. 1. Tunel byl na

S

Obr. 1

několika místech opatřen svislými
šachtami pro ventilaci a pro odstraňovánívykopané| horniny.
V tunelu byly dokonce i výklenky,
do nichž si dělníci při stavbě kladli
kahance.

Jedno zjištění však archeology
velmi udivilo, tunel byl kopán ze
dvou stran proti sobě. Na tehdejší
dobu se sešly osy tunelu znamenitě.
Rozdíl byl necelých 10 m ve vodo
rovném směru a 3 m ve svislém
směru. Takový výkon nám snad
na rtech vyloudí soucitný úsměv,
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ale porovnejme toto dílo se stej
ným dílem v Palestině. Tam ko
lem r. 700 př. n.l. (jak uvádí B.
L. van der Waerden ve své pouta
vé knize Erwachende Wissen
schaft) dal král Ezechias
prokopat podobný akvadukt. Roz
díl 170 let ve stáří obou tunelů
nás nesmí mýlit, neboť tehdy
technický pokrok nepostupoval
tak rychle jako dnes. V dnešní
době technika za jeden rok pokročí
mnohem dál než tehdy za jedno
století. Král Ezechias dal tedy
prokopat vodní tunel v kopci
u Jeruzaléma. Aby byl pokud
možno přímočarý, prorážely se
na několika místech současně svis
lé šachty. A výsledek? Získal se
velmi klikatý tunel dvakrát delší
než byla vzdálenost obou ústí.

Řecké dílo bylo na svou dobu
velmi mistrné. Přitom přístroje,
kterých používali, byly jistě znač
ně jednoduché. Tím se však za
bývat nebudeme, vysvětlíme si
však postup při přípravných pra
cích.

V obr. 2 vyšrafovaná plocha
představuje půdorys kopce, který
se má prokopat tak, aby spojoval
místa A, B. Bodem :4 proložíme

libovolnou přímku A1, v bodě 1
sestrojíme k ní kolmici 7, 2, v bo
dě 2 sestrojíme zase kolmici 2, 3
atd., až dojdeme ke kolmici 7,8
a k ní spustíme kolmici z bodu B.
Potom vypočteme délku úsečky
AD a délku úsečky BD; tím je
dán i ostrý úhel v obr. 2 dvakrát

zatržený. V bodě A i v bodě B je
znám již směr, kterým se má ko
pat. Je přirozené, že stavitel
vodovodu musel mít nejen pří
stroj k vyměřování pravého úhlu,
ale i přístroj, jimž by zjistil sklon
půdy.

Identita HELENAŽÁKOVÁ,Olomouc

Jistě vám již někdo dal tuto matematickou hádanku: ,,Mysli si číslo
(může to být libovolné číslo,pro jednoduchost počítání se obvykle poža
duje, aby myšlené číslobylo přirozené číslo od jedné do deseti), vynásob
je třemi, -odečti číslo šest, rozdíl vynásob dvěma, k součinu přičti číslo,
které sis myslel a číslo dvanáct, řekni mi číslo, které ti vyšlo a já ti
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řeknu číslo, které sis myslel.““Matematický zápis hádanky je prostý.
Označme « myšlené číslo, y číslo, které vyjde a pakmůžeme napsat

(3x—6).2+ 4+ l2=vw.
Matematickému vyjádření toho, že dvě čísla, třeba různě vyjádřená,

nebo dva početní výrazy se sobě rovnají, říkáme rovnost nebo
identita. Například

1—1,2.3=2 +2, (a+b).(a— b)=a— db?(a+ b) =
= a? + 20b -+ b?
jsou identity. Je zřejmé, že rovnosti s obecnými čísly jsou splněny pro
každou hodnotu obecného čísla, má-li ovšem výraz, který je identitou
vůbec smysl; například identita

(a + b).(a— b)
a—b

platí pro každé a, b, pro které je a = b.Této vlastnosti rovnosti je v há
dance použito.

Úpravou levé strany zjistíme, že čísloy — 7x, můžeme tedy napsat
identitu

= a+b

(38x—6).2 +14 12= 7%.
Z pravé strany rovnosti vidíme, že můžeme zpaměti velmi rychle vypočí
tat, že myšlené číslor je jedna sedmina čísla y, které vyšlo. Zápis7x =

= v je rovností jen tehdy, když « = = .
Matematický zápis úlohy, v níž se má vypočítat určité číslotak, aby

vznikla rovnost, nazýváme rovnicí. K určení myšleného čísla «
jsme tedy řešilijednoduchou rovnici.

K podobné identitě vede například tato hádanka: Bratr se má s vámi
rozdělit o bonbóny, nechce vám však prozradit, kolik bonbónů dostal.
Můžete se to dovědět pomocí hádanky, řeknete-li mu, ať si myslí číslo,
které udává počet všech bonbónů, vynásobí je dvěma, přičte číslo šest,
součet dělí dvěma, od podílu odečte číslo tři a řekne vám číslo, které
mu vyšlo. Výsledkem je číslo,které jste chtěli znát, jak vidíte ze zápisu
identity

(2x+ 6):2—3 =,
která je matematickým vyjádřením vaší hádanky.

A ještě jeden příklad: (x +- 2).2— l —2x = 3, vyjádřen slovy:
„„Mysk si číslo, přičti k němu dvě, součet vynásob dvěma, od součinu
odečti jedničku a dvojnásobek myšleného čísla a vyšlo ti číslo tři.““

Napište si jiné rovnosti a:pokuste se z nich sestavit podobné matematic
ké hádanky.
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Wiskundetydschrift 2VOOrJongeren

Svítil nebo nesvítil?

Maják je střídavě « minut
osvětlený a r minut neosvětlený
(x je celé číslo). Právě v poledne
začíná signál svítit. Ve 12 hod.
9 minut je neosvětlen, zatímco

PYTHAGORAS

Vijfde

Obrázek představuje ti
tulní stránku holandského
časopisu, jehož název zní
Pythagoras, vědecký časo
pis pro mládež. Jeho úko
lem je šíření matematic
kých znalostí zajímavou
formou mezi mládeží. Na
přání redakce tohoto časo
pisu jsme navázali spolu
přátelský styk a vzájem
nou výměnu výtisků.

Současně otiskujeme na
ukázku jednu z hádanek
tam uveřejněných.

M.M.

ve 12 hod. 17 minut a ve 12 hod.
58 minut svítí. Rozhodněte, zdali
je ve 14 hodin osvětlen.

Podle holandského „„Pythagora“
upravil

0. S.

Tehdy a jen tehdy

Těmito slovy se v matematice
vyjadřujenutná a postaču
jící podmínka. Říkámena
př., že přirozené číslo (zapsané
v desítkové soustavě) je dělitelné
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třemi tehdy a jen tehdy, je-li jeho
ciferný součet dělitelný třemi. Slo
va tehdy a jen tehdy zkracují nám
vyjadřování, neboť nám umožňují,
abychom místo dvou matematic



kých pouček vyslovili jen poučku
jednu. Někdy se tu užívá ještě
stručnějšího obratu právě tehdy.

Také cizí řečimají pro vyjádření
nutné a postačující podmínky po
dobné slovní obraty. Tak např.
v angličtině odpovídá našemu
tehdy a jen tehdy slovní obrat if
and only if. V poslednídobě
lze však v anglicky psané matema
tice místo if and only if

RECENZE

Cesty moderní jazykovědy

Čtenáři, který sleduje na kniž
ním trhu matematické publikace,
možná unikla malá knížka, která
r. 1964vyšlavMalé moderní
encyklopedii. Cestymoderní
jazykovědy se jmenuje tento sva
zek, jehož autorem je P. Sgall
se širším kolektivem spolupracov
níků. Snad jedním z největších
překvapení posledních let je právě
to, že exaktní metody stále více
pronikají i do jazykovědy, jež byla
dříve pokládána za něco velmi
vzdáleného od matematiky. Na
tom má svůj podil ovšem i kyber
netika, jejímž vlivem se začaly
sbližovat i velmi odlehlé vědní
disciplíny. Strojový překlad, auto
matická ukládání a vyhledávání
informací, algebraická a kvanti
tativní lingvistika — to je několik
témat z této nové zajímavé knížky.

u některých autorů jen zkrácenou
formu „iff““,kterou by nezasvěce
ný čtenář mohl pokládat za tisko
vou chybu. Není to však práce
tiskařského šotka, nýbrž nový
důkaz toho, že se matematika
stále snaží o co nejstručnější
vyjádření — což ovšem nesmí
být na úkor přesnosti výkladu.

J. 8.

Najdete tu i ukázku strojového
překladu ruského textu do anglič
tiny a na řadě cvičení (uvedených
v závěru kapitol) si můžete ověřit,
jak jste porozumělivýkladu.

Knížka je přístupně psána a
snad neškodí připomenout, že
členem autorského kolektivu byl
též F. Daneš, pisatel oblíbe
ných jazykových koutků v Lite
rárních novinách. Mladým čtená
řům tento svazek znovu ukáže,
jak silná je nynější matematizace
věd a že je proto užitečné věnovat
zvýšenou pozornost matematické
mu vzdělání. Knížka má 196 stran
a stojí 8 Kčs.

J. 8.
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RŮZNÉ e RŮZNÉ

Dik wa „ sh děík šťastné náhodě

JOSEF KOTYK, Pardubice
„Byly vždycky náhody — a kdyby

vesmír trval dost dlouho, staly by se
časem asi všechny možné náhody.““!)

V lidské činnosti zní však slovo štěstí, náhoda apod. „„velminevědecky“,
napsal V. Zamarovský. Dodává však?): „„Alekupodivu právě
největší badatelé a objevitelé (o vojevůdcích a umělcích ani nemluvě)
tyto výrazy nikdy ze svého slovníku neškrtli.““Také dějiny fyziky vy
pravují o tom, že mnohé objevy je třeba skutečně připsat (aniž snižujeme
zásluhy vědců) — šťastné náhodě. Tato líčení patří k nejpoutavějším
ve vývoji vědy. Některá si stručně připomeneme.

Archimédes, nejslavnějšímatematik a fyzik starověku*)(žil
v letech 287 až 212 před. n.l. v Syrakusách na NŠicílii),objevil zákon po
něm nazvaný, když se měl přesvědčit, zdali ze zlata, z něhož si dal
král Hiero zhotovit korunu, nenahradil nepootivý zlatník část stříbrem
stejné váhy. Jak mohl však Archimédespoznat, zdali. královská koruna
je nebo není ze zlata? Vypráví se, že k rozřešení úkolu dospěl — náho
dou. Stalo se tak prý v lázni, kde pozoroval, že jeho tělo je nadlehčováno

1)Astronomsir J. Jeans, Tajemný vesmír, v českémpře
kladu Zdeňka Kopala, Praha 1936,str. 15.

2)Viz Vojtěch Zamarovský, Objevení Tróje, Praha
1962, str. 223.

S) Je však asi pověstí, že za punských válek zapaloval Archimedes
lodi Římanů dutými zrcadly a že byl zabit vojákem ve chvíli, když rý
soval do písku obrazce, ač prosil: ,„„Nedotýkejse mých kruhů!“

Hrob Archimédův upadl časem v zapomenutí. Podle nejnovějších zpráv
italského archeologa Salvatore Giancia leží před branami Syrakus na cestě
do Catanie. Avšak ještě za dob Ciceronových (v 1. stol. před n. I.) jej zdobil
náhrobek s obrazem rovnostranného válce a vepsané koule. O těchto těle
sech Archimédes potvrdil, že poměr jejich povrchů i objemů je týž, a to8:2.
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vodou. Zamýšlel se podrobněji nad tímto jevem a dostal pojednou šťast
ný nápad. Rozradostněn vyběhl prý ven a volal: „,Heuréka!“ (Už to
mám! Úž jsem na to přišel!)Ponořil pak i královu korunu do vody a sta
novil množství kapaliny, kterou vytlačila. Tak určil objemkoruny a týmž
postupem pak i objemy stejných vah zlata a stříbra. Srovnáním poznal,
že zlato je ve vodě nadlehčováno méně než stříbro stejné váhy a doká
zal, že královo domnění o zlatníkově podvodu bylo opodstatněno. Krá
lovská koruna nebyla skutečně celá z ryzího zlata.

Cvičení. Koruna krále Hierona vážila na vzduchu 10 kp, ve vodě však
jen 9,373kp. Vypočítejte její objem! Kolik měla vážit, kdyby byla z čistého
zlata? Jestliže bylo přimíšeno stříbro, kolik ho bylo?

Pokračujme však ve své exkursi do dalších kapitol fyziky!
První dalekohled, složenýze spojky a rozptylky (typ tzv. terrestický,

pozemský) byl sestrojen v Holandsku na počátku 17. století. Roku 1608
byly holandské vládě podány od několika brusičů čočekžádosti o paten
tování tohoto nového optického přístroje*).Vynález učinily prý však
děti. Při hře s vadnými čočkami do brýlí vytvořily šťastnou náhodou
takovou kombinaci čoček, že viděly kohouta na věži mnohem blíže
než pouhým okem.

V polovině dalšího století (roku 1746)nabíjel jiný Holandan jménem
Cunaeus v Leydenu nábojem z elektriky vodu v láhvi. Zátkou
procházel do vody hřebík. Cunaeus držel jednou rukou láhev a druhou
se náhodou dotkl hřebíku. V té chvíli dostal silnou ránu. Tato náhodná,
ažponěkudtrpkázkušenostvedlaksestrojení kondenzáto
ru, zvanéhododnesleydenská láhev.

Také elektromotory byly objevenyšťastnounáhodou.Na
výstavě, pořádané ve Vídni roku 1873, se stalo, že selhalo jedno dynamo.
Přestalo náhle dodávat proud. Věc vyžadovala naléhavé opravy. Aby se
vyšetřilo, není-li snad přerušeno vinutí stroje, zavedli technici do dyna
ma proud odjinud. K svému velikému překvapení shledali, že se dynamo
roztočilo jako motor. Mezi generátory proudu a elektromotory není
v konstrukci, jak od té doby víme, skutečně žádného zásadního rozdilu.

V době, o níž právě píšeme, odlétaly ještě vlny tónů nenávratně v za
pomenutí.TeprveEdisonoví) se podařilozachytit a zapsat jejich
prchavé chvění čarou proměnné hloubky na plášť voskového válce fono

4) Jako první se zpravidlapřipomínáJan Lippershey z Middel
burku dne 2. října 1608. Priority vynálezu dalekohledu domáhali se však
také Jans Zachariassen a jehosyn Zacharias Jansen.
Galilei, uslyšev o holandském vynálezu, samostatně také roku 1609
podobnýpřístrojsestrojila jejzdokonalil.Dalekohled holandský
býváprotočastooznačovánjménemdalekohled Galileiho.

5) Zásluhami Thomase Alvy Edisona (1847—1931),nejplod
nějšího vynálezce všech dob, se zabývá autorův článek „100 let od
narození Edisonova“ v Rozhledech,roč.27,čís.1, str. 33až 35.

383



grafu. Co však Edisona nejvíce proslavilo, to byl objev (1877), že zvuk
takto v mrtvé hmotě zakletý můžeme opět vyvolat. Také tu přispěla
bez jakékoli další konstruktivní úpravy přístroje náhoda. Stačilo vložit
hrot membrány do dřívevyryté stopy a uvést jej v pohyb po této dráze,
tj. v pohyb téhož rytmu jako přizapisování; tím se membrána rozechvě
je a zapsané zvuky opět vydává (reprodukuje). Slavný vynálezce naučil
tak stroj — mluvit a zpívat.

Trubice vhodné ke studiu elektrického výboje ve zředěných plynech
zhotovil během 19. století mechanik Geissler“); říkáme jim, jak
známo,dosudtrubice Geisslerovy. Kdoby bylvšakjižtehdy
tušil, že Geisslerový hračky povedou ještě v témž století k sestrojení
Roentgenovy lampy, jejížpaprskypronikajíhmotoupro vidi
telné světlo neprostupnou a zachraňují tak život tisícům lidí?

Také Roentgenův objev, učiněný právě před 70 lety, a to v listopadu
roku 1895, je jednou ze šťastných náhod ve vývoji vědy. Při práci se
silně evakuovanými výbojovými trubicemi Roentgen") shledal,že
z nich vystupuje záření, jsou-li dostatečně vyčerpány. Toto záření způ
sobuje při procházejícím výboji na papírovém stínítku 3 m vzdáleném,
potřeném vrstvou kyanidu platnatobarnatého BaPt(CN),, zřetelnou
fluorescenci a působí na fotografickou desku i tehdy, když je dobře za
balena v tuhém černém papíře. Podobný účinek nemají ani paprsky
ultrafialové, jež stěží procházejí sklem, ani paprsky katodové. Mohlo
tedy jít jen o zářenínové, dosud neznámé, jehož vznik a podstata zůsta
la na delší dobu tajemnou; proto bylo pojmenováno paprsky X. Roent
gen sám poznal však velmi brzy vlastnosti tehdy tak záhadného záření,
kterébylopaknazývánozářením Roentgenovým.

Není úkolem tohoto článku hodnotit vědecký i praktický význam,
jehož nabylo Roentgenovo zářenív lékařství (roentgenologie, roentgeno
grafie, roentgenotherapie aj.), v průmyslu (roentgenomateriologie) a všu
de tam, kde Roentgenův objev tak blahodárně zasáhl.%)I když dnes uží
vání Roentgenova záření někde již ustupuje moderním metodám (na
př. v průmyslu zkoumáním materiálu pomocí radioizotopů nebo ul
trazvuku), bude Roentgen pro všechny časy právem počítán k nej
větším dobrodincům lidstva. Roku 1901 byl odměněn nejvyšším
světovým vědeckým vyznamenáním — Nobelovou cenou.

9) Heinrich Geissler (1815—1879),výrobcefyzikálníchpřístrojů
ze skla, byl za své zásluhy o experimentální fyziku roku 1868 jmenován
universitou v Bonnu čestným doktorem.

7)Wilhelm Konrad Roentgen (1845—1923),jedenzpředních
představitelů moderní vědy, působil jako profesor fýziky ve Wůrzburgu
v Bavorsku.

8)OtomvizpodrobnějiautorůvčlánekJubileum W.K.Roentge
na a jeho paprsků X, uveřejněnýroku 1945v Rozhledech,roč. 25,
č. 1, str. 25—27.
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(Dokončení)

ztotožnit
zvětšení
zvětšovat se
zvláště, zvláštní
zvláštní případ
zvláštnost

žabí perspektiva
žádný

Šrovníček
matematických výrazů

OTO>KNECTBHTP, COBMECTHTb

yYBEIUUEHHE
BO3paACTATb, NPUHHMATE IIPHpamjeHHe
OCOGeHHO, OCOOEHHBIŮ

HUACTHBŮ CIYUAŇ
OCoGeHHOCTb

Ž

IATYNAABA NOEpCNOEKTHBA
HHKAKOŮ

Slovníček fyzikálních výrazů
Do slovníčku jsou zahrnuty fyzikální výrazy, které se nejčastěji vyskytuji

ve středoškolskéfyzice. Připojeny jsou také některé ve školské fyzice používané
výrazy technické, astronomické a meteorologické. Z cizich slov, odvozených
v češtině i ruštině od stejného slovního základu, jsou ve slovníčku zahrnuta
jen ta, která se v ruštině piší odlišně, nebo se používají ve slovních spojeních
v češtině neobvyklých. Omezen je také výběr slov, odvozených od společného
slovního základu.

aGeppanmu4
aAHre3uA

AKKYMYJIATOD; A. »>KOJIC3HO-HNKEJICBBIŇ ;
a. CBUHIIOBBLŮ

AKTHBHOCTb

Květuše Lepilová

A

aberace, vada (čočky)
adhese, přilnavost, přilínání
akumulátor; a. niklový, železoniklo

vý; a. olověný
aktivita, účinnost



allbýa — JIYUH
alba — pacnajm
albýa — UacTuHaA
aMnep — BHTOK
AMIIeDMETp; a. NepeMeEHHOTO0TOKA; a. HO

CTOAHHOTO TOKA; a. CAMONUNYIUHMĚ;
a. C NONBY)KHOŘŇ KATYNKOÚ; a. TEL
JJOBOŘ; a. TEpMOnAPHBIŇ; a. aJIeEKTPO
MaTHHTHBIŮ

AaHHHTHJAUMA
aHOJ
AHOJNHBIŮ

AHTEHHA; a. Gerymeň BOJIH1I; A. KOPOT
KOBOJIHOBAA;a. HanpaBJICHHAA; a. 16
penaionmaA; a. NOTYBOJIHOBAA;a. IPE
MHAA; a. TENCBH3HOHHAA

anoreň
annapaT
acTpOAABTHKA
adennů

6a3a
Garapea; 6. aKKYMYNATOPDHAA;6. aHOJN

HaA; Ó. TaJIbBAHHHECKHX 3JICMEHTOB;
6. KOHNEHCATOPOB; 6. HaKaNa; 6. CON
HeuHaA; 6. cyxaA; 6. TEpMO3JIEKTPH
uecKaA

Gera — Jjyuu
Gera — pacnam
6eTaTpoH
Gera — U4acTHHA
GuHOKJIb

GOunpusma
GoMGapnupoBkKa 4aCTHHAMH

BAJICHTHOCTb

BEKTOD; B. eTUHHUHBIŮ; B. NApbr CHI;
B. CBOGONHBIŘ; B. CBA3AHHLIŇ

BEKTOPHBIŇŮ
BEIHUHHA; B. 3A1AHHAA; B. H3BECTHAA; B.

HCKOMAA; B. KOHEUHAA; B. KDHTHYE
CKaAA;B. HEH3BECTHAA; B. OOPaTHAA; B.

NpenejbHaA; B. NPpHUÓJHKeHHAA; B.
NpoH3BONHAA; B. PE3YJIBTHPYIMMAA; B.
CKAJIAPHAA; B. CPeENHAA; B. TOKA, HO
MHHAJIbHAA

BEC; B. MOJIHbI B. COÓCTBEHHBIŘ; B. Y
KEJIBHBIŇ

BECHTb

záření alfa
rozpad alfa
částice alfa
ampérzávit
ampérmetr; a. na střídavý proud; a.

na stejnosměrný proud; a. regis
trační; a. s otáčivou cívkou; a.
tepelný; a. termoelektrický; a.
elektromagnetický

annihilace
anoda
anodový
anténa; a. s postupnou vlnou; Krát

kovlnná a.; směrová a.; vysílací
a.; půlvlnná a.; přijímací a.; te
levizní a.

apogeum
aparát
astronautika
afélium, odsluní

B

základna
baterie; akumulátorová b.; anodová

b.; b. galvanických článků, gal
vanická b.; b. kondenzátorů; žha
vicí b.; sluneční b.; suchá b.; ter
moelektrická b.

záření beta
rozpad beta
betatron
částice beta
dalekohled, kukátko
dvojhranol
bombardování (ostřelování) částice

mi

B

valence, mocenství
vektor; jednotkový v.; v. dvojice sil;

volný v.; vázaný v.
vektorový
hodnota, veličina, rozměr, velikost;

daná v.; známá v.; hledaná v.; ko
nečná h.; kritická (mezní) h.; ne
známá v.; převrácená (převratná,
reciproká) h.; mezní h.; přibližná
h.; odvozená v.; výsledná h.; ska
lární v.; průměrná v. (střední h.);
jmenovitý proud

váha; celková v.; vlastní v.; Speci
fická (měrná) v.;

vážit (Pokračování)
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MATEMATIKA

Některé zajímavé vlastnosti
nože Archimédova
JIŘÍ HÁJEK, PI,Brno

ŘečtímatematikovéHippokrates a Archimédes studo
vali vlastnosti rovinného obrazce omezenéhotřemi polokružnicemi, který
nazývali arbelos. Připomínaltotiž svým tvarem obuvnický nůž,
knejp, který měl toto jméno. Odvodili, že jeho obsah (viz vyšrafovaná
část obr. 1) je roven obsahu kruhu s průměrem rovným úsečce ČD.

Důkaz tohoto tvrzení je jednoduchý. Stačí, podíváme-li se pozorně
na obr. L.
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Nad daným průměrem AB = 2R je sestrojena polokružnice k. V téže
polorovině vyťaté přímkou AB jsou sestrojeny polokružnice k, k„ nad
průměry AC = 2r,, BC —=2r,, kde C je libovolný bod vnitřku úsečky
AB. Označme středy úseček AC, BC, AB písmeny 81, S92,S. Obsah
nože

Pu Zm 2 23 T 2 2 21
1 = l —71 —7%)= z ln + 7) —Fi —ržl —RT Ta,

neboť
R = 71== 7 .

Označíme-li písmenem D průsečík kolmice vztyčené v bodě C k přímce
AB s polokružnicí k, platí pro pravoúhlý trojúhelník ADB

AC. BC — CD?
(Euklidova věta)

(2r,) (2r,) — CD?,

Pon CD?12 4 >
tedy

CD?
Py=AT 1 Ta.

Úlohu můžeme pozměnit a do jisté míry i zobecnit. V původním
obrazci leží všechny uvažované polokružnice v téže polorovině s hra
niční přímkou AB. Můžeme však jednu z menších polokružniec, popří
padě i obě, umístit do opačné poloroviny než leží polokružnice opsaná
nad průměremAB. Lze ukázat, že i v těchto případechjsou obsahy
vyšrafovaných obrazců rovny obsahům jistých
kruhů.%x

Obr. 2
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Uvažujme nejdříve případ, kdy polokružnice opsané nad průměry
AC, BC leží v polorovinách opačných vyťatých přímkou AB. V obr. 2
je naznačen případ, kdy polokružnice k; leží v polorovině opačné k polo
rovině určené přímkou AB a bodem D.

Obsah vyšrafované části za této situaceP,=5(R— ri+r8)—Zln+ra)—rd+nil=
JE

= z (27174+ 2r5) = Wa (ry+ 72)

Lze jej vyjádřit rovněž takto
U

P, = nr 7,+ 12)=% (1+4. + drž—ri) =
n Z 5

= zlín + 2) —r] —7. BN,
kde N je dotykový bod tečny vedené z bodu B k polokružnici £; (podle
věty Pythagorovy pro pravoúhlý trojúhelník BNS;). Obsah obrazce je
tedy týž jako obsah kruhu, který je sestrojen nad průměrem BXN.

Za zmínku stojí tato poznámka. Je-li bod C středem úsečky AB
(obr. 2a), dělí polokružnice opsaná nad průměrem ČD vyšrafovanou
plochu ve dvě shodné části tak, že je Ize překrýt pouhým otočením

kolem bodu C o úhel 5 . (Proč?)
Zůstává konečně případ, kdy polokružnice sestrojená nad průměrem

AB leží v opačné polorovině než polokružnice opsané nad průměry AC,
BC (obr. 3). Obsah útvaru omezeného třemi polokružnicemi

T
Paz P+ rá+73).
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Obr. 3

Poněvadž
R=n+ n

platí
AN

Py= 5 [ret n? + rá+ rá]= n (rt+ rž+ 71.7)= 2,
kde N je vrchol rovnostranného trojúhelníka o straně velikosti BC.
Podle kosinové věty pro trojúhelník ACN totiž platí

AN?= AC%+ CN*-—-2AC.CN. 00s,

AN?= (2r)ž+ (2r)ž +411 1.
Odtud

AN?
ribr +n.0= A4

tedy
AN?Pa=n(i+r3+ nr) =1—,

4

Obsah „nože“ je za této situace roven obsahu kruhu opsaného nad
průměrem AXN.
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Obdobně lze ukázat (obr. 3a, 3b), že obsah P; je roven též obsahu
kruhu, který je sestrojen nad průměry BN nebo CN, kde N je vrchol
rovnostranného trojúhelníka se stranou velikosti AC nebo AB.

N

Když místo tří polokružnic se středy na úsečce AB zvolíme polo
kružnice čtyři (obr. 4a, b, c, d), pak se k výpočtu obsahu vzniklého
obrazcedápoužítjehorozklad pomocnou polokružnicí
k, ve dva obrazce, které jsme již dříve vyšetřovali. Jeho obsah lze pak
vyjádřit jako součet obsahů dvou kruhů. Pomocná polokružnice k,
dělí uvažovanou plochu ve dvě vzájemně se nepřekrývající části, které
jsou pro větší názornost odlišně šrafované.
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V situaci znázorněné na obr. 4a lze'obsah vyšrafované části počítat
také takto: V polorovině, v níž leží polokružnice k, sestrojme pomocnou
polokružnici kx nad průměrem BC; střed úsečky BC označme S;. Pomoc
ná polokružnice k, dělí uvažovanou plochu obsahu P na dvě vzájemně
se nepřekrývající části. Obsah části omezené polokružnicemi k, ky,k, je
roven obsahu kruhu, který je opsán nad průměrem ČD,, kde D, je
průsečík kolmice vztyčené v bodě C k přímce AB s polokružnicí k
(analogické obr. 1). Zbývající část plochy je omezena polokružnicemi
ko, kz, kp a je rovna obsahu kruhu, který je sestrojen nad průměrem
CD,, kde D, je dotykový bod tečny vedené z bodu C k polokružnici k,
(obdoba obr. 2). Platí tedy

P => (0D3+ ČDž)
Zcela analogicky lze postupovat i v případech znázorněných na obr.

4b, c, d.
BSPodle Pythacorovy věty je však možné sestrojit kruh, jehož obsah
je roven součtu obsahů daných dvou kruhů, takže obrazec omezený
čtyřmi polokružnicemi můžeme zaměnit jediným kruhem, který s ním
má týž obsah.

(Pokračování)

Í
Chcete-li příští školní rok dostávat pravidelně Rozhledy matema

M
ticko-fyzikální, předplaťte si je již nyní u své místní Poštovní novinové

UPOZORNĚN

Á

ČTEN

Ů
služby (nebo u poštovního doručovatele).Ř

Současně žádáme s. učitele matematiky a fyziky nebo ředitelství

škol, aby provedli laskavě nábor čtenářů Rozhledů mezi svým žactvem

ještě před hlavními prázdninami. Zmenší se tak obtíže spojené s do
ručováním.
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Rešení soustav lineárních rovnic
INŽ. OTAKAR LACINA, ČKD-Praha

V elektrotechnické praxi při řešení složitějších obvodů dospiváme
k řešení soustav lineárních rovnic o několika neznámých. S počtem ne
známých roste při kterékoliv výpočetní metodě množství početních vý
konů, nutných k řešenísoustavy, a tím i pravděpodobnost chyby během
výpočtu, kterou pak zjistíme až při zkoušce. Tuto pravděpodobnost
chyby je možno podstatně snížit častou kontrolou během výpočtu
a vhodnou grafickou úpravou řešení.

V dalším je uvedena metoda řešení soustavy lineárních rovnic o více
neznámých—tzv.Gaussova eliminační metoda —která
právě častou kontrolou dílčích výpočtů a grafickou úpravou zápisu mož
nost chyby prakticky vylučuje. Postup řešení i úpravu si ukážeme
na soustavě rovnic o čtyřech neznámých, je však samozřejmě obdobný
1u soustav o vyšším počtu neznámých.

Je dána soustava rovnic:

Any + Azta+ Maly+ Ma = A
UaTy+ Unoďy+ dogy + dyty = Az,
Agit + Agzlz+ Aa3ly+ data = Az
AT T dala T AazlaT Aaata= A1

Danou soustavu přepíšemedo tabulkyČíslo| Pravá| Řádkový| Po
řádku 7" Pa Va “ strana součet známka

1 A1 O2 O3 O4 A, S

2 G1 G2 G3 O4 A; 92

3 G31 C3 33 O4 A; . 93

4 Gn | A O3 04 | M SA

Řádkový součet dostáváme tak, že v příslušném řádku sečteme koe
ficienty u neznámých a pravou stranu rovnice, tj. provedeme

S14= Art AgT A3+ 44 + A1
z — Gay+ Uzg+ Axg+ Aaa+ Az
93 = A31+ As2+ Gsg+ 034+ A3
Sy= A1 T Ag + Ag + 44 + Aa

V pokračování tabulky opíšeme řádek č. 1. Hodnoty druhého řádku
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. . a vw ? v bd . a

násobíme činitelem — Z , hodnoty v třetím řádku činitelem — —- ,21 31

» vw2 we . a 2 v ?
hodnoty ve čtvrtém řádku činitelem — —* . Zároveň provedeme první

O1
kontrolu řádkovými součty. Musí platit:

O1 A1 C1 O1 Oy O1
— — 4 — — A993— — Ag — ——a A, = 9.

V" m
Podobně to platí i o dalších řádcích. Pokračování tabulky, kde vy

užijeme i sloupce „„Poznámka““pro záznam početního úkonu, vypadá
takto:

Pravá ŘádkovýX X x X v Poznámka1 2 3 4 strana součet5 O1O2G3A1A191=8%| (opsán1.řádek
a a a a a a v, a6|—Za— —az—3 —Za—A4,—39,=Sy|2.ř.nás.—
a a a a a a21 91 21 21 91 21 21

a a a a a a | a
7 = AHAW= -1 A3 = HE A ==—HG4 = E A; — -M 93 = 7 8. r. nás. —-AHa a a a a a a

31 31 31 31 31 31

a a a a a a v, a8 —a —my — | —a —> A, —S, = 8 4.ř.nás.—-Ia a a a a a.A1 41 41 41 41 41 41

V dalším sečteme řádek 5 s řádkem 6, řádek 5 s řádkem 7 a řádek 5
s řádkem 8, čímž se vyloučí neznámá %,.Současně provedeme kontrolu
řádkovými součty. Výsledky píšeme dále do tabulky:

Číslo X W X3 Ty ová Řádkový Poznámka

9 D19 biz | by By Ss+ 9 = 9% B.ř. + 6.ř.

10 baz D3 boy By |85+ 8, = 989| 5.ř.+ TĚ

ll | bas bs33 | by Bs | 95 + Ss= 84 5.ř. + B.Č.

V pokračování tabulky opíšeme řádek č. 9. Hodnoty desátého řádku
5

násobíme činitelem — —* , hodnoty jedenáctého řádku činitelem
22

b
— +*. Zároveň provedeme kontrolu řádkovými součty.

32
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TČíslo Pravá| Řádkový
řádku. “1 7 73 Ta strana součet Poznámka

12 by; D13 D1y By 99 — 912 opsán 9 r

b b b b b b
13 —Bb, —22b, ——by|— B) ——BS, = 10.ř. nás. ——?

bz "| baz% byg“ by by “ | Dyz

14 bp, by |- by,ep, SS, 11ř.nás„n
b3g b3z b3z 32 D32 b3z

V dalším sečteme řádek 12 s řádkem 13 a řádek 12 s řádkem 14,
čímž vyloučíme neznámou r. Současně provedeme kontrolu řádkovými
součty.

Číslo Pravá Řádkový ;
řádku, "1 |“ 73 Ta strana součet Poznámka

15 | C13 Č14 C; S19 + 913 — S15 12. ř. -+ 13. ř.16| C3CoaCz| Sa+Su=8 12.ř.+14.ř.
Vpokračování tabulky opíšeme řádek 15. Hodnoty šestnáctého řádku

? ? we . C 2 bá ň w2 ? .násobímečinitelem——*| Zároveňprovedemekontroluřádkovými
C23

součty.

Číslo Pravá Řádkový ;v v Poznám
řádky "1 "2 7 "4 strana součet oznámka

17 C13 Č14 C S15 — 917 opsán 15. řádek

C C C C 4 C18 3 —c, —-BG,= S —S18 16.T.nas.—-B
Co3 Co3 Co3 Co3 C3

Sečteme řádek 17 s řádkem 18, a tak vyloučíme neznámou %;. Sou
časně provádíme kontrolu řádkovými součtý.ČísloPravá|© Řádkový,řádky|"1| "2| %VastranasoučetPoznámka

19 du D, 917 I S18 = S19 17. Ť. — 18. ř.



Z devatenáctého řádku určíme

X= 3 ,dy

zároveň vypočteme (1xX4,D1yX4,A1 X4.
Z patnáctého řádku určíme

O Ci —Cum.£3777720
C13

zároveň vypočteme 83373,A13T3.
Z devátého řádku určíme

By — B3t3 — Dyt
Xo = ?

Dyz

zároveň vypočteme41%.
Z prvního řádkupak je

r, = A —Ata —Mata—Aa1=
O1

Konečnou zkoušku správnosti řešení provedeme dosazením vypočte
ných hodnot neznámých do druhé, třetí a čtvrté rovnice.

Uvedeme příklad:

3,7 X1+ 1,8 %2+ 2,5 X3— 5,20 298,0,
1,8%1+ 2,3 x + 42x531,2 4, 30,8,

— 2,8 1, — 1,5 x, + 1,8 93 — 8,6 z, = — 26,5,
— 6,2 71 + 0,5 x; — 6,2 13 + 75 © = — 246.

Vzhledem k přesnosti zadaných koeficientů provedeme potřebná ná
sobení na logaritmickém pravítku. Přitom samozřejmě dbáme všech
zásad počítání na logaritmickém pravítku, abychom zbytečným nasta
vováním a odečítáním hodnot nezpůsobili nepřesnost výpočtu.

Poznámka. Pochopitelně tím, že vypočtené koeficienty a hodnoty
neznámých se zaokrouhlují, je narušena přesná rovnost částečných
součtů a součtů v konečné zkoušce správnosti řešení (zpravidla na
posledním desetinném místě), tabulka na další stránce.

463,2
Ta = 353,13 — 1,31 ,

259,13 T, — 340 7,67 x, — 10,07 5,2 x = 6,82

152,9 — 340
——O >=221;

"8 84,74 o
6,14 7; — 13,56 2,5 X3— 5,53
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slo M Ta Ta m Hravá Řádkový součet Poznámka18,7| 1825|—5,223,0| 25,8218| 23421,280,8| 40,38| —28|—1518|—86| —265|—37,64|—62|05—6,275| —246|—29,058,7| 182,5| —5223,025,8opsán1.řádek2.ř.nás.— Z=6| —37|—4,783| —8,64| —2,47| —68,3|—828——8284|"9-15
= —2,068.ř.nás.— ZZ=7| —37|—1,9822,88| —11,37| —35,0|—49.7=—a9.672|95DAS.—357
= 1,821m8| —37| 0,298| —3;704,48| —14,68|—17,81——17,8302,3""9-637
= 0,5979 —2,98| —6,14| —7,67| —40,30|—57,04=—57,045.ř.+6.710—0,1824,88| —16,57| —12,0|—23,872=—23,872D.Ě+7.ř112,098|—12| —0,728,32| 8,498—| 8,4908|.| 5.ř.+8.ř.12—2,98| —6,14| —7,67| —40,80|—57,04—=—57,04|| opsán9.řádek10.ř.nás.— ŽS<182,93| —78,60| 266,80| 198,20| 384,80—884,88(1795182

= — 16,1

11.ř. nás. ŠZ =14 2,93| —1,676|—1,006|11,62| 11,87—=11,868„FDA987
: = 1,89815 —84,74|259,18| 152,90| 827,30—327,29| 12.ř.+18.ř.

16 —7.816)—8,676)—28,68|—45,172=—45,172|| 12.ř.+14.ř.17- —84,74|259,18|152,90| 327,80—327,29| opsán15.řádek
: | 84,74

1884,74| 94,0| 310,80| 489,0.—489,04| 19-Ťnás.—7165
= —10,82„19358,13| 468,20| 816,33—816,88|| 17.ř.+18.ř.

T

—40,3 + 10,07 + 13,56
2,93

284 6,82—5,53—10,22 ©

= 5,09;

1,8 x, = 10,22

3,8.
3,7
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Zkouška:
1,8 914+ 2,3 z%+ 42 43 + 1,2 1 =

= 6,84 + 13,09 — 9,28 —+1,57 = 30,78 — 30,8 ;
— 2,8 24 — 1,5 9, + 1,8 x; — 8,6 1 =

—=— 10,64 — 8,54 + 3,98 — 11,29 — — 26,49 = — 26,5 ;
—6,21, + 0,51, —6215+ 75wm=

= — 23,58 + 2,84 — 13,7 + 9,84 — — 246.
Zkouška ukazuje, že vypočtené hodnoty neznámých soustavě rovnic

vyhovují.

Poznámka
Inž. Dr. EMIL REICH, Praha

K článkudoc.K. DrábkaKonstrukce trojúhelníka,
uveřejněnému v Rozhledech, roč. 44 (1965—66), č. 1 a 2, připojuji
další jednoduché řešení, užívající věty, na kterou jsem v Rozhledech
upozornilvesvémčlánkuŘešení trojúhelníka, ato v roč.42
(1963—64), č. 4. Tam jsou vyloženy i pomocné pojmy pól a polára
u kružnice. Tato věta zní:

Kružnici vepsanou trojúhelníku ABČoznačme
k a přímku vedenou bodem A rovnoběžně S pro
tější stranou BČ označme 9; potom těžnice U;
prochází pólem P přímky 9 ke kružnici k.

Na základě této věty sestrojíme trojúhelník, je-li dána jeho strana a,
k ní příslušná výška vy a poloměr o kružnice jemu vepsané, takto (viz
připojený obrázek):

Sestrojíme nejdříve kružnici k o poloměru o, jež se dotýká tečny t
v bodě D. Na přímce f bude ležet daná strana a = BC hledaného troj
úhelníka. Ve vzdálenosti vy veďme přímku p rovnoběžnou s přímkou ť,
na ní bude zřejmě ležet třetí vrchol našeho trojúhelníka. Pól přímky p
ke kružnici k označme P; jím procházející přímku rovnoběžnou s ť
1Sp označme 94; její pól P, ke kružnici k je průsečík přímky P s přímkou
PD. Na přímku ? nanesme na každou stranu od bodu D poloviční

délku > dané strany našeho trojúhelníka a získané body E, F spojme
s bodem P;. Přímky EP, a FP, protínají přímku p, v bodech P" a P"
Úsečka P'P" promítá se ze všech bodů přímky p zřejmě do stejně
dlouhých úseček délky a na přímce ř. Najdeme-li na přímce p takový
bod, aby jeho spojnice s body P' a P" byly tečny kružnice k, bude
tím úloha řešena. Stačí tedy vést např. bodem P" tečnu ť' ke kružnici k
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P,

B hi

O

TE
2 2

a její průsečík s p je vrchol A" hledaného trojúhelníka. Druhá tečna
z něho vedená ke kružnici k, prochází totiž nutně bodem P", jak plyne
z výše uvedené věty, uvážíme-li, že těžnice f, půlí protější stranu B"C“
1 úsečku P'P" (takže prochází bodem P). Trojúhelník A"B'C" řeší tedy
naši úlohu, v obr. 1 je zakresleno ještě druhé, souměrné řešení A"B"C"
Z obr. 1 je také vidět, že musí být vy >>o, aby úloha byla řešitelná.
Zbývající diskusi provede čtenář snadno sám.

A........ĚÉŮ.ooůuůUL............Ů...Ů.Ů.ŮŮ.Ů.Ů.Ů.Ů.ŮĚŮEOEOEŮO.ŮŽŮůLůZů.E
Konkurs na návrhy úloh pro matematickou a fyzikální olympiádu

Jednota čs. matematiků a fyziků vyzývá jako spolupořadatel matematické a fyzikální olym
piády (MO, FO)své členy a ostatní zájemce, aby zasílali návrh na přípravné
a soutěžníúlohypro MO na adresu Ústřední výbor matematické olym
piády, Praha 1-Nové Město, Žitná 25, pro FO na adresu Ústřední
výbor fyzikální olympiády, k rukám předsedy prof. dr. R.Košťála,
Brno, Čápkova 34.

Text a řešení každé úlohy (originál a jeden opis) je třeba napsat vždy na zvláštní list pa
píru formát A 4. Došlé návrhy budou recenzovány a za každou přijatou úlohu bude vyplácena
odměna ve výši 50 Kčs v kategoriích A, B a C a 30 Kčs v kategorii D. Při recenzi bude při
hlédnuto k původnosti úlohy a odměna může být popřípadě zvýšena,

Nepřijaté úlohy budou autorům vráceny. Dispoziční právo s přijatými a odměněnými úiohami
i právo úprav pro účely MO nebo FO mají ústřední výbory MO a FO a autor bere na sebe
závazek, že tyto úlohy utají, aby správný průběh olympiád nebyl narušen.

Ústřední výbor JČMF
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DESKRIPTIVNÍ
GEOMETRIE

0 „w „táčení
OLDŘICH JENIŠTA, ČVUT,Praha

Mnohé úlohy v deskriptivní geometrii vyžadují, aby určitý geo
metrický útvar, který je v obecné poloze, byl převeden do polohy
zvláštní. Např. má-li se v promítání Mongeovězjistit skutečná velikost
úsečky, která je v obecné poloze, musí být tato úsečka uvedena do
polohy rovnoběžné s některou průmětnou, nebo přímo převedena do
průmětny. Do průmětny úsečku uvedeme tak, že ji otočíme třeba kolem
jejího půdorysu do půdorysny. Říkáme také, že úsečku do půdorysny
sklopíme. Nebo chceme-li zjistit skutečný tvar a velikost nějakého ro
vinného útvaru v obecné poloze, musíme otočit rovinu s tímto útvarem
třeba do polohy rovnoběžné s nárysnou kolem některé hlavní přímky
roviny, a to takové, která je rovnoběžná s nárysnou, tedy kolem ně
které frontální přímky. Atd.

Abychom mohli útvar otočit co nejsnadněji, třeba vhodně určit
jednak osu otáčení, jednak rovinu, do které by bylo vhodno útvar
otočit. Při otáčení opisují všechny body otáčeného útvaru kruhové
dráhy a středy všech kružnic otáčení leží na ose otáčení. Poloměr
otáčení každého otáčeného bodu je roven vzdálenosti toho bodu od
osy otáčení, resp. od středu otáčení. Délky kruhových oblouků, které
každý otáčený bod opíše, jsou ovšem různé, ale úhel, o který se každý
bod daného útvaru otočí, je stejný pro každý otáčený bod.

Zdálo by se, že určit vhodnou osu otáčení není obtížné. Avšak pře
svědčímese, že někdy je nejen určení osy dosti těžká věc, ale dokonce
může být i samotné provedení otočení útvarů spojeno s mnohými pře
kážkami.

V tomto článku nehodláme seznamovat čtenáře se všemi obtížemi,
které se mohou vyskytnout při některých konstrukcích, nýbrž pone
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cháme jeho vlastnímu důvtipu, aby dokázal najít v různých úlohách
nejvhodnější způsob konstrukce. Pro ten účel připojujeme několik pří
kladů. Nechť se čtenáři sami pokusí úlohy vyřešit. Do lhůty jednoho
měsíce od vydání tohoto čísla Rozhledů mohou čtenáři zaslat redakci
řešení s popsáním způsobu řešenía jeho odůvodněním. Jména správných
řešitelů budou uveřejněna v některém z příštích čísel. Rovněž budou
pak uveřejněna řešení těch příkladů, které se nepodařilo čtenářům
vyřešit.

Čtenářům, kteří se vynasnaží o řešení připojených úloh, přejeme
hodně úspěchu!

Cvičení

1. Je dána rovina o (— 5,2; 4,2; 5) a úsečka AB [A (— 4; 7,8; 5,4),
B (1; 0,5; 2)]. Najděte přímku o L m, kolem které by se dala úsečka AB
otočit do roviny o. Určete, kolik řešení má tato úloha a v případě, že je
víceznačná, proveďte jen jedno řešení.

2. Je dána úsečka AB [A (— 5,8; 5,3; 1,6), B (1,6; 8,6; 6,8)], přímka
p | r procházející bodem C (4,2; 3,8; 0) a přímka o || p, procházející bodem
D (— 0,9; 2,6; 4). Usečku AB otočte kolem přímky o tak, aby se stala různo
běžnou s přímkou p. Určete, kolik řešení má tato úloha a v případě, že je
víceznačná, proveďte jen jedno řešení.

3. Usečku AB [A (— 3,8, 6; 3,5), B (43 1; 6,2)] otočte kolem osy o | r
do takové polohy, aby její půdorys a nárys byly navzájem souměrné podle
osy Z.

4. Je dána přímka a = AB [A (— 4,7; 4; 5,6), B (— 0,2; 1; 0,8)] a bod
C (3,6; 4,2; 3,6). Podle libovolně zvolené osy o otočte přímku a tak, aby *r
procházela bodem C.

5. Přímku a = AB [A (— 4; 6,8; 26), B (2,4; 0,6; 5,4)] otočte kolem
libovolnězvolenéosy o | r tak, aby její nárys bylrovnoběžný Spůdorysem.

6. Kolem osy 0 | na procházející bodem A (0; 1,5; 0) otočte rovinu e
(— 4,5; 5; 4,8) do polohy kolmé k nárysně.

7. Otočte rovinu o (—3,5; 4,5; 2,7) kolem osy o | ra procházející
bodem A (0, 2,3; 0) do polohy rovnoběžné s osou «w.Určete počet řešení,
narýsujte však jen jedno.

8. Rovinu o, procházející osou ©a bodem A (—0,6; 3; 2,7), otočte kolem
osy o | ra procházející bodem B (0; 3,9; 0) do polohy rovnoběžnés osou z.

9. Je dán trojúhelník ABC (A (—3; I; 2), B (0; 6; 6,5), C (4; 2,5; 4,5)].
Sestrojte jeho skutečnou velikost tím, že jej postupným otáčením kolem
libovolně volených os kolmých vždy k některé z průměten r a r přivedete
do polohy rovnoběžné s nárysnou. Kolik takových otočení je při nejmenším
třeba?

10. Otočte rovinu o (—6; 9; 8,5) kolem(Osyz tak, aby po otočení procháze
la bodem A (0,5; 3; 4,5). Kolik řešení má tato úloha?

11. Je dána rovina o (—4; 4,5; 4) a úsečka AB [A (—4; 5,5; 4), B (0; :0,5;
1,5). Rovinu o otočte kolem libovolně zvolené osy o |x tak, aby úsečka
AB ležela v otočené rovině. Kolikaznačěnáje tato úloha?

Tyto příklady jsou též vhodné pro přípravu k přijímácí zkoušce
z deskriptivní geometrie na vysokéškoly (např. na stávební fakultu)

399



Některá shodná zobrazení v prostoru
HELENA HOFMANOVÁ, Praha

V článku předpokládám znalost základních druhů shodných zobrazení
v rovině a základů stereometrie. Naším úkolem bude zjistit, co odpovídá
známým rovinným shodnostem v prostoru.

Přecházíme-li od rovinné geometrie ke stereometrii, přechází úloha
přímky na rovinu. Obdobou osové souměrnosti bude v prostoru zřejmě
souměrnost podle roviny. Jako je tomu u osy souměrnosti, budou všech
ny body roviny souměrnosti totožné se svými obrazy. Není-li bod A
bodem roviny souměrnosti o, je jeho obrazembod souměrně sdružený
k bodu A podle paty kolmice vedené z bodu A k roviněo.

Nabízí se otázka, zda se v některé rovině projeví toto zobrazení jako
osová souměrnost. Zřejmě musí taková rovina obsahovat obrazy všech
bodů, které v ní leží. Snadno zjistíme, že to jsou všechny roviny kolmé
k rovině souměrnosti. Musí totiž obsahovat dvojice odpovídajících bodů,
jejichž spojnice jsou vždy kolmé k rovině souměrnosti.

Všimneme-li si přiřazení bodů v rovině o kolmé k rovině souměrnosti
G, zjistíme, že body průsečnice © G= p jsou samodružné. Každé dva
body A, A", které si odpovídají a neleží na průsečnici p, jsou podle
přímky p souměrné. Říkáme, že souměrnost podle roviny o indukuje
v rovině o osovou souměrnost. Lze tedy považovat souměrnost podle
roviny za zobecnění osové souměrnosti v rovině na trojrozměrný prostor.

Budeme-li analogický hledat zobrazení, které v prostoru odpovídá
středové souměrnosti, bude to souměrnost podle osy.

Přiřazeníbodů se liší od přiřazenív souměrnosti podle roviny jen tím,
že pata kolmice vedené obecným bodem k ose souměrnosti zaujme místo
paty kolmice vedené tímto bodem k rovině souměrnosti.

Všechny samodružné body vyplní osu souměrnosti,která je samodruž
nou přímkou. Ostatní samodružné přímky můsí kolmo protínat osu
souměrnosti. Osová souměrnost na nich indukuje středovou souměrnost
(na přímce). Středem je průsečík samodružné přímky s osou souměrnosti.

Napadne vás, že dvě různoběžné samodružné přímky mohou určit.
samodružnou rovinu. Je-li jednou z těchto přímek osa souměrnosti,
potom samodružná rovina obsahuje přímku samodružných bodů. V tako
vé rovině indukuje osová souměrnost v prostoru osovou souměrnost
v rovině. Jsou-li obě samodružné přímky kolmé k ose souměrnosti a pro
tínají se, musí jejich průsečík ležet na ose souměrnost. Získaná samodruž
ná rovina o je pak kolmá k ose souměrnosti. V těchto rovinách indukuje
prostorová osová souměrnost středovou souměrnost v rovině. Jediným
samodružným bodem je průsečík roviny o Ssosou souměrnosti. Tento
bod je patou všech kolmic vedených body roviny o k ose souměrnosti,
a tedy středem souměrnosti v rovině.
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Mimo souměrnost podle osy naleznete v prostoru ještě jedno zobraze
ní, které indukuje v samodružných rovinách středovou souměrnost.
Je to středová souměrnost v prostoru. Má jediný samodružný bod S
(střed souměrnosti). Protože každému bodu X = S odpovídá bod X'
na polopřímce opačné k SX, musí všechny samodružné přímky a roviny
procházet středem souměrnosti.

Protože souměrnost podle roviny je shodným zobrazením, mají každé
dva odpovídající body touž vzdálenost od livobolně zvoleného bodu
roviny souměrnosti. Geometrickým místem bodů v prostoru, které mají
od daných dvou bodů A, B stejnou vzdálenost, je tedy rovina souměrnosti
těchto dvou bodů. Této vlastnosti užijeme při konstruktivních úlohách.

Příklad. Geometrickýmmístem středů všech koulí, které procházejí
danými třemi body A, B, Č (které neleží v přímce), je útvar obsahující
všechny body, které mají od bodů A, B a Č stejné vzdálenosti. Je to prů
sečnice rovín souměrnosti bodů A, B a A, Č. Aby se jejich roviny souměr
nosti protínaly, nesmějí body A, B a C ležet v jedné přímce.

Podobně jako v rovině při konstrukcích některých útvarů využívá
me jejich souměrnosti podle středu nebo osy, můžeme se v prostoro
vých konstrukcích opírat o souměrnost podle středu, osy nebo roviny.
Týká se to především rotačních těles a pravidelných mnohostěnů.

Středovou souměrnost v rovině je možno považovat za zvláštní
případ otáčení, kde úhel otáčení je 180“. Chceme-li zavést otáčení (ro
taci) v prostoru, bude středu otáčení odpovídat osa otáčení, jejíž všech
ny body budou samodružné. Každým bodem A, který neleží na ose
otáčení, je možno k ní vést kolmou rovinu. Říkejme jí rovina otáčení.
Bodu A bude odpovídat bod A" v rovině otáčení tak, že vzdálenost
AS = AS a velikost úhlu otáčení © ASA"= « je konstantní. S je
samodružný bod roviny otáčení, tzv. jeji průsečík s osou otáčení.

S otáčením kolem osy se velmi často setkáváme v deskriptivní geo
metrii a rýsování. Při sestrojení skutečné velikosti útvaru, který leží
v rovině « různoběžné s průmětnou (označíme 7r),je osou otáčení stopa
roviny « daného útvaru. Úhlem otáčení je úhel, který svírají roviny
«, r. Při otáčení je možno si představit souvislý pohyb každého bodu
po kružnici, jejíž střed je patou kolmice vedené daným bodem k ose
otáčení. Prakticky bývá dán průmět útvaru do roviny. Tento průmět
a útvar otočený do průmětny si pak odpovídají v osové afinitě. Stojí
za povšimnutí, že afinita není shodné ani podobné zobrazení.

Všimneme si ještě posunutí. Stejně jako v rovině je posunutí v pro
storu určeno velikostí, směrem a smyslem posunutí (stručně říkáme
vektorem posunutí). Úsečky spojující odpovídající body jsou rov
noběžné a shodné. Pokud vektor posunutí je nenulový, neexistují
žádné samodružné body. Na všech přímkách a ve všech rovinách
patřících směru posunutí indukuje posunutí v prostoru posunutí na
přímce nebo v rovině. Je pozoruhodné, že tyto přímky a roviny jsou
samodružné, ačkoli toto zobrazení nezná samodružných bodů.
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FYZIKA

ALOIS SKYVA, Olomouc

Od teploty OC k teplotě OK
V článku je přehledně shrnuta vývojová cesta ziskávání stále
mižších teplot až po nejnižší dosuďdziskané teploty.

1. Úvod

Fyzika nízkých teplot nachází stále širší uplatnění v tak důležitých
oborech jako je radioelektronika, atomová energetika a raketová techni
ka.

Na stránkách odborných časopisů se setkáváme s pojmem záporné
absolutní teploty. Vzniká tu nové odvětví moderní fyziky a bude jistě
prospěšné podat přehled tohoto vývoje z hlediska dosahování stále niž
ších teplot. Nebudou proto v tomto článku popisovány jevy supra
vodivosti a supratekutosti při nízkých teplotách a podobně.

2. Ziskávání názkých teplot zkapalňováním plynů
2 I Plynové chladici stroje. V plynových chladicích strojích se užívá
zpravidla vzduchu jako pracovního plynu. Stroje dělíme na dva druhy:a)Stroesneuzavřenýmoběhem.V těchtostrojíchvzduch
obíhá ve vedení nízkého tlaku pod atmosférickým tlakem.

b) Strojesuzavřeným oběhem. Jedna a táž hmotaplynu
zde obíhá v úplně uzavřeném systému pod tlakem v celku větším než je
tlak atmosférický.

Na obr. 1 je schéma plynového chladicího stroje s neuzavřeným obě
hem. Plyn (vzduch) je nejdříve adiabaticky stlačen v kompresoru K
z tlaku p, na tlak p, a potom ochlazen (v ideálním případě při stejném
tlaku) v chladiči CH. Jako chladící kapaliny můžeme užít vody. Potom
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Obr.1.Schémaplynovéhochladicího© Obr.2.Schémaplynovéhochladicího
stroje s neuzavřeným oběhem. stroje s uzavřeným oběhem.

plyn postupuje do expansního stroje ES, kde se adiabaticky rozpíná
a koná přitom vnější práci. Mechanická energie takto získaná se obvykle
předává kompresoru, který bývá na společnéhřídelis expanzním strojem.
Expanzí ochlazený plyn přichází pod nízkým tlakem p, do prostoru P,
který ochlazuje. Z prostoru P postupuje potom znova ke kompresoru
při teplotě průměrně stejné jako je teplota chlazeného prostoru. Poměr
množství tepla pohlceného plýnem v ochlazovaném prostoru P k rozdílu
tepla odevzdaného v chladiči CH a pohlceného v prostoru P nazýváme
chladicím koeficientem.

Na obr. 2 je schéma plynového chladicího stroje s uzavřeným oběhem.
Schéma je analogické schématu plynového chladicího stroje s neuzavře
ným oběhem. Rozdíl je v tom, jak už bylo řečeno výše, že v systému
s uzavřeným oběhem nepřetržitě obíhá jedna a táž hmota plynu obyčej
ně při tlaku, převyšujícím atmosférický. Expanzí ochlazený plýn pro
chází chlazením prostorem P přestepelný výměník T'V,který je v tepel
ném kontaktu s tímto prostorem.

Nevýhodou plynových chladicích strojů je malá účinnost. Nízká účin
nost popsaných plynových (vzduchových) chladicích strojů vedla k to
mu, že byly vytlačeny kompresními chladicími stroji odpařovacími.
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Plynových chladicích strojů se užívá jen tam, kde se užívá vzduch jako
chladící látka. Malá účinnost počátečních typů plynových chladicích
strojů se vysvětluje hlavně tím, že expanzní stroje v nich pracovali při
vysoké teplotě. Možnost práce expanzních strojů při nízkých teplotách
stanovil G. Claude roku 1913, tedy mnohem později, než byly
popsané plynové chladicí stroje zkonstruovány (1851—1873).

2,2 Kompresní chladici stroje odpařovací. U kompresních chladicích
strojů odpařovacích se odvádí teplo od prostředí s nízkou teplotou pomo
cí vypařování jakékoliv vhodné kapaliny ve výparníku. První chladicí
stroj tohoto typu zkonstruovalJ. Perkins již v roce 1834.

Jako pracovní látky je možno užít např. čpavku NH; (K. Linde,

r.1876). Schémakompresního chladicího stroje odpařovacíhoj je na obr. 3.Chladicí stroj se skládá z těchto
částí:

Výparniku VP, ve kterém se po
hleuje teplo z okolního nízkoteplot
ního prostředí (v domácích lednič
kách to bývá soustava trubek, na
vinutých kolem mrazicího oddělení).

Kompresoru K, který slouží na
stlačení páry a k jejímu zkapalnění
v kondenzátoru.

Kondenzátoru KN, ve kterém se
odvádí teplo stlačené a zajišťují tep

K lotní podmínky pro kondenzaci páry
pod tlakem vyvíjeným kompreso
rem.

Škrticího ventilu Š, pomocí které
ho stlačená kapalina se rozpíná do
výparníku při téměř konstantní en
t halpii. (Rozpínánípřikonstant

ní enthalpii, H — U + pV = const., budeme nazývat škrcením.)
Enthalpie H je stavová funkce, rovná energii rozšířenésoustavy. Energii
rozšířenésoustavy dostaneme, když k energii pracovnílátky U připočte
me potenciální energii zařízení,které ji udržuje na tlaku p a v objemu V

V jednostupňových kompresních chladicích strojích odpařovacích je
výhodné, aby teplota, přikteré se teplo odvádí od pracovní látky v kon
denzátoru byla jen o málo vyšší než okolní teplota (20 C) [4]. Pro volbu
vhodné pracovní látky platí potom tato kritéria:

— —— 

Obr. 3. Schéma kompresního
chladicího stroje odpařovacího.

a) Teplota okolního prostředí musí být nižší, než je kritická teplota
T, pracovní látky, aby páru bylo možno zkapalnit stlačením; tlak
potřebný pro zkapalnění nesmí být přitom příliš vysoký;

b) teplotu ve výparníku je vhodné volit blízkou bodu varu T', pracov
ní látky, aby tlak, při kterém dochází k vypařování, byl blízký tlaku
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atmosférickému. Tento požadavek však není nutný. Je jen důležité, aby
teplota ve výparníku byla vyšší, než je teplota trojného bodu T, aby
nedošlok tuhnutí pracovní látky;

c) pracovní látku je třeby vybírat tak, aby byly třeba nevelké stupně
stlačení p/p, neboť spotřeba energie rychle roste se stupněm stlačení.
Je nutno si uvědomovat, že tato podmínka je v těsném spojení s výbě
rem hodnoty teploty vypařování;

d) konečný výběr pracovní látky je určen srovnáním termodynamic
kých vlastností (tj. hodnoty chladicího koeficientu apod.) a praktickými
důvody využití stroje, neboť některé látky s dobrými termodynamic
kými vlastnostmi mohou být jedovaté nebo vyvolávat silnou korozi
aparatury.

Pro stroje, které pracují s teplotami vypařování vyššími než —50“C,
výše uvedená kritéria vedla k užití takových pracovních látek, jako
kysličník uhličitý CO,, kysličník siřičitý SO,, nebo již dříve uvedený
čpavek NH;.

K získání teplot —50"C a nižších pomocí kompresních chladicích
strojů odpařovacích je třeba užít dvou nebo vícestupňového uspořádání
(kaskádový cykl). Pro zkapalnění dusíku je možno užít např. čtyřstupňo
vého uspořádání, v němž pracovními látkami jsou po řadě čpavek NH,,
etylén C,H,, metan CH, a dusík N. O propracování této metody se
zasloužil zvláště W. H. Keesom v roce 1933. Podle Keesoma [4] teplota
kondenzace čpavku je 298K při 10,2kp. em“?, etylénu 242K při
19kp.cm? metanu 172K při 24,7kp.cm“? a dusíku 114,6“K při
18,6 kp.cm“?.

Bod varu těchto látek při tlaku 1 kp.cm“*?je u čpavku 239,8 “K,
ethylénu 169,3“K, metanu 111,7"K a u dusíku 77,3“K.

2,3. Ochlazováni užitím Jouleova — Thompsonova efektu. V zařízení
Joulea a Thompsona (obr.4) kompresorK prohánělplynnej

K ==
Obr. 4. Schéma zařízení Joulea a Thompsona.
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dřívenádobou W, chlazenou vodou, kde se plynu odebíralo teplo stlačení.
Potom pórovitou přepážkou P, která byla dobře izolována od okolního
prostředí tepelnou izolací. Během krátké doby bylo dosaženo stacionár
ního režimu s tlaky p, a p, a teplotami T, a T. Proces probíhá při kon
stantní enthalpii, tj.

Hy—Us+ pw = Uz+ Po= Hg.
Uvedené veličiny vztahujeme na 1 mol.

Joule a Thompson zjistili, že u mnohých plynů, jako např. u vzduchu,
kysličníku uhličitého, kyslíku a dusíku je teplota T, po průchodu přepáž
kou nižší než teplota T, na vstupu. Pozdější výzkumy (1902—1933)
ukázaly, že všechny plyny se mohou jak ochlazovat, tak ohřívat v zá
vislosti na hodnotě počátečního tlaku a teploty. Teplota T; pro p—>0, při
níž Jouleův-—Thompsonův jev vymizí (kladnýefekt se
mění v záporný či naopak) se nazývá teplota inverze. Při teplotě větší
než je teplota inverze je Jouleův--Thompsonův efekt vždy záporný pro
všechnytlaky p, tj. T, > T.

2,4 MetodaLindeho.K. Linde a Hampson nezávislena soběnavrh
li v roce 1895 metodu zkapalňování, která využívá ochlazení při škrcení
stlačeného plynu. Je to v podstatě Jouleovo—Thompsonovo rozšíření
přikonstantní enthalpii.

Škrcení vyvolává cohlazení plynu, jestliže jeho počáteční teplota je
menší než teplota inverze. Poněvadž teplota inverze pro vzduch je
603 “K, tak výchozí teplota 293“K je přípustná. Za účelem dosažení
vyššího koeficientu zkapalnění (Koeficient zkapalnění je definován jako
poměr množství zkapalněného plynu k celkovému"množství plynu
stlačeného) a tedy zmenšení spotřeby energie na získání jednoho litru
kapaliny, začalo se užívat předběžného ochlazení stlačeného plynu.

Schémajednoduchéhozkapalňovače Lindeho s předběž
ným ochlazením je na obr. 5. Přívod plynu je v místě A. Stlačený plyn
jde z kompresoru K přes proti proudový tepelný výměník E,. Po před
běžném ochlazení ve výparníku VP prochází druhým protiproudovým
tepelným výměníkem E, a škrticím ventilem Š. Zkapalněný plyn se
vypouští ventilem V ze shromažďovací nádrže SN. Při zkapalňování
vzduchu se pro předběžné ochlazení často užívají čpavkové chladicí
stroje, které ochlazují vzduch na teplotu průměrně —45“C. Při užití
kaskádních kompresních strojů se dosáhne ještě nižší teploty předběž
ného ochlazení.

Zkapalněný vzduch je slabě modře zbarvená, lehce pohyblivá kapali
na hustoty 0,93kg/dm* a s teplotou varu za normálního tlaku 760 torrů
80,1“K. Odčerpáváním par se dá snížit teplota bodu varu až na 65“K,
při čemž se ovšem poměr mezi N; a O, posunuje ve prospěch kyslíku.

Pokud zkapalňujeme vodík v zařízeníchzaloženýchna Lindeho metodě
je nutné předběžné ochlazení vždy, neboť vodík má teplotu inverze

406



204,6K. Zpravidla provádíme před
K] | běžné ochlazení vysoce stlačeného

A plynusměsíkapalnéhokyslíkua du
m síku vroucí při sníženémtlaku. Nej

E © Š nižší teplota, které můžemetakovým
1 způsobem dosáhnout, se pohybuje

i (1-x) mezi 54,4"K pro čistý kyslík a 63,1
(6 = ES "K pro čistýdusík. Jsou to teploty

trojného bodu kyslíku a dusíku. Aby

E Š se zabránilovelkým ztrátám kapal
2 ného vodíku, který senormálně sklá

i dá ze 75 % ortovodíku a 25 % para
vodíku, při jeho přechovávání v De
warových nádobách (při samovolné
přeměně ortovodíku v paravodík
docházík vylučování tepla, a tím ke

v zvětšování vypařování kapalného

i S vodíku), provádí se přeměna ortovodíku v paravodík při samotném
M procesu zkapalnění nebo před ním

SN —— pomocí katalyzátoru. Jako kataly

4

RY

=== zátoru lzepoužítnapř.aktivníuhlí,

© 2,9 Adrabatickérozepnutí. Metodazkapalnění plynu, založená na užití
Obr. 5. Schéma jednoduchého jevu Jouleova— Thompsonova (škrzkapalňovačeLindehospředběž-| cení),nemůžebýtvpodstatětak

nýmochlazením. účinná jako metoda adiabatického
rozepnutí (adiabatické expanse).

Příčinou jsou nevyhnutelné termodynamické nevratné ztráty, které
jsou vlastní procesu škrcení. Každá nevratnost zavedená do chladicího
cyklu snižuje jeho účinnost.

Při isoentropickém (adiabatickém) rozepnutí, které je doprovázeno
tím, že plyn koná vnější práci, entropie neroste. Proto v těch případech,
kdy spád tlaku při rozepnutí je veliký, nebo probíhá od poměrně vyso
kých teplot, je adiabatické rozepnutí výhodnější, nehledě na technické
složitosti jeho uskutečnění. Entropie S je stavová funkce soustavy, před
stavované pracovní látkou, která je funkcí vnějšíchparametrů a teploty1

Při rozepnutí v oblasti, kde pracovní látka je blízká ke kritickému
bodu (nebo při rozpínání kapaliny), nebo při rozepnutí mezi poměrně
vysokýmitlaky, jei procesškrcenívysoce účinný a pro jeho jednoduchost
je natolik výhodný, jako proces adiabatického rozepnutí v expanzním
stroji [4].

(Dokončení)
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Tažisko, momenty prvého
adruhéhostupňa(Pokračování)| (PsánoproRozhledy)
PROF. Dr. ZALÁN BODÓ, Budapešť

II. Momenty druhého stupňa
Vrátme sa k » hmotným bodom, uloženým v Iubovolnom pravo

uhlom súradnom systéme zgyz.V súhlase s 12. obrázkom označené

Obr. 12

znakmi X, Y;,2 súradnice 1-tého bodu, jeho vzdialenosti od sůradných
osí £, y, resp. z symbolmi 7;;, fy, TeSp. 7%, 8 jeho vzdialenosť od po
čiatku súradného systému 7%.Čísla x, y;, 2;, sů súradnice a teda sů
kladné alebo záporné veličiny, veličiny 7 vyjadrujů vzdialenosti a teda
sú kladné čísla. Zrejme platia medzi nimi tieto vzťahy

T Z T UTým tu, Ta=0 +, (7)
Ú=ahyta (8)

Z nich vyplýva ir =trýty=%+8
alebo n=kb rár (10)
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Pomocou sůradníc a hmót hmotných bodov definujeme nasledujúce
fyzikálne veličiny

n n n

0, = X maž, 0 = X myž, Ox= > mě, (11)
i=1 i=1 i=1

ktoré nazveme momentami druhého stupňa alebo momentami zotrvačnosti
vzhladom na roviny yz, 2x, resp. xy. Teraz nahliadneme dóvod pomeno
vania: v súčtoch definujúcich momenty prvého stupňa vystupujú sú
radnice v prvej mocnine, v súčtoch u momentov druhého stupňa súrad
nice sů v druhej mocnine.

Keď teraz napr. moment druhého stupňa vzhladom na rovinu yz
napíšeme v tvare

Oz= Mal, (12)
čiže pomocou momentu druhého stupňa, t. j. rovnicou (12) definujeme
a, vety I, II a III ostanů v platnosti aj v tomto pripade.

I. Moment vzhladom na Fubovolnů rovinu rovná sa momentu vzhladom
na rovnobežnů rovinu idůcu lažiskom zvůčšenému o moment mysleného
jediného hmotného bodu hmoty M uloženého v ťažisku.

II. Hodnota čísla a, sa nezmení, keď hmotu každého hmotného bodu
v tom istom pomere zvůčšíme alebo zmenšime alebo keď súradmce každého
hmotného bodu v tom istom pomere zvůčšíme alebo zmenšíme.

III. Hodnota čísla a; a momentu vzhladom na rovinu yž sa nezmení,
keď zmenime lubovolne súradnice y; a 2.

Z rovnice (12) dá sa vyjadriť
n

> MmXi
i=1

n 2

RX m
4=1

odkial je zrejmá platnosťvety II a III.
Aby sme dokázali platnosťvety I, vyjadríme moment druhého stupňa

vzhladom na rovinu y'2', idůcu ťažiskom (obr. 1 a 2).

(13)U; =

n n n n
, /0 = 2 muž = Dm (u—w) = 2 mai —2x 2 ma+

i=1 i i;
n

+ai 2m.
4=1

n n

> mů = 46> M,
i=l i=1

Pretože podla (2)

n

0, = 0; —x > M;.
d=1l
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Odtial
O2=02+ Ma,

a úplne podobne platí
0, = 0 + Ms h (14)
Oy=0+ M.

Túto vetu nazývame Sřeinerovouvetou. Týmto sme dokázali platnosť
vety I aj pre momenty druhého stupňa. Zrejme z momentov zotrvač
nosti vzhladom na rovnobežné roviny je najmenší moment vzhladom
na rovinu idúcu ťažiskom.

Veličiny
n n n

0, = > M Tři> O, — > n" Tys; 0, = 2 M T> (15)
i=1 i=1 i=1

resp.
n

B= >mri, (16)
4=1

nazývame momentami druhého stupňa alebo momentam? zobrvačnosti
vzhladom na osi x, y, 2, resp. momentom druhého stupňa alebo momentom
zotrvačnosti vzhladom na počtatok.

S ohladom na vzťahy (7) až (10) platia medzi jednotlivými momen
tami druhého stupňa tieto relácie

0, = 04+ 0 ; 0, —0x T Oz , 60,=O, + 0; (17)
B = Oz + O, T 0 ; (18)

o=0+ 0;; B= 0,4 0; B= 0+ 0; (19)
Bo=3(0.+0,+0,. (20)

Vety I až III s malými obmenami platia aj pre momenty zotrvač
nosti vzhladom na osi a vzhladom na body a dajů sa odvodit z definícií.

Vetypre momenty zotrvačnosti vzhladom na os:
I. Pre moment druhého stupňa vzhladom na o8 plati z (14) a (17):

moment druhého stupňa vzhladom na lubovolnů os rovná sa súčtu momentu
druhého stupňa vzhladom na priamku rovnobežnů s osou, iďůcu ťažiskom
a momentom druhého stupňa celej hmoty umestnenej v ťfažisku.

II. Napriklad moment druhého stupňa vzhladom na os x móžeme na
pisal vo tvare

0, = Mir, (21)
kde teraz pre r, volime Fubovolný od nuly rózny, vzhladom na x-ovů 09 8a
vzlahujůci radialny rozmer sústavy bodov.

Napr. vzdialenosť niektorého hmotného bodu od «-ovej osi alebo
rozdiel vzdialenosti dvoch hmotných bodov od osi © atď. A tak rov
nicou (21) definované 6, zas sa nezmení, keď vynásobíme hmoty alebo
súradnice hmotných bodov tou istou konštantou.
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III. Hodnota B; a tak aj O, závisí teraz iba na vzdialenosti jednotlivých
Jvmotnýchbodov od x-ovej osi. Preto napriklad možno hmotu všetkých hmot
ných bodov nachádzajůcich sa na plášti valca polomeru r s osou ležiacou
v 0si g-ovej sústrediť do jediného lubovolného bodu plášta.

Vetypremoment zotrvačnosti vzhladom na bod:
I. Pre moment druhého stupňa vzhladom na boď zo (14) a (18) plyme,

že moment druhého stupňa vzhladom na lubovolný bod rovná sa súčtu
momentu druhého stupňa vzhladom na ťažisko a moment druhého stupňa
celej moty uloženej v tažisku.

Moment druhého stupňa vzhladom na bod móžemenapisat v tvare
60 — Mý? r? , (22)

kde r je lubovolný od nuly rózny, vzhladom na počiatok sa vzťahujůci
radiálny rozmer sústavy bodov (napr. vzdialenosť niektorého hmotného
bodu od počiatku, rozdiel vzdialenosti dvoch hmotných bodov od po
čiatku atď.); vzhladom na predchádzajúce transformácie y je tiež kon
štantné.

III. Hodnota čísla v a veličiny B; závista Vbaod vzdialenosti kmotných
bodov od vzťažného bodu.

Preto napríklad možno všetky hmotné body ležiace na povrchu gule
polomeru 7 so stredom v počiatku sústrediť do lubovolného bodu na
povrchu.

Zo (17)—(20) vyplýva, že ak napr. všetky hmotné body ležia na
x-ovej osi (ide o hmotnů úsečku)

0, —0, —Oy = 0, (23)
B — O, — O, — Oz . (24)

Ak všetky hmotné body ležia v rovine ry (ide o plošný útvar ro
vinný)

By =0, (25)
£= O, ; O, = 0, ; (26)

By= 0,= 0,:+ 0x2= 04+ 6,. (27)
Zas ukážeme na niekolkých príkladoch, ako móžeme pomocou viet

I—III počítať momenty zotrvačnosti bez integrovania.

(Dokončení)
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Kvantová teorie světla

a Dopplerův jev
JIŘÍ MÍDA, Brandýs n. L.

ProfesorpražskétechnikyHans Christian Doppler dospěl
roku 1842 na základě vlnové teorie světla k závěru, že přibližováním
zdroje světla k pozorovateli se pozorovaný kmitočet světla zvyšuje,
a naopak, že při vzdalování světelného zdroje od pozorovatele se pozo
rovaný kmitočet snižuje.

Tento tzv. Dopplerův jev byl sledován nejdříve u pohybujících se
mimozemských zdrojů v astronomii. V laboratoři se podařilo Dopplerův
jev dokázatroku 1905 Johannu Starkovi u anodových(ka
nálových) paprsků, tj. u svítících iontů, které dosahují při elektrických
výbojích v plynech rychlosti až 108m . s-*. Roku 1918 ověřilDopplerův
jev Auirino M ajorana na světelnýchzdrojích,pohybujícíchse
mechanicky rychlostí kolem 200 m . s“!.

Dopplerův jev však není jevem ryze optickým. Vyskytuje se u všech
druhů vlnění. Snadno jej lze pozorovat u zvukových vln. Projíždí-li
například kolem nás pískající lokomotiva, v okamžiku, kdy nás míjí,
pozorujeme pokles výšky tónu. Pokud se k nám blíží, vnímáme vyšší
frekvenci, než když se od nás vzdaluje. Právě pro akustický Dopplerův
jev se na střední škole!) odvozují i příslušnékvantitativní vztahy, které
však platí nejen pro zvukové vlny, ale i jinde. Například pro přijímaný
kmitočet f, vzdaluje-li se zdroj vlnění rychlostí v od pozorovatele, který
je v klidu vzhledem k prostředí, platí vztah

C=o) (1)
kde c je rychlost vlnění v uvažovaném prostředí a f, kmitočet, který by
přijímal pozorovatel, kdyby byl zdroj vlnění vůči němu v klidu. Zřejmě
je frekvence f menší než f. Jestliže se zdroj vlnění pohybuje k pozoro
vateli rychlostí v, je

C

Í = fo ; (2)

čili frekvence f je větší než f,. Dále se ještě uvažují případy, kdy se
vzhledem k prostředí pohybuje i pozorovatel.

V tomto článku si ukážeme, že optický Dopplerův jev není spjat jen
s vlnovým charakterem světla, nýbrž plyne také z kvantových vlast

É— 0

1) Podle osnov z r. 1961 ve 2. roč. SVVŠ na matematicko-fyzikální větvi.
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ností světla. Nejdříve si však připomeňme potřebné pojmy a vztahy
kvantové teorie světla.

Základní myšlenka kvantové teorie světla, podle níž není "světelná
energie pohlcována, ani vyzařována spojitě, pochází od Maxe
Plancka zroku 1900.Nejmenšímnožství světelnéenergié,které lze
vyslat nebo pohltit, závisí na barvě světla; je úměrné frekvenci. Pro
světlo o frekvenci f je nejmenší množství energie

W=h.f, (3)
kdekonstantaúměrnostije tzv. Planckova konstanta A=
= 6,625 .107**J s. Její hodnota byla určena pokusně nejrůznějšími
metodami.?)

Podle kvantové teorie každé vyslané nebo pohlcené množství světel
né energie, má-li světlo frekvenci f, je celistvým násobkem nejmenšího
množství energie daného vztahem (3). Množství energie Af,které nazý
váme kvantum energie, je tedy základní nedělitelnou dávkou energie
pro světlo o frekvenci f.

V roce 1905 Albert Einstein zveřejnilspeciálníteorů rela
tivity, která ukázala, že hmotnost a energie téhož útvaru nejsou ne
závislé veličiny. Vzroste-li jedna z těchto veličin, zvětší se i druhá.
Podobně při úbytku jedné zmenší se také druhá. Tato vzájemná zá
vislost změny energie AW a změny hmotnosti Jm je vyjádřena tzv.
vztahem ekvivalence

AW = A4m.čě,

kde c —3.10% m .s-* je rychlost světla ve vakuu. Pro změnu hmot
nosti tedy platí

Am=——. (4)

Vyvstává otázka: Platí zákon zachování hmotnosti, když hmotnost
tělesa není veličina stálá? Ve fyzice však máme další zákon zachování
energie, jenž platnost zákona zachování hmotnosti potvrzuje. Vzroste-li
u některého tělesa v izolované soustavě energie o 4W, čili hmotnost
o hodnotu danou vztahem (4), potom u ostatních těles soustavy se
musí zmenšit jejich celková energie o 4W, čili jejich celková hmotnost
o hodnotu danou výrazem (4).

Ještě je třeba připojit jednu poznámku. Těleso, které se pohybuje,
má větší energii než totéž těleso, jež je v klidu. Hmotnost tělesa tedy
závisí na pohybovém stavu. Tento poznatek vedl k zavedení pojmu
klidová hmotnost. Označujeme tak hmotnost tělesa, která mu přísluší,
když je v klidu, nebo když se pohybuje velmi pomalu proti rychlosti
světla. Ve fyzice probírané na střední škole se předpokládá, a to ob

2) Např. pomocí fotoelektrického jevu; po změření potřebných veličin se
Aurčí pomocí Einsteinovy fotoelektrické rovnice.
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vykle mlčky, že rychlosti těles jsou dostatečně malé, takže pod pojmem
hmotnost se na střední škole vždy rozumí klidová hmotnost. Podobně
i vzorce a vztahy ze středoškolské fyziky lze většinou používat jen
tehdy, pohybují-li se tělesa rychlostí mnohem menší než je rychlost
světla. Příkladem takového vzorce je výraz $ mv?pro kinetickou energii,druhýpohybovýzákonvetvaruF=m.a apod.

Vyzáří-li atom kvantum energie kf, potom podle vztahu (4) se zmenší
jeho hmotnost o

am=Z.
C?

Podle zákona zachování hmotnosti pro soustavu atom a kvantum
energie tedy příslušíkvantu energie hf hmotnost

Lze se tedy postavit na korpuskulární stanovisko — světlo je proud
světelných kvant neboli fotonů, tj. částic, které mají hmotnost dánu
vztahem (5) a energii vzorcem (3). Fotony se od ostatních částic (elek
tronů, protonů apod.) výrazně liší. Fotony neexistují v klidu, vždy se
pohybují, a to rychlostí světla. Jsou-li pohlceny, potom zmizí a jejich
hmotnost a energie přejde na atom, který je pohltil. Foton tedy nemá
klidovou hmotnost.

Všechny fotony světla téže barvy mají v témž prostředí nejen
stejnou rychlost, ale i hybnost, neboť je rovna součinu hmotnosti
a rychlosti fotonu. Hybnost fotonu světla o frekvenci f/ je dána ve
vakuu vzhledem k rovnici (5) vztahem

4.Pr = (6)

Představme si atom v klidu, který vyzáří foton světla o frekvenci f.
Hybnost atomu byla před vyzářením fotonu rovna nule. Zákon zacho
vání hybností říká, že celková hybnost se nemění, a proto součet hyb
ností atomu Pa a emitovaného fotonu p;pymusí být roven hybnosti atomu,
než vyzářil foton, tj. nule. Platí tedy

—> ->
Pat Pr=0,

ti.
— —>

Pa— — Dry.

Hybnosti atomu a vyzářeného fotonu jsou opačné vektory, a proto
atom po emisi fotonu „,odskočí“ v opačném směru, než byl vyzářen
foton. Tento jev byl skutečně pozorován.
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Reakce atomu při emisi fotonu připomíná zpětný ráz při výstřelu
střelné zbraně. Na probraném jevu se zakládá myšlenka ,fotonové ra
kety““. Pro její realizaci je však nutno vyřešit celou řadu otázek, jako
způsob získávání fotonů, jejich směrování apod.

Připomeňme si ještě, jak vykládá emisi fotonu teorie atomu, kterou
vypracovalroku 1913 Niels Bohr. Elektrony se mohoupohybovat
kolem jádra jen po určitých stabilních drahách. Čím je dráha od jádra
vzdálenější, tím je energie elektronu vyšší. Přejde-li elektron ze vzdá
lenější dráhy na některou bližší, ztratí část své energie, přičemž dojde
k vyzáření fotonu.

A nyní přistupujeme k výkladu Dopplerova jevu pomocí kvantové
teorie světla. V bodě.P na obr. 1 je pozorovatel, atom označený A se

před emisí fotonu

P A

po emisi fotonu
mv,O-—————— © G-M—

P
A

Obr. 1

od pozorovatele vzdaluje rychlostí v. Nechť atom vyzáří foton v opačném
směru, než se pohybuje, tj. směrem k pozorovateli. Pozorovatel zjistí,
že se jedná o foton světla s frekvencí f. Byla-li rychlost atomu v, potom
po vyzáření fotonu se změní na hodnotu v;, přičemž zřejmě v, >>v.
Předpokládejme, že rychlosti v a v, jsou dostatečně malé proti rychlosti
světla. Klidovou hmotnost atomu před vyzářením fotonu označme m.
Změnu hmotnosti atomu přivyzáření fotonu zanedbáme, takže klidová
hmotnost atomu po vyzáření fotonu bude v našich úvahách také m.
Tento předpoklad je jistě přípustný, neboť hmotnost fotonu viditelného
světla je podle vztahu (5) řádově 107%“kg, zatímco klidová hmotnost
protonu je 1,672 . 1077"kg.

Rychlost v, lze určit ze zákona zachování hybnosti
h

mw= my —"E, (7)
sA- 3kde pro hybnost fotonu jsme užili vztahu (6).

Předpokládejme, že elektron při přechodu z dráhy vzdálenější na
dráhu bližší ztratil energii 4W. Podle zákona zachování energie a rov
nosti (3) platí

AW+ m? = ž my + hf (8)
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Vyloučíme-li z této rovnice vy, obdržíme vztah vyjadřující závislost
frekvence světla na rychlosti atomu, a tedy kvantitativně popisující
Dopplerův jev. Rovnici (7) nejdříve upravíme na tvar

hfmy = Mm- —.
C

Tuto rovnici povýšíme na druhou, dělíme 2m a tak dostaneme výraz

pro 3 mw?,jenž dosadíme do (8). Po„pravě máme
"1 -AWm P 9)

Na pravé straně této rovnice je podíl konstanty 4W (uvažujeme zcela
určitý přechod elektronu z jedné dráhy na druhou) a Planckovy kon
stanty h. Proto lze psát

1 hÍ T mé
Jestliže klesne rychlost v atomu, potom se při nezměněné velikosti

frekvence f zmenší hodnota levé strany rovnice (9a), což však není
možné, protože má mít konstantní velikost. Musí se tedy zvětšit fre
kvence f. Čím je tedy rychlost atomu menší, tím je frekvence větší;
největší je zřejmě pro v — 0. Při vzdalujícím se zdroji světla je přijí
maný kmitočet vždy nižší, než kdyby byl zdroj vzhledem k pozorovateli
v klidu.

Vzorce (9a), resp. (9), jsou tedy vzorce pro Dopplerův jev při vzda
lujícím se zdroji, ovšem v kvantovém tvaru, neboť obsahují Planckovu
konstantu. Nezvyklé hlavně je, že se v nich nevyskytuje frekvence f;,
kterou by pozorovatel vnímal, kdyby se zdroj vůči němu nepohyboval.
Stačí si však uvědomit, že pro v = 0, má rovnice (9a) tvar

f* — konst. (9a)

h
k + p: fó —konst.9

a tedy (9a) lze psát

C T v hÍ+ sP =T zlo- (9b)
Jistě si mnohý falne, jak spolu souvisí rovnice (1) a (9b), jak přejít

od kvantové rovnice (9b) k nekvantové (1). Vraťme se na počátek
článku. Podle klasického pojetí?) je světelná energie vyzařována v libo
volném množství; v tomto případě je tedy nutno v rovnici (3) předpo
kládat h — 0. Položíme-li v rovnici (9b) 4%— 0, dostaneme po úpravě

Crarr(k
což je rovnice (1).

9)Nekvantovoufyzikuoznačujemenázvem klasická fyzika.
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V tomto článku jsme si na Dopplerově jevu ukázali, jak se vzájemně
prolínají vlnové vlastnosti světla s kvantovými. Čtenář si může snadno
odvodit i kvantovou obdobu rovnice (2). Změnit je třeba nepatrně jen
rovnici (7), ostatní je zcela stejné jako při odvozování rovnice (9b).

Lůteratura

E. V. Špolskij,Atomová fysika I., SNTL1957.
MaxvonLaue, Dějiny fyziky, Orbis1963.

Fotoluminiscence
Doc. Dr.JOSEF DIBELKA, Praha

V dubnu loňského roku vzpomněl celý svět 10. výročí úmrtí nej
většíhofyzikadvacátéhostoletí — Alberta Einsteina. Přité
příležitosti tisk se zmínil o stěžejních pracích Einsteina, hlavně pak
o těch, které se týkaly principu relativity a nejvýznamnější a kardi
nální rovnice, která udává vztah mezi hmotou (hmotností) a energií,
rovnice

E=m č,
která dala základ pro uvolňování jaderné energie. Einstein však svými
revolučními pracemi zasáhl téměř do všech odvětví fyziky a je právem
označován za zakladatele dnešní moderní fyziky. V tomto článku si
chceme ukázat, jakým způsobem přispělk výkladu jevu, který označu
jeme fotolumimscencí.

Již roku 1905 poukázal Einstein na to, že celá řada experimentálních
faktů a vážných teoretických úvah vede nezbytně k představě o ne
spojité povaze záření. Z teoretických úvah dospěl k závěru, že záření
pozůstává z jednotlivých ,,atomů“' energie velikosti Av,kde 4 je Plancko
va konstanta (A— 6,625 10-*+J . s), v je kmitočet záření. Tyto ,,atomy“'
energiebylyzpočátkunazýványsvětelnými kvanty, dnesse
pro ně ustálil název fotony. Vyslovil tedy předpoklad, že záření je proud
jednotlivých částeček, fotonů. Energie každého fotonu je e€e= 4h.v. Je
patrno, že fotony mají různou energii podle frekvence záření. Nejmenší
energii mají fotony infračerveného, největší roentgenova a y záření.

Podle již vzpomenuté rovnice, která vyjadřuje vztah mezi energií
a hmotou, dostaneme hmotu fotonu, která je vyjádřena výrazem

Bo h.vAe"
kde c je rychlost šířenísvětla ve vakuu. Z Einsteinovy teorie relativity
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vyplývá, že velikost hmoty není veličina konstantní. Roste se.vzrůsta
jící rychlostí, s jakou se pohybuje, podle vztahu

MO=
C

kde v je rychlost pohybujícího se tělesa, c rychlost šíření světla ve
vakuu, » hmota (hmotnost) za pohybu, m, hmota (hmotnost) za klidu.

Hmotu (hmotnost) tělesa při pohybu s malými rychlostmi je mož
no pokládat pro první přiblížení za konstantní, blíží-li se rychlost
rychlosti světla, je vzrůst hmoty velmi patrný.

Foton se pohybuje však rychlostí světla a přitom má hmotu (hmot
nost) konečnou. Nutno tedy předpokládat, že foton má klidovou hmo
tu (hmotnost) nulovou. Tento předpoklad není paradoxní, když uváží
me, že neexistuje žádný systém, ve kterém by byl foton v klidu.

Zavedením fotonu se dospělo opětně k názoru, že záření má povahu
korpuskulární. Kvantováním zářivé energie objevuje se tedy v názorech
na světlo zvláštní dualismus. Některé světelné jevy můžeme vysvětlit
jen tehdy, připustíme-li vlnovou podstatu světla (interference, ohyb,
polarizace světla). Jiné jevy možno vysvětlit jen tehdy, připustíme-li
korpuskulární podstatu světla. Mezijevy, které se nedají vysvětlit vlno
vou povahou světla, patří např. fotoefekt, Comptonův jev*) a fotolumi
mscence.

Fotoluminiscence vzniká u některých látek po dopadu zářeníurčitých
vlnových délek; po dopadu záření látka emituje (vysílá) nové záření.
Proluminiscenciplatí Stokesovo pravidlo, podleněhožnemá
emitované záření více energie, než je energie budícího záření. Není tedy
větší kmitočet v' emitovaného záření, než je kmitočet dopadajícího
záření; a jeho vlnová délka A' není tedy kratší než vlnová délka do
padajícího záření. Platí

vsv; KZŮÁ.
Stokesovo pravidlo můžeme odůvodnit jenom tehdy, připustíme-li,

že světlo jsou letící fotony. Molekula nebo atom absorbuje energii Av
a může tedy maximálně vyzářit jen stejné množství energie, zpravidla
však je vyzářená energie menší; část A dopadající energie se mění v jiné
druhy energie. Platí

| w=wW + A.
Podle kvantové teorie jsou elektrony v normálním stavu na nejnižší
1) Comptonůvjev. Dopadá-li roentgenovo záření na hmotu, dochází jed

nak k fotoelektrickému odštěpení elektronů, jednak k rozptylu. Rozborem
frekvence rozptýleného záření se ukázalo, že délka vlny se mění. Změnu
vlnové délky je možno vysvětlit jen tehdy, když připustíme korpuskulární
charakter záření. Klasická vlnová teorie rozptylu roentgenových paprsků
je neuspokojující. Podle vlnové teorie by rozptyl byl způsobem „„rozkmitá
ním““elektronů elektromagnetickým polem dopadající vlny, ale pak frekven
ce rozptýleného záření musí souhlasit s frekvencí dopadajícího záření.
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energetické hladině. Dopadá-li na těleso záření takové vlnové délky,
že energie fotonu se rovná rozdílu mezi energií normální hladiny a vyš
ších energetických hladin, absorbuje elektron tuto energii a přejde na
vyššíhladinu.Elektronse dostaldo (opticky) nabuzeného stavu,
nebo také, jak se říká, elektron je excitován. V excitovaném
stavu setrvávají elektrony jen velmi krátkou dobu a vracejí se zpět
na hladinu nejnižší energie, přičemžpřebytečnou energii vyzáří v podobě
fotonů.

Podle doby, která uplyne mezi dopadem budícího záření a emisí,
dělíme luminiscenci na fIuorescenci a fosforescenci.

O fiuorescencí mluvíme tehdy, když emise záření následuje ihned po
vzbuzení a trvá jen tak dlouho, pokud na těleso dopadá budící záření.
Fluorescenci možno pozorovat především u organických látek, např.
u benzínu, organických olejů, roztoků barviv apod.; z pevných látek
jsou to hlavně sloučeniny uranu.

Jestliže vyzařování energie doznívá ještě po nějakou dobu (asi 1073
až několik hodin) po tom, co budící záření přestalo působit, mluvíme
o fosforescenci.Toto dlouhotrvající světélkování závisí na teplotě; při
zahřátí látky rychle mizí. Množství světla, které lze při buzení fosfo
rescence „„nashromáždit““ve fosforeskující látce, zvané krátce fosfor,
je omezeno a z této příčiny nemůže jasnost fosforescence přesahovat
určitou hodnotu ani při sebesilnějším buzení.
*2Zvláště velkou fosforescenci možno pozorovat u určitých krystalic
kých solí, jako "sirníku zinečnatého,*sirníku zinečnato-kademnatého,
sirníku strontnatého.V těchto krystalech se může elektron působením
budící zářivé energie vzdálit úplně ze svéhonormálního „místa a může
se pohybovat poměrně dosti dlouho mezijionty mříže"než se vrátí
na původní energetickou hladinu a vyšle foton. Kromě toho se může
elektron zachytit na některých poruchách v mříži a tím sevzbuzený
stav elektronu ještě více prodlouží.

Kromě fluorescence a fosforescence se může vyskytnout ještě do
zařování, které májen krátké trvání (10 až 10-! s). Totozáření
dostalo název dosvit. Rozdíl mezi fosforescencí a dosvitem je ten, že
fosforescenci je možno budit jen poměrně do malé jasnosti, kdežto
dosvit je úměrný intenzitě buzení.

Fosforescence a fluorescence má celkem dosti značné využití v tech
nické praxi, hlavně osvětlovací. Vnitřní stěna trubic u zářivek je natí
rána fluoreskující látkou, čímž se zvyšuje účinnost zářivky, fosforesku
jící látkou jsou natřena „svítící čísla““apod. Dosvitu se užívá v katodo
vých trubicích pro oscilografy a televizory, ve štítech roentgenových
přístrojů aj., tedy všude tam, kde je třeba velké jasnosti a krátkého
dosvitu. V laboratorní praxi je možno užít luminiscence k zjištění ultra
fialového nebo roentgenova záření; luminiscencí se přemění záření ne
viditelné na viditelné.
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Umělé družice a kosmickérakety

Další pokračování našich pravidelných přehledů vypuštěných umě
lých kosmických těles uvádí objekty, vypuštěné do konce roku 1965.
Od 1. září 1964, kdy končil minulý přehled, bylo při 146 startech vy
puštěno 189 družic a 13 kosmických raket. Při řadě startů bylo vy
puštěno několik družic najednou - maximální počet byl osm. Tak velký
počet objektů není samozřejmě možno ve stručném přehledu uvést,

vynechány všechny vojenské, které mají špionážní, navigační nebo ko
munikační charakter a o nichž nejsou uveřejňovány téměř žádné po
drobnosti. Rovněž neuvádíme různé pokusy s novými nosnými rake
tami, při kterých nebyly vypuštěny funkční objekty.

V uvedeném období bylo vypuštěno celkem 59 družic typu Kosmos.
Pohybovalý se po nízkých drahách ve výši 190 až 2500 km. Prováděly
různá měření kosmického prostoru v okolí Země a zkoušely prvky
konstrukce družic a kosmických sond (např. meteorologických, komu
nikačních a lodí s posádkou). Družice se sklonem 65“ a 51“ se vesměs
po osmi dnech letu vracely na Zemi.

Na celkovém počtu kosmických těles se podílel SSSR asi jednou
třetinou. Svou družici vypustila raketou Diamant také Francie
(26. 11. 1965).Ostatní družice (kanadská Alouette, italská San
Marco a druhá francouzská Fr 1A) byly vypuštěny americkými
raketami.

Kromě vědeckých družic byla vypuštěna řada družic pro praktické
účely,např.meteorologickéTiros 9—10,komunikačníMolnija l
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Datum Hmotavy- NázevStátk VýškadráhySklon©| Poznámka-úkolrakety
puštění 8

1964
5. 9. OG0 1 USA 487 281-155 763| 31,15 Geofyzikální observatoř13.9.| Kosmos45SSSR 207-813|64,89Výzkumkosmického

prostoru24.9.| Kosmos46SSSR 211-264|51,25Výzkumkosmického
prostoru

4.10.| Explorer 21 USA 62 190- 95 595| 33,53 Radiační pásy a mag.pole
6.10.| Kosmos 47 SSSR 174- 413| 64,62 Průzkum kos. prostoru

10.10.. Explorer 22 USA 52 885- 1077| 79,69 Ionosféra; odraz laseru12.10.|Voschod1 SSSR5320178-409| 64,90Prvnílet.tříčlennépos.14.10.| Kosmos48SSSR203-295| 65,08Průzkumkos.prostoru24.10.|Kosmos49 SSSR 264-466| 48,99Průzkumkos.prostoru28.10.| Kosmos50SSSR 190-230|51,23Průzkumkos.prostoru
5.11.| Mariner 3 USA 261 obíhá kolem Slunce Neúspěšná sonda k Mar

su6.11.| Explorer23USA134466-977|51,95Registracemikromete
orů

21.11.| Explorer 24 USA 9 525- 2 498| 81,36 Balón o průměru 3,6 m21.11.| Injun4 USA40522-2494181,36Různédruhyzáření28.11.| Mariner4 USA260obíhákolemSluncePrvníprůzkumMarsu80.11.)Zond2 SSSR| asi950obíhákolemSlunceSondakMarsu-přesta
la předčasněfungovat9.12.|Kosmos51SSSR 262-533| 48,78Průzkumkos.prostoru15.12.| SanMarco1 I 115198-846|37,77Italskádružice

21.12.| Explorer 26 USA 46 316- 26 191| 20,14 Radiační pásy a mag.pole
196511.1.Kosmos52SSSR 205-804| 65,00Průzkumkos.prostorů
22. 1.| Tiros 9 USA 138 705- 2582| 95,40 Meteorologická družice
80. 1.| Kosmos 53 SSSR 227- 1 192| 48,72 Průzkum kos. prostoru

8. 2.| OBSO2 USA 247 550- 634| 32,87 Sluneční observatoř16.2.|Pegasus1 USA1452495-733|. 31,73Registracemikro
meteorů

17. 2.| Ranger 8 USA 365 Dopadla na Měsíc Získala 7126 snímků
Měsíce21.2.|Kosmos54-56| SSSR 256-1729|56,02Vypuštěnyjednoura
ketou22.2.|Kosmos57SSSR 165-427| 64,74Průzkumkos.prostoru26.2.|Kosmos58SSSR 581-659| 65,00Průzkumkos.prostoru

7. 3.| Kosmos 59 SSSR 209- 339| 64,97 Průzkum kos. prostoru

9. 3.| Sunray 6 USA 23 909- 941| 70,08 Krátkovinné slunečnízáření
12. 3.| Kosmos 60 SSSR 201- 287| 64,72 Průzkum kos. prostoru15.3.,Kosmos61-63| SSSR 832-1840|55,89VypuštěnyjednouTa

ketou18.3.|Voschod2 SSSR5682173-495| 64,79Prvnívýstupčlověkado
kosmickéno prostoru

21. 3.| Ranser 9 USA 365 donadla na Měsíc Celkem 5814 snímků
: Měsíce

283. 3.| Gemini 3 USA 8 175 160- 240| 33,00 První manévrování kos
mické lodi25.3.| Kosmos64SSSR 206-271|64,98Průzkumkos.prostoru6.4.|EarlyBird1 USA88| 35003-366060,13Aktivníkomunikační
družice17.4.|Kosmos65 SSSR, 210-342| 65,00PrůzkumKos.prostoru.

23. 4.| Molnija 1A SSSR, 497- 39 380| 65,50 Sovětská komunikační
družice

29. 4.| Explorer 27 USA 52 941- 1317| 41,19 Ionosféra; odraz laseru
7. 5.| Kosmos 66 SSSR 197- 291| 65,01 Průzkum Kos. prostoru
9. 5.! Lunab5 SSSR 1 476 dopadla na Měsíc Neúspěšný pokus

o měkké přistání25.5.|Pegasus2 USA1452502-740| 31,73Registracemikro
meteorů

25. 5.| Kosmos 67 SSSR 207- 850| 51,81 Průzkum kos. prostoru
29. 5.| Explorer 28 USA 59 190-264 0001 34,00 Radiační pásy a mag.

pole
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Dm Název Stát Hmota Výška„dráhy Sklon Poznámka- poslání
puštění g y

83.6.| Gemini4 USA3200162-281|32,53Výstupčlověkadopro
storu

8. 6.| Luna 6 SSSR 1 442 minula Měsíc „Neúspěšný pokus
o měkké přistání

15. 6.| Kosmos 68 SSSR 205- 8334| 65,02 Průzkum kos. prostoru
25. 6.| Kosmos 69 SSSR 211- 332| 64.89 Průzkum kos. prostoru
2. 7.1 Tiros 10 USA 138 751- 837| 98,65 Meteorologická družice
2. 7.| Kosmos 70 SSSR 229- 1 154| 48,74 Průzkum kos. prostoru16.7.)Kosmos71-75| SSSR 512-542|56,04Průzkumkos.prostoru16.7.|Proton1 SSSR| 12200190-627|63,44Kosmickézářenísvel

kými energiemi. Nej
těžší družice18.7.|Zond3 SSSR| asi950obíhákolemSlunceSnímkyodvrácenéstr.

sol 7 Měsíce20.7| Vela5-6USA148| 101859-121453| 34,27Resisúracejaderných
Í pokus

20. 7.j ORS3 USA 6 153-112 694| 34,39 Kosmické záření.283.7.| Kosmos76SSSR. 261-| 530|48,78Průzkumkos.prostoru
30.7.|Pegasus3 USA1453535-| 567|28,80Registracemikromete

Or
3. 8.| Kosmos 77 SSSR 200- 291| 51,84 Průzkum Kos. prostoru14.8.|Kosmos78 SSSR 206-8329| 68,92Průzkumkos.porostru

21. 8.| Gemini 5 USA 3560 197- 803| 32,61 Osmidenní let dvou
kosmonautů25.8.|Kosmos79 SSSR 211-359| 64,90Průzkumkos.prostoru:3.9.|Kosmos80-84| SSSR 1357-1555|55,98Průzkumkos.prostoru

9. 9.| Kosmos 85 SSSR 212- 319, 64,90 Průzkum kos. prostoru18.9.|Kosmos86-90| SSSR 1380-1690|56,03Průzkumkos.prostoru
23. 9.| Kosmos 91 SSSR 212- 342| 64,98 Průzkum kos. prostoru

4.10.| Luna 7 - SSSR 1 506 „dopadlana Měsíc Neúspěšný pokus“ 4 o měkké přistání

14. 10.| Molnija 1B SSSR 491- 39 943| 65,19 Sovětská komunikačníužice14.10.|0G02"1 USA522414-1510| 87,36Geofyzikál.observatoř16.10.| Kosmos92SSSR212-853| 89,86PrůzkumKos.prostoru19.10.| Kosmos93SSSR220-522| 48,93Průzkumkos.prostoru28.10.| Kosmos94SSSR211-293| 64,96Průzkumkos.prostoru2.11.|Proton2 SSSR| 12200191-637| 63,45Kosmickézářenísvys.
1 energiemi

4. 11.| Kosmos 95 £SSSR 207- 521| 48,40 Průzkum kos. prostoru
6.11.| Geos 1 USA 175 1115- 2277| 59,38 Geodetická družice

12. 11.| Věněra 2 SSSR 963 obíhá kolem Slunce Sonda k Venuši16.11.| Věněra3 „SSSR960obíhákolemSlunceSondakVenuši19.11.| Explorer30USA57 704-891|59,72Krátkovlnnéslunečnízáření28.11.| Kosmos96 SSSR 227-810|51,88Průzkumkos.prostoru26.11.| Kosmos97 SSSR 213-2144|48,42Průzkumkos.prostoru26.11.| Asterix1, „F 39572-1808|34,24Prvnífrancouzskádr.,
vypuštěna vlastní ra
ketou

27.11.| Kosmos 98 SSSR 216- 570| 65,03 Průzkum kos. prostoru
29.11.| Alouette 2 4C 145 505- 2987| 79,82 Kanadská družice29.11.| Explorer3] USA100505-2978|79,82Průzkumionosféry3.12.| Luna8 SSSR1552dopadlanaMěsícNeúspěšnýpokus

. o měkké přistání4.12.|Gemini7 USA3830.161-| 330|28,87Čtrnáctidenníletdvou
kosmonautů

6.12.| FR 1A F 60 746- 762| 75,87 Francouzská družice10.12./ Kosmos99„SSSRb 199-320| 64,99Průzkumkos.prostoru
15. 12.| Gemini 6 USA 3 830 161- 258| 28,96 První setkání družic ve

vesmíru16.12.|Pioneer6 USA64bíhákolemSluncePrůzkum© meziplane
. tárního prostoru

17. 12.j Kosmos 100 SSSR 648- 670| 65,03 Průzkum kos. prostoru
21.21.| Kosmos 101 SSSR 260- 550| 48,98 Průzkum kos. prostoru28.12.| Kosmos102SSSR 218-278|65,03Průzkumkos.prostoru28.12.| Kosmos103SSSR 590-610|65,03Průzkumkos.prostoru



atd. V SSSR byly provedeny dva kosmické lety s posádkou; při letu
Voschodu 2 vystoupil člověkdo volného prostoru. Při pěti letech
Gemini 3—7 bylo dosaženo prvního setkání družic ve vesmíru,
čtrnáctidenního letu a výstupu kosmonauta do prostoru. Z kosmických

přes 210 miliónů km snímky Marsu a měsíčnísondy Ranger 8—9,
jež získaly tisíce snímků Měsíce z bezprostřední blízkosti (podrobnosti
až 25 cm). Sovětský Z ond 3 vyfotografoval zbývající neznámou část
odvrácené strany Měsíce.

Rešení úloh

(Dokončení)
Matematika:
9. Do kruhové výseče o poloměru 7 a středovém úhlu 2 « < r vepište

rovnoramenný trojúhelník s vrcholem ve středu oblouku tak, aby jeho
obsah byl největší. Řešte bez diferenciálního počtu.

(Došlo 21 řešení) Jaromír Hroník
Řešil Luděk Zajíček, 3. tř. SVVŠ, Ostrava 4:
Jsou dva druhy trojúhelníků vepsaných. Trojúhelníky prvního druhu

jsou souměrné podle osy SO, na obr. I je to A AOB. Druhý druh tvoří
trojúhelníky AOB' a A'OB, kde A', B' jsou body souměrně sdružené
podle K a K" (obr. 2). Tyto trojúhelníky jsou zřejmě souměrné podle
osy 90.

Nejprve uvažujme trojúhelníky prvého typu, tj. 4OB. Označme D
průsečík základny AB s osou OS, úsečka DS = x. Pak obsah P105s
je zřejmě

Paop= (r—x).x.tg«,

Pros—|(7) —(e—3)| tex.

P40p je tedy maximálnípro z = > V tom případě6 = «. Tento

trojúhelník je vepsaný právě tehdy, když « S 90"—5 tj. « S 6Ú.

což lze psát
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Je-li « > 60", bude mít maximální
obsah trojúhelník MOL.

Odruhém druhu trojúhelníků pla
L tí, že vrcholový úhel při O je 180" —

— 2 «. Z obr. 2 je patrno, že součet
úhlů OB"'S a OAS je 180“, neboť
X 0B'S — X OBL a X OAS =
—=X 0BS. Ze čtyřůhelníka SAOB'
plyne, že X« AOB' = 180" — 2a.
Ze vzorce pro obsah rovnoramen
ného trojúhelníka

l
S P=3 sny
Obr. 1 plyne, že obsah trojúhelníka AOB'

závisí na velikosti ramen AO =
—=OB'. Protože A leží na úsečce MM" (má-li být AXAAOB' vepsaný),
jsou hledanými trojúhelníky maximálního obsahu OM"L a OMI/, sdru
žené podle osy SO, neboť mají nejdelší ramena (obr. 2). Tyto troj
úhelníky jsou vepsané, leží-li M" na úsečce MS, neboli, je-li

90%———«z0,
tj. « S 60.

Obr. 2

Bude-li « Z 60“, budou maximální trojúhelníky SOS" a SOS", kde
S", resp. S" je bod souměrně sdružený s S podle K, resp. K" (obr. 3).

Porovnejme maximální trojúhelníky obou druhů!
1. « < 60", pak bod A, (obr. 4) úhlu SOA, padne na MS právě tak

jako bod M" Protože X A4,0B,= 2a a X MOL = 180"—2«, platí
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Obr. 3

sin A,O0B,= sin M'OL. Vzájemná velikost trojúhelníků A,O0B,a M'OL,
resp. MOL' závisí na vzájemné velikosti OA, a OM = OM'.

Má-libýt OM"> 0A,, musí © SM"0 > « S40,

X SMO0=00 +5; X 94,0 = 180?—2x,
proto

54>w, «>36;
jsou tedy pro případ 36“< « < 60“ hledanými trojúhelníky OML'
a OLM'.

Je-li « —36", pak OM = 0A,, hledanými trojúhelníky jsou OMI',
OL'M, 0A,B,.

Je-li « —60“, potom M“= S, L' = 8, Ax= M, B, = L. Maximální
obsah mají tři trojúhelníky: MOS, LOSa MOL.

Je-li 60“ < « < 90", má A MOL úhel MOL = 180“—«, v trojúhel
níku S'OS je úhel S"0S = 180"—2 «, pak sin X MOL > sin X S08;
protože také MO > S"0, je maximální obsah trojúhelníka MOL.

0
a< 23ý B

P
HXK9028 r L|790-4|

A | B,

|G
S Obr. 4
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4-2-3kyLL
K )- n(n-1)(n—2)...

MATEMATICKÉ ZÁBAVY

Matematický problém
EVŽEN ŘÍMAN, CSc, Praha

V čísle 10 minulého ročníku Rozhledů uveřejnili jsme úkol:
Nájdite všetky čísla, ktoré majú tů vlastnosť, že premiestnením poslednej

číslice pred všetky ostatné, vznikne celistvý násobok póvodného čísla.
(Netreba vypisovať čísla líšiace se od poóvodnéholen viacnásobným cyklic
kým opakovaním jeho číslic.)

Řešení zaslalo celkem 15 řešitelů, z nich 9 (označených hvězdičkou)
oznámilo všechna vyhovující čísla,jichž bylo 36.

Seznam řešitelů: [1]* Duby Tomáš, 2. roč. SPŠE Bratislava; [2] Dvořá
ková Milada, Brandýs n/Labem; (3] Dr. Hlaváček Milan, Praha 10, Straš
nice; [4]* Horáček Milan, 9. tř. SVVŠ Ledeč n. Sázavou; [5]* Jiřička Josef,
3. roč. SVVŠ Hostinné; [6] Kaňovský Vladimír, 2. roč. SVVŠ Uh. Hra
diště; [7] Manoušek Zdeněk, SPŠS Brno; [8] Petroš Jaroslav, 2. tř. SVVŠ
Jeseník; [9]* Polcar Pavel, 1. roč. SVVŠ V. Meziříčí; [10]* Porubský Štefan,
3. roč. SPŠ Zvolen; [11]* Příhoda Jaroslav, 3. tř. SVVŠ Čakovice; [12]*
Růčka Ján, 2. roč. SPŠE Bratislava; [13]* Saida Václav 2. roč. SPŠE
Brno; [14] Slanina Zdeněk, 2. roč. SPŠCh Brno; [15]* Štingl Jaroslav,
prom. pedagog SPS keram., Karlovy Vary.

Autor článku se pokusí podat kolektivní vzorové řešenís přihlédnutím
k postupu jednotlivých řešitelů, kteří tak současně zjistí, která fakta
bylo záhodno ještě uvést a odvodit.

1. Označení veličin.
A budiž hledané číslo, mající tu vlastnost, že se přeměnív ná

sobek sebe sama, je-li poslední číslice posunuta na prvé místo;
n je počet číslic čísla A (kdežto řešitelékladli n —řád čísla A);
an—1značíprvní číslici čísla4;az,poslední číslici číslaA;
Bječíslo vzniklé předsunutím číslice a, předčíslici

Gn— 1;
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k budiž násobící faktor, pro který platí
B= kA. (1)

2. Podminky pro an—1,Go, k (zpracovali řešitelé [3, 5, 9, 10, 11, 12,
13, 15].

Nulou nemůže být ani prvá číslice (a4—14 0), ani poslední (a, 3 0).
Poslední číslice nemůže být menší než prvá (hlásí řešitel [9]), čili musí
platit ap Z an-—1,neboť po přesunutí by vzniklo číslo menší než pů
vodní. Řešitelé [3] a [11] stanoví, že pro násobící faktor platí

1Sks9, (2)
neboť obě čísla, původní i nové, mají stejný počet číslic.

Případ, že by násobící faktor k byl roven jedné, by vedl k A = B,
což je triviální případ, který vyloučíme z dalších úvah (navrhli [5],
[10], [13]). Kdyby k — 1, vyhovovala by všechna čísla mající všechny
číslice stejné, tedy nejmenší z nich 11, 22, 33, 99; což vyloučíme.
Platí tedy 1 < k S 9, nebo raději

2SkS9. (3)
Posledná číslica ap musí byť váčšia alebo rovna súčinu faktoru k

a prvej číslice a,—1, čiže musí

ako hlási s. [12]. Dókaz vyplýva ihneď z vyjadrenia čísel A, B jak
v ďalšom ukážeme.

Najdoležitejšia je pre nás veta: Násobiaci faktor k sa maximálne
rovná poslednej číslici Gp,alebo je menší, čiže

ks. (5)
Dókaz riešitela [12]: Podla (2) platí k > 1; prvá cifra ax,1=1l.

Znásobením obidvoch nerovností máme k .ay-—;>>1. Užitím (4) dosta
nemea Z k.an-1 > 1. No platí tiež
čiže Umak.aa zk. mskK.

Rovnost móže nastať iba ak prvá číslica ay—;= 1.
Spojením s podmínkou (3) dostáváme tedy znění v dalším užité

2Sksas)9, (5a)
které poskytuje všechny dovolené hodnoty dvojic k, ag.

3. Násobící metoda byla asi u většiny řešitelů východiskem postupu,
neboť je nejsnadnější. Řešitel [4] ji popisuje takto: Dejme tomu, že
hledané číslo A končí číslicí ap — 6 a násobící faktor je k — 4. Pak
nutně musí číslo 44 — B končit číslicí 4 (neboť 6.4 — 24). Proto A
musí končit dvojčíslím 46. Protože 46 .4 — 184, končí 4 A dvojčíslím
84 a číslo A trojčíslím 846. Dále 846 . 4 — 3 384, —) 4 A končítrojčíslím
384 a číslo A čtyřčíslím 3 846. Ježto 3 846 . 4 — 15 384—) 4 A končí
skupinou 5 384 a číslo A skupinou 53 846. Konečně 53 846 . 4 — 215 384,
proto 4 A končí skupinou 15 384 a číslo A skupinou 153 846. Protože
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k | A n S2| 2| 105263157894736842 18812| 3| 157894736842105263 18812| 4| 210526315789473684 18812| 5| 263157894736842105 18812| 6| 315789473684210526 18812| 7| 368421052631578947 18812| 8| 421052681578947368 18812.|9| 473684210526315789 18818| 3| 1034482758620689655172413793 281268| 4| 1379310344827586206.896551724 281263| 5| 1724137931034482758620689655 281263| 6| 2068965517241379310344827586 281268| 7| 2413973103448275862068965517 281268| 8| 2758620689655172413793103448 28126„8| 9| 3103448275862068965517241379 28 126
4| 4| 1025646184| 5| 1282056184| 6| 1588466274| 7| 1794876364| 8| 205128618

„4 | 9"| 230 769 6 275| 5| 102040816326530612244897959183673469387755421895| 6| 122448979591836734693877551020408163265306421895| 7| 142857.627
5| 8| 16326530612244897959183673469387755102040842189„5| 9| 18367346938775510204081632653061224489795942 189[6| 6| 1016949152542372881355932203389830508474

-576 271 186 440 577 966 58 2616| 7| 1186440677966101694915254237288135593220
| 838 983 050 847 457 627 58 2616| 8| 1355932203389830508474576271186440677966

101 694 915 254 237 288 58 2616| 9| 1525423728813559322033898305084745762711
| 864 406 779 661 016 949 58 2617| 7|1014492753623188405797 22| 967| 8| 1159420289855072463768 22102-Z|9| 1304347826086956521739 22998| 8| 1012658227848 1354
9| 9 10112359550561797752808988764044943820

224 719 44 198

153 846 . 4 = 615 384,což se liší od čísla 153 846 jen přesunutím číslice 6,
jsme u konce a hledané číslo A — 153 846. Kontrola: 4 A — 615384

Při skutečném výpočtu není třeba násobit celou skupinu, nýbrž pokaždé
jen další číslici, jak ukázal [15]: „„Přesunutím poslední číslice 6 na začátek,
zvětší se číslo 4krát, tj. na místě desítek (v čísle A) musela být poslední
cifra součinu 6.. 4 = 24, tedy 4. Na místě set pak poslední cifra výsledku
4.4 + 2 = 18, tj. 8, dále poslední číslice 8.4 + 1 = 393,tj. 3 atd.“

4. Dělící metoda je opakem předešlé. Vychází se od čísla 4 A = B,
jehož prvou číslicí je a-, které dělíme faktorem k.

Příklad 1. Vezměme az = 9, k = 4. Postup (podle řešitele [15]j):
Přesunutím číslice a, — 9 na začátek nové číslo se zvětší k — 4krát. Musí
tedy předchozí číslice čísla 4 A být 9:4 — 8 (zbytek 1), před ní stojící
cifra se tedy dostane dělením 12 :4 = 3 (zbytek 0), dále opět 03:4 = 0
(zbytek 3), pak 30:4 = 7 (zbytek 2), potom 27:4 = 6 (zbytek 3), ko

TABULKA výsledků



nečně 36 : 4 = 9 (zbytek nula). Dospěli jsme k výchozíčíslici a; — 9 a zbytek
dělení je nula, proto počet je ukončen. Kurzívové číslice určují hledané
číslo A (4, 9) = 230 769.

Znak A(4,9), kterého v dalším budeme užívat, znamená, že nalezené
číslo A má násobící faktor k — 4 a poslední číslici ap = 9, čili budeme
užívat znaku A (k, ag) pro hledaná čísla při zvoleném k, ag.

5. Určení celkového počtu řešení. Dělící metoda nejlépe ukazuje, že
možný a také skutečný počet vyhovujících hledaných čísel A je roven
počtu dvojic, které možno utvořit z dovolených hodnot pro ag a pro k.Podlepodmínky(5a),tj.2SkSaoS9 jetotižpatrno,žeprok=2jemožnéag=2,3,4,5,6,7,8,9,tj.celkem8případů;prok=3 je
možné ag — 3, 4, 5, ... 9, tj. celkem 7 případů; pro k = 4 je možné
Go—4,5, ... 9, tj. 6 případů, atd. až-pro k = 9 je možné pouze a = 9,
tj. I případ.

Dohromadytedy textu úlohybude vyhovovatcelkem8+7 +6
+ -44 + 2+ 1 = 36 hodnot pro hledané čísloA.

Z 15 řešitelů určilo všech 36 hodnot 9 řešitelů, kteří jsou v seznamu
označeni hvězdičkou.
č Všech 36 hodnot je uvedeno v tabulce na str. 428, kdek je násobící
faktor, Goje poslední číslice hledaného čísla A; A je hledané číslo, 1 je
počet číslic čísla A a S značí ciferný součet čísla A.

= © (Dokončení)

Kombinatorická úloha

Jak ukazují zkušenosti z posled
ních Mezinárodních matematických
olympiád, mívají naši žáci dosti
často potíže s řešením kombinato
rických úloh, které se v této soutěži
téměř pravidelně objevují. Jsou to
úlohy rázu spíše zábavného, jako
jsou různé oblíbené „„zebry““,známé
z nedělních příloh novin, ovšem se
zajímavým matematickým jádrem.
Jejich řešení vyžaduje spíše syste
matické a organizované provádění
jednoduchých úsudků než mecha
nické použití početních postupů.
Tím ovšem nejsou cizí duchu mo
derní matematiky, ale právě na
opak.

Přinášíme zde jednu takovou ele
mentární kombinatorickou úlohu,
upravenou podle vzoru z jistého
francouzského matematického časo
pisu. Věříme, že ji naši čtenáři hravě
rozřeší. Někteří z nich jistě objeví

1 možnosti dalšího zobecnění této
úlohy:

K úschově tajné dokumentace si
chce ředitelství velkého podniku po
řídit zvláštní sejf opatřený větším
počtem zámků. Klíče od těchto
zámků mají být rozděleny mezi ře
ditele, jeho tři náměstky a pět dal
ších úředníků tak, aby se sejf mohl
otevřít jedině tehdy, jsou-li přítomni
(samozřejmě se svými klíči) buď 1.
ředitel a alespoň jeden jeho ná
městek, nebo 2. všichni tři náměstci,
nebo 3. dva náměstel a aspoň dva
z pěti úředníků.

Kolika zámky minimálně bude
třeba sejf opatřit, kolik klíčů od jed
notlivých zámků bude třeba a jak
mají být klíče rozděleny ?

Rozbor a řešení úlohy přineseme
v některém z příštích čísel. Přijde
te-li na řešení dříve, pošlete nám je
a napište nám i svůj názor na úlohy
tohoto typu.

František Zitek
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Státního pedagogického nakladatelství
VĚRA BUDÍNSKÁ, Praha:

Rozvoj průmyslové výroby ve
druhé polovině 18. století vedl
k budování manufaktur a rozvoji
dělby práce. S rozvojem hospodář
ství a s ním spojeným rozvojem
kulturního Života stoupá potřeba
gramotných lidí (umějících Číst,
psát a počítat). Protože školství a
všeobecné vzdělání mělo však níz
kou úroveň, rozhodla se r. 1774
vláda provést školskou reformu.
Podle ní měla být v každé obci zří
zena obecná škola, kde by se učilo
číst, psát a počítat, ve větších měs
tech škola hlavní a v Praze a Brně
ještě škola pro výchovu učitelů.

Významnou událostí bylo zruše
ní jezuitského řádu r. 1773, protože
vliv tohoto řádu na školství byl
dosud značný. Od této doby nabý
vali na universitě převahy světští
pracovníci, začíná se zde vyučovat
dříve zakázanému dějepisu a pří
rodním vědám. Stát převzal dozor
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nad vysokými školami a podporoval
to, Co je prospěšné nové nastupu
jící třídě — buržoazii — rozvoj
školství a vzdělanosti lidu. Byla
vytvořena zemská školní komise,
jejímž úkolem bylo mimojiné za
jistit vydávání učebnic. Aby bylo
možno zvládnout tento obtížný
úkol, byla zemská školní komise
dne 25. 5. 1776 státem darována
bývalá jezuitská tiskárna v Kle
mentinu. Z tiskárny pak vznikl
zvláštní nakladatelský ústav —
dnešní Státní pedagogické nakla
datelství, jehož 190. výročí vzniku
si letos připomínáme.

V tiskárně se tiskly učebnice a
levné knihy. Velmi důležité bylo
rozhodnutí věnovat z každého 1000
výtisku 250 výtisků zdarma chudé
školní mládeži. Byly zde vydávány
učebnice pro: Školy, učebnice řečí,
pomocné knihy pro učitele, školní
zákony, pedagogické časopisy, in



strukce, ale také divadelní hry,
zpěvníky a později i česká a ně
mecká bible a jiná náboženská li
teratura.

To byl počátek nakladatelské
činnosti Státního nakladatelství —
vydávání čítanek a slabikářů bylo
určeno především pro nezámožné
vrstvy, které by se byly jinak ne
naučily číst. Činnost Státního na
kladatelství byla velmi významná
pro rozvoj národního života. Vzdě
laný národ mohl lépe pochopit sna
hy buditelů, mohl snáze překonat
dobu politického útlaku a tak do
Kázat, že je silný a schopný vlastní
existence.

Po roce 1918 se Státní naklada
telství plně postavilo do služeb no
vé republiky: nové učebnice, nové
mapy, populární poučné sbírky,
levná vydání Jiráskových děl, Pa
lackého Dějiny — to je jen letmý
pohled do edičního plánu Státního
nakladatelství v této době.

RECENZE

Třináctý ročník
matematické olympiády
JAROMÍR DUBSKÝ, Praha

Ediční plán Státního pedagogic
kého nakladatelství na letošní rok
nás seznamuje s množstvím titulů
připravovaných knih. Vyjdou nej
různější učebnice, knihy pro rodi
če, pomocné knihy pro žáky, jazy
kové učebnice, slovníky, informace
o studiu, mimočítánková četba. Pro
mladé matematiky Státní pedago
sické nakladatelství připravilo ně
Kolik velmi zajímavých knih, z
nichž uveďme například: Sbírku
řešených příkladů z deskriptivní
geometrie — I. a II. díl, Sbírku
úloh z algebry pro I. a III. ročník
SVVŠ, Sbírku maturitních příkladů
z matematiky.

Všechny připravované knihy ma
jí usnadnit práci ve škole, ve vý
chově a rozšířit vaše znalosti. Jsou
levné a potřebné. Vidíme tedy, že
Státní pedagogické nakladatelství
si zachovává tak svou dlouholetou
tradici a my mu přejeme do další
činnosti mnoho úspěchů.

"+R<=
R50)

(Vydalo Státní pedagogické nakladatelství v Praze v r. 1965)

Jako v jiných letech vyšla i na podzim roku 1965 knižní aktualita,
která má závažný výchovný i kriticky zhodnocující význam pro sou
časný stav rozvoje zájmu naší mládeže o matematiku. Knížka má speciál
ní význam jak pro olympijské nováčky, tak i pro všechny starší řešitele,

vv?
kteří pokračují ve vyšších kategoriíchsoutěže.
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Letos naposledy je zde kromě docenta Jana Vyšína uvedeno i jméno
druhého autora brožurky s. Rudolfa Zelinky, vědeckého pracovníka
MÚČSAV. Tento neúnavný matematik a vychovatel zemřel v květnu
1965uprostřed záslužné práce, a proto tato knížka připojuje na začátku
vděčnou vzpomínku.

Posledních dvacet stran (tj. V kapitola ) je určeno šestému ročníku
MMO (Mezinárodní matematické olympiády). K té došlo začátkem
července 1964v jedné z budov Lomonosovovystátní university v Mosk
vě. Šestého ročníku se účastnila soutěžní družstva celkem z devíti
socialistických zemí. V konečném hodnocení mezinárodní matematické
soutěže se československé družstvo dostalo mezi nejméně úspěšná
družstva. Na prvních místech bylo vedle Sovětského svazu i Maďarsko,
zatím co slabší než my bylo jen Mongolskoa Jugoslávie. Tento náš zatím
nejhorší výsledek jen podtrhuje a zdůrazňuje neslavné zakončení naší
domácí matematické soutěže. Je zřejmé,že dlouhodobou krizi matematic
kého vyučování u nás, jejíž příčinyi důsledky byly již tolikrát rozbírány
a kritizovány v odborném tisku, se posud přes všechnu snahu a vynalo
žené prostředky nepodařilo nejen odstranit, ale ani zastavit.

První čtyři části brožurky se týkají průběhu XIII. ročníku naší
domácí matematické olympiády.

I. kapitola podává přehledným způsobem průběh XIII. ročníku naší
národní soutěže, metody její organizace a popisuje účastníky, kteří
pocházejí ze středních škol a v kategorii D i z devátého ročníku základ
ních devítiletých škol.

II. kapitola je věnována výsledkům jednotlivých kol soutěže ve všech
čtyřech kategoriích (D až A). Počet soutěžících se proti dvanáctému roč
níku podstatně zvýšil, po kvalitativní stránce se však nezměnilo nic
k lepšímu. Výsledky podle jednotlivých krajů a kategorií shrnují čtyři
přehledné tabulky a pak jsou tu zařazení úspěšných řešitelé IT. kola
soutěže (tj. kategorie B aC) podle krajů. Kapitola končí pořadímpatnác
ti vítězných olympioniků XIII. ročníku, kteří jsou současně jedinými
úspěšnými řešiteli posledního kola soutěže. Je připojen též kritický roz
bor situace matematiky na všech stupních a druzích škol u nás.

III. kapitola uvádí texty přípravných olympijských úloh, zatím co
kapitola IV., nejobsáhlejší, ukazuje vzorová řešení soutěžních příkladů
podle jednotlivých kol a kategorií. Každé řešeníje přesné a jsou uvedeny
všechny varianty. Současněje i názornou ukázkou vzorného metodické
ho postupu. Jako v jiných ročnících, je i zde asi třetina IV. kapitoly
přeložena do slovenštiny. Řešení geometrických úloh jsou doplněna vel
mi názornými obrázky. |V.kapitoluknížky,tj.MMOa jejívýsledky,jsmezhodnotilijižna
začátku.

Kniha se dostane ve všech prodejnách KNIHY po 3,50 Kčs. Má tra
diční praktický kapesní formát a celkový rozsah 148 stran.
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(Pokračování)

BECbI; B. aHAIMUTU4ECKHE; B. THAPOCTATH
UueCKHMeE;B. NĚCATHUHBIC; B. HCDpPaBHO

MIeuHe; B. paBHONJEUHE; B. pbIHUAX
HELE

BETBJICHHE
BETBb MOCTA

BETpomep
BETpoyKA3ATEJIb
BElJeECTBO; B. TaA3000panH0e; B. TBEp10e
B3aHMONEŮCTBNE
B3aWMOCBA3b

BHHT
BKJIIOUATEJIb

BKJIIOUATb

BJIATa

BJIlATOMEDp
BJIA>KHOCTb

BIMAHME

BO30y>KI1ATb
BO3Oy>kneHHe; KONe6aHUŇ

BO3NCHCTBHE

BOJIHA; B. TapPMOHHH46CKAA; B. 3aTyXAI0
IHaA; B. 3BYKOBAA; B. JIMHEŘHO NOJIA
pH30BAHHAA; B. MOJYJIHPOBAHHAA; B.
HecymaA; B. NOBEDXHOCTHAA;B. NONE
peuHaA; B. NpeJoMNCHHAA; B. IIpO
NOJIBHAA; B. CBETOBAA; B. CTOA4AA; B.

ynpyraa
BOJIHEHHE

BOJIHBI; B. TPDABMTAUMOHHBIE;B. ne bpoň
JIA; B. 3JIEKTPOMATHAHTHBIe

BOJIBTMETP; B. JIAMNOBBIH; B. 3JIEKTPO
CTATUUECKHÁ; B. BPaMaTEJIbHBIŇ

3pauaTeJIbHBIŇŮ

Slovníček
fyzikálních výrazů

váhy; analytické v.; hydrostatické
v.; decimální (desetinné) v.; ne
rovnoramenné V.; rovnoramenné
v.; pákové v.

větvení
větev můstku
anemometr
větrná směrovka
látka; plynná. 1.; pevná l.
vzájemné působení
vzájemný vztah, poměr, souvislost,

vazba
šroub, vrtule
spínač
zapínat, zapojovat
vlhkost
vlhkoměr, hygrometr
vlhkost
vliv, účinek, působení
buditi (např. kmity)
buzení, excitace, vzbuzení

b. kmitů (rozkmitání)
působení, účinek, vliv
vlna; harmonická v.; tlumená v.;

zvuková v.; lineárně polarizova
ná v.; modulovaná v.; nosná V.;
povrchová v.; příčná (transver
zální) v.; lomená v.; podélná
(longituidinální) v.; světelná v.;
stojatá v.; elastická, pružná v.

vlnění
vlny; gravitační v.; de Broglieho. V.;

elektromagnetické v.
voltmetr; elektronkový v.; elektro

statický v.; v. s otáčivou cívkou
otáčivý, točivý, otočný, rotační

(jádra);



Redakcidošly tyto knihy ze Státního nakladatel
ství technické literatury v Praze:

J. P. Leonov, S. ]. Rajevskij, N. S. Rajbman, Na pomoc automatizaci

(O použití statistické dynamiky v automatizaci.) Pře
ložil inž. Jan Havel.

Publikace je určena inženýrům a technickým pracovníkům v automatizaci

a v hromadné výrobě, zejména strojírenské. Pro studenty středních škol není

vhodná. Učitelé najdou v ní dobrá praktická poučení o problému, o němž se

často píše, aniž je čtenáři jasné, co se pod tímto označením skrývá.

Vydalo SNTL,Praha 1965, Knižnice automatizace, str. 105,
obr. 21, cena 5,50 Kčs.

N.P.Buslenko| |.A.Šrejder,Stochasticképočetnímetody(Metody
Monte Carlo). Přeložili Stanislav Jílovec, inž. Zbyněk Rejda.

Publikace je určena inženýrům v oborech strojním, stavebním, elektro

technickém a matematikům-konstruktérům počítacích strojů a pracovníkům

početních středisek. Knížky mohou využít též posluchači vyšších ročníků

vysokých technických škol. Pro studenty středních škol není vhodná.

Vydalov řadě teoretické literatury SNTL,Praha 1966,str. 796,

or. 18, cena 9,— Kčs. i M.M.
|

Starší ročníky Rozhledů. Jiří Minařík, Brno 2, Tábor č. 34 A, nabízí kom

pletní ročníky 41 (1962—63), 42 (1963—64) a prvních 6 čísel roč. 43

(1964—65).

Nepravidelná služba PNS. Josef Tejkl, Červená voda č. 147. Vaší stížnost

jsme postoupili vedení PNS v Praze. Je to nedbalost zaviněná vaší místní

služebnou. Redakce
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MATEMATIKA

Rozklad prirodzených čísiel
na súčet alebo rozdiel štvorcov

dvoch prirodzených čísiel

TOMÁŠ DUBY, SPŠE,Bratislava

Súdruh M. Zelenkavo svojej Pozná mke v RMFroč. 43, str. 200
načrtol niekolko otázok o probléme takéhoto rozkladu, na které teraz
zodpoviem.

Ďalej nech je každé ináč neurčené čísloprirodzené.
Najprv zistím množinu prirodzených čísiel, ktorá sa nedajů rozložit

na súčet alebo rozdiel štvorcov dvoch prirodzených čisiel.
a) Čísla nepárne“) sa dajú rozložit napr.

81 — 16* — 15?
83—7 —4 = 17 —16?
85 — 6 — 1? — 18? — 1"?
87 — 62- 1*= 19? — 18?
39 — 82 — 5? — 20? — 197.

Vzniká hypotéza, že každé nepárne číslo sa rovná rozdielu štvorcov
dvoch za sebou idúcich čísiel.

1) Nepárný = lichý.
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Dókaz:
2k +k
(a+>— a?
2a+1
a8-=F

Rovnosť k = a je splnená pre každé dovolené číslo k, a, preto každé
nepárne číslo možno rozložiť na rozdiel štvorcov dvoch čísiel.

Špeciálny prípad tvorí číslo 2k + 1 = 1
2k +1 —1
k—=0,a=0.
I1=1—0.

Číslo 1 nevieme v obore prirodzených čisiel rozložiť na rozdiel štvor
cov dvoch čísiel.

b) Čísla, ktoré sú štvornásobkom čísla nepárneho, rozkladáme takto:
4.(2k+1)=4.[(a+1)?*—a].

Teraz špeciálny pripad tvorí číslo 4, ktoré nevieme v obore prirodze
ných čísiel rozložit.

Doteraz sme vyšetrili tieto čísla: 8k — 1, 8k + 3, 8k— 4, 8k- 5,
8k + 7. Zostávajů nám ešte čísla 8k, 8k -+ 2, 8k + 6.

c) Čísla tvaru 8k rozkladáme napr.
8=382—12—2+42
16 =5*— 3?
24 —5B—13—B 5?
82—4B44P=6—2—9W- 7
40= 2+6 = 7— 3 = 112—2.

Pre tento rozklad hypotéza znie: Číslo tvaru 8k sa dá rozložit na rozdiel
štvorcov dvoch po sebe idúcich nepárnych čísiel.
Dókaz:

8k—Pe PAP —Čar 1)8k = 84+ 8Par
Podmienka k — a +- I je splnená pre každé dovolené číslo a, k,

preto móžeme každé číslo tvaru 8k rozložit, číslo « móže sa rovnať aj
číslu 0.

d) Čísla tvaru 8k + 2 sa dajú rozložit napr.
2=1B2+2

10=32+ 1
18=32 +3?
26 —52+ 1
84 —52+32.

Hypotéza znie: Číslo tvaru 8k + 2 sa rovná súčtu štvorcov dvoch
nepárnych čísiel.
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Dókaz:

8k+ 2= (34+1)2 + (26+1?
2k=ala +1) +6(b+1). (1)

2 W?Pretože táto identita neplatí pre každé číslok, zostavím tabulku 1.
hodnót 8k + 2 S 1000 podla rovnice (1). V tab. I. chýbajú niektoré

Tab. 1

a b 2k a | 2k a b 2k a b 2k

0 0 0 6 5 72 9 7 146 12 1 158
ji 0 2 6 6 84 9 8 162 12 2 162
1 l 4 7 0 56 9 9 180 12 3 168
2 0 6 7 l 58 10 0 110 12 4 176
2 1 8 7 2 62 10 1 112 12 5 186
2 2 12 7 3 68 10 2 116 12 6 198
3 0 12 T 4 76 10 3 122 12 7 212
8 l 14 7 5 86 10 4 130 12 8 228
3 2 18 T 6 98 10 5 140 12 9 248
3 8 24 7 T 112 10 6 152 13 0 182
4 0 20 8 0 72 10 7 166 13 1 184
4 l 22 8 l 74 10 8 182 13 2 188
4 2 26 8 2 78 10 9 200 13 3 196433283841010| 220134204
4 4 40 8 4 92 11 0 132 13 5 214
5 0 30 8 5 102 11 1 134 13 6 224.
5 l 32 8 6 114 11 2 138 13 7 236
5 2 36 8 7 126 11 3 144 14 0 210
5 8 42 8 8 144 ll 4 152 14 1 212
5 4 50 9 0 90 11 5 162 14 2 216
5 5 60 9 1 92 11 6 174 14 3 222
6 0 42 9 2 96 11 7 188 14 4 230
6 1 44 9 3 102 11 8 204 14 5 240624894110119| 222150246
6 3 54 9 5 120 ji 10 242 15 1 242
6 4 62 9 6 132 12 0 156 15 2 246

hodnoty čísla 2k, sů to tie, ktoré nie je možné rovnicou (1) v obore ce
lých nezáporných čísielvyjadriť. Tieto hodnoty 2k a k nim prislůchajů
ce hodnoty 8k + 6 sú zachytené v tabulke 2. Hodnoty čísiel 8k + 2 sú
celkom nepravidelné, nedajů sa zostaviť do postupnosti.

e) Čísla tvaru 8k + 6 sa nedajú žiadnym spósobom rozložit. Dókaz
prevedieme nepriamo.

Predpokladajme, že čísla tvaru 8k +- 6 sa dajů rozložit aspoň jedným
spósobom za následujúcich

1. (Ap)?+ (2g)?= 4(př+4 =< 54
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2. (2p)?— (29)*—4(p?— a) = < $k a,
8k +1

8. (Bp+ 1?+ (29)—4(p+p+a4)+l=<ggs,

Bp)—1+ 1)*—4lpř—a—p)-1=< ET
(2p+ 13+ (2+ 1)*—4(p?+-p+ + a)T 2= 8k+2,

. (2p+ 1) —(2g+ = 4(p?T p— — a) = Sk.
Čísla p, g sů celé nezáporné. Pretože viac možnosti rozkladu neexistu

je, neviemečísla tvaru 8£ —6rozložit, preto je náš predpoklad nesprávny.
Záver. Na sůčet alebo rozdiel štvorcov dvoch prirodzených čísiel,

neviemrozložiť tieto čísla

9

XI

1. číslo 1,
2. číslo 4,
3. číslatvaru8k + 6,
4. niektoré čísla tvaru 8k —-2, viď tab. 2.

Tab. 22k| 8k+2|02k| 8k+2|2k8k+2| 2k|8k+2
10 42 82 330 142 570 196 786
16 66 88 354 148 594 202 810
28 114 94 378 150 602 206 826
34 138 100 402 154 618 208 834
38 154 104 418 160 642 218 874
46 186 106 426 164 658 226 906
52 210 108 434 170 682 232 936
64 258 118 474 172 690 234 938
66 206 124 498 178 714 238 954
70 282 128 514 190 762 244 978
80 322 136 546 192 770

Z tezí XIII. sjezdu KSČ

„Spojení intelektuálních tvůrčích sil vědců s kvalifikovanou prací techniků a dělníků pře
tváří vědu v nejdůležitější výrobní sílu, zabezpečující pokrok a rozvoj celé společnosti. Tento
princip platí přesto, že zdaleka ne všechny poznatky vědy ovlivňují rozvoj výroby bezprostředně
a rovnoměrně. Ústřední výbor s velkou naléhavostí zdůrazňuje významnou úlohu naší vědy
v socialismu, který uvolňuje tvořivé sily člověka, plně otevírá možnosti bádání, výzkumu a teo
retické tvůrčí práce.“

436



Některé zajímavé vlastnosti
nože Archimédova coskočeo

JIŘÍ HÁJEK, PI, Brno

Položmesiotázku:Lze průměrtohoto kruhu odvoditkonstruktivně z daného obrazce?
Ukažme, že pro situaci na obr. 5 platí, že kruh s průměrem TT"

má stejný obsah jako vyšrafovaný obrazec. T, 7" jsou průsečíky chor
dály kružnic o středech S14,S, s polokružnicemi k, kg.

Poznámka I. Chordála je množinavšechbodů v rovině,
které mají ke dvěma kružnicím touž mocnost. Při tom mocnost
bodu P ke kružnici k= (8, 7)je číslom = V%—r, kdevz=0
je vzdálenost bodu P od středu S kružnice k.

,
YY

Obr. 5

Naobr. 5 je dána úsečka AB a dva body C = D, které leží uvnitř
úsečky AB. Nad průměry AB = 2R, AC = 2m, BD = 2r;, ČD = 2r;
jsou opsány polokružnice k, k4, kz, k. Přitom polokružnice k, kg, k; leží
v jedné polorovině, polokružnice k; v polorovině opačné vymezené
přímkouAB. Obsah našeho „,nože“je

P= 5 (B —ri—ri + rá).
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Poněvadž

, , T = R -—Ti — 7 ;dostáváme

P= 3 [Bri—r3+ (R—n—n) =
= a (R*—Rry—Rrz+ rr) =

= n[B(R— r)— rz(R—r) =n(R—n)(R— ro).
Dokažme nyní, že obsah „„nože““lze vyjádřit jako obsah kruhu sestro

jeného nad průměrem T'7", tj., že platí

P=1(R—n)(B—n)= TT?
Chordála kružnic k, k, prochází bodem L na spojnici AB. Označme

CD = 2r; = d, LČ = %,LD = w. Bod L má stejnou mocnost k oběma
kružnicím ky,k, a platí

x (©+ 2) = (d—a) (d—2+ 2m),
ď+ 2Dx=dď— dz+ 2r,.d— da+ 0 —2,4,

2(7+7 +d)a=dď+ 27,
2 (71+ 74+ d)a = dld+ 2),

2 (ry + 73 + Arg)© — 4rz (rz + 73),
neboť ď = 2r;.

S ohledem na vztah
Tibřat f= R,-Dra473)| Zr(R—n)
R+ r R+ 7

Vyměníme r, za 7, a dostaneme y

273 (R — 7)
RZ r

Podle Euklidovy věty pro pravoúhlé trojúhelníky CT"D, ATB platí

TM 4r3 (R— 1) (B— r)
LT%=x.y= (RÍ n ;

LT? = (z + 2r) (y + 2m).

———

Avšak

2R rz — 20,75 + 2r, R — 20,17£ + 2 = 3 1"3 1 1"3.' R+ 7
AR hn) 2R(R—n)
O R+n. -0 R-+n
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ZRry—2ryTy+ DryRY rar
y T 27,= R+ r

-AR (rz7) | 2R(R—m)Br.. Ren
tedy

TM 4 (R— r) (R— rz)LT =
(8 + r)?

Pak „3 M= B- (R—n),
2R

BT=g7% (R-n)(R—n),
| 2 (8+ 7)TT=LTYIT=| (R—r)(Rry.TY

+ VB (R—m. z
= 2|(R-r) (R-m).

Tedy
T1"2n- nm n)(R—r),

což se mělo dokázat.

Nůž Archimedův má ještě jednu pozoruhodnou vlastnost. Označme
v obr. 1, 2, 3 středy oblouků BC, AC, AB postupně písmeny A1, By, C,
a počítejme obsah trojúhelníka A,B,C,.

V obr. I je trojúhelník 4,B,C, pravoúhlý s pravým úhlem při vrcholu
C. Zřejměplatí

A ABC A GCA4BoA A4G,B,
neboť jsou všechny pravoúhlé rovnoramenné.

Obsah pravoúhlého trojúhelníka A,B,C,

Mi —z Byl, . AC,
Avšak

BC, = AC,—AB,= R.|2— r |2=(R— r) 2 = r, |2,

A0, = BC,—AxB=R |2— r, |(2= (R—r) Z = r z
neboť

R=nT+r
Je tedy

M =rn.ř%.
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V druhém případě (obr. 2) je rovněž trojúhelník A;,B,C; pravoúhlý
s pravým úhlem při vrcholu B;. Opět platí

A ABiC — A GAxB— A AGB.

Jde o trojúhelníky pravoúhlé rovnoramenné.
Obsah trojúhelníka A1B;C,

M, =—3 Byl, . ByA;.
Avšak

A,B = BC+ ČAi=n V2+ ry V2= (rz+ 7%)V2,

tedy

MHz= r" T 17).

Určeme konečně obsah trojúhelníka A,B,C; za situace znázorněné obr.
3. Je-li R průsečík polopřímek AB, a BA+, je obrazec AC,BR čtverec.
Tvoří jej totiž dva shodné rovnoramenné trojúhelníky pravoúhlé
A ACiB a A ARB se společnou základnou AB. Trojúhelník A;B;C,
je částí čtverce AC,BR.

Pro obsah M; trojúhelníka A,B,C/ tedy platí

M3= 0,— 0,— 03— 0

kde O, je obsah čtverce o straně AC;, dále jsou O,, O, O, obsahy pravo
úhlých trojúhelníků A ByA4C1,AC1BA1y,A A,RB:.
Avšak

0, = (40)*= (R (22 =2 R? 0,=+AB,. AC,= Rr,
03 —=3 BC,. AB= Rr,,

Ox= 3 A,R. BiR = 3 (BR —A,B) (AR — AB,) =

= +R |2— r(2) (RÝ2—1 |2] = (R—r) (R—r) =n.n.
Takže po dosazení

Mg = 2R* — Rr, — Rrz— rar = R(2R — r1 — 72)— f1f2 =

= RŮ2(r, + rz) — Ty— fy — řyřaj= R(ry T rz) — rz = (1 + r) ——Hře11+13+ n.
Abychom dokázali onu pozoruhodnou vlastnost, stačí porovnat právě

vypočtené obsahy M1, M3, M3, s obsahy „„nožů““v těchže situacích, které
jsmejiž řešili.

Obsahy „„nože““v případech vyznačených na obr. 1, 2, 3 jsou
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Py= rty, Py= rr + rz), Pyman(rí+ rž + 11),
obsahy příslušnýchtrojúhelníků

Mi =r.r, Ma=1TÁr + 72) Mg= 1ri-+12 + 77%.
Platí jistě pozoruhodný výsledek

Poměr obsahu „nože“ a obsahu odpovídajícího
trojúhelníka A,B,C,je ve všech třech případechkonstantní a roven číslu Ludolfovu.

DESKRIPTIVNÍ
GEOMETRIE

Konstrukce názorného průmětu
(axonometrie) z volných průmětů
DOC. INŽ. LADISLAV DRS, CSc., ČVUT, Praha

V předešlém článku jsme si vysvětlili vzájemný vztah kolmých prů
mětů na dvě kolmé průmětny, které přemístíme do nákresny libovolně
do tzv. volných průmětů.

Je jistě známa poučka, že rovnoběžným promítáním se nemění dělicí
poměry bodů na přímce. Poučku lze i obrátit. Zobrazení, při němž se
nemění dělicí poměry na zobrazených a daných přímkách je rovnoběžné
promítání. Této poučky použijeme k odvození naší zobrazovací metody.
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Mějme volné průměty určené osami 41, 41)L, 2%4 průměty Jas X,
J, = X, jednotkového bodu J = X osy «, které udávají měřítkapůdo
rysu a nárysu (obr. 1). Zvolme dva různé směry 84,S, Půdorysem L;

Ob- 1

libovolného bodu L veďme rovnoběžku se směrem s;, nárysem L, rovno
běžkou se směrem s,. Tyto rovnoběžky se protínají v aronometrii LA
bodu L. Použijeme-li této konstrukce na body os «, y, z získáme axono
metril 4%,y*, 2%os souřadnicové soustavy. Osa 2%má směr s, a prochází
bodem 0,. Osa y* má směr s, a prochází bodem 0,. Osa x%prochází
bodem X? a bodem 0* = 22.

Zobrazme ještě krychli, která má své vrcholy v počátku O a v jednot
kových bodech X, Y, Z os «, y, z. Axonometrie této krychle je názorný
obraz krychle.

Axonometrie je tedy velmi vhodný zobrazovací způsob, chceme-li
získat názorné průměty zobrazovaných útvarů. Tato konstrukce je
velmi jednoduchá a rychlá. Protože se touto konstrukcí zřejmězachová
vají dělicí poměry na přímkách a,, dz, da, je avonometrie rovnoběžným
průmětem. Protože axonometrie přímky s určené průměty 84,8, je bod
O9, je směr s promítací přímkou, a tedy směrem tohoto rovnoběžného
promítání. Této metodě říkáme průsečná metoda pro konstrukci axono
metrie z volných průmětů.

Průsečnou metodou sestrojime z půdorysu a nárysu přemístěného do
vw,

nákresny v libovolných měřitkách rovnoběžný průmět-axonometriů — smě
rem S.
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Obr. 2

Obr. 3
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Opět závěrem dva příklady.
1. Axonometrie bodu a přímky v rovině. Obr. 2. Jako v příkladě 1. minu

lého článku jsou dány průměty %4,Y1; Tax29xJ1» Jas Pí 7%)A. Průsečíky
roviny « s osami y, z označme Y, Z, Yy= Pí-Y1, Za = 4.2%. Zvolíme směry
51 A S, bodem O, a Ó;. Sestrojíme axonometrii os yA= 8, 284= s,, O0a=
= 81.8, ga = OaJa a axonometrie stop psa — Ja Ya, naa — JaZa, ssa — YaZa.

Pro axonometrii přímky ha nemusíme určovat půdorys. Stačí určit Na na
nea na rovnoběžce se směrem s, bodem N;. Pak je h« || psa. Na ha leží Aa,
A, A8 || 89.

2. Kolmice k rovině « bodem O. Obr. 3. Určíme jako v příkl. 1. axono
metrie os ga, ya, 24 a stop psa, nea, sxa, IKolmice k k rovině « bodem O má
průměty ky| pí, procházející bodem 0, a k; | ní bodem 0,. Abychom
určili axonometrii ka zvolíme na k bod A 55 O, A; na k; libovolně, A, na k;
a na příslušné ordinále. Rovnoběžky směrem sy, s; bodem A3,A, se protnou
v bodě Aa, ka = OaAa. Průsečík K kolmice £ s rovinou « určíme na krycí
přímce 7 v rovině «. Položíme 7, = k, a rá můžeme určit bez půdorysu.
Pata K kolmice k má pak axonometrii Ka = ra. ka.

FYZIKA

Komplexní čísla ve fyzice
na střední škole JIŘÍ ZEMAN,Olomouc

Na střední škole při studiu střídavých proudů se setkáváme s fyzikál
ními veličinami, které jsou sinusovými funkcemi času, např. proud,
magnetický tok, napětí. Jejich obecný tvar je

v (i) = Vasin(ot + p), (1)
kde V,,> 0 je vrcholová hodnota (amplituda), w konstantní fázový
úhel a (ot + ) fáze veličinyv.
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Počítání s goniometrickými funkcemi je matematicky přesné, ale
poměrně pracné, a proto někdy zobrazujeme sinusové veličiny rotujícími
vektory. Tento grafický způsob je však mnohdy nepostačující. Byla
proto zavedenametoda, spojujícípřesnosts názornosti,tzv.k om plex
ní metoda studiaobvodůstřídavýchproudů. >

Vyložíme stručně princip této metody. Funkci (1) přiřaďmevektor V
o délce rovné V, který rotuje rovnoměrně v kladném smyslu kolem
počátku O s úhlovou rychlostí o (obr. 1).

yW
t —— W(0) směr rotacevů ul V |

x
i

„ |

Obr. 1 Ý 1 |
o x

Pokládáme-li rovinu xOy za Gaussovu rovinu, a označíme-li imaginár
ní jednotku j, jak je zvykem v elektrotechnice, lze v každém okamžiku t

—
považovat vektor V za polohový vektor komplexního čísla

V (©)= Vnloos (oč + p) + j sin (oč — 9)], (2)
jehož modulje V, a argument je oť + w.Je tedy rovnicí (2) definována
komplexní funkce. Pomocí součtových vzorců snadno ukážeme, že
funkci (2) lze psát jako součin

V(?) = Vy[(cos e + j sin ©) (008oť + j sin oť)] (3)
Činitel cos ot + jsin ot vyjadřuje rotaci konstantního polohového
vektoru čísla V (0) — Vy,(cos m + jsin ©).

Komplexní metoda tak přiřazuje fyzikální veličině (1) symbol, kte
rým je komplexnífunkce ve tvaru (2).Proto se též někdy nazývá met o
dou symbolickou.

Okamžitou hodnotu zkoumané fyzikální veličiny v okamžiku t = %
pak udává imaginární část komplexní funkce (2)

v(ko)= Vmsin (oto + 9). (4)
Uvažovaná komplexní funkce má modul rovný amplitudě V,, veličiny

(1). Amplituda má význam především ve slaboproudé technice. O tom
nebudeme dále mluvit. V silnoproudé elektrotechnice má však větší
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význam tzv. efektivní hodnota V (též V,g) veličiny v, která (u harmo

nickéhoprůběhu)s n souvisívztahempře I y,7
Funkce (1) a symbol (2) pak mají tvar

v = Vsin(ot+9), V =V[cos(ot + p) +isin(ot+ 9), (6)
kde V je efektivní hodnota. Symbolů typu (5) budeme používat při
našem výkladu.

V dalším se budeme zabývat otázkou početních operací se zavedenými
symboly a otázkou, zda je možno platnost vztahů mezi fyzikálními
veličinami přenést také na jejich symboly.

Početní operace se symboly

Nechť v, v; jsou funkce tvaru (1), jejichž hodnoty jsou posunuty
o fázový úhel ©

v, = Visinolť, vy— Vzsin (ot + e), pz 2kn. (6)
Bez újmy na obecnosti lze uvažovat V, S V;. Funkcím v, v; odpovídají
symboly

V, — Vi(cos.coť+ j sin oť), V; = Vy[cos (ot + ©) + j sin (oť T ©)]
(7)

a) Komplexnímetodaje zvláštěvhodnákesčítá ní (odčítání)
sinusových funkcí tvaru (1),mají-li stejnou periodu. Amplitudy a počáteč
ní fáze mohou být různé. Tyto operace se provádějí často v elektrotechni
ce (Kirchhoffovy zákony).

Součet (rozdíl) dvou veličin tvaru (1) je opět veličina tvaru (1). Lze
se přesvědčit, že sečtením (odečtením) veličin (6) dostáváme veličinu

v3= Vgsin (ot + 0), kde
Vsin ©= n 2+2 tg = : ..Vzy=+|Vi+Vž-+2V,Vzcose,© tgdVIVos9(8)

Ukážeme si, že týž výsledek dostaneme i použitím komplexní metody.
Je-i V, = V, předpokládejmepro sčítání, že m(2£ + l)n.

Platí

V; + V; — V, (cos oť + j sin ot) + V; [cos (ot + ©) + ]jsin (oť + 9)]
—=Vi(cos ot — j sin ot) = Va[(cosoť -+ j sin of) (cos e + j sin 9)] =
= [W;+ V; (cos e + j sin e)] (cos oť + j sin of).
Položíme-li

Vy£ Vzcose = Vgcos (9)
V,sin = Vzsind,
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pak
V; = V, + V; = V; (cos d = j sin 0) (cos oť + j sin oť) =
= Vi[cos(oť + 8) + jsin (ot + 0)].

Součet (rozdíl) symbolů je tvaru (2), a tedy přísluší sinusové funkci
(1), jež je jeho imaginární částí

v3= Vgsin (ot + 0).
Efektivní hodnotu V; a fázový úhel Óvypočteme ze soustavy rovnic

(9). Umocněním a sečtením obou rovnic vypočteme V;, dělíme-li druhou
rovnici první, vypočteme tg 0. Protože V; je kladnéčíslo, je

Vysin v
Vy+ Vzcose

Dostáváme tedy i použitím komplexní metody vztahy (8).
b) Stejného postupu nelze užít k odvozování dalších výkonů se symbo

ly (násobení, umocňování, dělení). Komplexnísymbolika
a rovněž vektorové znázornění zde selhávají. Ukazuje se, že kruhové
frekvence vypočítaných veličin jsou různé od w. Ověřímesi tuto skuteč
nost například na násobení.

Nechť mezi veličinami (6) platí
V. Va=L.

Ptáme se, zda symbol X součinu z je tvaru (2).
Užijeme-li součtových vzorců, dostáváme

X —Vy. V, = V,Vy[oos(ZoťT ) + j sin (20ť + e)].
Položíme-li V,V, = Vy,je

X = V, [cos (2ť — ©) + j sin (20ť + ©)],
a tedy £ = Vysin (20t + 9). (10)

Vynásobíme-li však veličiny (6) přímo a použijeme goniometrických
vzorců, vychází

00 = 3 VyVy[cos m— cos (20 + 9)].

Vz=VV3+V342V,Vycosy,| tgů=

Ježto 7 2km,vyplývá srovnáním výsledku s (10), že jde o odlišné
výrazy (lze ukázat např. pro ť= 0).

Ukážemesi, jak je možno tuto skutečnost obejít, tzn., jak lze použí
vat komplexní symboliky k výpočtům podle fyzikálních vztahů, v nichž
se vyskytuje součin (podíl) veličin tvaru (1).

1. Výkon střídavého proudu

Pro výkon stejnosměrnéhoproudu platí
P=U.IT,

kde U a I jsou napětí a proud. Jestliže stejného vzorce užijeme pro výkon
střídavého proudu, dostaneme tzv. zdánlivý výkon. Při průchodu stří
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davého proudu obecným obvodem dochází totiž vždy k fázovému po
sunutí m mezi proudem a napětím. Skutečný výkon je, jak víme,
U .I.cos. Studujmetuto otázku pomocíkomplexnímetody.

Nechť symboly střídavého napětí u — Usin (et + v) a proudu
4= Isin oť jsou
U = U [00s (oť + ©) + j sin (ot + o)], I — I (cos oť + j sin oť).
Symbol P zdánlivého výkonu P definujeme jako součin symbolu ÚU
a symbolu o

E = I (cos oť —j sin ot),
který nazývejme sdruženým k I. Je tedy
P —U. = U! [oos(ot T g) + j sin (w?+ e)] (cosof —j sin of) =
—Ul(cose-+ jsne)= P; + P;. (11)

Výkonu, který není veličinou tvaru (1), (neboť nezávisí na čase) jsme
tak přiřadili symbol (11). Jeho reálná část je skutečný výkon P%,
imaginární část je tzv. jalový výkon P; — Using, který zůstává
nevyužit. Zdánlivý výkon P je pak

P=|P|=|P:+ P;
Příklad l. Stroj vydává proud 100A při napětí 120V. Fázový úhel

mezi proudem a napětím je 37“. Vypočtěte skutečný, jalový a zdánlivý
výkon!

Řešení. Proudu 7 = 100sin ot a napětí u = 120sin (wt + 37*)odpo
vídají symboly

I — 100 (cos wť+ jsin ot),
U = 120[cos (ot + 37*)+ jsin (ot + 379)].

V okamžiku č = 0 je
K — 100,

U = 120(cos37“+ jsin37"),
podle (11)platí pro symbol zdánlivého výkonu P

P — UI = 120 (cos 37“ + j sin 37%). 100 — 9600 —+j 7200.
Je tedy Ps = 9,6 kW, P; = 7,2 kVA, P = P, = 12 kVA.

2. Ohmův zákon v symbolickém tvaru

Nechť u — U sin (wť+- ©) je sinusové napětí na obecném odporu Z
(tzv. impedanci), vytvořené proudem %—=J sin oř. Napětí u a proudu %
odpovídají symboly
U = U [eos(ot + ©)+ j sin (oť + ©)], I = I (cosot + j sin ot).

Hledejme Z tak, aby mezi symboly platil Ohmův zákon
U
TU Z.

Tedy
U U [cos (ot + ©) + j sin (ot + ©)]Z== 23
I I (cosoť + j sin ot)
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U .
= 7 (cosp + jsm) (12)

Z má rozměr odporu a nazývá sekomplexní impedance. Je to komplexní
U

číslonezávislé na čase. Jeho reálná část R = 7 9089 je odpor ohmický,
U o . . ? ©

imaginární část X = 7 sing je odpor nelineárních členů obvodu
(cívky, kondenzátoru). Impedance Z není tedy fyzikální veličina
tvaru (1), ale zůstává konstantní v čase.

Obsahuje-li impedance např. ohmický odpor R a induktivní odpor
X7,v sérii, má symbol Z tvar

Z= R+jXp= R+ job,
a tedy Z —|Z| = |R*+ e*I*.

Příklad 2. Efektivní hodnoty střídavýchproudů vyráběnýchdvěma
paralelně zapojenými alternátory jsou I; —40 A, I, = 100A. Proudy jsou

vzájemně posunuty o 5 Určete efektivní hodnoty svorkového napětí
a výsledného proudu ve vnějším obvodu, obsahujícím ohmický odpor
R = 170© a induktivní odpor X7 = 53 0!

Řešení
a) Výpočet proudu. Okamžité hodnoty proudů jsou

a odpovídající symboly

I, —40(coso?+ jsin ot), I —100| cos| + u) + jsin (os + -| .
Podle Kirchhoffova zákona platí mezi proudy

u +%02=%.
Podle a) platí i mezi symboly

I +L-—I.
Z geometrického významu vyplývá, že |I, + L| je konstantní a tudíž lze

uvažovat například ? — 0. Pak

E, = 40, L, —100(cos5 + jsin =) ;
a tedy

=,- Ly= 40+ 100(cosZ + jsin 7) —=86,6+ j 50.
Efektivní hodnota výsledného proudu ve vnějším obvodu je pak

I = JI| = V86,6* + 50%— 122,75 A.
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b) Výpočet napětí. Podle (12) je komplexní impendance
Z = 170 +j53, a tedy Z = |Z| = (170* + 53%— 178,400.

K výpočtu svorkového napětí použijeme Ohmova zákona.
Platí

U = |U| = JIZ= IM|Z| = 122,75. 178,40 — 21 898,60 V.
Obvodem protéká proud 123A, svorkové napětí je asi 22 kV.

Tak jsme ukázali, že komplexní metody lze použít i ve vztazích,
v nichž se vyskytuje součin nebo podíl fyzikálních veličin tvaru (1).
Stačí jen vhodně definovat symboly některých veličin (výkonu, impe
dance).

Tažisko,

momenty prvého a druhého stupňa
PROF. Dr. ZALÁN BODÓ, Budapešť (Psáno pro Rozhledy)

(Dokončení)

6. priklad. Moment druhého stupňa homogennej hmotnej úsečky dížky Z
vzhladom na ťažisko.

|—

Obr. 13

Rozpolme úsečku a použijme vety I a II
2 2nearora) +x]2 24

odtial =.
12

Teda podla (24) vzhladom na os kolmo k úsečke idůcu ťažiskom

=I mp.
12
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Vypočítajme moment zotrvačnosti aj vzhladom na koncový bod úsečky.
Vzhladom na koncový bod dla Steinerovej vety:

2

Oe—=me+m|: = me.
12 2 3

7. priklad. Moment zotrvačnosti hmotnej úsečky lineárne rastůcej dížko
vej hustoty hmoty dlžky7a hmoty M vzhladom na jej ťažisko.

Rozpolme úsečku; potom dla úvahy v 2. príklade pravá časť se dá zložiť

z úsečky konštantnej dížkovej hustoty, hmoty > a z úsečky, ktorá

je totožná s Javou polůsečkou hmoty = a lineárne rastajúcej dížkovej
hustoty. Vzdialenosti tažísek jednotlivých častí od fažiska celej úseč

ky sů (pozri 1. a 2. příklad a obr. 14) 2 ba 5 „Na základe I. II. vety3 6
a predošlého príkladu móžeme písať

NL Ni

or

NR

PZ

2D

4 oj

+
xÝ

0)Obr. 14
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Moall MÍŇ., Mol.. MWMažlž—Z az|- >| al“ >“ voli)+3 s)+až yl) +MINO. Ml
"3 JE T (5)

z čoho

a?= i718
Moment zotrvačnosti vzhladom na os kolmu k úsečke idůcu ťažiskom

o=me.
18

Vzhladom na lavý koncový bod bude

6, — I me (z) =3 -2
O== + MZ =- Mř.

18 3 2

8. priklad. Moment zotrvačnosti hmotnej úsečky dlžky 7 s kvadraticky
rastůcou dlžkovou hustotou vzhladom na jej ťažisko.

Rozpolme úsečku, potom podla 5. príkladu pravá polovica sa dá rozdeliť
na tri časti, jedna je rovná Iavej polovici, druhá je úsečkou s lineárne rastú
cou dlžkovou hustotou a tretia je úsečkou s konštantnou dlžkovouhusto
tou. Hmoty a vzdialenosti tažísk sú známe z 5. príkladu, resp. dajů sa vy

rátať (pozri obr. 1. a 15. Platí:
/
8 72 Mo2ld.. MÁBŮ, Ma ld, MV
n mobož(3) +5) +šali)+$ls) +

3M 1 (1, 3mM(u., 3M 1 (0ole) +35)+p (z)M
8

l Odtial o = a2 2
a tak moment zotrvačnosti vzhladom na os kolmo na

3 Músečku a prechádzajůcu ťfažiskom8
= Ž MP

80

Vzhladom na Ilavýkoncový bod však“ |
8 o2M

. 9 9= 3 uP+m(?) => me80 4 6
ši 9. priklad. Momenty zotrvačnosti kruhovej doský za

| nedbatelnej hrúbky (pri jej umiestnení podla obr. 16.)2 2
4 4

/ 

Obr. 15
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Obr. 16

Pri počítaní © možno sústrediť hmotné body ležiace na obvode kruhu
polomeru r (dlžka obvodu 2 rr) do jedného bodu obvodu na z-ovej osi. Potom
kruhovů dosku nahradí hmotná úsečka dlžky R s lineárne rastůcou dížkovouhustotou.©budesarovnatmomentuzotrvačnosti© hmotnej
úsečky vzhladom na jej počiatok, čiže podla 7. príkladu

O =1MR:.
2

Přetože z dóvodov sůmernosti zrejme 0; = Oy,podla (27)
O 1© By== MR?.

2+ 9 9 4
10. priklad. Momenty zotrvačnosti gule umiestnenej v súradnom systéme

s počiatkom v ťažisku telesa podla obr. 16.
Pri počítaní možno sústrediť hmotné body ležiace na povrchu gule polo

meru r (plocha povrchu 4 17*)do jednej osi; potom gulu nahradí tyč dížky R
s kvadraticky rastúcou dlžkovou hustotou. (©, sa rovná momentu
zotrvačnosti tyče vzhladom na jej počiatok, čiže podla 8. prikladu

9%= P MR*.
Podla (20), pretože z dóvodov súmernosti

0x + 6y = 6, Oxy= Byz= 6x,

02 = 0%=; MR,©I|DO

l l© = O = —MR?.
TY g 00 5

11. priklad. Momenty zotrvačnosti priameho kruhového valca umiestne
ného podla obr. 17. v súradnom systéme s počiatkom v ťažisku telesa.

Pri počítaní veličiny ©z možno stlačiť valec do roviny xy a dostaneme
kruhovů dosku s konštantnou plošnou hustotou. Podtom podla 9. príkla
du

0; =- MR?.
De
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Pri počítaní veličiny 0%ymožno stlačiť valec do osi z a dostaneme hmotnů
úsečku dížky 4 s konštantnou dížkovou hustotou. Potom podla 6. príkla
du

l
Bxy = — Mř?.12

Z posledných dvoch výrazov z dóvodov sůúmernostipoužijůc vzťahy (17)
až (20)

o 1© = = 2 =- MR?,
yž 2x 2 4

Z

|

' | VE|

| h „“O3 —r
| „
|—SL

h „o| 1- c7 * Né„r eh S
„7 3

„ „7 A/ |
/ |/ —-Í = A

a

i | a o 02 a 04 a| „L
A704

Obr. 17 Obr. 18

B = 0+ Bry—mZTE
hž + 3R?1

04—0,=0-— 30 —M 12

12. priklaď. Aký je moment zotrvačnosti trojuholníka vzhladom na os
idúcu ťažiskom a kolmu k rovine trojuholníka.
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HTadaný moment zotrvačnosti rovná sa súčtu momentu zotrvačnosti
vzhladom na os rovnobežnů s jednou stranou trojuholníka a idúcu jeho
ťažiskom 0, a momentom zotrvačnosti 0; vzhladom na os ležiacu v rovine
trojuholníka prechádzajůcu ťažiskom a kolmů na predošlů os (obr. 18).
©, je rovný momentu zotrvačnosti hmotnej úsečky lineárne rastůcej dížko
vej hustoty dížky 7 a hmoty M, lebo body trojuholníka móžeme stla

čiť rovnobežne s osou. Teda 6, = i MP. Moment ©, vyjadríme pomocou
momentu zotrvačnosti trojuholníka vzhladom na os rovnobežnů a idůcu
tretím vrcholom. Keď stlačime body trojuholníka rovnobežne s touto osou,
dostaneme dve tyče s lineárne rastůcou dížkovou hustotou. Máme
vyrátať ich momenty zotrvačnosti, vzhladom na osi k ním kolmé a idúce
ich koncovými bodmi. Podla Steinerovej vety súčet týchto dvoch momen
tov zotrvačnosti bude

1 2 1 1 2

[zeAbt + 2, (8)] + |Meet + M(Be) | = č anaž + 008) —

n: + M2203)=čt +až)=5 (A—ma+).
A tak podla Steinerovej vety moment zotrvačnosti 0, trojuholníka vzhla

dom na os idůcu tažiskom.

6, = M 2 2 MÍR T AN:= (A74%Ta)— 3
Keď použijeme vzťahy l? — b? — až , * = e*— až, bude moment zotrvač

nosti vzhladom na os kolmu k rovine trojuholníka a idůcu ťažiskom

©—0+ 9 = MP + Z (al —aa, + až) —TE(at —2,0, + 4) =

= 5 (272+- 6až — 6010, + 6až — 4až + 8014, — 4až) =

= 5 (6 — až + 0? —-až + 2ai + 2až + 24104)=

= P+ 0+ (a+ a] = ZE(ač+ dě+ 0)
13. priklad. Aký je moment zotrvačnosti priameho kůúželas kruhovou

základňou polomeru r, výšky ) vzhladom na osi z, y a z (obr. 19.). S je ťažis
kom, rovina gy je rovnobežná so základňou.

Hladajme 0%,9y a 92. Lahko vyrátame O7 a 92; pomocou nich vyjadríme
hladané veličiny.

Pri výpočte O,xystlačíme kužel do osi z a dostaneme hmotnů úsečku
dlžky h s kvadraticky rastúcou dížkovou hustotou Oy sa práve rovná
momentu zotrvačnosti tejto hmotnej úsečky vzhladom na jej tažisko. Teda

Oxy= a Mh?. Počítajme teraz ©;. Umiestnime kužel do priameho valca
s rovnakou kruhovou základňou a rovnakou výškou. Vyplňme priestor
medzi kuželom a plášťom valca lákou, z ktorej je kúžel, potom jeho hmota
je dvojnásobkom hmoty kužela (totiž objem valca je trojnásobkom objemu
kužela). Moment zotrvačnosti ©; dostaneme, keď moment zotrvačnosti
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„A

———————A

/

Obr. 19

valca hmoty 3.Mzmenšíme o moment zotrvačnosti telesa, ktorým je kúžel
doplnený na valec. Keď toto teleso stlačíme do roviny ry, dostaneme kruhovů
dosku, ktorej plošná hustota lineárne rastie od stredu v radialnom
smere. Keď otáčaním stlačíme túto kruhovů dosku do osi r, dostaneme hmot
nů úsečku s kvadraticky rastúcou dížkovou hustotou. Teda

59MmMr—ŠŽMr.
5 10

7.důóvodovsůmernosti 9; = 9y; použitím vzťahov

B; = l 3Mmr2—
2

B = 0:4 Oxy a 9 = 5 (92 + By+ 62)
dostaneme

0x—Oy—9 —59 —0+ 0w— B 0+ Om=
= 3 M?+ Ž MR.

20 80
Teda

3 h? 303 = 03 = S Mil? +- I, 62 = 5 Mr.P% (r+) 27m
Podobným spósobom dostaneme

Ox = Ozy= 5 MP.
Přeložili a upravili J. Sivoš, Š. Nehnevajová, SVŠT, Bratislava
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Od teploty OC k teplotě OK
ALOIS SKYVA, Olomouc

(Dokončení)

2,6MetodaČlaudeho.V Claudeho metodě zkapalňovánívzdu
chu se ochlazení dosahuje adiabatickým rozepnutím, doprovázeným
konáním vnější práce.

Na obr. 6 je schéma zařízení pro zkapalnění vzduchu, které navrhl
roku 1902 Claude. Nejdříve se vzduch stlačuje v kompresoru K při
pokojové teplotě. Stlačený vzduch prochází prvním tepelným výmění
kem E, a potom se rozděluje na dva proudy; část z jde do následujícího
tepelného výměníku E; a ostatní část (1 —r) do expanzního stroje ES.
Jako expanzní stroj může posloužit mazaný pístový stroj nebo turbína.
Teoreticky kapalný vzduch můžeme získat přímo v expanzním stroji.

V praxi však je to spojeno s technickými

K obtížemi a proto se to neužívá. V schématu Claudeho se zkapalnění provádí pomo
ALPY | cí rozepnutí ve škrticím ventilu Š, který

společně s posledním tepelným výmění
kem E; tvoří jednoduchý zkapalňovací
cykl Lindeho. Ochlazení pomocí expanz
ního stroje v schématu Claudeho můžeme
považovat jako záměnu předběžného

l | ochlazení (např. čpavkovým cyklem) ve
J VP zkapalňovači Lindeho.

Do Claudeho chladicího cyklu zavedl
-- r. 1939P. L. Kapica řaduzlepšení.

- Takto vylepšený cykl bývá nazýván
E © cyklem P. L. Kapicy.[5]

2,7 Zkapalnění vodíku a helia. O mož
Á v nosti zkapalnění vodíku Lindeho metodou

S bylo již psáno v části 2,4 tohoto článku.
Ke zkapalnění vodíku nebo helia lze

SN [E úspěšněpoužít metody jednorázovéadia= batickéexpanzepodleSimona(obr.7).
8v Touto metodou se podařiloSimonu a jehospolupracovníkům zkapalnit roku 1932

Obr. 6. Schéma zařízení helium a roku 1935 vodík. Do nádoby C,
Claudehopro zkapalnění ochlazené na nízkou teplotu ve vaně A,

vzduchu. se umísťuje zkapalňovaný plyn, stlačený

E, VW
-VV
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izotermicky na tlak 100 — 200 kp.cm-?. Při zkapalňování vodíku se
do vany A nalévá kapalný kyslík nebo kapalný vzduch a při zka
palňování helia kapalný vodík. Prostor nad kapalinou ve vaně A je
odčerpáván vývěvami. Aby mezi vanou A a nádobou Č byl tepelný
kontakt, zavádí se do vakuového pláště B plyn, zprostředkující výmě
nu tepla. Po ochlazení nádoby C se plášť vyčerpá. Potom se otevře ex
panzní ventil O, který se nachází při pokojové teplotě. Při adiabatic

O] s1 3
(| za S,
bd

E

a€
m O HI

ŠK

„I

TK
Obr.7.Schémazkapalňo-© Obr.8.Diagramentropieparamagnetické
vače pracujícího podle Si- látky, znázorňující proces ochlazení meto
monovy metody jednorázo- dou adiabatického odmagnetování.

vé adiabatické expanze.

kém rozepnutí proti vnějšímu tlaku se plyn v nádobě C ochladí
a částečně zkapalní. Vytvořená kapalina zaplní část objemu nádoby C;
bývá to přes 50 % obsahu nádoby C.

Expanzní metoda zkapalnění je výhodná jen v tom případě, když
tepelná kapacita nádoby Č je menší než tepelná kapacita nacházejícího
se v ní plynu. Tato podmínka je splněna jen při velmi nízkých teplotách,
když tepelná kapacita pevných látek se stává malou. Proto expanzní
metody se užívá prakticky jen pro zkapalnění vodíku a helia.

Pro zkapalnění helia můžeme však užít i zkapalňovače s nepřetrži
tou činností, a to buď s předběžným ochlazením kapalným vodíkem,
nebo s ochlazením pomocí expanzního stroje. První zkapalňovač helia
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s expanzním strojem zkonstruoval K apica (1935).Ve zkapalňovači
s nepřetržitou činností nepřetržitý proud předběžně ochlazovaného stla
čeného helia musi projít protiproudovým tepelným výměníkem nebo
výplní regenerátoru (akumulátorovým tepelným výměníkem)a rozepnout
se isoenthalpicky ve škrticím ventilu. To platí i tehdy, kdybychom ne
použili způsobu získání teploty nižší než inverzní s pomocí kapalného
vodíku, vypařujícího se pod sníženým tlakem, nebo s pomocí chladného
plynu z expanzívníhostroje.

Metoda jednorázové adiabatické expanze je však velmi výhodná tím,
že dává 1 malým ústavům jednoduchou možnost získat zkapalněné
helium. ©

Kapalný vodík je lehce pohyblivá bezbarvá kapalina s hustotou
0,071 kg/dm*, která vřeza normálního tlaku při 20,2“K. Snížením tlaku
na 54 torr vzniká při 147K pevný vodík, který se dá ochladit dalším
snížením tlaku až na 12“K [I1].

Helium má kritickou teplotu asi 5,2 "K a inverzní teplotu, při které
je Jouleův —Thompsonův jev roven nule asi 38“K [1]. Teplota varu
kapalného He* je 4,2“K za normálního tlaku. Pomocí odčerpávání par
He* vysoce výkonnými difůzními vývěvami můžeme dosáhnout teplot
kolem 0,7“K. Získáme-li umělou cestou za pomoci jaderných reakcí
dostatečné množství izotopu He* ke zkapalnění, můžeme dosáhnout
ještě nižších teplot. Kapalné He* má teplotu varu za normálního tlaku
3,2"K a přiodčerpávání jeho par získáme teploty do 0,3“K [3].

3. Magnetické metody ochlazování

3,1 Metoda adiabatické demagnelhzace.Jak bylo uvedeno v 2,7, tak
nejnižší teplota, které je možno dosáhnout pomocí odčerpávání par He?,
je asi 0,3“K. Abychom mohli dosáhnout ještě nižších teplot, musíme
sestrojit jiný fyzikální systém. Tento systém musí mít ještě dostatečně
velkou entropii v oblasti teplot řádu 1“K a tato entropie musí záviset
na parametru, jenž můžeme snadno změnit, při čemž tento parametr
musí být jiný než teplota. Za takový systém je možnovzít paramagnetic
ké soli, poněvadž v nich lze spiny elektronů uspořádané chaoticky při
teplotách kapalného helia pomocí magnetického pole o intenzitě řádově
10*A/m orientovat, tj. uvést do uspořádaného stavu, a tím snížit entro
pů látky.

Naobr. 8 je diagram entropie paramagnetické látky (T' —S diagram),
znázorňující proces ochlazení metodou adiabatického odmagnetování.
Křivka 9, představuje entropii systému přinulové intenzitě magnetického
pole. Působením silného magnetického pole při teplotách řádu 1“K
orientujeme spiny. Tento proces je ekvivalentní snížení entropie na urči
tou hodnotu na křivce Sg. Zmagnetování spinů podobně jako stlačení
plynu vede k uvolnění tepla, které je nutno odvést, má-li proces probíhat
izotermicky. Adiabatické odmagnetování nám představuje izoentropic
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ký proces; jestliže magnetické pole vypneme a nedovolíme přítok tepla
k soli, která se snaží nyní pohltit teplotu namagnetování, sůl se bude
ochlazovat. Z grafu je zřejmé, že se sůl ochladí právě na teplotu T'.

Schéma pokusného uspořádání je na obr. 9. Vzorek paramagnetické
soli Z bývá upevněn na podstavci o nízké teplotní vodivosti uvnitř
nádoby A, která je obklopena kapalným heliem B, majícím teplotu
okolo 1“K (odčerpáváme páry). Lázeň s vroucím heliem je tepelně od
stiněna lázní D s kapalným vodíkem. Aby byl zajištěn dobrý tepelný
kontakt látky Z s heliovou lázní B je nádoba A naplněna heliem o tlaku
1072torr. Pokusné zařízení je umístěno mezi pólové nástavce M, a M,
velmi silného elektromagnetu. Nejdříve se látka zmagnetizuje a teplo
při tom vznikající se odvádí heliovým plynem do lázně. Potom se látka
tepelně izoluje odčerpáním heliového plynu asi na tlak 107* torr. Na
konec se magnet odpojí nebo vzdálí apři této izoentropické demagneti
zaci se látka silně ochladí. Toto ochlazení způsobí zároveň velký pokles
tlaku v nádobě A, a tím i účinnější tepelnou izolaci vzorku. Již při po
klesu teploty na 0,3 “K je např. tlak heliových par jen 1077!torr. Š paramagnetickousolíkamencemtitanitocesným© Cs,SO,Ti,(80,);.24H,O
dosáhli např. Haas a Wiersma roku 1935.teploty 0,0034“K
demagnetizací ze 2,4 Wb/m* na 10-+ Wb/m?. Pomocí dvoustupňové
demagnetizace [3] lze však dosáhnout stejných teplot i použitím pod
statně slabších magnetických polí.

Ještě nižší teploty, řádu 10—5“Kbyly získány [3] jadernou demag
netizací.

3,2. Metoda adiabatického zmagnetování supravodivého kovu. Při teplo
tách řádově několik “K u některých kovů, slitin a sloučenin nastává
náhlé nespojité vymizení elektrického odporu na nepatrnou mezní hod
notu.Tentojevsenazývásupravodivost.

Adiabatickým zmagnetováním supravodivého kovu je možno do
sáhnout jeho dalšího ochlazení na nižší teplotu, než 1“K. Ukazuje se
však, že tato metoda je vhodná jen v intervalu mezi 0,3“K a 1"K.
Aby se při tom zmenšilo zahřívání vířivými proudy, je vhodné vzorky
legovat 0,5 — 1 % india [3]. Tato metoda tedy neumožňuje dosažení
tak nízkých teplot jako metoda adiabatické demagnetizace.

4. Závěr

Představme si, že jsme provedli orientaci jaderných momentů ve
směru magnetického pole a že jsme potom nezrušili magnetické pole,
ale změnili okamžitě jeho směr na opačný. V první okamžik všechny
magnetické momenty bůdou orientovány v jednom směru, ale proti
směru magnetického pole. Entropie systému je zřejmě minimální při
jeho velké energii. Jaderné momenty se po nějaké době začnou opět
orientovat do změněného směru vnějšího pole. Jejich magnetická energie
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MZZEIZKLÉ

B D
Obr. 9. Schéma aparatury pro ochlazení metodou adiabatické demagne

tizace.

A

se bude po celou tu dobu zmenšovat, zatímco entropie bude zpočátku
růst z minimální hodnoty do maximální (při chaotickém rozložení ja
derných momentů) a potom opět klesat k nule. Tento zvláštní stav,
při kterém jsou jaderné momenty orientovány proti magnetickému poli,
v němž je systém ve stavu minimální entropie a velké energie, kdy
zvětšení entropie je doprovázeno zmenšením energie, se nazývá oblastí
zápornýchabsolutníchteplot. Tento stav byl objeven Purcellem
a Poundem [8] když studovali relaxační dobu jaderného spinu
krystalu LiF v magnetickém poli.

Ve stavu záporných absolutních teplot mají momenty antiparalelní
orientaci v poli, každý z nich má tedy maximální energii, které může
v poli dosáhnout. Po stránce kvalitativní jsou tedy záporné absolutní
teploty vlastně vyšší než kladné absolutní teploty.

Z uvedeného je zřejmé, že teploty blízké 0 "K nejsou tedy pro dnešní
fyziku již nedosažitelné.

Literatura

[I] Franz X. Eder, Úvod do fyziky nízkých teplot, SNTL, Praha
1959 (přel. z něm.).

[2] Zavarackij MN.V., Sverchnizkije temperatury, izd. „„Znanie“,
Moskva 1959,

[3] Mendelssohn K,, Fizika nizkich temperatur, Izd. inostr. litera
tury, Moskva 1963 (přel. z angl.).

[4] Fizika nizkich temperatur, Izd. inostr. literatury, Moskva 1959 (přel.
z angl.).

[5] Scott R. B., Technika nizkich temperatur, Izd. inostr. literatury,
Moskva 1962 (přel. z angl.).

[6] Vyšín V., PMFA,číslo 4, 1962,str. 223.

461



n+n(n-1)(n-2)...
(k) 423-405ono

MATEMATICKÉ ZÁBAVY

Matematický problém 2.1.:
EVŽEN ŘÍMAN, CSc.,Praha

Až dosud jsme stále postupovali empiricky, vlastně možnoříci. že experi
mentálně. Zkoušeli jsme, jak najít čísla žádané vlastnosti. Třebas nám obě
rychlé a spolehlivé metody, násobící a dělicí, umožnily stanovit přesně, že je
36 „„kořenů“'(tj. hodnot hledaných čísel)a určit jejich hodnoty (jak v tabulce
uvedeno).Chybínám teorie, tj. algebraickévyjádřeníproblému a vysvět
lení mnoha vlastností nalezených čísel. Proč např. všechna čísla o faktoru

—=2 mají 18 cifer, čísla o faktoru k — 4 jen 6 cifer a čísla o k — 6 mají všech
na 58 číslic? Proč ta nesymetričnost v počtu cifer u čísel majících k = 5,
kde A (5,7) má jen 6 cifer a všechna ostatní mají číslic 42? A mnoho jiných.

Musíme si však být vědomi toho, že řešíme vlastně problém jednoho
z nejkrásnějšíchoborůmatematiky,totiž číselné teorie, kde se pouč
ky sice snadno objevují, ale těžko dokazují. Ukazuje to řada slavných, ale
dosud nedořešených problémů v historii matematiky. S ohledem na obtíž

| nost podáme jen část teorie.
5. Odvození rovmice pro A. Zpracovali řešitelé [4, 5, 9 a jiní),

Řešitel [6] uvádí: Označme ap, G1, dx... Gn—1cifry hledaného čísla
A v dekadické soustavě, při čemž index každé cifry nechť určuje její
řád. Celkový počet číslic čísla A je tedy n. Přepišme A dekadickým
mnohočlenem ; bude
A = 107 a,4 + 1077%a,z + 10"%a,3 + «..+ 10%;+ 100, + m (7)

Přemístěním poslední číslice a, před všechny ostatní dostáváme
čísloB —10" a; + 10"%a, „+ 10%7%a,4+. + 104+ 4. (8)

Vytkněme činitele 10ze všech členů mnohočlenu (7)kromě posledního
A = 10(10"7a, 4;+ 10% a,+ + 10%7*a,3+ ... + 100;+ a) + a. (9)
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Číslo B je podle zadání celistvým násobkem čísla A4;násobící faktor
označíme k. Přepíšeme tedy vztah (8) na
B = kA = 10" u; + (10"7%*a,4 + 107%a,3+ «. + 10a,-+ a). (10)

Násobme vztah (9) číslem — 1 a vztah (10) číslem 10, načež obojí
sečtěme. Po vyrušení členů v závorce zbude
A (10k — 1) = 10"0 — a, z čehož

a (10" — 1)
10k—1 ''

což je hledaná rovnice, vyjadřující číslo A jako funkci poslední číslice
3

a-, násobícího faktoru k a počtu číslic n. j

A = (11)

Poznámka. Za vztahu (10) je patrno, že prvou číslicíčísla B je ag.
Znásobíme-li (7) číslem k, vidíme, že prvý člen mnohočlenu kA má koeficient
kan-. Z toho usoudil [7] správně, že maximálně jeag, —kA, resp. že musí
být a, Z kan-+, Jak uvedeno již dříve ve (4).

Zatím vůbecnevíme, zda (11) má celistvé řešení- čili zda existuje
sada celistvých hodnot a, k, n, A splňující vztah '(11). Soudíme tak
ovšem z dřívějších empirických úvah.

6. Zkusme řešení rovmce (11); je ovšem velmi pracné, jak zjistil [9].
Nutno dosadit zvolenou dvojici dovolených hodnot k, a, pro něž platí
podmínka [6] a zkoušet pro exponent hodnoty 1, 2, 3, 4,... tak dlouho,
až zlomek vztahu (11) dá.číslo celé.

Příklad 2. Má se určit číslo A pro zvolené k = 2, az = 2 zkusmo.

Podle(11)budeA(2,2)= U „který teprvepro » = 18dá celé
2.(108— 1) 2. 99999999999999999

19 19

souhlasně jako v tabulce výsledků.

číslo = 105 263 157 894 736 842

7. Zjednodušené řešení rovmice (11), kde netřeba znát počet číslic »:
Přepišme vztah (11) na 2 zlomky

A%- 10" do10k-1 10k-1'
Vypočtěme (pro zvolená a, k) hodnotu druhého zlomku dělením,

přičemž zanedbáváme desetinnou čárku, až se objeví ap jako zbytek,
načež se cifry podilu periodicky opakují. Perioda je rovna hledanému
číslu.

A (12)

Důvod. Každý zlomek,který (převedenna tvar, kdy čitatel a jmeno
vatel nemají společného dělitele) obsahuje ve jmenovateli prvočíslo odlišné
od 2 a 5, má nekonečný počet desetinných míst, které se periodicky opakují.
Protože jmenovatel 10k —1 může nabýt pouze hodnot 19, 29, 39, 49, 59, 69,
79, 89, které vesměs obsahují jiná prvočísla než 2 a 5, a protože jmenova
tel je vždy větší než čitatel ap, musí být druhý zlomek ve (12) pravý a ryze
periodický. Perioda má n číslic.Proto prvý zlomek ve (12)má hodnotu,jejíž
celistvá část je daná perioda a desetinná část je totožná s hodnotou druhého
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zlomku ve (12). Odečtením obou zlomků musí proto vzniknout číslo celé.
(Vzpomeňme, jak se přeměňuje ryze periodické desetinné číslo na obyčejný
zlomek!)

Tím je také podán důkaz, že 1. fundamentální rovnice (11) musí
mít vždy jedno celistvé řešeníA(k,a) pro každou dovolenoudvoji
ci hodnot k, a; 2. počet » číslic v čísle A je totožný s počtem členů
periody.

Příklad 3. Má se určit číslo A zjednodušenou metodou pro k = 4,A=4:=>10k— 1 =39,takžeaz:(10k—1)=4:39=0,102564102564
a proto A (4,4) = 102 564, jak se snadno přesvědčíme dosazením do (12). +i

Poznámka. Ke zkoumáníperiodicityzlomků se také dostali, ovšem
jinýmiúvahami, někteří řešiteléjiní.

Poslední metoda, kterou ještě probereme (a o které se zmiňuje řešitel
[9]), používá slavné Fermatovy poučky, kterou si zjednodušeně vylo
žíme.

8. BULEROV A funkce o(m). V číselné teorii má velkou důležitost
tzv. Bulerovafunkce pím), která udává počet přirozených číselmen
ších než přirozené číslo m a s tímto číslem nesoudělných.

Příklad 4: Stanovme hodnotu funkce e(m) pro několik přirozených

10| 11| 12| 13
m ul2|a|a|sle|: JE

(s

o(m)| 1 uje |2|4|2| o se| sl 4 12
čísel neboť např. k číslu m — 12 jsou nesoudělná menší čísla 1, 5, 7, 11 a je
jich počet je e(12)= 4.

Výpočet. 1. Snadno si ověříme,že pro prvočíslo p platí vždy
g(p)=p—1, (15)

neboť každé číslo,které je menší než p, je s tímto prvočíslem nesoudělné
2. Je-li m číslem složeným z různých prvočísel py, Ps... Pk, tj. m =

= P1P2P3-.-Pk,pak platí

l l l l

„ Příklad 5: UrčemeEulerovu funkci pro m = 120= 2?*.31.5l.
Vyjde w(120)= 120.(1— ž) (1 —3)(I1—5) — 120.ž.3.5— 1 = 3.
Kontrola. Vypíšeme všechna čísla menší než 120, nesoudělná s ním a ur
číme jejich počet. Je vidět, že vzorec (13) je speciální případ vzorce (14)
pro m = p (prvočíslo).

9. Fermatova věta. V číselné teorii je vysoce důležitá poučka FER
MATOVA, kterou pro snadnější porozumění vyslovíme takto:
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Jsou-li přirozená čísla r, m nesoudělná a o(m) značí Bulerovu funkci
čísla m, pak výraz m)my, (15)

m

kde N je číslocelé.
Tato věta, které v dalším použijeme k zjištění počtu číslic » hleda

ných čísel A tvrdí, že dosazením hodnoty Eulerovy funkce g(m) do
levé strany vztahu (15),kde g, m jsou vyjde vždy číslo celé. N Tím
však není řečeno,že g(m) by musel být nejmenší exponent, který
splňuje vztah (15) celistvýmičísly.

V číselné teoriil) se dokazuje, že nejmenší exponent Ó,který splňuje
vztah (15) pro nesoudělná z, m, musí být některý z dělitelů funkce o(m),

8—1
tj. = je nejmenší celé číslo (16), kde d je jeden z dělitelů čísla p(m).

Poznámka. V číselnéteorii se užívá tzv. shod (kongruencí).Pak
Fermatova poučka se vyjádří vztahem ze(m)= 1 (mod m), což čteme ze(m) je
shodno sčíslem 1podle modulu m. Znamená to, že výraz zwe(m),dělený
číslem (modulem) m, dává zbytek 1. To je také obsahem hořejšího zjedno
dušeného znění.

Příklad 6. Má se ověřitFermatova poučka pro nesoudělnáčísla x =
= 4,= 8, m = 5. Protože m je prvočíslo, pak podle (13) je g(5) — 5 — Il

což dosazeno do (15)4 —dá 1.4096 L. 19.
5 5

8 —

Příklad 7.Máseurčitnejmenšíexponentd,prokterýzlomek=
dá číslo celé.

Nejdříve užijeme Fermatovy poučky pro z = 10, m = 39. Jelikož e(m) =

= 9(3.13)=391-3) 1-5) =39.2.3 13 3.13
(1024— 1) : 39 dát číslo celé, což ověříme výpočtem
(102* — 1) : 39 — 25 641 025 641 025 641 025 641.

Opakování skupiny 025 641 ve výsledku však ukazuje (viz shora), že zde
vyhovuje již exponent 6, neboť (108 — 1) : 39 — 25 641. Snadno pochopíme
příčinu. Rozkladu dvojčlenu 10** — 1 — (10%— 1) (105 + 1) (102 — 1) stačí
ke zjištění, že 106 — 1 je dělitelno číslem 39. Je totiž (10* — 1) — 999 =
— 3.333, kdežto (10%+ 1) — 1001 = 13.77, a teprve součin obou je
dělitelný číslem 39.

Příklad 8. Má se určit nejmenšíexponent č, který splňuje požadavek
(16) pro « = 10, m jsou všechna lichá čísla < 50, nedělitelná pěti a ověřit,
že Óje některým z dělitelů čísla p(m).

— 24 musí výraz

1) Čtenářům, kteří se zajímají o problémy číselné teorie, výborně poslouží
ruská knížkaOsnovy těorii čisel, kterounapsalakademikI. M.
VINOGRADOV (Gosudarstvennoje izdatělstvo těchniko-těoretičeskoj litera
tury Moskva; stran 180).Při studiu je vhodný slovníček ruských odborných
výrazů, právě otiskovaný na obálce Rozhledů. Knížka vyšla též v českém
překladu.
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Počítá se snadno. Zjistíme, kolik devítek nutno napsat vedle sebe, aby
vzniklé číslo bylo dělitelné číslem 7. Hodnotu (m) určíme podle (13),
resp. (14)

m 3 7 9 II 31 17 19 21 23 27 29 31 33 37 39 41 43 47 49

p(m) 2 6 6 10 12 16 18 12 22 22 28 30 20 36 24 40 42 46 42
Ó 1 6 1 2 61618 618 328 15 2 3 6 521 46 42

10. Užití Fermatovy větýke stanovení počtu číslic (n) čísel A.
Konečně můžeme zodpovědět dříve položené otázky, např. proč čísla

s násobícím faktorem k —=2 mají všechna 18 cifer.
Základní rovnice (11) pro hledanéčíslo zní

u 10"—19 10k—1"'
kde exponent » značí počet číslic; ag je poslední číslice čísla A, k je
násobící faktor. Má-li A být číslem celým, musí hodnota zlomku na
pravé straně po případném zkrácení společných dělitelů čísla a, a jme
novatele (10k — 1), být celistvá. Jsou dva možné případy:

A

1. Vpřípaděkdy a, a jmenovatel(10k—1)jsoučíslanesoudělná,
bude hledaným exponentem 1 některý z dělitelů čísla p(m) —v (10k —1).

2. Jestliže lze a, vůči jmenovateli (10k — 1) buď úplně nebo částečně
krátit a po zkrácení vznikne zlomek s jmenovatelem m' < 10k — 1,
bude některý z dělitelů čísla g(m') hledaným exponentem », která na
jdeme způsobem uvedeným v příkladech 7 a 8.

V číselné teorii se daná úloha může řešit pomocí tzv. indexů, jak se
zmínil řešitel [9]. Více o tom poví citovaná Vinogradovova knížka.

Příklad 9. Má se určit počet číslicn číselA pro k = 2!
Ježto 10k — 1 = 19 je prvočíslo, není možno, aby se ag; krátilo proti

jmenovateli. Hledané 1 je tedy některým z dělitelů čísla w(19)— 19— l =
= 18. V tabulce výsledků příkladu 8. je již zjištěno, že pro l0k — 1 =
= m = 19 je exponentem číslo 18 samo. Proto všechna A pro k = 2
m usíÍ mít 18 číslic.

Příklad 10. Má se určit počet číslicn číselA pro ostatní možné hod
noty násobícího faktoru, tj. k = 3, 4, 5,... 9.

Výsledky jsou uvedeny v následující tabulce, kde Óznačí nejmenší ex
ponent vyhovující vztahu (15),n je hledaný počet číslic.Porovnejte s příkla
dy 9a 8. Tabulka na str. 467.

Jediný případ, kdy ve vztahu (15) lze ag krátit proti (10k — 1), nastal
pro k = 5, a = 7, neboť (15) dá

G (107— 1) | 7.(109— 1) | 1019—1
10 k— 1 49 7

takže toto číslo A(5,7) je pouze 6ciferné; je vypočteno v tabulce výsledků.

A(5,7)= = 6; n1=6,
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k| 10k—19(10:—1)d n(je-liposledníčíslicíapčíslo:)
29 28 28 28 pro a, = 3,4, 5... 9

39 24 6 6 pro a, = 4, 5, 6,... 96| 49| 4242| 42proa,=5,6,8,9
6 je-li poslední číslice a, = 7

6 59 58 58 58 proao = 6,7,8,9

a 69 44 22 22 prom = 7,8,98797813| 13prod,=8,99898844| 44proa=9
Nastaly ještě tři případy, kdy se dalo a, částečně krátit proti (10k — 1),

a to A (4,6), A (4,9) a A (7,9); v těchto případech vznikl jmenovatel m=
= 13 resp. 23; avšak příslušná d podle tabulky v př. 8 jsou 6 a 22, tedy
stejná jako pro m = 39 resp. 69. Proto počet cifer zůstal v těchto příkla
dech stejný, 6 resp. 22.

Závěr. Vyložené řešení mělo ukázat, jak s četnými poučkami « fakty
souvist %tak „jednoduchý“ matematický problém, jenž byl zadán a jakým
otázkami se zabývá tak vysoce zajímavá číselná teorie. Řešitelům
a všem, kteří se problémem zabývali, patři uznání a pochvala.

Řešení hádanek

Jaké bylo pořadí?

Správná řešení úlohy ze 4. čísla Rozhledů zaslali: Iva Mrázová, III.C
SPŠS Karlín, ŠtefámieKováčová, IX.C ZDŠ Chtelnice, Jan Wagenknecht,
SPŠ chem. Praha. Otiskujeme řešení Ivy Mrázové, které ukazuje pře
hledně tabulka, v jejíž levé části jsou tři výroky. Tři možnosti jsou
vyznačeny v sloupcích I[.—IIT.V levé části sloupců je znakem + ozna
čen pravdivý výrok, znakem — výrok nepravdivý. Na pravé straně
sloupců je zapsáno pořadí koně, které plyne z předpokladů.
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I. JI. III.Rapidjeprvní1+1.| —2.nebo3.| —2.nebo3.Violaneníprvní—1.| —2.nebo3.| —1.Skoknenítřetí—3.| —3.| +1.nebo2.
Řešení spor Spor souhlasí

Podrobně popíši jen řešení v prvním sloupci, další pouze naznačím.
Výrok „„Rapid je první“ předpokládáme jako pravdivý, tedy pořadí
Rapida je 1. Výrok ,,Viola není první“ není pravdivý, z toho plyne,
že Viola je první. Již z uvedeného plyne spor, neboť není možné, aby
byl Rapid i Viola první. Pro doplnění sloupce I. dokončíme úvahu.
Není pravda, že „Skok není třetí“, je tedy třetí.

Připustíme-li pravdivost výroku ,,„Violanení první““, vychází, že je 2.
nebo 3. Pak je Rapid také 2. nebo 3. a Skok je 3. Opět spor, neboť
1. pořadí by nevyšlo na žádného koně.

K řešení dojdeme, připustíme-li třetí možnost, tj. pravdivost výroku
„Skok není třetí“. Je tedy 1. nebo 2. Z nepravdivosti výroku ,,Viola
není první“ plyne, že je 1. a z nepravdivosti zbývajících výroků usou
díme, že Rapid je 2. nebo 3. Vychází jediné možné pořadí: Viola je
první, Skok je druhý, Rapid je třetí.

Zajímavé součty

Tuto úlohu z 2. čísla Rozhledů dobře řešily Helena Hornová, VIT.B
ZDŠ Prostějov a Anna Pospichalová, VIII.B ZDŠ Chtelnice.

Helena Hornová sestavila tyto součty:1= 3 1= 3
7+13+19425= 4 94L17+. +41=53

814374. 4+67="7 4494574. +13=91=4
1+2 +. +461=6
71+81+. +171=1B.

Úlohas číslicemi

Dobrá řešení úlohy z čísla 1. na str. 7 zaslali: Alena Ištvanovičová,
VIII.B ZDŠ Chtelnice a Lubomír Vlček,III.B SVŠ Brezno.

Správné řešení bylo otištěno na str. 352 letošního ročníku.
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Počítalana prstech...

Tuto úlohu z 9. čísla Rozhledů řešil Vladimir Dudik, žák II. roč.
SPŠ v Trnavě:

Otec úsudkom prišiel na výsledok takto: Každý násobok 8-mich
padne na ukazovák, pričom číslo a — 8x + 1 padne na palec. Stačí
vydelit číslo 1 965 ósmimi a zvyšok rozpočítať na prsty od palca nahor.

1 965 : 8 — 245 a zvyšok je 5, tj. skončí počítanie na prste malíčku.
Úlohu též správně rozřešili: Ján Rúčka, I. roč. SPŠE Bratislava,

Bohumil Kratochvil, I.C SVVŠ Kouřim, Daniela Svobodová, II. roč.
SVVŠ Praha 5, Na Zatlance, Josef Jiřička, II. roč. SVVŠ Hostinné,
Zdeněk Manoušek, II. roč. SPŠS Brno, Cubomár Vlček,III.B SVŠ Brezno,
J. Krčil, III.C SPŠ JT Praha, Ladislav Korán, ZdeněkKaštánek, Hlučín.

Problém dvou svíček

Úlohu z 1. čísla Rozhledů správně řešili: Marika Jankovičová, IX.C
ZDŠ Chtelnice, Jiří Kratochvíl, I. roč. SVVŠ Veselí n. Mor., Peřer
Kožíšek, II.A SVŠ Bratislava, Sáva Nováček, SVVŠ Třebíč.

Správné řešení bylo otištěno na str. 19] letošního ročníku.

U knihkupce...

Žákyně VIII.B ZDŠ v Chtelnici Alena Ištvanovičová řešila úlohu
z č. 1, str. 12, takto:

Najprv som počet všetkých nakůpených kníh delila troma, aby som
našla počet každého druhu kníh 109 :3 — 36, zvyšok 1.

Potom som spočítala ceny troch druhov kníh:
34 Kčs + 17,50 Kčs + 27,50 Kčs — 79 Kčs.

Vypočítala som, kolko by sa zaplatilo, keby každého druhu kníh bolo 36:
79 Kčs x 36 — 2844 Kčs.

Pretože sa u kníhkupca zaplatilo 2 845 Kčs, teda o 1 Kčs viac, nemohlo
byť z každého druhu kníh 36 kusov. Všimla som si, že 2 knižky po
17,50 Kčs stoja 35 Kčs, čo je o I Kčs viac ako 34 Kčs. Preto kníh po
34 Kčs bolo 35, kníh po 17,50 Kčs bolo 38.

Riešením úlohy je: U kniíhkupca sa nakůpilo 35 kníh po 34 Kčs,
38 kníh po 17,50 Kčs a 36 kníh po 27,50 Kčs.

Použitím neurčité rovnice řešil úlohu Čubomír Vlček,IIT.B SVŠ Brezno
a uvedl další dvě řešení (25, 69, 15; 51, 3, 55), která by byla správná,
kdyby nebyla dána podmínka, že se počty knih od sebe jen nepatrně liší.

J. Bejsta — S. Horák
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NEJMLADŠÍM
ČTENÁŘŮM

Násobenie spamáti
pomocou druhých mocnín
JÁN MACHÁN, Košice

U tejto metódy je potrebné vedieť aspoň druhé mocniny čísel do 50.
Vychádzame z platnosti vzorca

(©Ty) .(s—y=ř-—y.
Odtial platí

83.13 = (23 + 10). (23 — 10) =
= 23* — 10* — 529 — 100 — 429,

76.14 = (454 31). (45—31) =
— 452 — 312 — 2025 — 961 — 1064,

61.39 = (50 + 11). (50 — 11) =
= 503 — II — 2500 — 121 — 2379

Odkial sme však čísla nap. 23 a 10 dostali? Tieto čísla si označíme
ako r a y. Váčší činitel nech je a, a menší nech b. Potom platí

xTy=a,
xz—y=b,

riešením dostaneme =a=
tiež aj

a —6
y = 9
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Z riešenia týchto rovníc vyplýva
1. « je polovicou súčtu činitelov (teda čísel, ktoré medzi sebou ná

sobíme).
2. 4 je polovicou rozdielu činitelov.
Týmto spósobom boli vlastne určené aj čísla r a y v predošlých

prikladoch
98 + I3 38 — 13

76 — 14 76 — 14
b)x1=—3-76 Y=—3-7778l,

1 —

Aké násobenia móžeme týmto spósobom prevádzat? Ak poznáme
druhé mocniny len do 50 nesmie byť r a y váčším celým číslom než 50!
Pretože platí

z a-+ a a —72 40%
potom

1. (« + b) tiež aj («a— b) musia byť párne") čísla,
2. ani (a + 5), ani (« — 0) nesmie byť váčšie než 100.
Prvá podmienka sa splní, keď a a b, teda oba súčasne sý párne alebo

nepárne čísla. Druhá podmienka sa splní, keď (« + b) nebude váčšie
než 100, samozrejme potom ani (« — b). Ak teda poznáme do 50 druhé
mocniny čísel, potom podla tejto metódy móžeme spamáti násobit
Iubovolné dve párne alebo nepárne čísla, ktorých sůčet nie je váčší
než 100.

Násobenie čisel medzi 80 a 100

Postup je nasledujúci: Obe čísla sčítame a z ich súčtu posledné dve
čísla (dvojicu) opíšeme. K tejto dvojici pripíšeme sprava dalšiu dvojicu,
ktorá vznikla zo súčinu dvoch čísel, ktoré sme získali tým spósobom,
že sme obe naše čísla (ktorých súčin hladáme) odčítali od 100. Rozsah
použitia vyplýva už z vlastnej metódy a dókaz je tiež jednoduchý.
Najlepšie je to vidieť na nasledujúcich prikladoch

96.. 94 — 9024 ———— 87.93 — 8091 <—
K k

96 + 94 = 190 87 + 93 — 180100—96= 4 100 — 87—= 13
100—94— 6 +67%43. 100—93— 7 7.1879.

1) Párný — sudý.
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U
matekE

s) MO
XVI. ročník Matematické olympiády

Ve školním roce 1966—19607bude XVI. ročník soutěže Matematická olym
piáda organizován v poněkud pozměněné formě podle usnesení ústředního
výboru matematické olympiády na schůzi dne 9.a 10. listopadu 1965v Brně.
Přitom se hlavní zásady o zaměření soutěže nemění.

Účastníci soutěžé jsou rozděleni do čtyř kategorií takto:

v, v v v x IIT.— IV. roč
KategorieA n Oe střednívšeobecněvzdě- níkstřední

Y odborné školy
II. ročníkII. ročník střední všeobecně vzdě

lávací školy střední odborné školy
Kategorie B

SNO

I. ročník střed
ní odborné
školy

I. ročník střední všeobecně vzdě
Kategorie C lávací školy

Kategorie D 9. ročník základní devítileté školy

Žák však může soutěžit i ve vyšší kategorii.
Soutěž má opět tato kola: a) přípravné; b) I. kolo (obě proběhnou na

vaší škole); c) II. kolo (v rámci okresu nebo kraje) a d) III. celostátní kolo
jen v kategorii A.

Matematická olympiáda je nadále soutěž výběrová, při níž bude záležet
především na kvalitě práce účastníků. Je však třeba zdůraznit, že MO je
nadále soutěží dobrovolnou.

Nová organizace zdůrazňuje studijní ráz přípravného kola. V tomto kole
budou předloženy jen čtyř?úlohy, které váš učitel, popř. referent pro MO
opravi, ale neklasifikuje. Svá řešení odevzdáte do 30. listopadu 1966. Příprav
né úlohy jsou opět poněkud obtížnější než běžné úlohy školské matematiky.
Vaším úkolem v přípravném kole není totiž jen úlohy rozřešit, nýbrž se také
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něco při jejich řešenínaučit i prohloubit a rozšířit své znalosti matematiky.
pr Nejzajímavější a nejpoučnější řešení úloh budou otištěna v Rozhledech
matematicko-fyzikálních po 30. listopadu 1966.

V XVI. ročníku MOnení však podmínkou postupu do I. kola, abyste ode
vzdali řešení všech přípravných úloh a správně vyřešili většinu z nich. Tím
je zdůrazněn studijní ráz přípravných úloh. Předpokládá se však, že každý
účastník I. kola ve vlastním zájmu bude řešit přípravné úlohy.

Rovněž v I. kole MO budou žáci řešit jen 4 úlohy. Uspěšným řešitelem
I. kola bude ten žák, který vyřeší správně nebo v podstatě správně (klasi
fikace 1 nebo 2) aspo% 3 úlohy tohoto kola. Lhůta pro odevzdání řešených
soutěžních úloh I. kola končí dnem 15. února 1966.

Termíny II. a IIT. kola XVI. ročníku MO budou oznámeny později.
Další podrobnosti a pokyny budou jako obvykle uvedeny v letáku, který
pro kategoriiD bude společnýs Fyzikální olympiádou. Pro
kategorie A, B, C vyjde samostatný leták,

V tomto číslečasopisu uveřejňujeme texty přípravných úloh kategorie D;
úlohy kategorií A, B, C budou uveřejněny v prvním;čísle příštího ročníku
tohoto časopisu. 9 3

Přípravné úlohy k: »gomeD 4
-= =

1. Je dán čtverec ABCD o straně "délky a. Čtverec ABGD)je rozdělen
dvěma přímkami rovnoběžnými s AB a BC ve čtyři obdélníky Pa, Pg, Po,
Pp; přitom P4(Ppg, Pc, Pp) je obdélník, který obsahuje bod A(B, C, D).
Pro obsahy obdélníků platí Pa: PaR:Po=2:3:4. Vyjádřete jejich
rozměry pomocí a a vypočtěte Pp : PB.

2. Autobus projížděl trať skládající se ze tří stejně dlouhých úseků.
První úsek projížděl rychlostí v km/hod; v druhém úseku jel rychlostí
o 10km/hod menší, v třetím jel rychlostí o 5 km/hod menší než v druhém.

a) Vyjádřete průměrnou rychlost autobusu na trati pomocí v.

Obr. 1 A

Ď C
JNje A NT GMO LN ZC,

X NÝ 8 Ne /
X /S < /Ť X/ X K E

10VV) v VYs X
< >X „X sM sx „x „

7, „ X E
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b) Může být pro některé v průměrná rychlost 5 ?
3. Je dán čtverec ABCD o straně délky a; S je průsečík jeho úhlopříček,

A“, B", Č*, D' jsou po řadě středy úseček AS, BS, ČS, DS. Vypočtěte obsah
části čtverce ABCD, která je pokryta trojúhelníky A“C"B, A"“C'"D,B'D'A,
B'D'"Č, i obsah osmiúhelníka, který je společnou částí čtyřúhelníků AB“CČD/,
BCČ'DA".

4. Na obr. 1 je čtverec ABCD o straně délky 9 cm a dále 12 shodných
rovnostranných trojúhelníků T, T"%,...T4,. Převedeme trojúhelník 1T';v T,
T, v T... Ty, v T vždy otočením kolem společného vrcholu obou troj
úhelníků, provedeným v čtverci ABCD.

a) Sestrojte čáru, která je dráhou vrcholu X ve všech těchto otočeních.
b) Vypočtěte její délku a porovnejte ji s délkou kružnice opsané i kruž

nice vepsané čtverci ABCD.
ÚVMO

RECENZE

Znáte „Školu
mladých matematiků““?

Pod tímto názvem vydáváústřední© výbor© Matematické
olympiády a ústřední výbor ČSM
v nakladatelství Mladá fronta
brožury určené pro žáky škol
II. cyklu, zejména pro řešitele
Matematické olympiády. V této
knižnici vychází už druhá desítka
svazků; o některých z nich vyšly
v Rozhledech podrobnější zprávy.

414

Dostáváme často dotazy po
vhodné literatuře, která by pro
hloubila látku z matematiky pro
bíranou na SVVŠ a SPŠ. Pro
tento účel jsou brožury knižnice
ŠMM velmi vhodné. Jsou psány
přístupně a je v nich hodně pří
kladů jak vyřešených, tak urče
ných pro samostatnou práci. Do
zvíte se v nich podrobněji na
příklad o funkcích, matematické
indukci, rovnicích S parametrem
a o konvexních útvarech. Jiné



řeší zajímavé příklady na shodná
zobrazení v prostoru i v rovině,
na geometrická místa bodů a po
dobně.

Některé svazky jsou už roze
brány, ale můžete si je vypůjčit
ve školních knihovnách nebo se
o nich informovat na Krajském
výboru Matematické olympiády,
jiné je možno ještě koupit v pro
dejnách Kniha, n. p. Cena jednoho
svazku je velmi nízká, průměrně
2 až 3 Kčs.

Jitka Kučerová

Budete studovat
na technice?

Čtenáři, kteří se rozhodli pro
studium na některé vysoké škole
technického směru, zejména na
fakultách stavebních, elektrotech
nických, a strojního inženýrství,
budou se jistě po úspěšně vyko
nané přijímací zkoušce zajímat
o to, z čeho a jak studovat dálematematiku.| Přinášíme| proto
stručnou informaci © učebnici
Mate matika I, jejímižauto
ry jsou prof. dr. Vladimír Kni
chal, DrSc., doc. dr. Alfons Bašta,
doc. Milan Pišl, CSe a prof. dr.
Karel Rektorys, DrSe. Dosud
vyšel I. díl této učebnice, který
obsahuje zhruba látku 1. semestru.

V úvodní kapitole se čtenář
seznámí se základními prvky lo
gické výstavby matematiky, které
v dalším stále nutně potřebuje,
aby porozuměl výkladu.

S látkou, obsaženou v 2. kapi
tole, jste se setkali již na střední

škole, tj. s nerovnostmi a kom
plexními čísly. Rovněž 4. kapitola
je přístupná čtenáři — středo
školáku. Obsahuje totiž analytic
kou geometrii v rovině.

Ostatní kapitoly již rozšiřují
středoškolský matematický obzor
trochu dále — kapitola 3. obsa
huje lineární algebru, tj. poučení
o maticích, determinantech a ře
šení rovnic, kapitola 5. pojednává
o posloupnostech. V kapitolách
6.—11. jsou probrány základy di
ferenciálního počtu funkcí jedné
proměnné.

Autoři věnovali velkou péči to
mu, áby text byl srozumitelný
1 posluchačům, kteří studují při
zaměstnání. Výklad je podrobný
a přesný; studenti zejména uvítají
řadu příkladů, podrobně v textu
vypočítaných. K jednotlivým ka
pitolám je vždy připojeno shrnutí
a nezbytné minimum příkladů
k procvičení vyložené látky.

UčebniceMatematika I
vyšla koncem r. 1965 ve Státním
nakladatelství technické literatu
ry, má 541 stran a stojí vázaná
48,50 Kčs. Postupně vyjdou ještě
další tři díly.

M. Valešová

Nomogramy
VÁCLAV ŠTĚPÁNSKÝ

Knížka pojednává o teorii a
konstrukci nomogramů průsečíko
vých a spojnicových většinou pro
vztahy o třech proměnných. Je
určena zejména studujícím na od
borných (průmyslových) a vyso
kých školách, ale s velkým užit
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kem ji může číst i student SVVŠ,
který se chce dovědět, jak lze
často účinně odstranit namáhavé,
únavné a zdlouhavé vyčíslování
různých vztahů z daných vzorců
mnohonásobným dosazováním da
ných veličin apod.

Čtenář Rozhledů se může poučit
o základních pojmech nomografie,
např. ve článku J. (Chudého:
Nomogramy, Rozhledyma
tematicko-fyzikální, roč. 37, 1959,
str. 151, 195, 248. +

Knížka V. Štěpánského uvádí
čtenáře do teorie i praxe sestrojo
vání nomogramů lehkou a mladé
mu čtenáři přístupnou formou,
přitom natolik přesnou, že po
přečtení knížky bude čtenář za
čátečník velmi dobře připraven
k hlubšímu studiu nomograflie.

Knížka je rozdělena do dvou
kapitol. V první kapitole se po
stupně na řadě příkladů seznámí
me S pojmem nomogramu průse
číkového a spojnicového, s unár
ním a binárním polem (jakožto

soustavami Čar v rovině) a stup
nicemi (jakožto soustavami bodů
na čáře).

V druhé kapitole jsou probrány
konstrukce základních typů prů
sečíkových a spojnicových nomo
gramů pro vztahý o třech pro
měnných na základě tzv. kano
nických tvarů (tj. na základě
typických vztahů, na něž lze
velmi často vzorce z praxe snadno
převést). Závěr této kapitoly
stručně seznamuje s některými
obecnějšími pojmy teoretické no
mogralie.
eV textu je teorie ilustrována
více než sedmdesáti podrobně pro
pracovanými příklady, doplněný
mi 83 obrázky a pěti tabulkami.
Čtenáři je nabídnuto k samo
statné práci 70 cvičení.

Knížku vydalo Státní naklada
telství technické literatury v Pra
ze, 1966, jako 43. svazek II. řady
polytechnické knižnice; má 188
stran a brožovaná stojí 11,— Kčs.

Karel Kominek

PwWOPřejeme svým čtenářům mno
ho úspěchů v příštím školním
roku a doufáme, že se s nimi
opět zde sejdeme. Proto neza
pomeňte ještě dnes, nejpozději
před prázdninami, si u své
Poštovní novinové služby za
jistit předplatné na rok 1966/67.

Redakce.



(Pokračování)

Bpal1aTb
BpalmjeHune
BPeMA; B. aCTPOHOMH4€CKO€; B. TONA; B.

3BE3IH0€; B. MCTUHHOE; B. MECTHOE;

B. MHpOBOE; B. oÓpameHHA; B. IOAC
HO€; B. COJIHEUHOE

BCEJICHHAA

BTOPHUHBIŮ
BRIBENOHHE

BELNEJICHME; B. Ta3a; B. TeIIWJla; B. 3Hep
TKU

BBITEp>KKA
BBIKJIIOUATEJIb

BBINPAMUTEJIb; B. BbICOKOBOJIBTHBIŇ; B.
DBYXNOJIYNOPHONHRIŘŇ; (B. KEHOTDPOH
HBIŇ; B. KOHTAKTHBIŇ; B. JIAMIIOBBIÉ;

B. NOJIYNIPOBOOHUKOBBIŮ

BBINDAMJIAT6

BbIITYCK
BBICOKOUACTOTHBIŇ

BBICOTA TOHA

BbITAJIKHBATL

BBIXOJX,

EA3KOCTB

Ta3; I. >KHUKHĚ; HNEAJIBHBIÉ;
T. OKATBIŮ

ra3006pa3H0CTb
Tra3006pa3HBIŇ
Taj1aKTHKA
TAJIbBAHHUECKHŮ

raMMa-JIyUu
TanreHH?

TEHEpaTOp; T. 3BYKOBOŇČ; T. NepeMeHHOrO
TOKA; I. NOCTOAHHOTO TOKA; I. TpeX
$A3HELŮ

Slovníček
fyzikálních výrazů

otáčet, točit, kroutit
rotace, točení, otáčení, obracení
čas, doba, období; astronomický č.;

roční doba; hvězdný č.; pravý Č.;
místní č.; světový (univerziální)
č.; doba oběhu; pásmový č.; slu

'neční č.
vesmír
druhotný, sekundární
odvození (vzorce); přivedení (z rov

nováhy)
vyloučení, uvolnění; vylučování (u

volňování) plynu; vyvíjení (uvol
ňování) tepla; uvolnění energie

expozice, doba osvitu
vypínač, spínač
usměrňovač; u. na vysoké napětí;

dvoucestný (dvoučinný) u.; elimi
nátor; stykový u.; elektronkový
u.;
polovodičový u.

usměrňovati
vypuštění (umělé družice)
vysokofrekvenční
výška tónu
vytlačovat
výstup
viskozita, vazkost

D

plyn; zkapalněný (tekutý) p.; ideál
ní (dokonalý) p.; stlačený p.

plynný stav
plynný
galaxie
galvanický, elektrolytický
záření gama
tlumení (kmitů, energie)
generátor; oscilátor; tónový g.; 8.

na střídavý proud (alternátor); g.
na stejnosměrný proud (dyna
mo); trojfázový g.



THIPOMETP
IHIpaBIHKA
TrHupornpece
rpanyc; r. reorpaĎuuecKoň NOJTOTBI;

T. reorpafHHeCKOŇ IUMPOTBI; I. TCM
neparypíI; r. Úenscua

rpamm
TPOMKOTOBOpHTEJIb
TPoMKOCTb
Tpy3
Tpy3HK

naBJeHue
AAaHHB>IE

JHATAHK

ABUTATEJIb

NBIDKEHHE; JI. GecnopanouHoe; m. Ópoy
HOBCKOE; JI. BpamaTejbH0e; I. BblIHy>kNeHHOeE;| I.KOJIEOATEJIbHOE| JI.
KPHBOJUHHEŇHOE; I. OTHOCHTEJIBHOE;

HN. NO UHEPUHH; JI. NOCTYNATEJIBHOE;

I. NPAMOJIEHEŇHOE; M. YCKOPeHHOe
JIBOAXKOBOTHYTBIŇ

ABOAKOBBIILYKJIBIŮ
neŇcTBHE

JNEŇCTBHTEJIBHBIŇ

neňCTBOBATB

NEŇCTBYOMHOĚ

JETOEKTAPOBAHHE
JedeKT MaCCBI
IHANA30H
NUHAMUK

AMHAMHKA; JI. ra30B; JI. *KHOKHX TEJ;

M. MATEPHAJIBHOŇ TOUKHM; JI. TBEPNOro
TeJ1a

AHOA; JI. JHBOŇHOŘŽ;
KOBBIŇ

AHNOJIB; JI. MATrHUTHBIŮ; JI. IIOJIYBOJIHO
BBIŇ

I. NOJIYNDPOBOAHE

HH3JIEKTPUK
HJIHHA; M. BOJIHBI; JI. CBOGONHOTO

npoGera
IJIMTEJIHOCTb

nyTa; JI. OHEBHAA; JI. 3JIEKTPHHECKAA
HbIpKA 3JICKTPOHHAA

C1UHHUA

eMKOCTb; ©. MOXK9JIEKTPDOHHAA; €. NMepe
MeHHAA; ©. CBA3H

hydrometr, vlhkoměr
hydraulika
hydraulický lis
stupeň; s. zeměpisné délky; s. ze

měpisné šířky; s. teploty, teplotní
s.; s. Celsia (Celsiův s.)

gram
reproduktor
hlasitost
zátěž, závaží, břemeno
závaží

A

tlak
údaje, hodnoty, data, podklady
snímač, čidlo
motor
pohyb, proudění (vody); neuspořá

daný p.; Brownův p.; otáčivý, ro
tační p.; nucený p.; kmitavý p.;
křivočarý p.; relativní p.; pohyb
setrvačností; postupný p.; přímo
čarý p.; zrychlený p.

dvojdutý, bikonkávní
dvojpuklý, bikonvexní
působení (např. zatížení),

vliv (např. tepla), činnost
skutečný, reálný
působit, účinkovat, fungovat
činný, působící
detekce, demodulace
hmotnostní úbytek
rozsah, rozmezí, pásmo
dynamický reproduktor
dynamika; d. plynů; d. kapalin, hy

drodynamika; d. hmotného bodu;
d. tuhého tělesa

dioda; duodioda; povodičová dioda

účinek,

dipól; magnetický d.; půlvlnný d.

dielektrikum
délka; d. vlny, vlnová d.;

volná dráha (částice)
doba, trvání
oblouk; denní o.; elektrický o.
díra (v polovodiči)

střední

E

jednotka
kapacita; k. mezi elektrodami; pro

měnná k.; vazební k.
(Pokračování)


