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ШКОЛЬНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ КРУЖОК ПРИ МГУ
И МОСКОВСКИЕ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ОЛИМПИАДЫ*

Каждую весну в течение уже многих лет по Москве
расклеиваются афиши, призывающие школьников посе­
тить не театр или концертный зал, а скромные, строгие
аудитории Московского Университета. Здесь, в этих ауди­
ториях, умолкают звонкие детские голоса и в наступаю­
щей торжественной тишине начинается конкурс юных ма­
тематиков — Московская математическая олимпиада.

Для всех учащихся, интересующихся математикой,
олимпиада — это болыной праздник. Работники механи­
ко-математического факультета МГУ буквально с ног сби­
ваются, отвечая на многочисленные вопросы волнующихся
школьников и иногда не менее взволнованных учителей:

— Когда читаются лекции для участников олимпиады?
— Будут ли консультации?
— Могут ли в олимпиаде участвовать неотличники?
— Где можно достать тренировочные задачи и сколько

их необходимо решить?
— Будет ли разрешено участие в олимпиаде школьнику,

который учится только еще в УТ классе?
— Можно ли приносить с собой учебники?
Поток вопросов, многие из которых могут поставить

в тупик и дюжину академиков, нескончаем.
Подготовительные задачи, задачи самой олимпиады,

а также факты, сообщаемые на консультациях и лекциях,
представляют собой ценнейший материал, своеобразный
математический фольклор, творцами которого являются
студенты, аспиранты, профессора и преподаватели меха­
нико-математического факультета МГУ. Студенты-энту­
зиасты буквально прохода не дают старшекурсникам и
преподавателям, предлагая свои задачи, яростно критикуя

*) В основу настоящего изложения положена статья, написанная
авторами по заказу издательства «УоШЖипа \/155еп» (Берлин, ГДР).



чужие и требуя придумывать все новые и новые. Иногда
эти обсуждения настолько горячи, что дрожат своды мех­
матских коридоров; иногда же обсуждающие задачу шеп­
чутся, заговорщически озираясь по сторонам, — это озна­
чает, что речь идет о задаче, которая может (!) попасть
на какой-либо тур олимпиады. Нередко в результате об­
суждения задачи настолько преображаются, что автор
первоначального варианта не узнает собственное детище.
Подготовительные задачи и задачи олимпиады являются,
таким образом, плодом коллективного творчества.

К сожалению, этот ценнейший фольклор в значительной
степени теряется, и нередко бесследно. Достаточно ска­
зать, что составители настоящего сборника подняли на
ноги буквально всех старых деятелей олимпиад и тем не
менее не смогли собрать все задачи всех олимпиад: мыопа­
саемся, что содержание задач [ тура ГУ олимпиады на­
всегда останется секретом для человечества. Поэтому вы­
ход настоящей книги, содержащей задачный материал
27 Московских школьных математических олимпиад, мы
считаем весьма важным событием в деле математического
образования.

Книга, подготовка которой была приурочена к ХХУ
олимпиаде, имеет отчасти и юбилейный характер. Двадцать
пять олимпиад — достаточно круглое число, и в связи
с этим возникает естественное желание оглянуться назад
и подвести некоторые итоги.

Перзая Московская математическая олимпиада

К середине 30-х годов многие советские ученые-мате­
матики пришли к мысли о необходимости сотрудничества
со школой в деле подготовки математической смены. Бу­
дущего математика необходимо воспитывать с детства,
и чем раныше — тем лучше. Никого не удивляет, что под­
готовка будущих балерины или музыканта начинается
чаще всего в раннем детстве, с б—8-летнего возраста.
Объясняется это тем, что успешное овладение тонкостями
балетного искусства или музыки в юношеском возрасте
невозможно без специализированной подготовки в дет­
стве, обеспечивающей развитие слуха и чувства ритма,
гибкость суставов или подвижность пальцев и т. д.
И каждый год, упущенный в детстве, впоследствии удается
возместить лишь многими годами упорной работы.
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Не следует думать, что
в науке, и особеннов мате­
матике, дело обстоит как­
либо иначе. Разумеется,
подготовку будущего мате­
матика вовсе не обязатель­
но (хотя вполне возможно)
начинать с 6— 8-летнего
возраста. Однако перекла­
дывать эту работу целиком
на Университет тоже не­
целесообразно. Здесь, так
же как в балетном искус­
стве или музыке, годы,
упущенныев детстве, труд­
но компенсировать впослед­
ствии. Дело в том, что
работа в области матема­
тики требует известной
гибкости ума, умения аб- Большим энтузиастом работы со
страктно мыслить, требует школьниками является член-коррес­
определенной логической пондент АН СССР, профессор

Б. Н. Делоне. В 1934 году он воз­
культуры, отсутствие ко главлял оргкомитет самой первойв
торых к моменту поступле- нашей стране школьнойматематиче­
ния в Университет невоз- ской олимпиады(в Ленинграде) —
можно компенсировать да­
же упорнойработой в студенческие годы. Разумеется,все эти
данные(в совокупности составляющие то, что обычно назы­
вают «математическими способностями») могут развиться у
подростка в период обучения в общеобразовательной школе
без какой бы то ни было специализированной подготовки.
Это — стихийный процесс появления математических само­
родков, конечно, имевший место во все времена и во всех
странах. Например, известнейший индийский математик
С. Рамануджан (1887—1920) воспитывалсяв атмосфере
враждебности ко всему европейскому (и особенно англий­
скому) и не получил в детстве по существу никакого ма­
тематического образования.

Однако в 30-х годах стало ясно, что этот процесс
стихийного формирования ученых не может удовлет­
ворять все возрастающие потребности страны в квали­
фицированных математиках. Правда, всеобщее среднее
образование позволяет надеяться на то, что одаренные,
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способные дети будут заме­
чены школьным учителем,
поддержка которого создаст
стимулы для углубленной
дополнительной работы. Од­
нако эти надежды не всегда
оправдываются. Ведь круглые
пятерки по всем математи­
ческим предметам — весьмамаловыразительный— крите­
рий, в котором отражаются
не только (а иногда и не
столько!) математические спо­
собности, но и вниматель­
ность, аккуратность в рабо­
те, прилежание и даже хоро­ший— почерк.Напротив,
скромные оценки по матема­
тическим предметам далеко
не всегда свидетельствуют о
математической ’неодаренно­Член-корреспондент АН СССР,

профессор Л. Г. Шнирельман
был одним из главных иници- СТИ. Достаточно упомянуть о
аторов создания городского ТОМ, ЧТО видный советский

школьногоматематического математик, лауреат Ленин­кружка.ской— премии,профессор
М. М. Постников (да

не обидится он на нас за разглашение этого секрета!). в
школьные годы не ходил в числе первых математиков
школы; в его дневнике, бывало, проглядывали и «двой­
ки» по математическим дисциплинам. Но даже в тех слу­
чаях, когда учитель правильно подмечает математическую
«искру» в своем ученике, он не всегда может помочь
ему в подборе дополнительных задач и дополнительной ли­
тературы, помочь раздуть эту искру в большой огонь,
освещающий дорогу в будущее.

Между тем математические дарования, подобно му­
зыкальным, проявляются обычно довольно рано. Более
того, при правильном развитии ученого-математика наибо­
лее крупные открытия зачастую делаются в весьма молодом
возрасте. Так например, убитый на дуэли в возрасте 20 лет
французский математик Эварист Галуа (1811—1832)
успел за свою короткую жизнь создать замечательную
по глубине алгебраическую теорию, произведшую целый
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Академик А. Н. Колмогоров всегда принимал
активнейшее участие в работе школьного математи­
ческого кружка и в организации Московских

математических олимпиад.

переворот в последующем. развитии математики. Девят­
надцатилетний К. Ф. Гаусс (1777—1855) успел опу­
бликовать свои классические исследования о построениях
циркулем и линейкой, а через несколько лет подарил
миру книгу «О15дщШопез агИйтеНсае», равных которой
можно немного указать в истории математической науки!
Закон двойственности, прославивший замечательного со­
ветскогоматематика,академикаЛ. С. Понтрягина,
был найден им еще в студенческие годы.

Эти обстоятельства делают необходимым участие уче­
ных-математиков в работе со школьниками. Инициато­
рами такой работы выступили в Ленинграде член-коррес­
пондент АН СССР, профессор Б. Н. Делоне и про­
фессорВ. А. Тартаковский, ав Москве—член­
корреспондентАН СССР, профессорЛ. Г. Шнирель­
ман и профессор (ныне член-корреспондент АН СССР)
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Л. А. Люстеёерник. Ве­
сной 1934 года в Ленинграде
была проведена первая в
Советском Союзе школьная
математическая олимпиада.
Одновременно по инициати­
ве Л. А. Люстерника нача­
ла выходить серия математи­
ческих книг, предназначен­
ных специально для школь­
ников («Популярная библио­
тека по математике»). С осе­
ни 1934 года в Москве, в
Институте математики АН
СССР, начали регулярно чи­
таться лекции по математике
для учащихся старших клас­
сов. Но, несмотря на то что

Академик П. С. Александров К чтению лекций привлека­
возглавлялоргкомитет 1-йМо. ЛИСЬ крупнейшие советские

Аимиа ды(1935год) математики, посещались эти
лекции довольно слабо — до­
статочно эффективные формы

работы со школьниками не были еще найдены!
В этих условиях Правление Московского Математиче­

ского Общества подхватило инициативу ленинградцев и
приняло решение о проведении 1-й Московской школьной
математической олимпиады. К этому мероприятию мате­
матики отнеслись с болыпим воодушевлением. Достаточно
сказать, что почти все профессора-математики МГУ вошли
в оргкомитет олимпиады (А. Н. Колмогоров,
Л. А. Люстерник, Л. Г. Шнирельман,
В. Ф. Каган, С. Л. Соболев, С. А. Янов­
ская и другие); председателем оргкомитета был прези­
дент Московского Математического Общества, член-коррес­
пондент АН СССР (ныне академик) П. С. Алексан­
дров.

В олимпиаде приняло участие 314 школьников, что
считалось тогда большим успехом. Во втором, заключи­
тельном, туре олимпиады приняло участие 120 человек,
из которыхтрое (Игорь Зверев, Коля Коробов
иАня Мышки с) получили первыепремиии пять школь­
ников получили вторые премии. В качестве премий по­
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бедителям были вручены
неболышцие математические
библиотечки. Кроме того,
44 школьника получили
почетные отзывы. Олимпи­
ада закончилась увлека­
тельной совместной поезд­
кой участников олимпиа­
ды и членов оргкомитета
за город.

Лекции по математике
для школьников

Говорить о дальнейшей
истории московских ма­
тематических олимпиадне­
возможно в отрыве от исто­
рии школьного математи­
ческого кружка при Мо­ Доктор физико-математических

наук, профессор Н. М. Коробов.
сковском Университете. В 1935 году он участвовал в
Успех [ Математической 1-й Московской математической
Олимпиады способствовал олимпиаде и завоевал первую
полной перестройке всей премию,работысо— способными
школьниками. Еще до олимпиады несколько студентов-ма­
тематиков Университета вели математические кружки в
школах Москвы. После проведения олимпиады было реше­
но перенести эту работу в Университет и объединить ее
с лекциями, читавшимися ранее в Математическом инсти­
туте АН СССР. Так возник Школьный математический
кружок при МГУ. Его организаторами были Л. А. Лю­
стерник, Л. Г. Шнирельман и доцентМГУ

(ныне член-корреспондент АН СССР) И. М. Гельфанд.
Наряду с ними в работе кружка активно участвовали
многие студенты, среди которых можно упомянуть по­
гибшего во время Великой Отечественной войны Марка
Глезермана (председательбюрокружка в 1935/36
году) и Павла Папуша (председатель бюро кружка
в 1936/37 году).

С самого начала работа кружка проводилась в двух
направлениях: чтение лекций и заседания секций кружка.
Два раза в месяц, по выходным дням, профессора и пре­
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подаватели Университета читали лекции по математике
для школьников. На лекции приходили десятки, а впослед­
ствии — сотни школьников Москвы. Состав слушателей
лекций был довольно непостоянным. В связи с этим каждая
лекция представляла собой, как правило, самостоятельное
целое. Редко две лекции служили продолжением одна
другой. Официально было принято, что лекция продол­
жается два часа (с десятиминутным нерерывом). Однако
за соблюдением этого регламента никто не следил — все
определялось интересом слушателей и темпераментом лек­
тора. Например, Б. Н. Делоне, весьмачасто и с боль­
шим успехом выступавший перед школьниками, никогда
не читал лекций, продолжавшихся менее трех часов;
иногда его лекции длились 4 часа и более — и, надо ска­
зать, школьники слушали с большим интересом и внима­
нием! Первоначально лекции были рассчитаны на учащих­
ся УП1-—-Х классов. Начиная с 1940 года одновременно
проводились по две лекции — одна для учащихся УП—\11
классов и вторая для старшеклассников.

Тематика лекций была весьма разнообразной. Приве­
дем здесь, для примера, несколько десятков названий
лекций, прочитанных в разные годы работы кружка:

Шнирельман, Многомернаягеометрия;
Люстерник, Выпуклыефигуры;
Гельфанд, Основные понятия теории множеств;
Делоне, Вывод семи кристаллических систем;
Колмогоров, Основнаятеоремаалгебры;
Соболев, Что такое математическаяфизика?;
Александров, Трансфинитныечисла;
Яновская, Что значит решитьзадачу?;
Дубнов, Ошибки в геометрических доказательствах;
Кибель, Математические методы предсказания погоды;
Шнирельман, Теория групп и ее приложение к реше­
уравнений 3-й степени;
Голубев, Почему летает самолет?;
Хинчин, Цепные дроби;
Маркушевич, Разностныеуравнения.
Гельфонд, Простыечисла;
Люстерник, Геодезическиелинии;
Делоне Геометрическое решение неопределенных

внений;
Гельфанд, ПринципДирихле;
Колмогоров, Арифметика вычетов и ее ариложение

хнике;
Бухгольц, Механикадвижения,

Дубнов, Аксиомыгеометрин;
Шапиро, Основные понятия современной алгебры;

ларррюНОНОРЕНН проемЕНРОРОНТЕЕР
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Л. С. Понтрягин, Что такое топология?:
И. Р. Шафаревич, Решение уравнений в радикалах;
А. Г. Курош, Что такое алгебра?;
Н. А. Глаголев, Построения с помощью одной линейки;
А. А. Ляпунов, Думающие машины;
А. И. Маркушевич, Площади и логарифмы;
Е. Б. Дынкин, Автоматы и нервные сети;
А. С. Кронрод, Что такое программирование?;
А. И. Узков, Построения с помощью циркуля и линейки;
В. А. Ефремович, Неевклидовагеометрия;
Б. В. Гнеденко, Как наука изучает случайные явления;
Н. К. Бари, Арифметика бесконечного;
Г. Е. Шилов, О производной;
Р. Л. Добрушин, Математические методы лингвистики;
В. Г. Болтянский, Непрерывныедроби и музыкальная гамма;
И. М. Яглом, Как измерить информацию?;
Е. М. Ландис, Что такое длина кривой?;
А. М. Яглом, Недесятичные системы счисления и их приме­

нения;
О. А. Олейник, Теорема Хелли;
В А. Успенский, Приложения механики к математике,

Приведенный список (разумеется, далеко не полный:
за многие годы работы кружка было прочитано несколько
сотен лекций для школьников) показывает, насколько
разнообразной была тематика лекций. В некоторых из них
(особенно предназначавшихся для старшеклассников) из­
лагались в популярной форме серьезные математические
результаты, иногда — научные достижения самых по­
следних лет. Можно сказать, что школьный математический
кружок при МГУ способствовал значительному переос­
мыслению термина «элементарная математика» (ссли под
этим понимать все то богатство математических знаний,
которое может быть сделано полностью доступным пони­
манию школьников). Так, например, в 1937 году в своей
лекции «Основная теорема алгебры» академик А. Н. Кол­
могоров изложил по существу полноедоказательство
теоремы о существовании комплексного корня у всякого
алгебраического уравнения. Это доказательство (полу­
чившее в школьном кружке наименование «Дама с собач­
кой») впоследствии точно в такой же форме было опубли­
кованов книгеР. Куранта и Г. Роббинса [62]*.
В том же годуЛ. Г. Шнирельман в лекции«Тео­
рия групп и ее приложение к решению уравнений третьей
степени» довел теоретико-групповые соображения, вос­

*) Цифры в квадратных скобках указывают на номер книги
в списке литературы, помещенном на стр. 47 — 50.
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ходящие по существу к Галуа, до получения явной формулы
решения уравнения третьей степени. В лекции Б. Н. Де­
лоне «Геометрияцепныхдробей», прочитаннойв 1947го­
ду, не только доказывалась довольно тонкая теорема о
наилучших рациональных приближениях иррациональных
чисел, но и излагались весьма изысканные результаты
Гурвица об иррациональностях, наихудшим образом при­
ближающихся рациональными числами. Академик С. Л.
Соболев в своей лекции «Что такое математи­
ческая физика?» (1940 г.) с болышим мастерством довел
изложение (на уровне, доступном пониманию школьни­
ков!) до классификации уравнений в частных производных
второго’ порядка с указанием качественных различий в
поведении их решений.

Иногда лекции сопровождались задачами, предлагав­
пимися на дом или решавшимися на месте. Особенно
много задач предлагал своим слушателям И. М. Гель­
фанд. Школьники, знакомые с его манерой чтения, за­
частую предпочитали садиться подалыше от лектора, что­
бы не быть вызванными к доске для решения задачи. Инте­
ресно строил свои лекции Я. С. Дубнов. Иногда он
читал цикл из двух лекций, причем на первой лекции слу­
шателям предлагались несколько задач, составляющих
единое целое, а на второй лекции (через две недели) про­
водилась беседа с обсуждением найденных школьниками
решений. Читая лекцию об арифметике вычетов и алгеб­
рах Буля, А. Н. Колмогоров нарисовал изображен­
ную на рис. [ схему, позволяющую расположить у двери
и над кроватью два переключателя, каждым из которых
можно гасить или зажигать лампочку в комнате независимо
от положения второго переключателя. Заканчивая первый
час лекции, он предложил придумать во время перерыва

1 переключатель 2“ переключатель`-о —­

Лампочка

Рис. 1.
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схему, позволяющую гасить или зажигать свет из п мест
комнаты.

Нередко лекторы, готовясь к встрече со школьниками,
находили новые элегантные доказательства известных тео­
рем, получали новые обобщения ранее известных фактов
и даже делали маленькие математические открытия. К со­
жалению, девять десятых этого ценнейшего материала
кануло в Лету, и нам, старым кружковцам, очень грустно
об этом думать. У нас в памяти сохранились воспоминания
о рядезамечательныхлекцийА. Н. Колмогорова,
Б. Н. Делоне, И. М. Гельфанда и других;
однако текст этих лекций (и даже достаточно полное пред­
ставление об их содержании и методических особенностях)
сейчас, по-видимому, восстановить невозможно.

В 1950 году Тостехиздат (переименованный впослед­
ствии в «Физматгиз» и вошедший в настоящее время в из­
дательство «Наука») начал издавать специальную серию
книг «Популярные лекции по математике». Большинство
книг этой серии возникло при обработке лекций, прочи­
танных в школьном математическом кружке при МГУ
(см., в частности, книги [8], [9], [11], [191, [22], [35], [38].
Другие лекции были опубликованы в сборниках «Мате­
матическое просвещение». Из них мы упомянем: лекцию
Б. И. Сегала «Непрерывные дроби», прочитанную
18 апреля 1935 года для участников Г Московской мате­
матической олимпиады (см. [48], вып. 7, стр. 46—67),
лекциюЕ. М. Ландиса «О длине кривой»([49], вып.1,
стр. 33—44),лекцию Р. Л. Добрушина «Матема­
тические методы в лингвистике» ([49], вып.6, стр. 37—60),
лекциюИ. М. Яглома «Комплексныечислаи их при­
менения в геометрии» ([49], вып. 6, стр. 61—106) и др.

Ниже мы приведем краткое содержание еще нескольких неопуб­
ликованных лекций, прочитанных в школьном математическом кружке
при МГУ.

Принцип Дирихле

(Лекция И. М. Гельфанда для ичащихся 1Х—АХТклассов)

В начале лекции формулировалась следующая задача: На длинной
прямолинейной дороге с равными интервалами вырыты небольшие по­
перечные канавки; расстояние между центрами каждых двух сосед­
них канавок равно У2 метров (рис. П). Доказать, что какими бы
узенькими эти канавки ни были сделаны, человек, шагающий по 0о­
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роге и имеющий длину шага 1 м, рано или поздно попадет в одну
из канавок.

Доказательство этого утверждения вытекает из так называемого
принципа Дирихле, который в шуточной форме может бытьГ%!\\ _

У2

Рис П

изложен так: невозможно разместить семь зайцев в пяти клетках,
если в каждую клетку разрешается посадить не более одного зайца.
В самом деле, представим себе, что мы можем «намотать» дорогу на
барабан, длина окружности которого равна У? метров (рис. Ш),
Тогда все канавки на этом барабане совместятся, а каждый шаг чело­
века будет изображаться на окружностн дугой длины 1 м. Будем по
следовательно отмечать на окружности след человека после первого,
второго, третьего и т. д. шагов. Нам надо доказать, что хотя бы один

Рис. Ш,

из этих следов попадет внутрь заданной на окружности дуги, изобра­
жающей канавку, какой бы малой ни была длина И этой дуги. Не­
трудно понять, что если нам удастся найти такие Ё и [, для которых

следы А-го и (Е --/-го шагов
Йй_ удалены друг от друга (на ок­

ружности) менее чем на Йй, то
требуемое утверждение докажет­

(лед (к+260)-20шага ся легко. Ведь еще после [ ша­
гов новый след (т. е. (Е + 21-й)

След(к+ё/-го шага 3% опять сдвинется на расстояние,
меньшее А (рис. [\), затем мы

След К-го шага | рассмотрим следующие {/шагов
и т. д. Ясно теперь, что, сделав

Рис. [У. несколько раз по / шагов, мы
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неминуемо обнаружим след, попавший в канавку (потому что, переме­
щаясь на одно ито же расстояние, меньшее й, нельзя «перешагнуть» ка­
навку ширины #1).Итак, нужно найти два следа, находящиеся на ок­
ружности на расстоянии, меньшем й. Вот здесь-то и помогают зайцы.
Действительно, разделим окружность на дуги, каждая из которых
имеет длину < И; эти дуги мы назовем «клетками». Пусть их имеется
р штук. Если мы возьмем число следов, большее, чем р (заметим, что
никакие два следа не совпадают в силу иррациональности числа У 2),
то по принципу Дирихле, хотя бы в одну из «клеток» попадет более
одного следа («зайца»). Расстояние между двумя следами, попавшими
в одну клетку, меньше й; этим наше утверждение и доказано,

В качестве второго примера, относящегося к тому же кругу идей,
рассмотримследующую задачу. Доказать. что существует степень
двойки, начинающаяся (в десятичной записи) тремя девятками:

27 = 999...

Другими словами, требуется установить существование таких целых
чисел пи Ё№,что

999 10 < 27 < 10А+З

или, что то же самое,

Е 10999< п2 < +3,
Нетрудно усмотреть глубокую аналогию между этой задачей и

предыдущей. Различие лишь в том, что здесь длина «шага» равна |5 2,
а расстояние между каждыми двумя соседними «канавками» (имеющи­
ми ширину 3 —15 999) равно 1. Вообще, если число р не является
степенью` десятки, то среди чисел р, р* р3, р*, . найдутся такие,
которые в десятичной записи начинаются с любой наперед задан­
ной комбинации цифр.

Дальнейшее развитие тех же соображений приводит к установле­
нию ряда интересных теорем алгебры и геометрии, Перечислим некото­
рые из них.

Если [ — луч, исходящий из начала координат и наклоненный к
оси абсцисс под таким углом а, что 1 а — иррациональное число,
то этот луч не встретит при своем продолжении ни одной точки
с целыми координатами, но будет подходить сколь угодно близко к
некоторым из таких точек.

Существует такое натураль­ноечислоп,что$1тп< 0,000000001.
Если числа а и В несоизме­

римы спи между собой, то сум­
ма чппа-- чпиВ при некоторых
п будет принимать значения,как
угодно близкие к 2 (хотя значение
2 эта сумма ни при каком п не
принимает).

Если радиусы окружностей Е
и С несоизмеримы, то при качении
окружности Е по неподвижной ок­
риужности С любая точка катящей­
ся окружности описывает кривую
(эпициклоиду, рис. У), «острия»
которой располагаются на окруж- Рис. У.



ности С всюду плотно (т. е. на любой дуге окружности С найдутся
«острия» этой кривой).

Среди других разбиравшихся вопросов упомянем о некоторых
арифметических особенностях мантисс логарифмов, о поведении геоде­
зических на поверхности баранки (на торе) с евклидовой метрикой
(в частности, возможность всюду плотной обмотки тора такой геоде­
зической) и т. п.

Лекция заканчивалась рассмотрением некоторых количественных
оценок, связанных с принципом Дирихле. Например, в задаче о чело­
веке, шагающем по дороге с канавками, постановка задачи заменялась
следующей: как часто шагающий человек будет ступать в канавку?

Неопределенные уравнения второй степени

(Лекция Б. Н. Делоне для учащихся [Х—Х классов)

Лекция начинается коротким рассказом о неопределенных уравне­
ниях второй степени с двумя неизвестными. Наиболее интересным среди
них являетсяуравнение Пелля:

2— А. =1|, (*)
где А — целое число, не являющееся точным квадратом.

Теорема. Уравнение (*) имеет бесконечно много целочисленных
решений.

„Рис. УТ,
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Для доказательства строится прямоугольная система координат
и, и, и в ней рассматриваютсявекторы а = 1; |, 6= {УА, —УА}.
Все точки М, для которых ОМ = ха - уб, где х, у — целые числа,
образуют «решетку» (рис. УГ), тесно связанную со свойствами уравне­
ния (*). Если М — одна из точек решетки, то, как легко видеть, точ­
ка М имеет (в системе и, и) координаты и = х -- ИЛА, о=х— Уд,
и потому ио= х2— А . Таким образом, уравнение (*+)принимает
вид ид = |, и мы приходим к следующей задаче: доказать, что на
гиперболе ио = | расположено бесконечно много точек решетки (эта
гипербола изображена на рис. УГ пунктиром).

Одна точка, лежащая на гиперболе, непосредственно видна: это
точка Мь с координатами и = и = 1. Симметричная точка Му’ (и = и ==
— —1) также лежит на гиперболе. Допустим, что, кроме этих двух
точек, мы нашли еще одну точку решетки М, (и1, 9\), также лежа­
щую на гиперболе (так что и: и! = 1). Рассмотрим преобразование ©
плоскости, переводящее произвольную точку А (и, о) в точку А’ = о (А)
с координатами и’ = ии, 9’ = 9. Нетрудно видеть, что гиперболу
иу = 1 это преобразование х переводит снова в эту же гиперболу (т.е.
гипербола при этом преобразовании смещается по себе; поэтому пре­
образование ф называется гиперболическим поворотом). В самом деле,
ИО” == ИИ] * 001 = 0 ‹ и101 = ид = 1. Далее, легко проверить, что гц­
перболический поворот $ переводит точки решетки снова в точки ре­
шетки. Действительно,так как М, — точка решетки, то ил==х, + и А,
и=х, —УД, где х, и — целые. Если, далее, М = (и, 9 =
& РУТА, х—уИЛ) — еще одна точка решетки (х и у— целые), то
и’==ии:= (хУУА) (м -- и УА) =

= (жж,+ уу,А) и 9) Уд =Х-+УУАд,
=: =@—УУЛ)м-—иУл)= о _

==(хх: -- ий: А)— (хи, -- ад УА =Х—УУТА,
т. е. точка М’ = о (М), имеющая координаты и’, о’, также принадле­
жит решетке.

Точку Мь (1, 1) гиперболический поворот х переводит в точку
М; (цу, о), а точку М, — в некоторую новую точку М, = $ (М!) решет­
ки, лежащую на гиперболе. Точка М. переходит при гиперболическом по­
вороте ф в точку решетки Мз = $ (М5), снова лежащую на гиперболе,
и т. д- Обратный поворот $—1[переводящий точку (и, о) в точку с ко­

/ и у о
ординатами и’ = 1, —,9’ = о | переводит точку М, в точку М-—1=
—=4—1!(Мо), точку М-—!— в точку М—2 = $—1 (М-—1), и т. д. Мы полу­
чаем бесконечное множество точек решетки: |

.› Мо, Му, Мь М, МЬ, Му (**)
лежащих на гиперболе и переходящих друг в друга при гиперболи­
ческом повороте $ (ср. в этом сборнике задачу 115 на стр. 61).

Итак, достаточно найти на гиперболе хотя бы одну точку Мь, от:
личную от точек М, и Му (Заметим, что если за М, взять бли:
жайшую к М, точку решетки, лежащую на гиперболе, то, как не­
трудно доказать, кроме точек (**), на гиперболе ио =1 не будет ни­
каких других точек решетки.)

Для нахождения еще одной точки решетки, лежащей на гипербо­
ле, поступим следующим образом. Отрезок, соединяющий точку
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и-=1, о=1 с точкой и=1, о = —1, будем перемещать вправо, вдоль осии,
пока он не «наткнется» на какую-либо точку М№’решетки. Если коорди­
наты точки №” мы обозначим через и’, и’, то |и'| < 1и прямоуголь­
ник П’с вершинами в точках (+и”, +0’) содержит только три точки
решетки: начало координат О, точку №’ и симметричную ей (относи­
тельно 0) точку Теперь мы будем перемещать вдоль оси и правую
сторону прямоугольника, пока не «наткнемся» на новую точку решетки
М”(и”, 9”). Мырассмотрим прямоугольник П” с вершинами в точках

у

Рис. УП.

(+и”, 0”), затем будем смещать вдоль оси и его правую сторону,
ит. д. (рис. УП). Изящное рассуждение, восходящее к известному не­
мецкому математику Герману М инковскому, позволяет установить,
что площади прямоугольников П’, П”,. .. (которые все являются це­
лыми числами) ограничены. Поэтому среди них найдется бесконечно
много прямоугольников с одннаковой. площадью. Из этого, используя
некоторые свойства решеток удается вывести существование среди
точек №’, №, таких двух точек, что гиперболический поворот, пе­
реводящий одну из них в другую, переводит решетку в себя. Следова­
тельно, точку Мь он переводит в отличную от нее точку решетки, ле­
жащую на гиперболе ио = |.

Лекция заканчивается указанием (без вывода) связей между реше­
ниями уравнения Пелля (или точками решетки) и наилучшими рацио­
нальными приближениями числа УД.
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Недесятичные системы счисления

(Лекция А. М. Яглома для учащихся УП-УИТ классов)

В начале первого часа лектор предлагает желающим сыграть с ним
на доске в следующую игру (игра «ни м»): на доске с тремя рядами
полей стоят три шашки (рис. УШ). Каждый играющий своим ходом
передвигает одну (любую) шашку на произвольное число полей вправо.
Выигравшимсчитается тот, кто сделает последний ход.

С

Рис. УШ.

Лектор заранее запасся списком выигрышных позиций; используя
это, он без труда выигрывает ряд партий, играющихся на классной
доске с помощью мела и тряпки (при шумном сочувствии аудитории
играющим школьникам). Этот эксперимент убеждает слушателей в на­
личии выигрышных и проигрышных позиций; лектор подводит школьни­
ков к мысли об этом, играя в эту игру на небольшой по размеру доске.

Дается представление о недесятичных системах счисления (с при­
мерами перехода из одной системы в другую и примерами действий).
Затем, с использованием двоичпой системы счисления обсуждаются
выигрышные и проигрышные позиции; выводится правило: позиция
(а, 6, с) является проигрышной, если при записи чисел а, 6 и свдво­
ичной системе счисления все суммы «цифр» трех чисел («цифры» в дво­
ичной системе счисления равны 0 или 1), отвечающих одному и тому
же разряду, являются четными.

Второй час лекции начинается с аналогичной игры (игра
«цзяньшицзы»), с тем отличием, что рядов полей на доске два
(рис. 1Х) и каждым ходом играющий либо продвигает на произвольное
число полей одну шашку, либо продвигает на одно и то же (произ­
вольное) число полей обе шашки сразу. И здесь лектор, имеющий
таблицу выигрышных позиций, легко выигрывает у школьников. После
этого начинается составление таблицы проигрышных позиций,

а

Рис Х.

Указывается, что «система счисления» — это способ записи чисел
с помощью некоторого «базиса» ил, И», И в. й

М= Я1И1- Яо + азиз+ ая (“)
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где базис может и отличаться от последовательности степеней фикси­
рованного числа 9. Например, если в качестве базиса взяты факториа­
лы, т. е. числа

1, 2, 6, 24, 120,720, и = (+ Пи,
то любое число № записывается в виде (*), где Е-я цифра а» не пре­
ВОСХОДИТ ДК:

1000=0.1412.2-42.6--1 2442 1201 724= «21220».
Другим примером может служить «фибоначчиевская» система счисления,
в которой базис имеет вид

1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, .. (Иво Ир | -- Ир).
В этой системе счисления каждая цифра равна О или 1, причем две
единицы не могут стоять рядом:

100=0, 1+0.2+1.3-+0.5+1.8-0. 13-4 0.21-- 0.34 -­
О 55-1. 89 = «1000010100».

Лекция заканчивается разбором игры «цзяньшицзы» с точки зрения
«фибоначчиевской» системы счисления. Доказывается, что пара (а, 6),
где а < В, является проигрышной, если число а оканчивается в «фи­
боначчиевской» системе четным числом нулей, а число 6 получается
из а приписыванием еще одного нуля в конце,

Секции школьного математического кружка при МГУ

Кроме лекций в МГУ,регулярно*проводились заседания
секций школьного математического кружка. Секциями
руководили, как правило, студенты старших курсов и аспи­
ранты механико-математического факультета МГУ. Прият­
ным исключением явились две секции кружка, работавшие
в 1936/37 учебном году под руководством члена-корреспон­
дентаАН СССРЛ. Г. Шнирельмана (эта секция
занималась геометрическими методами теории чисел) и
профессора(нынеакадемика)А. Н. Колмогорова
(секция качественной геометрии). В первые годы работы
кружка основной формой занятия секции был доклад
одного из школьников (подготовленный, разумеется, под
наблюдением руководителя секции). Доклады, считавшиеся
наиболее удачными, выносились даже на воскресные за­
нятия (пленумы) кружка.

Постепенно выяснилось, что доклады школьников явля­
ются малоэффективной формой занятий кружка. Ведь
для того чтобы сделать хороший доклад, недостаточно пол­
ностью понятьвсе то, что сказано в отрывке математического
текста, указанном руководителем секции. Хорошо сделан­
ный доклад должен заинтересовать слушателей и заста­
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На этом снимке, сделанном в 1940 г., изображена группа руководи­
телей и победителей \У[ олимпиады. Председателем оргкомитета был
тогда академик Л. С. Понтрягин (второй слева -в нижнем ряду). Над
ним вы видите члена-корреспондента АН СССР, профессора Л. А. Люс­
терника — одного из организаторов и самых активных деятелей школь­
ного математического кружка и олимпиад. В центре фотографии — один
из самых популярных руководителей кружка Д. О. Шклярский (получил
первую премию на П олимпиаде); за ним — членыоргкомитетаЯ. И. Хур­
гин (П-я премия Ш-ей олимпиады), А. С. Кронрод (1-я премия [У олим­
пиады) и член-корреспондент АН СССР, профессор А. А. Ляпунов. Во
втором ряду — члены оргкомитета и руководители кружков А. М.
Яглом (1-я премия [У олимпиады), П. Н. Папуш, И. М. Яглом (1-я пре­
мия [У-й олимпиады), Р. С. Гутер, Л. И. Копейкина (]-я премия У-й
олимпиады). В первом ряду и в правой части снимка — школьники, по­
лучившие первые премии на \1-й олимпиаде: В. Болтянский, С. Яблон­

ский, Н. Цветкова, Е. Либерман, М. Бонгард.

вить их задуматься над услышанным; в нем должны быть
выпукло преподнесены подлежащие рассмотрению задачи,
должны быть оттенены основные идеи, привлекающиеся
для их решения, ярко обрисованы красивые, оригиналь­
ные места доказательств и т. д. Хороший лектор должен
не только знать и понимать материал, но и обладать до­
статочной громкостью голоса, известными методическими
(и даже артистическими!) навыками, должен уметь убедить
слушателей в справедливости фактов, полностью доказать
которые он не в состоянии из-за недостаточности времени
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и подготовки слушателей (иногда — что греха таить —
для этого приходится умело обмануть слушателей, и в
этом — одно из отличий устной лекции от изложения в
книге), и т. д. Кроме того, известно, что хорошую лекцию
на какую-нибудь тему редко может прочесть человек,
познания которого в данном вопросе ограничиваются ма­
териалом лекции. Поэтому доклад школьника не может
не только заменить, но и приблизиться по качеству к рас­
сказу опытного руководителя. Большинство докладов
школьников на секциях кружка и пленуме оказались мало
заинтересовывающими и скучными для всех участников
кружка (кроме, быть может, самого докладчика).

Решительная перестройка работы секций кружка свя­
зана с именемстудентаМГУДодика Шклярского,
талантливого математика и блестящего преподавателя,
руководившего работой кружков в 1938—1941 годах. До­
клады школьников на секциях Шклярского были почти
полностью отменены. Вместо этого руководитель сам читал
на каждом заседании небольшую лекцию, как правило,
содержащую законченный рассказ о небольшой матема­
тической теории. Иногда рассказ руководителя продол­
жался в течение двух-трех заседаний секции. Не надо
думать, что этим Шклярский убивал инициативу и
творческое развитие слушателей-школьников. На каждом
заседании секции, после лекции руководителя, значитель­
ная часть времени отводилась для рассказа школьников
о решенных ими задачах. Часть задач, предложенных
на дом или для решения тут же на заседании, иллюстри­
ровала предшествовавший рассказ руководителя; другие
же задачи были не связаныс этим рассказом, а некоторые
являлись темами своеобразных миниатюрных научно-ис­
следовательских работ. Иногда трудная теорема расчле­
нялась на ряд задач, последовательно предлагавшихся
участникам. Естественно, что среди предложенных за­
дач встречались и такие, решить которые удавалось Лишь
немногим школьникам, а отдельные задачи ожидали своего
решения (хотя бы одним участником кружка!) недели и
даже месяцы. Предлагались иногда даже такие задачи,
решение которых заранее не было известно руководителю.

Приведем два примера. Первый пример интересен тем, что задача,
элементарное решение которой не было известно руководителю, в тече­
ние нескольких Лет предлагалась для решения участникам секции
Шклярского. Наконец, упорство руководителя было вознаграждено:
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в 1940 году ученица Х клас­
саЛидаКопейкина (ныне
доцент Московского универ­
ситета Лидия Ивановна Голо­
вина) нашла элементарноере­
шение.

Вот эта задача:
Доказать, что ортоцен­

тры (точки пересечения вы­
сот) четырех треугольников.
образованных при пересече­
нии четырех прямых, лежат
на одной прямой (предпола­
гается, что никакие две пря­
мые не параллельны и ника­
кие три не пересекаются в
одной точке; рис. Х*)

Второй пример:
Доказать, что если двебиссектрисы— треугольника

равны между собой, то тре- Рис. Х.
угольник — равнобедренный.

Решение этой задачи нетрудно получить, используя формулу, вы­
ражающую длину биссектрисы через длины трех сторон треугольника
Шклярский поставил задачу найти «чисто геометрическое» доказатель­
ство. Таких доказательств было найдено два; одно предложила в 1939 го­
ду та же Лида Копейкина, второе нашел в 1940 году ученик
УШкласса Володя Болтянский. Вот эти доказательства.

1. Пусть в треугольнике АВС биссектрисы АМ и ВР равны между
собой. Проведем через точки №Ми Р прямые, параллельные основанию
АВ, и пусть М, 9 — точки пересечения этих прямых с другими
боковыми сторонами (рис. ХП. Мы докажем, что отрезки ММ и

РО совпадают. Допустим противное; пусть,
С для определенности, отрезок ММ располо­

жен ближе к основанию АВ, чем РО, так
что ММ > РО. Из очевидных соотношений
Х.РВ = ХРВА = / ВРОвытекает, чтотре­
угольник ВР — равнобедренный: РО= ОВ
Аналогично АМ = ММ, Итак, АРОВ и
д АММ — два равнобедренных треугольника
с равными основаниями АМ и ВР. Так как
боковые стороны треугольника РОВ мень:
ше, чем в треугольнике АММ, то / РОВ >
>/ АММ и, значит, / ОВР < / МАМ
Отсюда мы заключаем, что /СВА< / САВ,
так что в трапеции АММВ имеет место со­
отношение АМ < ВМ. Но тогда ММ =

Рис. Х. = АМ < ВМ < ВО =РО вопреки соотноше:
нию ММ > РО. Полученное противоречиепо­
казывает, что отрезки ММ и РО совпадают

4 Решение этой задачи имеется, например, во 2-й части кни:ГН |
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А В

Рис. ХИП. Рис. ХШ.

(рис. ХИ). Таким образом, АМ = ММ = МВ, т. е. трапеция АММВ —
равнобочная,и потомуДА=/В,

2. Пусть в треугольнике АВС биссектрисы АМ и ВМ равны между
собой. Обозначим через О их точку пересечения; тогда СО — биссек­
триса угла С (рис. ХИП. Мы рассмотрим треугольники САМ и СВМ.
У них общий угол С, общая биссектриса СО этого угла и равные
основания АМ = ВМ. Остается доказать следующий признак равенства
треугольников: если в треугольниках АСМ и ВС’М равны основания
(АМ= ВМ), углы при вершинах(С = ДС’) и`биссектрисы этих
углов (СО = С’О’, рис. ХУ), то эти треугольчики равны. Для дока­
зательства расположим эти треугольники так, чтобы их основания сов­
пали, оба треугольника располагались по одну сторону от их общего
основания, а обе вершины С, С’ располагались по одну сторону от пер­
пендикуляра ОР, проведенного через середину основания (рис. ХУ). Так
как / С = С’, то описанная окружность треугольника АСМ прой­
дет и через точку С’. Далее, обе биссектрисы СО, С’О’ пройдут через
середину Р дуги `</АМ. Допустим теперь, что точки Си С’ не сов­
падают — пусть, для определенности, / РС < </ РС’ Тогда хорды ОС

Рис. ХУ,
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и РС’ связаны неравенством ДС < РС’ Кроме того, ДЕБС > ХХЕБС’,
так что точка О дальше отстоит от основания перпендикуляра ДЕ, чем
О’, и потому РО > 00’ Но из соотношений ЭС < ОС’, РО > О0'
вытекает СО < С’О’, что противоречит условию. Таким образом, точки
Си С’ совпадают, т. е. д АСМ= д ВС'М,и потому АС = ВС.

Наличие задач разной трудности позволяло руково­
дителю вовлечь в активную работу практически всех участ­
ников секции. Большое количество предлагавшихся задач
(многие из которых были очень трудны) само собой со­
здавало атмосферу творческого соревнования. Рассказать
у доски придуманное решение задачи считалось большой
честью и доставляло удовольствие учащимся. К рассказу
своего решения слушатели тщательно готовились. Нередко
Шклярский еще раз повторял рассказанное школьником
решение. Этим достигались сразу два результата: слуша­
тели лучше усваивали решение задачи, а автор решения
получал наглядный урок методики преподавания. Участ­
никам кружка, наиболее удачно и продуманно излагав­
шим свои решения, Шклярский иногда поручал провести
под его руководством отдельное занятие кружка (впрочем,
такие случаи были очень редки). В результате слушатели
не только узнавали новые факты, приобретали навыки в
решении задач, но и учились выступать перед аудиторией.

Изменение содержания работы кружка повлекло за
собой и изменение организационных форм. В секциях
Шклярского появились «младшие руководители» — сту­
денты [—П курсов, помогавшие руководителю секции в
подборе и проверке задач. В тех случаях, когда часть за­
нятия кружка посвящалась решению задач на месте,
младшие руководители ходили между столиками, за ко­
торыми сидели учащиеся, отвечая на вопросы участников
секции и наблюдая за их успехами; им предоставлялось
также право выбора того из участников. кружка, которому
поручался рассказ найденного решения у доски. К концу
года младшие руководители все чаще самостоятельно про­
водили занятия, готовясь на будущий год стать руково­
дителями других секций кружка.

Достоинства новой системы работы были проверены
прямым экспериментом. В 1937/38 учебном году Шкляр­
ский проводил в своей секции занятия по описанной выше
системе, в то время как остальные секции работали по­
старинке, главным образом ограничиваясь докладами
школьников, Результат превзошел все ожидания: на
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ГУ олимпиаде (1938 год)
участники секции Шкляр­
ского унесли половину
всех премий (12 из 24), в
том числе все 4 первые
премии! Этот результат
объясняется как большой
эффективностью методики
Шклярского, так и тем,
что многие кружковцы,заинтересованные— новой
формой работы, «перебе­
гали» из других секций
к Шклярскому. Итоги
ГУ олимпиады произвели
на руководителей секций
такое ошеломляющее впе­
чатление, что уже со сле­

Доктор физико-математических ДУЮЩего учебного года
наук. профессор Е. Б. Дынкин практически все секции
был руководителем одной из восприняли новый опыт.
самых Лучших секции матема- В числе последователей

тического кружка при МГУ.
Шклярского отметим та­
ких замечательных руко­

водителей секций, как А. С. Кронрод, Е. Б. Дын­
кин, и воспитанных на традициях кружка В. И. Ар­
нольда, А. А.̀ Кирилловаи др.

С тех пор форма работы кружка, найденная Шклярским,
стала безраздельно господствующей. Ежегодно объяв­
ляются несколько различных секций. Некоторые из них
называются секциями «общего типа»; кроме того, работают
и специализированные секции: алгебры, геометрии, теории
чисел, механики и даже секции с еще более узкой тематикой
(например, теории множеств, конечного суммирования,ре­
шения уравнений высших степеней и т. д.). За последние
годы приобрели популярность секции теории вероятностей,
вычислительных методов, программирования,«конечной»ма­
тематики и ‘др. Кроме того, секции разделяются и по клас­
сам. Секции общего типа (нередко, по инициативе Шкляр­
‘ского, называемыетакже секциями«математических этюдов»)
обязательно объявляются отдельно для учащихся каждого
класса начиная с УП (иногда бывают секции общего типа
для учащихся двух смежных классов, например УШи [Х).
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`Доктора физико-математических наук В. И. Арнольд и А. А. Кириллов
получили первые премии на ХХ Московской математической олим­
пиаде, а впоследствии были активными деятелями кружка и олимпиад,

Специализированные секции чаще всего рассчитаны на
учащихся старших классов, но иногда такие ограничения
и не указываются. Например, в 1940/41 учебном году в
секции теории множеств, регулярно работавшей в течение
всего года, было всего три слушателя: двое учащихся вы­
пускного, Х класса и шестиклассникЮлик Шрейдер,
работавший в кружке наиболее успешно (ныне известный
советский математик Юлий Анатольевич Шрейдер,
автор ряда книг и статей). Бывали годы, когда работали
до 15 различных секций, охватывавших 200—300 школь­
НИКОВ.

В отличие от воскресных лекций секции в своей работе
ориентируются на более или менее постоянный состав
участников. Это позволяет строить занятия таким образом,
что каждое из них в какой-то мере использует материал
предшествующих занятий. При этом за год удается сооб­
щить учащимся много. материала. К концу года число
участников секции обычно значительно сокращается (при­
мерно вдвое), так как часть школьников не выдерживает
довольно напряженной работы в кружке. Впрочем, перед
самой олимпиадой наплыв школьников в секции кружка
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заметно увеличивается. По-видимому, будущие участники
олимпиады рассчитывают, посетив два-три занятия круж­
ка (или прослушав одну-две лекции), улучшить свои
шансына олимпиаде. Это вполне понятно,но вряд ли оправ­
дано. Регулярное участие в кружкеи постоянное посещение
воскресных лекций, безусловно, повышают математиче­
скую культуру учащегося и в конечном итоге помогают
решению задач олимпиады; однако прослушивание одной­
двух лекций не может явиться ключом к успеху на олим­
пиаде.

Давид Оскарович Шклярский погиб в 1942 году в
партизанском отряде, сражавшемся с немецко-фашистскими
захватчиками в тылу врага. На фронтах Великой Отече­
ственной войны погибли и многие другие руководители
школьного математического кружка при МГУ: один из
создателейкружка, М. Глезерман, замечательный
математик Михаил Бебутов, молодые способныема­
тематикиАльфред Герчиков, Владимир Волын­
ский, ВикторДжемс - Левии другие.Нотрадиции
кружка, выработанные еще в предвоенные годы, живы
до сих пор. Среди этих традиций есть довольно смешные
и наивные: например, участники кружка всегда называют
руководителя только по имени (даже если его зовут. Кика!),
а руководитель называет участников по фамилии. Тради­
ционной является и «смелость» руководителей в выборе
тематики рассказа на секции; нередко. руководитель сек­
ции разъяснял школьникам тонкие вопросы современной
математики, связанные с темой его дипломной работы или
диссертации! В свое время Додик Шклярский удивил дру­
гих руководителей, излагая школьникам с полными до­
казательствами знаменитую теорему Абеля о неразреши­
мости уравнения 5-й степени в радикалах. Впрочем, сейчас
этим уже никого не удивишь: если преподаватель универ­
ситета оказывается поставленным в тупик вопросами пер­
вокурсника, относящимися к гомологической алгебре, то
он сразу догадывается, из чьей секции кружка пришел
в университет этот студент. Одному из авторов настоящего
обзора привелось как-то одновременно вести семинар для
студентов Г курса МГУ по теории выпуклых фигур и сек­
цию школьного кружка, посвященную тем же вопросам.
Как курьез отметим, что некоторые «тонкости», опускав­
шиеся в студенческом семинаре, во всех подробностях
разбирались на занятиях со школьниками.
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Работа кружка обычно начинается в октябре одной­
двумя лекциями видных профессоров-математиков, после
которых в одной из самых больших аудиторий универси­
тетского здания на Моховой улице (ныне проспект Маркса)
производится запись в секции. Каждый руководитель сек­
ции в течение 5—10 минут кратко рассказывает о том, чем
секция будет заниматься. По традиции, школьникам можно
обещать все что угодно, кроме, однако, гарантирования
победы на олимпиаде Нередко руководитель будущей сек­
ции начинал свое выступление словами: «На нашей секции
мы будем заниматься всем тем, о чем уже рассказывали
ранее выступавшие руководители, и, кроме того, мы...».
Впрочем, традицией является и выполнение этих обеща­
ний. Число участников секции (в зависимости от класса,
характера секции и агитационного мастерства руководи­
теля) колеблется весьма значительно — от 2—3 участни­
ков до ста и более. Если на первое занятие секции прихо­
дит слишком много желающих, то по традиции первые
два-три занятия намеренно делаются трудными (но не
скучными!), чтобы «разгрузить» секцию (за счет перехода
части участников в другие секции) и сделать ее более рабо­
тоспособной. Наиболее удачным представляется нам со­
став секции от 15 до 30 участников (при наличии 1—3
младших руководителей).

Мы уже говорили о том, что много интереснейших
материалов кружковой работы (увы!) безвозвратно поте­
ряно. Однако многое и сохранилось. Отметим, в частности,
что из десяти книг серии «Библиотека математического
кружка» восемь возникли в результате обработки мате­
риалов работы секций школьного математического кружка
при МГУ. Первые три книги этой серии «Избранные задачи
и теоремы элементарной математики» [41] содержат в основ­
ном некоторые задачи, в течение ряда лет предлагавитиеся
на секциях кружкаи на первых четырнадцати олимпиадах.
В числе авторов этих трех книг первым указан
Д. О. Шклярский, формально не участвовавший
в подготовке издания, но всей своей деятельностью со­
действовавший появлению этих книг. Отметим также пре­восходнуюкнигуЕ.Б.Дынкинаи В.А.Ус­
пенского [44], довольно точно воспроизводящую
содержание и стиль работы одной из секций «общего
типа».
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Секции «общего типа» часто довольно сильно отличались
одна от другой. В некоторых из них почти все время отво­
дилось на решение задач, так что рассказ руководителя
касался главным образом содержания задач и попутного
разъяснения интересных методов решения. В других сек­
циях на каждом занятии излагалась отдельная тема, не
связанная с предыдущими лекциями руководителя. Это —
секции собственно «этюдного» типа, обычно вдохновляв­
шиеся известной книжкой Г. Радемахера и
О. Теплица [47]. Хорошей иллюстрацией заня­
тий таких секций могут служить две яркие заметки
В. И. Арнольда (1[49], вып. 2, стр. 241—245:вып.3,
стр. 241—250), подробно описывающие два занятия. одной
из секций кружкана темы«Вариация кривой» и «Гармони­
ческие функции».

Наконец, довольно обычными являлись и такие секции
«общего типа», в которых отдельные темы занимали не­
сколько занятий, так что вся работа секции распадалась
на ряд циклов. Именно такой стиль работы отражен в ука­
заннойвышекнигеЕ. Б. Дынкина и В. А. Успен­
ского. Секции такого рода являлись переходными к
«тематическим» секциям, все занятия которых -были на­
правлены на изучение сравнительно узкого круга вопро­
сов или идей.

Приведем в качестве примера взятые из разных лет работы круж­
ка примеры программ отдельных циклов, а также программу одной из
специализированных секций.

Цикл «Геометрические вероятности»
Задача о встрече: двое условились встретиться в определенном

месте, причем каждый приходит в указанное место между 10 и 11 ча­
сами и ждет ровно 15 минут; какова вероятность их встречи? Основ­
ная геометрическая идея: вероятность определяется площадью или
объемом фигуры, образованной в пространстве событий точками, соот­
ветствующими благоприятным событиям.

Задачи о составлении треугольника из трех отрезков. (Всевозмож­
ные видоизменения следующей основной задачи: палка наугад распилена
на три части; какова вероятность, что из этих частей составится тре­
угольник?)

Задача Бюффона о бросании иглыи экспериментальное определение
числа г. Бросание замкнутой выпуклой кривой на бумагу, разграфлен­
ную параллельными линиями; вероятность пересечения кривой с линией,
Теорема Барбье о длине кривых постоянной ширины (в качестве след­
СТВИЯ).

«Площадь» (мера) множества прямых, пересекающих данную дугу
Теорема Крофтона и основные идеи интегральной геометрии.
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Цикл «Геометрические задачи
на максимум и минимум

Метод спрямления в применении к решению задач о вписанных
многоугольниках минимального периметра. (Типичная задача: найти
точку, сумма расстояний которой от вершин треугольника мини­
мальна.)

Изопериметрическая задача для п-угольников (п = 3, 4 и общий
случай). Вписанные в окружность многоугольники наибольшего пери­
метра; описанные многоугольники наименьшего периметра.

Изопериметрическая задача для произвольных линий. Четырехшар­
нирный метод Штейнера и его критика. Проблема существования реше­
ния задачи на минимумили максимум. Теорема Бляшке о существовании
сходящейся подпоследовательности выпуклых фигур. Обоснование ме­
тода Штейнера. Другие примеры применения теоремы Бляшке.

Вариационные методы нахождения максимальных и минимальных
фигур. (Типичная задача: через точку внутри угла провести прямую,
отсекающую треугольник наименьшей площади; решение этой задачи
методом «геометрического дифференцирования».)

Секция алгебры
(она имела подзаголовок «Расширение понятия о числе»).

Натуральные числа — основной «строительный материал» для даль­
нейших построений Цитата из Л. Кронекера: «Натуральные числа
создал господь бог; весе остальное — дело рук человеческих». Смысл
этой цитаты.

Вопрос о разрешимости уравнений х + а = В; вычитание. Расшире­
ние множества чисел, делающее вычитание всегда выполнимым. Целые
числа — материал для достаточно содержательных построений; теория
чисел. Примеры теоретико-числовых задач.

Вопрос о разрешимости уравнений ах -- В = 0; рациональные числа.
Число как результат измерения; числовая ось. Возможность ограни­
читься рациональными числами в задачах измерения геометрических
и физических величин.

Вопрос о решении квадратных уравнений. Неразрешимость уравне­
ния ^2— 2 =0. Разрешимость линейных уравнений — существование
точек пересечения оси х с прямыми ах + В= (с рациональными
коэффициентами); отсутствие (при имеющемся запасе чисел) точки пере­
сечения оси хс параболой у = х? — 2. Квадратные радикалы. Разре­
шимость всех квадратных уравнений с вещественными корнями (суще­
ствование точек пересечения оси х с параболами у = ах? - 6х + с, где
а, 5, с — числа из имеющегося у нас запаса).Построениеточких=У 2 (диагональединичногоквадрата).От­
резки, которые можно построить циркулем и линейкой, Доказательство
неразрешимости задачи удвоения куба — парабола у = х3—2 «проска­
кивает между известными точками оси х»^ Дальнейшее расширение
запаса чисел; вещественные радикалы произвольного порядка.

Вопрос о решении кубических уравнений. Доказательство того,
что кубическая парабола у = х3—4х—2 «проскакивает между точ:
ками оси х» (неприводимый случай решения кубического уравнения).
Необходимость пополнения запаса чисел.

Снова вопрос о решении квадратных уравнений. Комплексные чис­
ла. Геометрические интерпретации комплексных чисел — комплексные
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числа как точки плоскости; комплексные числа как операторы поворот­
ного растяжения. Формула Муавра и задачи на комплексные числа.

Снова вопрос о решении кубических уравнений; формула Кардано.
Еще одно расширение множества (вещественных!) чисел — комбинации
комплексных радикалов. Вопрос о решении уравнений 4-й степени.

Уравнение 5-й степени. Доказательство того, что парабола
у = хз —4х —2 «проскальзывает между известными точками оси х».
Необходимость нового расширения множества чисел. Всевозможные
корни всевозможных алгебраических уравнений.

Другой подход к «числам»— бесконечные десятичные дроби. Но­
вое расширение множества чисел — доказательство того, что число

ео

0, 1100010000000000000000010000. (= ый(10-7! ) не являетсяИ—

корнем никакого алгебраического уравнения.
Иное расширение понятия числа — кватернионы как операторы

поворотного растяжения в плоскости и в пространстве. Геометрическая
теория кватернионов. Кватернионы и векторы; операции векторной ал­
гебры в пространстве; задачи. Теорема Фробениуса.

Еще одно расширение понятия о числе — комплексные числа на
плоскости. Дуальные числа и двойные числа. Геометрическая интер­
претация дуальных чисел (как направленных прямых плоскости). Гео­
метрические приложения дуальных чисел. Понятие о теореме Гурвица
и ее обобщениях.

[Разумеется, и в случае этой, сугубо «теоретической» направлен­
ности работы кружка довольно много материала оставлялось для са­
мостоятельных упражнений участников секции.]

В заключение следует остановиться на вопросе о влия­
нии кружков и олимпиаддруг на друга. Основным здесь
является следующий вопрос, который часто задают учи­
теля и школьники: имеет ли школьник, не занимавшийся
в кружке, сколько-нибудь серьезные шансы оказаться
победителем олимпиады? На этот вопрос может быть только
один ответ: да, безусловно имеет. Среди победителей олим­
пиад всегда встречалось немало школьников, ранее не
являвшихся «кружковцами». Многие из участников и по­
бедителей олимпиады на следующий год приходят в кру­
жок, а затем участвуют в олимпиадах уже как «кружков­
цы». Разумеется, систематическая работа в кружке, при­
обретенные в нем математическая культура и навыкире­
шения задач оказываются очень полезными для участия
в олимпиаде,

Конечно, руководители секций очень «болеют» за своих
учеников и гордятся их успехами на олимпиаде. Секции
даже соревнуются между собой, сравнивая успехи своих
участников. Надолго запоминаются «рекорды» секций,
подобные достижениюсекции Шклярского на ПУ
олимпиаде или достижениюсекции Е. Б. Дынкина,
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участники которой получили на [Х олимпиаде три первые
премии. (Все три призера, Ф. И. Карпелевич,
В. А. Успенский, А. А. Юшкевич — ныне из­
вестные советские математики.)

Московские математические олимпиады

Если кружок привлекает к систематической работе
200—300 московских школьников, То число участников
олимпиады значительно больше. Бывали годы, когда на
1-й тур олимпиады приходило до 2000 участников (а в те­
кущем, 1964 году число участников превзошло 4000!).
Внешняя форма проведения олимпиады почти не измени­
лась со времени 1-й олимпиады, происходившей в 1935 году.
Олимпиада проводится в два тура, по воскресеньям в конце
марта — начале апреля. 1-й тур является отборочным.
На нем каждому из участников предлагаются 4—6 сравни­
тельно несложных задач, причем участники уведомляются
о том, что решениедвух из этих задач`вполне достаточно
для прохождения во 2-й тур. Через неделю после 1-го
тура олимпиады производится разбор предложенных за­
дач с указанием различных решений и типичных ошибок и
объявляются результаты тура. Еще через неделю происхо­
дит 2-й тур, на который приглашаются все успешно прошед­
шие первый тур (обычно 30—50% участников первого тура).
Впрочем, особые «строгости» допуска ко 2-му туру не со­
блюдаются: в отдельных случаях школьники, «провалив­
шиеся» на |-м туре, допускаются, по их желанию, к уча­
стию во 2-м туре. Задачи 2-го тура уже значительно слож­
нее задач 1-го тура. Для решения задач как 1-го, так и
2-го тура учащимся отводится 4—5 часов. Наконец, через
неделю после 2-го тура проводится заключительное за­
седание, обставляемое с особой торжественностью. Для
разбора задач на нем привлекаются крупнейшие москов­
ские математики. Почти традиционным является участие
в разборезадач академикаА. Н. Колмогорова.
После разбора задач все участники приглашаются в большой
зал, где председатель оргкомитета приветствует победи­
телей, затем выступают ученые и представители обществен­
ности МГУ. Наконец, под громкие апплодисменты побе­
дители один за другим выходят к столу президиума и по­
лучают грамоты и премии. Как и на первой олимпиаде,
премии представляют собой математические библиотечки,
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Одним из организаторов школьного математического кружка при МГУ
является член-корреспондент АН СССР, профессор И, М. Гельфанд.

На этом енимке он приветствует победителей ХУПолимпиады.

иногда настолько большие, что увенчанному премией по­
бедителю бывает нелегко пожать протянутую ему руку
председателя. Многие книги имеют дарственные надписи
авторов. По традиции сначала вручаются премии учащимся
младших классов, а потом — более старшим школьникам.

Основное изменение в ‘форме проведения олимпиады
заключается в том, что начиная с УТ олимпиады(1940 г.)
учащиеся разделялись на два потока: отдельно соревно­
вались учащиеся УПЬ—УПГ классов и отдельно — стар­
шеклассники. Начиная с ХУ олимпиады(1952 г.) соревно­
вание проводится по каждому классу в отдельности. По
существу же предлагаемых задач олимпиады изменились
за прошедшие десятилетия весьма значительно — задачи
2-го тура [ олимпиады бесспорно легче задач даже 1-го
тура последних олимпиад. Среди задач олимпиадынеодно­
кратно встречались и очень трудные; тем не менее почти
всегда каждая задача получала хотя бы одно решение;
Московские математики утверждают в шутку, что единст­
венная надежда получить доказательство знаменитой ве­
ликой теоремы Ферма, над которой математики бьются
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Увенчанному премией победителю подчас нелегко пожать руку
председателя оргкомитета! Первую премию получает Сережа

Гельфанд (1958 год).

несколько столетий, — предложить эту проблему в ка­
цестве одной из задач школьной математической олимпиады.

За последние годы чаще всего присуждаются 4—6 пер­
вых премий (по разным классам), вдвое болышее число
вторых премий и втрое большее число третьих премий.
Кроме того, выдается несколько десятков похвальных
отзывов. Число премий никогда заранее не предопределяет­
ся и от одной олимпиады до другой может колебаться.
Бывали случаи, когда старшеклассники не получали ни
одной первой премии, иногда число первых премий было
больше числа вторых премийи т.д.

Нередко бывает, что уверенные в своих силах школь­
ники изъявляют желание участвовать в олимпиаде не по
своему классу, а по старшему. Таким желаниям по тради­
ции не препятствуют. Так, вместе с семиклассниками не­
однократно участвовали в соревновании и ученики шестого
класса. В 1959 году ученик УТ класса Дима Каждан по­
лучил на олимпиаде 2-ю премию по восьмым классам; в
том же году единственная |-я премия по десятым классам
была присуждена девятикласснику Саше М утылину,
приехавшему для участия в олимпиаде из Киева.

Остановимся еще на ряде вопросов, связанных с работой
оргкомитета олимпиады. Огромная работа по подготовке
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и проведению олимпиады целиком проводится «за закрыты­
ми дверями» и скрыта от взоров непосвященных. Учащиеся
и учителя даже не подозревают, сколько сил вкладывают
студенты-энтузиасты в это большое дело. Председателем
оргкомитета традиционно является один из профессоров
университета (см. приведенную таблицу); членами орг­
комитета — в основном, руководители секций кружка, сту­
денты и аспиранты.

Работа оргкомитета начинается составлением сборника
подготовительных задач. Первый такой сборник был вы­
пущен уже в 1935 году. В этих сборниках за годы прове­
дения олимпиад было опубликовано несколько сотен
задач, значительная часть которых в настоящей книге
впервые предлагается вниманию широкого круга читателей.
Дело в том, что сборники даже в последние годы издава­
лись тиражом всего 2—4 тысячи экземпляров, причем они
не поступали в книжные магазины, а довольно случайным
образом распространялись на консультациях между учи­
телями и учащимися. Кроме того, по традиции в каждом
следующем сборнике большинство задач обновлялось. Бо­
лее или менее полные комплекты подготовительных сбор­
ников задач за все годы сохранились лишь у нескольких
энтузиастов школьного математического кружка и москов­
ских математических олимпиад.

Несмотря на то что на всех секциях кружка предлага­
лось много разнообразных задач, составление сборника
подготовительных задач всегда было делом весьма слож­
ным. Помимо традиционного требования новизны, на за­
дачи, печатающиеся в подготовительном сборнике, накла­
дывалось еще одно существенное условие: эти задачи не
должны были походить на (не известные заранее!) зада­
чи будущей олимпиады. Иначе говоря, члены оргкомитета
должны были подобрать несколько десятков задач для
подготовительного сборника и, кроме того, около 40 задач
для олимпиады, причем все эти задачи должны были
иметь различный характер. Ясно, что вся эта болышая
работа была бы не под силу нескольким членам оргкоми­
тета (обычно 10—12 человек), если бы не помощь многих
десятков студентов, аспирантов и преподавателей универ­
ситета, всегда с большой готовностью откликавшихся на
призыв оргкомитета.

Составление подготовительного сборника являлось пер­
вым этапом подбора задач для олимпиады. Уже в процессе
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Номер
олимпиады Год Председатель оргкомитета1 1935| П.С.АлександровП 1936| Н.А.ГлаголевШ1937| А.Г.Курош[У 1938| А.Н.КолмогоровУ 1939| Л.А.Люстерник\У11940| Л.С.ПонтрягинУП1941| А.О.Гельфонд

У\УШ 1945*| И. М. ГельфандХ 1946| С.А.ГальпернХх1947| И.Г.ПетровскийХ11948| В.В.НемыцкийХИ1949| А.И.МаркущевичХх1950| М.А.КрейнесХУ1951| Б.Н.ДелонеХУ1952| Д.Е.МеньшовХУ1953| П.К.РашевскийХУП1954| Г.Е.ШиловХУШ1955| С.В.БахваловХХ1956| Е.Б.ДынкинХХ1957| О.А.ОлейникХХ]1958| В.Г.БолтянскийХХ1959| Е.М.ЛандисХХШ|1960| И.Р.ШафаревичХХУ 1961| В.А.ЕфремовичХХУ1962| Н.В.ЕфимовХХУ!1963| А.Н.КолмогоровХХУП1964| И.Р.Шафаревич
*) Вгоды" Великой‘Отечественной войны московские математики

провели -несколько олимпиад в: Ашхабаде и Казани.

37



составления сборника некоторые задачи «засекречивались»;
при этом все близкие к ним по идее задачи безжалостно
изгонялись из подготовительного сборника. Те же сообра­
жения конспирации заставляли полностью отстранять от
предолимпиадских консультаций не только всех членов орг­
комитета, но и студентов, предложивших задачи, сохраняе­
мые для олимпиады. Разумеется, это не было актом недове­
рия к студентам: опасность, которую старались предупре­
дить, заключалась не в том, что студенты проболтаются
или сознательно сообщат задачи знакомым школьникам,
а в том, что они могли машинально сообщить задачи и идеи,
родственные темам засекреченных задач. Укажем также,
что учителя московских школ, тесно связанные с участ­
никами будущей олимпиады, никогда не привлекалиськ со­
ставлению задач для сборников и для олимпиады.

При всей огромной помощи окружающих составление
и отбор задач самой олимпиады представляет собой одну
из самых трудных частей работы оргкомитета. Этому по­
свящается целый ряд заседаний, затягивающихся нередко
на много часов. Члены оргкомитета спорят до хрипоты,
задачи на глазах меняются до неузнаваемости; иногда
две-три, казалось бы, совершенно разные задачи объеди­
няются в одну, идейно более сложную, иногда же, напро­
тив, одна задача распадается на две-три.

Большое огорчение причиняют ежегодно встречающиеся
случаи, когда замечательная, по общему мнению, задача
с восторгом передается студентами друг другу — и, когда
она доходит до оргкомитета, оказывается, что ее знают
слишком много лиц. Несмотря на полное доверие к студен­
там, в таких случаях задача не может пойти на олимпиаду.
Скрепя сердце, приходится включать задачу в состав
подготовительного сборника. Примерами могут служить
задачи 23 (стр. 113) или 80 (стр. 120), не включенные в
состав задач олимпиады лишь потому, что придумавшие
их студенты не смогли удержаться от искушения рассказать
красивую задачу товарищам. Когда с задачами для олим­
пиады бывает особенно «туго», разрешается одну и ту же
задачу (или родственные задачи) предлагать параллельно
учащимся разных классов. Примеры этого читатель обна­
ружит в приводимом в этой книге списке задач олимпиад.

Помимо требований яркости, идейной содержательно­
сти и безусловной новизны, предъявляемых к каждой от­
дельной задаче олимпиады, весьма серьезные требования
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предъявляются ко всему ансамблю задач в целом. Задачи
должны быть достаточно разнообразными как по форме,
так и по лежащим в основе их решения идеям. Естественно,
что из наиболее удачных задач, отобранных для олимпиады,
более легкие предлагаются для 1-го тура, а более сложные
сохраняются для 2-го.

Ясно, что составление новых оригинальных и интерес­
ных задач из года в год становится все более трудным
делом. Возможно, этим отчасти объясняется тот факт, что
трудность задач олимпиады неуклонно возрастает.

По мере приближения |-го тура задачный ажиотаж
все более увеличивается. Нередко окончательный список
задач оказывается утвержденным лишь за 1—2 дня до
тура. Наконец, задачи составлены, мехматские машинистки
под строгим надзором сразу нескольких членов оргкоми­
тета перепечатывают задачи, которые тут же заклеиваются
в конверты, скрепленные большими сургучными печатями.
Затем все это богатство (включая отобранные у всех членов
оргкомитета черновики) торжественно заключается в сейф.

Наступает момент торжественного открытия олимпиады.
Еще накануне члены оргкомитета проводят сложную на­
учно-исследовательскую работу по статистике русских
фамилий. Дело в том, что каждый год администрация
университета выделяет для олимпиады много аудиторий,
которые, однако, не одинаковы по размерам. Здесь и по­
могает статистика, руководствуясь которой члены оргко­
митета распределяют аудитории, указывая первые буквы
фамилий тех школьников, которые в этих аудиториях
будут решать задачи. Заранее изготовляются аккуратные
таблички, например:

Х кл. УПкл. [Х кл.

А—В П, У сС—Щ, ЭЮ,Я

и т. д., которые к моменту прихода школьников в универ­
ситет уже висят на дверях аудиторий. На одной из ауди­
торий по традиции вывешивается особенно аккуратно вы­

писанная табличка |Ы — это комната членов оргкоми­
тета, которые не опасаются, что их потревожат школьники,
поскольку фамилий, начинающихся на букву Ы, не бы­
вает. Здесь перед началом олимпиады проходит инструк­
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таж всех студентов и аспирантов, обслуживающих олим­
пиаду; здесь` же решаются возникающие вопросы‘Ит. д.
Это — штаб олимпиады.

После краткого напутственного слова председателя
оргкомитета школьники расходятся по указанным ауди­
ториям, и там проводящие олимпиаду студенты взламывают
печати на конвертах с задачами и переписывают условия
задач на доске. Олимпиада началась.

Олимпиаду обслуживают до сотни дежурных-студентов,
которые помогают разойтись по аудиториям, сидят в ауди­
ториях (отвечая, если нужно, на вопросы в заранее пре­
дусмотренном оргкомитетом объеме), следят за тем, чтобы
коридоры и туалетные комнаты не превращались в дис­
куссионные клубы участников олимпиады.

Завершается первый день олимпиады общим собранием
——_——_

руководителей в комнате |Ы|, где собранные работыраспре­
—ы—ы—ы

деляются между студентами для проверки. Проверка работ
составляет самую ответственную часть работы оргкомитета.
Проверяющие работы студенты разбиваются на отдельные
группы («кусты»), в каждой из которых назначается
ответственный. ГПосле обсуждения результатов проверки
по «кустам» состоится общее собрание оргкомитета, на
котором окончательно фиксируются результаты 1-го тура.
Оценка работ производится по сложной системе,. количество
баллов в которой трудно установить. Вот типичные оценки,
которые проставляются отдельно по каждой задаче:

0 — задача не решалась;
— — задача не решена или решена неправильно;
—? — решение неверно и содержит очень грубые

ошибки;
— задача не решена, но в черновиках или чисто­

(или =) вой работе обнаруживаются некоторые разум­
ные соображения;

— задача полностью не решена, но подход к
решению правилен;

— задача решена не полностью;
— задача решена; решение содержит мелкие про­

пуски или дефекты;
— задача полностью решена;
— решение задачи содержит неожиданные(иног­

да даже заранее непредвиденные оргкомите­
том) яркие идеи.

—+ан+
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Иногда используются и другие оценки (например !/.).
Следует отметить, что оценка (!} еще не свидетельствует
о решении задачи; например, часто ставятся оценки —!,
=, =! и т. д. Однако даже оценка —! сильно увеличивает
шансы участника на прохождение во 2-й тур или получе­
ние премии.

Совершенно аналогично проводятся 2-й тур олимпиады
и обсуждение его результатов, завершающееся присужде­
нием премий. Однако, если обсуждение результатов 1-го
тура проходит довольно быстро и имеет относительно
академический характер, то ко 2-му туру страсти нака­
ляются, заседание длится до ночи (иногда и переносится
на следующий день), а стены комнаты | Ы| содрогаются
от эмоций членов оргкомитета. Ведь на олимпиаде (в отли­
чие, скажем, от школьной контрольной работы) учиты­
вается не только количество решенных задач, но и общая
математическая одаренность учащегося — вещь довольно
деликатная, которую одни члены оргкомитета видят в од­
ном, а другие — совершенно в другом.

При обсуждении результатов 1-го тура основное за­
ключается в том, чтобы отсеять участников, совершенно
не подготовленных (не обязательно ‘по причине слабых
знаний, но, возможно, по причине недостаточной мате­
матической культуры или отсутствия тренировки), не
утеряв при этом никого из способных школьников. Поэтому
отбор участников для второго тура проводится достаточно
либерально. Более того, нередко члены оргкомитета, хо­
рошо знакомые по кружку с математическими данными
некоторых школьников, на свою ответственность ставят
вопрос о допуске их во 2-й тур, несмотря на сплошные
минусы в работе |-го тура. Бывает также, что тот или иной
член оргкомитета заявляет, что в определенной работе
он усматривает способность математически мыслить, и по­
тому просит допустить ее автора (не решившего, быть
может, ни одной задачи) на 2-й тур. В таких случаях по­
ложительное мнение даже одного члена оргкомитета обычно
считается достаточным основанием для допуска ко 2-му
туру. Достаточным основанием считается иногда и просьба
«провалившегося» в 1-м туре школьника.

Гораздо более сложное положение создается при об­
суждении работ 2-го тура. Каждую сколько-нибудь инте­
ресную работу 2-го тура читают обязательно несколько
членов оргкомитета; работы, выдвигаемые на премии или
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на похвальный отзыв, а также все спорные работы, как
правило, читают все члены оргкомитета. При присуждении
премий учитывается все: правильность решения, четкость
математической мысли, оригинальность решения, закон­
ченность и полнота проведенного исследования, характер
изложения «тонких» мест и т. д. Однако почерк и акку­
ратность расположения материала, а также внешнее оформ­
ление работы никогда не учитываются. Особенно
большое значение придается нестандартным рассуждениям,
неожиданным решениям, своеобразному толкованию усло­
вия задачи. Ясно, что разнообразие предъявленных к ра­
ботам требований делает оценку каждого отдельного члена
оргкомитета довольно субъективной и лишь коллективный
характер процедуры присуждения премий обеспечивает
правильность и объективность окончательного решения.

Стремление к объективности и высокая сознательность
членов оргкомитета приводили иногда к прямым курьезам.
Укажем только один случай. На ХХ Голимпиаде проверяю­
щие представили к первой премии работу десятиклассника
Миши Хазена, решившего четыре задачи из пяти (на 2-м
туре). К несчастью, сестра Миши, студентка Лида Хазен
являлась членом оргкомитета. Она авторитетно заявила,
что Миша знал решение одной из пяти задач еще до олим­
пиады (хотя решил ее сам), что он вообще не собирается
поступать на мехмат и поэтому никакой 1-й премии ему
давать нельзя. Долго члены оргкомитета убеждали Лиду
в том, что включение известной задачи в состав задач олим­
пиады — вина оргкомитета, а не Миши, что «случайное»
родство Миши с одним из членов оргкомитета, благодаря
чему известно, что он знал и чего не знал, не должно ста­
вить его в более жесткие условия по сравнению с другими,
что вопрос о поступлении в университет не должен учиты­
ваться, что, вообще, мы обсуждаем работу, а не ее автора
и т. п. Ничего не помогало. Бедная девушка чуть не рас­
плакалась и только демократическая процедура голосо­
вания (вероятно, через час-полтора после начала дебатов!)
заставила Лиду смириться.

Бывали случаи, когда первую премию (!) получали
учащиеся, не решившие полностью ни одной задачи. На­
пример, на [Х олимпиаде 1-я премия была присуждена
ученику Х класса Эрику Балашу. Все отведенное
для проведения олимпиады время Эрик потратил на ре­
шение одной задачи;
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Дан ряд чисел

0, 1,1, 2,3, 5, 8, 13, 21, 34,

в котором каждое число, начиная с третьего, равно сумме
двих предыдущих. Найдется ли среди первых 100000001
цленов этого ряда число, оканчивающееся четырьмя нулями?

Члены оргкомитета предполагали, что школьники бу­
дут решать эту задачу с помощью сравнительно несложных
соображений, связанных с так называемым «принципом
Дирихле» (см. стр. 14). Совсем по-другому подошел к этой
задаче Балаш. Он поставил своей целью дать полное иссле­
дование, т. е. указать номера всех тех членов ряда, кото­
рые оканчиваются четырьмя нулями. Для этого он развил
целое арифметическое исследование, которое не сумел
(или не успел) довести до конца. Эрик правильно указал,
что первым оканчивающимся четырьмя нулями является
член с номером 7501, и указал закон повторяемости таких
членов в дальнейшем. Решение получило оценку -! и,
несмотря на то, что Балаш к решению остальных задач
и не приступал, он получил [-ю премию. (Сейчас Э. Ба­
лаш — аспирант Московского пединститута имениВ. И. Ле­
нина.)

Не менее поучительным является случай, произошед­
ший на УПГ олимпиаде. На 2-м туре учащимся УП-УШ
классов была предложена следующая задача:

Вершины А, В и С треугольника АВС соединены с точ­
ками А, В:, С., распо­
ложенными на противопо­
ложных сторонах (но не в
вершинах, рис. ХУЙ. До­
казать, что середины от­
резков АА, ВВ., СС, не
лежат на однойпрямой.

Члены оргкомитета счи­
тали эту задачу сравни­
тельно нетрудной. В са­
мом деле, середины М, Рис. ХУТ
№, Р указанных отрезков
принадлежат средним линиям РЕ, ЕЁ, ЕР треугольника
АВС и притом не совпадают с вершинами треугольника
РЕГ. Остюдаи вытекает требуемое утверждение: ведь ни­
какая прямая, не проходящая через вершины треуголь­
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ника, не может пересекать все три его стороны’(а не их
продолжения).

Последнее обстоятельство, по мнению членов оргкоми­
тета, следовало считать очевидным. Однако, участник олим­
пиады, восьмиклассник Юлик Добрушин (ныне из­
вестный советский математик, доктор физико-математиче:
ских наук Роланд Львович Добрушин), дописав решение
до этого места, добавил: «Я долго пытался доказать, что
прямая не может пересекать все три стороны треугольника
во внутренних точках, но не смог этого сделать, так как
с ужасом понял, что я не знаю, что такое прямая! За это
чистосердечное признание в «неумении» решить задачу
Добрушин и был увенчан первой премией. Членыоргко­
митета, вероятно, лучше чем он сам, понимали смысл его
последней фразы: ведь в современной геометрии ответ на
вопрос, что такое прямая, дается лишь перечислением ее
свойств, среди которых обычно фигурирует свойство,рав­
носильное невозможности пересечь все три стороны тре­
угольника.

Примеров такого рода было очень много. Отметим еще,
что редко встречались школьники, которым удавалось ре­
шить на олимпиаде все задачи 2-го тура. Иногда орг­
комитет даже запрещал школьникам браться за все задачи,
рекомендуя им тем самым работать более сосредоточенно
и не разбрасываться. Впрочем, это запрещение не всегда
помогало: победитель УП, УПТ, [Х и Х олимпиад Леша
Филиппов (ныне доцент МГУ, Алексей Федорович Фи­
липпов) на одной из олимпиад решил — вопреки запрету —
все задачи 2-го тура и затем тоненько перечеркнул акку­
ратно написанное решение одной из задач, чтобы к нему
«не придирались», но при этом, чтобы все можно было про­
честь! Систематически решали на олимпиадах все задачи
второго Тура школьники Саша Вентцель и Иосиф
Берштейн (сейчас Александр Дмитриевич Вентцель—
известный математик, предподаватель МГУ; Иосиф Берн­
штейн — студент мехмата МГУ)­

Слово к школьнику.

Эта книга в основном посвящена московским матема­
тическим олимпиадам. Каждая олимпиада — это состя­
зание (в данном случае в решении трудных математических
задач). Как и на всяком состязании, здесь бывают победи­
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тели, но большинство участников не получает призов.
Однако в отличие от рыцарских турниров на математиче­
ских олимпиадах не бывает побежденных: выигрываютвсе.

В самом деле, ты школьник УП (может быть УШ
или [Х) класса, ранее не участвовавший в математических
олимпиадах. В школе ты привык решать довольно стан­
дартные задачи, бесспорно полезные, но очень далекие от
переднего края современной математической науки; слы­
шал, конечно, о выдающихся ученых и их открытиях,
но о том, что собой представляет современное математи­
ческое творчество, ясного представления у тебя нет. И вот,
ты пришел на олимпиаду. Задачи, которые тебе предло­
жили, совершенно не похожи на привычные школьные
задачи. Их новизна и неожиданность в значительной сте­
пени связана с тем, что они одухотворены свежими идеями
современной математики, и каждая из них — это малень­
кая научная работа. Уже само содержание этих задач
открывает перед тобой новые горизонты. Даже если ты не
добьешься успехов и не решишь ни одной задачи, — зна­
комство с их решениями (услышанными от товарищей
или на разборе задач) принесет много пользы. И если за­
дачи олимпиады и их решения заинтересовали тебя, то,
даже в случае неуспеха на олимпиаде, тебе есть прямой
смысл подумать о том, не является ли математика твоим
призванием и будущей специальностью. Ведь каждый год
на Московской математической олимпиаде выдается всего
20—30 премий по всем классам; если добавить сюда и
школьников, получившихпохвальные отзывы, то это число
увеличится до 50—80. Между тем на механико-математи­
ческий факультет одного только Московского государствен­
ного университета сейчас ежегодно принимается свыше 400
студентов. Ясно, что среди них, решивших сделать мате­
матику своей будущей специальностью, многие не участ­
вовали, а многие и «провалились» на олимпиадах.

Говоря языком, привычным для математиков, успех
на олимпиаде, как правило, является достаточным усло­
вием для возможности в дальнейшем работать в области
математики, но это достаточное условие отнюдьне является
необходимым. Мызнаем видных математиков, в свое время
не добившихся никакого успеха на олимпиаде. Ведь на
олимпиаде могут помешать и ограниченность времени,
и напряженная атмосфера соревнования, и многое другое
из того, что в дальнейшей работе будет отсутствовать.
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Одним словом, не получение премии или отзыва, а проявив­
шийся интерес к задачам олимпиады и их решениям —
вот тот критерий, которым ты должен руководствоваться.
И если такой интерес проявился, приходи на занятия
кружка, приходи учиться на мехмат.

Ноесли успех на олимпиаде совсем не является необходи­
мым условием для возможности успешной работы в обла­
сти математики, то есть одно условие, совершенно необхо­
димое. Для того чтобы успешно заниматься математикой,
нужно желание много, очень много работать. Никакие,
даже самые выдающиеся способности не могут заменить
систематической упорной работы. Каждый результат, каж­
дая «теорема», найденная специалистом-математиком,—
это сотни и даже тысячи (!) часов работы. Математик рабо­
тает не только за столом учреждения — он работаети дома,
и нередко на прогулке; случается, что нужные мысли при­
ходят в голову во время киносеанса или дажево сне. Твор­
ческая работа специалиста-математика — это упорный и
нелегкий повседневныйтруд, но это в то жевремя и огром­
ное счастье.

И если ты подумываешь о том, чтобы стать математиком,
начинай вырабатывать упорство и трудолюбие уже сейчас,
читая эту книгу. Ко всем задачам подготовительного сбор­
ника приведеныв конце книги указания или ответы,а мно­
гие задачи олимпиады снабжены подробными решениями.
Не спеши заглядыватьв них! Не жалей потратить несколько
часов или даже дней на одну задачу, и лишь если упорные
раздумья не приводят к цели, загляни в ответ или решение.

Желаем тебе успехов.
В. Г. Болтянский

И. М. Яглом.
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ЧАСТЬ 1

ПОДГОТОВИТЕЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ

В задачах раздела А приняты следующие обозначения:

[х] — «целая часть х» — наибольшее целое число, не превосходя­
щее х; так, например,

[5] = 5, [1,5] = 1, [3/4]=0, [-—1,5] = —2 ит. д.
п!=1.2.3..... (п — 1).л (читается:«п-факториал»;

п — натуральное число).

По определению, Ш = 0! =1;

(21)!=2.4.6..... (2—2). 2п;(2141)!=1.3.5.... (1—1)(28+1.
В $4 имеются в виду действительные решения систем уравне­

НИЙ.

В задачах 55 8, 9, если не оговорено противное, предполагается
десятичная запись чисел. Вообще, о различных системах счисления
см. т. [ «Энциклопедии элементарной математики».

Задачи $$ 5 и 6 раздела Б (геометрия) должны быть решены, как
обычно, с помощью циркуля и линейки — кроме задач «с ограничен­
ными средствами». О том, какие построения можно производить раз­
личными инструментами (односторонней линейкой, угольником и т.п.),
см. т. ТУ «Энциклопедии элементарной математики».

В разделах А и Б задачи каждого параграфа распределены по
классам обучения, а внутри каждого класса — в порядке возрастания
их трудности.

Однако учащиеся младших классов могут не ограничивать свои
интересы одними только «своими» задачами; старшеклассникам же про­
сто рекомендуется порешать задачи, данные для учащихся
младших классов,

сл =



А. АЛГЕБРА

8$1. Доказательство тождеств

Доказать тождества:

Классы р. | НН —[= |СныЕ| «Иурт-ут-УЗнУ
классы

и У5—3+2У5_ УБ+!ИБ 3—2И5 УБЕ

Хх 1060 хкласс4.тьх =|]--105.6.о
5 99110 2ят 70°= 1.

6. С" -- 20 + СН = СЪ.

$ 2. Суммирование конечных последовательностей

Доказать тождества:ХИ
классы Ь

1 11 1

о 3 + в. хн— 1061х ‘класс
1

9. 109,2105,4 - 105,4105,8 =.

105. 2—1 105, 20 — п 105.2).

1 1 1 _ 110.оф +ии
1 ]=иг иго+ т



]. 1+) +++
1 1 1Итича + +=.

25 4"12.с0$р +603| —-...­
с0$ 21 п 1тго 2"
13.тт т. АТ ==тЪ--1 2т-1 2т -- 1

_ Ут -1
= бт —

14.С —тия =Ст—...+
т т!2т

+ (- 0”утгСя= (т ТУ!
15.агсф3 - агсфо5 + ...

-- агсс45м + 1)= аге 2+сс _ -­
- агс!е=

16.(ся+р +а Сэ».
Вычислить суммы:

ссы 17.го т :.3. ТтеЕоклассы

а
18позатаза кт
п(п-- 1)п--2) п-3)

Е
19. тэ+з. 5 т Т@-пеыи.

—­

21.|2. м1
53



класс " №
1 2

5
23.т т 9+... ++Пр

(р— 1)!

24. а- (а-- а)в - (а- 24)92+... +
(а- па)д".

25. х-- 2х21 Заз... пхп.
26.пх(п По-...2-м.
27.1 27-0 а... п. 9+(п1).
28.НИ... +1...Ё.

п единиц

29.1.2.24 2.3. 2"1 -...
+ п(п-+1)2-(+1) ("+2).

30. япф-- зт 2%|... | зтяф.

31. с0зф -{-с052‹ф-... - созп $.
32.по -- 25т2>-... + пзтл.
33. 1- С. с08< ++С®со р --...-- Слсозпф.
34.СаСЕ-- СС... + СЕС,

8 3. Доказательство неравенств

Доказать неравенства:
УИ—Х 35. аа-- 65с< 06,если а, В, с, а>0,а с--а<а с+та<ё.

36. х2-- у -|- 22> ху- хг + уг.

37.яние, еслихи а=1.
38.2, еслиаб̀ ›>0.
39.жд... <



140.5-< 1+и += + --"Г <.
1 1 1 ]9195 + Тит
1 342.У аг+яя+ а <-4.

УП—Х 43. —1<а16, + а.6, +... + а,6, < 1, есликлассыР.И. НЬ
44. (1+ а,)(1 +а,). „И-а,)>2

еслиаа. ‘-а =, а,,а, а, >>0.
145.“+“>—›еслиа6> 1.

х 46. |105,6|+ |105,а] > 2
класс

1

47. 105.п + вкз?
48.Шт(+ т +++) <3.п->®

49.2(УП 1—1)<1+ —= Ч

тут Зуя <?У"2 3 5+++ и+в+..+
+“ < 2;здесьа,= ара@,
Ю— 3, 4,

1 1 151.1Зара + г <^.
50.Е. а >Иаа: ‘а

где а; > 0, = 1, 2, п.
]53.(аНа,+ ча(++ +

+) = гдеа,>0, Е=1, 2, п
54. | ча-- 42+ а” п 1ара „ай > ‚еслиа>0.
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па: -- т ао- ...-- ЗП9
с0$ @1-- С0$ @о-- ... Е с0$ ап

еслиОХа<< „<<.
56. 2! 4! 6! ‚ (21)! > ((®-- 1)!)”.

57.48 >1- с, если0<еФ<>- —

55. ва < <а,

- с0$ Ка с0$ (3 — с0$ [а с0$ #3 о |.58. рен 5 @—л}
Е, [ — целые числа, а == + В-| 2им.

59. (п!)? >>1” при п > 2.

1ар ЬЯ 160.ар<т, если+ о =1,
а, 6, р, 9>> 0; числа р и д рациональны.

в. 2<(1+1) <3.

62.[< п!
63. (3и)! > из”.
64.(1 а,)(Та). ‘И-а,) <

$ $2 $7Иж +... +аргде5=
= а На +... На; а > 0, 1=1, 2, п.

8 4. Решение уравнений и систем уравнений

Решить уравнения:

| - Хх? 48 _ _Х 4х—х65.п)
классы

66. (ха) (х+2а (х- За)Х+ 4 = М.

67.[ИУуя—вИЯ т7) -+
+(Уужа—8х+И 7)=

х1 .—= 9 т 4.

06



1

х 68. 9 —бе = 4" 2.класс 69./97 —ХУх=5.(Найтивседей­
ствительные решения.)

70. |2|—2г=1- 24.
71. зпах —созбх = 2.

72. (15хп = (се хз *.

Решить системы уравнений:
Гм _

| | зу =“,
УП —Х
классы 73. ее =, (абс= 0.)

2 __и =
[ 2х: — хо = 1,

—&1 -- 2х» — Хз — 1,
74. ` °а 2х,—=,

| —5 - 2% = |.
Ржу - Ха-- Жз= 0,

_Ха+ Хз- ха = 0,

75. |
Хов- ХооЕ Хо = 0,
Хо-- Хлоо-- Х, = 0,

‚ Алоо- 1 - х. = 0.

ха Е №- ... - Хо ==0,
2х, + ...- 100х= 0,

76. 1 ж - 2х. +... - 1002ху = 0,

| 21%х, +... - 100100ху =
| —5|=],

т. | + У— 5,у=б-+|х— 1
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х—х хи+а 25,классы78.) у(х-г)=10,
г(х + и)=
хНуи—2=Т7,19.1 №-у—22=37,
хз- и —23=].
х8 — 3 = 19 (х—

80, | у («— 9,ж 3=7(хУ).вИ
ху- 4? = 115.

$2.У Чи"= 133,ж—ху =7.
и ху 1Тя ‘та,

83. и — ]+ ст.
2__ — ио=а,Гл— уг=а,ихРОВ,84.а)} у?—х2=6,6)о.

г”—ух = с. их оу —С,их-|- 9уз3=а
ху = а?,

х 85. | о 5
класс (15 х)? -Р (16 и)? = 5 (в а?)*.$6а

| яп2х -- чт ду = эп 8%.

Решить в целых числах уравнения:

УП —Х
классы 87‚ Лу=х-У.

88. ИН --... НХ!= и?.х-у
89.2буи
90. ра ри -Е 497—ра" =2 (р, 9, Г> 0).
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УШ — Хклассы 91.Иа + =иг.вУЕ+И
93. 3%— 25 = |.

/“

8 5. Исследование уравнений, систем уравнений
и неравенств

У5.
Х

класс

УШ—Х 94. а, 6, с, 4 — положительные числа.
классы Если система

ах —бух 0,

х>0,
у>0

имеет решение, то выполняется условие
аа—< 0. (2)

Обратно, если выполняется условие (2), то система (1)
имеет решение. Доказать.

хх | 95. Решить неравенство|9т х|> | с0$х|.классы
-— 96. Доказать, что уравнение

(1х—6,7 (ах —6+ ... (ах —6,= 0 .
не может иметь двух различных действительных решений,
еслитолькоа?а + та =0.97.Доказать,чтоеслиуравнениевидаах“- 6х3
-|- сх?+ 6х - а=0 имеет корень т, то оно имеет ко­

]

рень т'
98. Доказать, что уравнение хз — рх -|- | =0 при р

целом и большем 2 не имеет рациональных корней.
99. Доказать, что если р и 4 нечетные, то уравнение

х10-- рх’-- 9 =0 не имеет целых решений.
100. При каких натуральных а и 6 корни уравнения

х2—ах та = 0 целые?
101. Доказать, что если уравнение ал? -- 6ху -{ су? =

—=22 (а, 6, с — целые) имеет ненулевое целочисленное
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решение, то оно имеет бесконечное множество попарно не
пропорциональных целочисленных решений.

102. Определить а так, чтобыодин из корней уравнения
15.и—ох-а=о

был квадратом другого.
103. р, Р:, р. — положительные числа, удовлетво­

ряющие условию рь-| р, -- р, =1. Если уравнение

Ро-- Вах -- 2%? = х (1)

имеет корень х., удовлетворяющий условию

О<ж< 1, (2)

то выполняется неравенство

р: + 2р. > 1. (3)

Обратно, если выполняется условие(3), то уравнение(1)
имеет корень х,, удовлетворяющий условию (2). Доказать.

104. Найти уравнение с целыми коэффициентами, имею­
щее корень х, = У? -|- УЗ.

105. Даны два уравнения:

а) х?—ах 1=0, 2 —х-а=0.
Определить все значения коэффициента а, при которых
эти уравнения имеют хотя бы один общий корень.

6) Определитьа так, чтобы уравнения 2 {+ха = 0,
х? Тах + 1=0 имели общий корень.

106. Каждое из чисел х,, х., .... х. может приниматьдвазначения0и 1 независимоотдругих.Существуютли
такие числа а, каждое из которых должно быть равно
нулю или. единице, чтобы при любых целых неотрицатель­
ных61, 6, р, система уравнений

ал Аа-- Чл» -- ... | @1Х7= в,
ах -- азехь-[ ... Е ЧаХа= 6,

| азаА:-- а: Х,|... + @5оАа= 6

имела не более одного решения?
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—— 107. Сколько решений имеет уравнение
1х = 91х?

108. Доказать, что не существует таких
целых чисел х, у, 2, что х®-- у* = 2^, если 2>0, О<х<Е,
0< и<Е, Е— целое положительное.

109. Доказать, что уравнение х” -- у" = 2” не имеет
решений в целых положительных числах, если п>2 и

Х
класс

ак
У2—!

110. Если х., х, — корни уравнения х? — бх -- | = 0,
то х"-- хз при любом целом значении п является целым
числом и никогда не делится на 5. Доказать.

111. При решении квадратного уравнения х? | рх
-- 9 = 0 округлили свободный член 4 на 0,00001. Оценить,
насколько может измениться ответ.

112. Дано уравнение х, -| х» -|- -- х, = М, где М—
целое положительное число. Доказать, что число раз­
личных его решений в целых неотрицательных числах
равноСл,

113. Доказать, что при всех действительных о уравне­
ние(252—29-|- 1)28- (92—9-3) 2-3 (и — 9+ Па­
- © +2) =0 имеет корни 21, 2, 2. с отрицательной
действительной частью.

114. Доказать, что если п — нечетное число, большее,
чем 2,-то все корни уравнения

1с05п Х = —
п

иррациональны.
115. Доказать, что любая пара целых чисел х, у, удов­

летворяющаяодномуиз уравненийх - уу 5 = (9 +415)",
п =0; 1, -2, ..., удовлетворяеттакже уравнениюх? —
— 5/2 = 1, и обратно.

8 6. Многочлены

ун—х | 116. Многочлен а, -- ох --. азу - ваху +
классы |--452 ау?-- а.х“--азу"--ах? аи хуз-­

"= а1х3у не является произведением двух
многочленов, одного от х, другого ‘от у, если ниодин из
его коэффициентов не равен нулю. Доказать.
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117. а) Найти сумму коэффициентов многочлена, по­
лучающегося после раскрытия скобок и приведения подоб­
ных в выражении:

(1 — Зх - 252)?3. (1 -- Зх — 2х2)".
6) Доказать, что если у каждого из данных многочле­

нов сумма коэффициентов равна |, то и у многочлена,
являющегося произведением двух данных многочленов,
сумма коэффициентов равна 1.

| х 118. Доказать, что многочлен

класс (х—а) (&—6-1,
гдеаи 6 — целые числа, нельзя разложить в произведение
двух многочленов с целыми коэффициентами.

119. Доказать, что если имеет место тождествохттт... х-1=
==(хам т -... а,) (НЫхт-... ЕЫ)

и коэффициенты многочленов в правой части — неотрица­
тельные числа, то каждый из этих коэффициентов равен
либо нулю, либо единице.

120. Доказать, что при простом р многочленХРха. х-|
не разлагается в произведение многочленов с неотрица­
тельными коэффициентами.

121. Многочлен с действительными коэффициентамиахох с, а>0
имеет чисто мнимый корень. Доказать, что его можно пред­
ставить в виде

(Ах-- В)?-- (Сх+ 2),
где А, В, С, р — действительные числа.

122. Найти целое число а, при котором многочлен
(х—а) (х—10 1

разлагается в произведение (х - 6) (х -- с) двух множите­
лей с целыми 6 и с.

123.ПолиномР(х)= ах” + ах" -+ Нах -а,
(аа, ==0) имеет корни х,, х., ....х,. Какие корни имеют
полиномы:

а) ах"—ах"1 ах" *—...+ (—!а,?6)ах”а,1х"т- ...-а?
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124. Доказать, что корни многочленаПХ"—| х—м... 1
по абсолютной величине не превосходят единицы.

125. Доказать, что все рациональные корни многочленаР(х)=м амф ах -а,
с целыми коэффициентами— целые числа (теорема
Гаусса).

126. Докажите, что многочленх — № + м —х-1|
при всех действительных значениях х положителен.

127.Еслимногочленах”- ал" а, а =0
при всех действительных значениях х положителен, то он
представляется в виде суммы квадратов двух многочленов.
Доказать.

128. При каких значениях а и 6 многочлен х“ - ахз -­
-- 6х?— 8х - | обращается в точный квадрат?

129. Найти остаток от деления

Хх— | на(2 +1) (Ех 1).
130. Пусть Ро) — многочлен, дающий при делении на

х — а остаток А, при делении на х — Ь остаток В, при
делении на х — с остаток С. Найти остаток от деления
многочлена Р(х) на (х — а) (х — 6) (х — с). (Числа а, В, с
попарно различны.)

131. Определить число а так, чтобы многочлен х”—
— ах" 1-- ах — 1 делился на (х — 1).

132. а1, а», а,; 61, 6», р, — целые числа. Если
известно, что

А— ах”ах... +ах--абыти. ых
1 \” 1 \"1 1

@п(-- - 4—1(| -- а: —_+40
, \"* | \71 1 ,5(+ Ни (-- + + +Ь

Хх Хх Хх

то можно подобрать такие целые числа С;, Се, ..., бь,
а, 4», 4, чтобы имело место тождество

д— скай+ сы... + с12+ со
= 4121-- 1271 = ... -- 412—-Чо ,

1

где 2 =х- =. Доказать.
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133. Доказать, что если отличные от нуля многочлены
Р(2), 0(2), Ю(2) удовлетворяют соотношению Р“(2)
-- 0*(2) = Ю*(2)(при всех х), то эти многочлены являются
константами.

134. Какое наибольшее число членов (после приведения
подобных) может содержать многочлен 100-й степени от
трех переменных х, у, 2?

135. Доказать, что для любого р существует такой мно­
гочлен степени р с целыми коэффициентами и старшим
коэффициентом 1, что его значения при всех целых значе­
ниях аргумента делятся на р. Доказать, что при простом р
не существует многочлена меньшей степени с тем же свой­
СТВОМ.

Примечание. Во второй части задачи требование простоты су­
щественно. Например, многочлен пятой степени хё - х* - 3 -- 2х2-х
при всех целых х делится на 6.

136. Доказать, что если все коэффициентыв разложении
бинома (а -|- 65)" нечетны, то п = 2 — 1, и обратно.

137. Многочлена, | ах--... - ах” равен(х'58-|-х1957-|­

-- 2). Чему равно выражение а, — 1 -- =>а. —
а а

—э-—> —|-ав— .. 2
138. Найти многочлен х?-- рх + 49, максимум абсо­

лютной величиныкоторого на отрезке —1 < х < 1 был бы
наименьшим.

139. а) Доказать, что выражение

Т.о=в [&УГ) +(ф-т
после раскрытия скобок и приведения подобных окажется
многочленом п-й степени от х со старшим коэффициентом|.
(Он называется п-м полиномом Чебышева.)

6) Докажите, что Г, (х) имеет л действительных корней.
в) Докажите, что все действительные корни многочлена

Г, (х) заключены между — Ти 1.
г) Докажите, что имеет место тождество:

Г, (*)—* ТГ (х) < Тн-о(%)= 0.

д) Докажите, что между двумя последовательными кор­
нями Т,(х) лежит один корень Ти (х).
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8 7. Прогрессии

х 140. Даны арифметическая прогрессия
а:, ао, .... а, и геометрическая прогрессиякласс р? п
Ь., 6., ,. Обе прогрессии составлены

из положительных чисел, причем выполняются соотноше­
ния: 4 = 6; а, = 6..

Доказать, что В, за, при Е >2
1

141. Можноли из чисел 1, 5, т, оби зе выбрать
бесконечную геометрическую прогрессию, сумма которой

равна 5? Равнат?
142. Три простых числа, большие 10, образуют ариф­

метическую прогрессию. Доказать, что разность прогрес­
сии делится на6.

143. В арифметической прогрессии сумма т ее первых
членов равна сумме пл первых членов (1527). Доказать,
что сумма ее первых т -- п членов равна0.

144. Если числа а?,62, с? различны и образуют арифме­

тическуюпрогрессию,то числар, —ь = тоже
образуют арифметическую прогрессию. Доказать.

145. Члены бесконечной арифметической прогрессии —
целые числа. Доказать, что суммы их цифр не образуют
арифметической прогрессии, как бы мыих ни перестав­
ЛЯЛи.

146. Доказать равенство:

бп бэ —п
Зи—5и бт бои,

где через 5, обозначена сумма А первых членов геометри­
ческой прогрессии.

147. Для того чтобы числа х|, хо, ..., Х„ образовывалиарифметическую— прогрессию,необходимои‘достаточно,
чтобы равенство

1 ] 1 Е —1++ + =
^^ ХХз Хр1 АР Хр

выполнялось при любом целом А `›>2. Доказать.
148. Каждый член последовательности а, а1, ..., а,

равен остатку от деления на р соответствующего члена гео­
метрической прогрессии. Найти такое наименьшее нату­
ральное число т, что а, = а. т для любогоК> т.
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149. Пусть а:, а», а, — геометрическая прогрессия.
Зная 1=аа а,
И

1 ] ]в=Ка т ТРа?
найти

Р = аа. . - ал.
150. Если числа а, ао, ..., а,, составляют арифмети­

ческую прогрессию с отличной от нуля разностью,то числа
а а а

ММ", ММ", ММ“

могут дать (при надлежащем выборе чисел М и №) любую
наперед заданную геометрическую прогрессию с положи­
тельным знаменателем. Доказать.

151. Для любой геометрической прогрессии а1, а., ...,
.... Чл с положительными членами и возрастающей
арифметической прогрессии В, 6., ..., 6,, можно так
подобрать основание системы логарифмов а, чтобы выпол­
нялись соотношения:

В,— 105.а, = 6, — [08а. =... = 6, — 1084а,.
Доказать.

152. Даны п бесконечных (в обе стороны) целочислен­
ных арифметических прогрессий, каждые две из которых
имеют общий член. Доказать, что все прогрессии имеют
общий член.

8 8. Делимость чисел*

У —Х 153. Известно, что дробь —- сократима

| классы| (@яь—целыечисла).Сократималидробь
—-В? Если да, то верно ли обратное
утверждение?

*) При решении задач этого параграфа часто бывают полезны сле­
дующие соотношения:

—6"—=(@—в)(ата а" 362--... 1 6—1)
(справедливо при любом п),

ап-- 5"—=(а- 5) (а'—1—а" 4 ай — 4 (—1—117-1)
(справедливо при нечетном п).

В справедливости этих соотношений можно убедиться непосред­
ственной проверкой,
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154. Если число имеет нечетное число делителей (вклю­
чая | и само число), то оно — точный квадрат. Доказать.

155. Если ри 9 — простые числа, большие трех, то
р? — 4? делится на 24. Доказать.

156. Остаток от деления простого числа на 30 — тоже
простое число. Доказать.

157. ри 8р? + | — простые числа. Найти р.
158. р, р-- 10, р- 14 — простые числа. Определить

р (найти все решения задачи и доказать, что других нет).
159. Будет ли число 4р + 1 простым, если известно,

что числа р и 2р -- 1 простые и р > 3?
160. Доказать, что наименышее число М, взаимно про­

стое с каждым из чисел 1, 2, п, есть число простое.
161. Еслиа а-+ а, а-+ 24,..., а-+ (п — Га взаимно

простыс я, то 4 ипне взаимно просты. Доказать.
162. Доказать, что сумма п последовательных нечетных

натуральных чисел при п>| является составным числом.
163. Доказать, что для любого п найдется такое х,

что число пх -- | составное.
164. Даны три целых числа К, М, №, причем Ки М —

взаимно простые. Доказать, что найдется такое целое

число х, что Мх - № делится на К.
' 7

165. Доказать, что 7” — 7 делится на10.
166. Доказать, что 22225558-- 55552222делится на 7
167. Доказать, что 1119— | делится на 100.

168. Доказать, что 1110 | делится на 101962.
169. а) На какую цифру кончается число 77777"?

6) Найти две последние цифры числа 14.
170. Зная, что 13 717 42] = 76127 1370*= 439%+

{7 1390*, разложите 13 717 421 на множители.
171. а) Сколько различных делителей имеет число

22.33.44. 55?
6) Пусть р:, р», .... р, — различные простые числа,

аа,, а, .... а, — натуральные числа. Доказать, что чис­
ло п = р,“1, р. ..... р»@еимеет (а, + 1)(а. + 1) ‚ (а, - 1)
различных делителей (считая | и п).

172.Еслиа БР с делитсяна 6, тт + В+
тоже делится на 6 (а, Ь, с — целые числа). Доказать.

173. аи Б — целые числа. Доказать, что число а? -- 68
делится на 44], если известно, что оно делится на 21.
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174. Доказать, что при всех л число 32713-- 40 — 27
делится на 64.

175. Найти общий наиболыший делитель всех чисел
вида 7”+? -- 82"! при п целом и неотрицательном.

176. Доказать, что число 52141. 2742 - Зп+2. 227+!
при п > 0 делится на 19.

177. Если целое число р>1, то 42? — 3Р — 7 делится
на 84. Доказать.

178. Доказать, что п? — 9пз |+ 4п при всяком целом
п> делится на 120.

179. Доказать, что при п>0 число 11"+? + 122+! де­
лится на 1353.

180. Докажите, что для любого целого числа п сумма
[28-122А+1 - 3+1 - (27)?+! делитсяна2" + 1;Е=
=0,1,2,.

181. Доказать, что ни при каком целом п выражение
п? -- Зи | 5 не делится на 121.

182.Доказать, что Е 2 + 9 —3(1#4+6+ 81)
делится на 18 при всех натуральных2.

183. Найти наименьшее целое число, начинающееся
цифрой7, и такое, что если переставить эту цифру в конец,
то число уменьшится впятеро.

184. Найти наименьшее число, в 4 раза меньшее своего
обращенного (т. е. состоящего из тех же цифр,но записан­
ных в обратном порядке).

185. Если для любого целого числа, имеющего нечет­
ное число знаков, составить обращенное и из большего
из этих двух чисел вычесть меньшее, то. полученная раз­
ность будет делиться на 99. Доказать.

186. Доказать, что все числа ряда 10001, 100010001,
1000100010001, — составные.

187. Докажите, что для любого числа п существует
такое М, что числа М +1, М-+ 2, № - п — все со­
ставные.

188. Пусть а, 6, х, — любые натуральные числа. До­
казать, что в последовательности: ху, х, = ах, - В, хо =
= ах, + 6,... — не все числа простые.

189. Найти наименышее число, дающее остатки: | —
при делении на 2, 2 — при делении на 3, 3 — при делении
на 4, 4 — при делении на 5, 5 — при делении на6.

6) Найти наименьшее число, которое при делении на
п, пп - 2, п -- т дает соответственноостаткиг, т.
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190. ГТусть имеется шестизначное число №. Доказать,
что если разность между числами, составленными из трех
первых его цифр и из трех последних цифр (в порядке их
следования), делится на 7, то и само число делится на7.

191. Даны три целых числа, являющиеся точными
квадратами. Если суммаэтих трех чисел делится на9, то из
них можно выбрать два, разность которых также делится
на 9. Доказать.

192. Доказать, что сумма квадратов трех целых чисел
не может при делении на 8 дать в остатке 7.

193. В какой степени все числа (кроме чисел, кратных
7) при делении на 7 даютв остатке1?

194. Доказать, что если необходимый и достаточный
признак делимости, выражающийся через свойства цифр
числа, не зависит от порядка цифр, то это — признак дели­
мости на 3 или на9.

195. Вывести признак делимости на 11.
196. аи 6 — натуральные числа. Наименьшее поло­

жительное число 4 вида ах -| фи, где х и и— целые числа,
равно наибольшему общему делителю чисел аи 6.
Доказать.

197. Доказать, что если (т — 1)! 1 делится на т, то
т — простое число.

198. Число р — простое. Сколько существует нату­
ральных чисел, взаимно простых с числом р3 и меньших,
чем р3з?

199. Доказать, что показатель, с которым данное про­
стое число р входит в разложение на простые множители
числа п!, равен

:-[]+[5]*+
200. Найти число двоек в разложении на множители

числа(и1) и-+2). 21.
201. Доказать, что п! не делится на 2”.
202. Доказать, что (п!)“0!'! является делителем

числа (п!)!.
2п)!

203. Доказать, что Чи — целое число, делящееся
нацело на п -+ 1.

204. Доказать, что если р — простое число, большее
222—]
——-, то 27 — 2 делится на пи.трех, ип = —5
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205. а) 22—11 и 2Ч—| взаимно просты тогда и только
тогда, когда ри 9 взаимно просты. Доказать.6)Доказать,чтолюбыедвачислаизряда2?- 1,
2-1, .... 2" 1 являются взаимно простыми.

206. Доказать, что если р простое и а не делится на р,
то а?! — | делитсянар (малая теорема Ферма).

207. Доказать, что, каково бы ни было натуральное
число М, существует число, записываемое единицами и
нулями, которое делится на №.

208. Существует такое число п, что п-значное число,
записываемое одними единицами, делится на 173. Доказать.

209. Пусть Р — натуральное число, не делящееся на
3. Доказать, что для любого т > 9 существует число
А, записывающееся с помощью т единиц и некоторого
количества нулей, которое делится на 111...11.

Е цифр
210. Число А, записывающееся с помощью [Г единиц

и нескольких нулей, делится на 111. 1], где > 9.
`чазииниииииньанииньиннининь°

^ цифр
Доказать, что либо Ё = К, либо [> Е - о

211. Доказать, что существует число, делящееся на
7, которое записывается с помощью одних только единиц,
и нулей, причем количество единиц 1961, нулей 21981,пос­
ледняя цифра — единица.

212. Делится ли 8]-значное число, составленное из
одних единиц, на 81?

213. Если р — простое число, не равное 3, то число, за­
писываемое р единицами, не делится на р. Если р — про­
стое число’,отличное от 2, отЗи от5, то число, записываемое
р —1 единицей, делится на р. Доказать.

214. Найти такие натуральные числа а и В, меныпие
10, что остаток от деления числа 111111 а на 1111 6,
на 1000 больше остатка от деления 11111.а на 111 6.

215. Найти все такие тройки чисел а, 6, с, отличных
от 1, что произведение любых двух чисел тройки, сложен­
ное с единицей, делится на третье число.

216. Доказать, что сумма 1 - 2*-- + п^ при нечет­
ном№делитсяна ТЕ? и.

Х класс 217. Делится ли на 7 число СО?

218. Какое число надо прибавить к выра­
жению (п?— 1)°° (п— 1)01, чтобы оно делилось на п?
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219. Существует ли такое положительное п, что числа
11 | 99... 955 ... 5 99 9,

—=————ы————————— ——Й
п цифр п цифр п цифр п цифр

11...11 99... 99 55...55 99 99
—_—__ ——_——ЦЩ——_—_———_

п-+ 1 п-+ | п-+! п--1

делятся на 1959?
220. Для любого простого р разность

11 122 ...233... 3 88 ... 8 99 ... 9— 123456789
——— ———Й ———ы._о— ———_—»»—ы——

р цифр р цифр р цифр р цифр р цифр

делится на р. Доказать.
221. Доказать, что для любого п >> 2 разность

9п—1 оп—2
Смз — Ст-—делится на 227.

222. Доказать, что для любых целыхр, Р, [р где Е
ир-— простое число, разность С — С» делится на р.

223. Доказать, что если ти п взаимно просты, то чис­
ло (тп — 1)! делится на произведение2! п!

224. Доказать, что 237 -- | делится на 3".
п!

225. Существует ли такое целое р, что число 7—2
является целым при любом натуральном п?

8 9. Задачи с целыми. числами

УХ 226. Числа от 1 до 1000выписаныподряд
классы по кругу. Начиная с первого, вычеркивается

каждое 15-е число (1, 16, 31, ...), причем при
повторных оборотах зачеркнутые числа считаются снова.
Сколько чисел останутся незачеркнутыми?

227. Докажите, что любое целое число рублей, большее
семи, можно уплатить без сдачи денежными билетами до­
стоинством 3 и 5 рублей.

228. Сколькими способами 2” можно разложить в сумму
четырех квадратов натуральных чисел?

229. Пронумеруем подряд все простые числа, начиная
с 5. Докажите, что каждое простое число будет больше
своего утроенного номера.

230. Известно, что сумма нескольких последователь­
ных натуральных чисел равна 1000. Найти все такие после­
довательности.
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231. Что больше: 200! или 1007200?
232. Все числа от единицы до 10 000 000 выписаны

подряд. Каких чисел больше: тех, в написании которых
встречается хоть один раз единица, или тех, в которых
единица не встречается?

233. Какие целые числа при зачеркивании последней
цифры уменьшаются в целое число раз?

234. Одна из цифр многозначного числа — нуль. При
вычеркивании этого нуля число уменьшается в девять раз.

а) На каком месте стоит этот нуль?
6) Найти все такие числа.
235. В какой системе счисления 75 делится на 7?
236. К какому трехзначному числу достаточно припи­

сать 3 цифры слева, чтобы получить его квадрат?
237. Число является полным квадратом и оканчивается

на 5. Доказать, что его третья справа цифра — четная.
238. Всеми возможными способами расставить цифры

на свободные места (вместо звездочек) в ‘следующем ра­
венстве:

* 00* * == (* * *}

239. Доказать, что я-значное число при п>>| всегда
больше произведения своих цифр.

240. Найти все двузначные числа, каждое из которых
больше числа, написанного теми же цифрами в обратном
порядке, на точный квадрат.

241. Найти двузначное число, равное сумме квадрата
числа единиц и числа десятков.

242. Найти такое число М, что № составлено из цифр
0, 2, 3,4, 4, Т,6, 6, 9.

243. Найти шестизначное число, которое при умноже­
нии на 2,3, 4, 65,6 дает числа, написанные теми же циф­
рами, что и само число,но в другом порядке.

244. Найти 12 целых положительных чисел, сумма
которых равна их произведению. Указать все решения.

245. Дано трехзначное число, у которого первая и по­
следняя цифрыразнятся не менее, чем на 2. Составляется
разность этого числа и числа обращенного(см. задачу 184).
К результату прибавляется число, ему обращенное. До­
казать, что полученная сумма равна 1089.

246. Показать, что числа 49, 4489, 444 889, 44 448 889,
получающиеся каждое путем вписывания в середину пре­
дыдущего числа 48, являются точными квадратами.
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247. Восемь целых чисел а1, ао, ..., аа подчинены усло­
вию: 0<а,<а.<...«а,<16. Доказать, что всегдасущест­
вует такое число А, что из данных восьми чисел можно
выбрать не менее трех пар, связанных соотношением:аа,=

248. Доказать, что
т т? тзато

является целым числом при любом целом т.
249. Найти все двузначные числа, которые делятся

на произведение своих цифр.
250. Доказать, что квадрат целого числа не может

оканчиваться четырьмя одинаковыми цифрами, отличными
от нуля. Какими тремя цифрами может оканчиватьея це­
лое число, квадрат которого оканчивается тремя одинако­
выми цифрами, отличными от нуля?

251. Обозначим через п? произведение всех простых
чисел, меньших п. Доказать, что п?>п при п>4.

252. Докажите, что число 100 ... 00 50 01. не яв­
49 цифр 99 цифр

ляется кубом никакого целого числа.
253. Некоторое число является точным квадратом. До­

казать, что сумма его цифр либо делится на 9, либо при
делении на 3 дает в остатке|.

254. Известно, что [ма] -- [п В]= [и («- В)| при всех на­
туральных п. Доказать, что а или В — целое число.255.Доказать,чтоУ10(1+У 10)*°°—(1—И10)
целое число.

256. Доказать, что не существует таких целых положи­
тельныхчисел хи у, что х3+3 = 4у (+1).

257. Даны четыре целых положительных числа а1, а»,
аз» аа. По ним составляются четыре новых числа 6, =
= |а, — аз|, 6. = а — аз|, 6; = | аз —аа |, 6, = [аа—а,|.
С числами 61, Б., 6., 6. поступают таким же образом ит.д.
Доказать, что на некотором конечном шаге все разности
обратятся в 0.

258. Целые числа от | до 1956 выписаны подряд:
123456... 1956.Умножим первую цифру на2, прибавимк ней
вторую, полученное число опять умножим на 2 и прибавим
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третью цифру и т. д.; наконец, прибавим последнюю цифру.
С полученным числом проделаем то же самое, с резуль­
татом — опять и т. д., пока не получим однозначное число.
Чему будет равно это число?

259. Среди последовательных пар цифр числа 11 001
находятся все двузначные числа, записываемые единицами
и нулями: (11, 10, 00, 01). Для каждого п построить анало­
гичное число, т. е. такое, среди групп последовательных п
цифр которого встречаются все п-значные числа, записы­
ваемые единицами и нулями. Какое наименьшее число зна­
ков может иметь это число?

260. Доказать, что всякое число можно единственным
способом записать в виде:

а Иа И-+а..3!+ +а.т (0<а<{.
261. Если число делится на 99, то сумма его цифр не

меныше 18. Доказать.
262. В 100-значном числе все цифры, кроме одной, —

пятерки. Доказать, что оно не является полным квадратом.
То же самое доказать для 1959-значного числа.

263. Из 979 различных целых положительных чисел,
не превосходящих 1955, можно выбрать 3 таких, что сумма
двух из них равна третьему. Доказать.

264. Разность между суммами кубов п первых четных
и л первых нечетных чисел равна 2240. Найти п.

265. Найти все такие натуральные числа п, чтобы вся­
кое составное число К, взаимно простое с п и меньшее его,
являлось квадратом целого числа.

266. Найти наименьшую совокупность таких чисел, что
для любого Е (1<Е<М) можно так выбрать несколько
чисел из этой совокупности, что их сумма равна № (М —
данное число).

267. Доказать, что для любого п существует сколь
угодно большое число, представимое в виде суммы двух
квадратов ровно п различными способами.

268. Все двузначные числа, не оканчивающиеся нулем,
выписывают одно за другим так, что каждое следующее
число начинается с последней цифры предыдущего. Из
многозначных чисел, которые таким образом можно по­
лучить, выбирают наименьшее и наибольшее. Найти
их сумму.
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269. а) Найти частное от деления числа2
2--2

]то
2+ —­

(п двоек) на 2.
6) Пусть а1, ао, ..., а», ..., а, — положительныечисла.

Что больше:

| Т ИЛИ 1 + т

чт. + —
Чт

——

270. Треугольником Паскаля называется числовой тре­
угольник

1

11
121

1331
14641

в котором по краям стоят единицы, а каждое число внутри
равно сумме двух стоящих над ним в ближайшей строке
сверху. Сколько чисел, не делящихся на р, стоит в первых
р" строках? (р — данное простое число, п — любое нату­
ральное число).

271. Найти правильную дробь, превышающую 1. зная,
что от увеличения ее числителя на некоторое число и умно­
`жения знаменателя на то же число величина дроби не ме­
няется.

272. Найти первые три цифры числа
0,1234 ... 5051

0,51504948 ... 321



273. Доказать, что при любых знаках чисел а, (каж­
дое из которых отлично от нуля) среди чисел

@11925@зз, @12боз @з1, @узар1 зе,

— @1352 31, — @1оЧ21@зз, — @н@зз @з>

имеется хотя бы одно положительное и хотя бы одно отри­
цательное.

я Ш_Х | 274. Найти три натуральных числа, из
классы попарных произведений которых можно

образовать арифметическую прогрессию.

$ 10. Разные задачи

УН-—Х 275. Доказать, что для любого целого
классы п число (/2— 1)" представимо в виде

разности Ут —-1—Ут, где т — целое.
276. а) Будет ли дробь 0,1234567891011 121314 ...,

которая получится, если выписать после нуля подряд все
целые числа, периодической?

6) Дано число, выраженное десятичной дробью
0,1000000001 (единицы стоят на первом, десятом, сотом,
тысячном, десятитысячном и т. д. местах после запятой;
остальные цифры — нули). Доказать:

1° что эта дробь — непериодическая;
2° что квадрат этого числа — тоже непериодическая

дробь.
277. Дана возрастающая последовательность целых

чисел:

а<а<аз< <а,.
а —а;Г

где а; и а, — числа из данной последовательности и {>> |.
Доказать, что произведение всех таких дробей — нату­

ральное число.
278. Найти общий вид чисел х, обладающих тем свой­

Рассматриваются всевозможные дроби вида

1 >

СТВОМ,ЧТОЧИСЛО>, записанное в виде десятичнои дроби,
изображается начиная с первой значащей цифры теми же
цифрамии в том же порядке,что их.

279. Целые числа | <п,< «<п, обладаюттем свойст­
вом, что если #<], то десятичная запись числа п, не начи­
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нается с десятичной записи числа п, (например, если п;
равно 13, то п; не может равняться 135). Доказать, что

1 1 1 1 1 1пыРыт < +...
а

280. Если -; — правильная дробь, то она может быть
представлена в виде:

а _ 1 1 ] 1
Ь 91 т 9192 т 919293 и т 9192 Чт °’

где 0, до, ..., 9, — целые и положительные числа, причем
9 <494<... < 9... Доказать.

281. а) Доказать, что для любого положительного числа
№ можно найти такое натуральное число п, что

1 1 ]У и>м
6) Рассмотрим все целые числа, в написании которых

не участвует цифра 9. Доказать, что сумма обратных вели­
чин Любого количества таких чисел (без повторений) не
больше 28.

282. Доказать, что сумма
1 1 1 ]

ни при каком п не может быть целым числом.

Х_Х 283. Освободиться от иррациональности
классы в знаменателях дробей;

1ууу Е:
1

9) УзтуБтУсуяху =
284. Все положительные рациональные числа являются

членами последовательности
1 2 1 3 2 1 4 31’ 1’ 2’ 1) 2 3’ 1’ 2’

в которой из двух чисел раньше идет то, у которого меньше
сумма числителя и знаменателя, а если суммыравны, — то,
у которого меньший знаменатель. На месте с каким номе­

ром стоит число- 2
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285. Докажите, что если а, 6, Иа- ИЬ рациональны,
то Уа и УЬ тоже рациональны.

а >
286. Доказать, что несократимая дробь —- будет чистой

периодической тогда и только тогда, когда 6 взаимно про­
сто с 10. в

287. а) Доказать, что число И? не может быть пред­
ставлено в виде р | д Уг, где р, 4, г — рациональные
числа, г > 0.

6) Доказать, что -выражение 1-- УЗ не может быть
представлено в виде суммыквадратов чисел вида а + БУ3,
где аи 6 — рациональные числа.

288. Найти все такие натуральные числа а, ©, с, что5. >| =а|
289. Если среднее арифметическое п первых цифр числа

У2 —1 заключеномежду4 и 4 >. то это же верно
и для числа 2— У 2. Доказать.

290. Доказать, что числоИ2 + УЗ иррационально.

291. Доказать, что если| сумму простых дробей1т ТЕГЕТ +по
(п — целое число) братить в десятичную дробь, то полу­

ченная дробь будет смешанной периодической.
292. Всякое рациональное число г единственным об­

разом представляется в виде

-Р_— 2

где0<х,<Ёпри&>1.а
293. Доказать, что для любого числа а (0<а<!) и

любого Л найдутся такие целые т, п (0< п, О<%т<п<М),

что | —т| < ух `
294. Не существует такого т, чтобы сре­

ди чисел
0 тСт, С, С,

было поровну четных и нечетных. Доказать.
78
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295. Рассмотрим три числа:

а = Ся- Ся-+Сы... + Ст +

р=С!‚+СиО + ОТ +...,8 З&-2С—С»р С?-- Сл --.. .- Сл + -. ое©
Доказать, что два из них равны между собой, а третьс

отличается от них на единицу.

[Хх—Х
классы

296. Доказать, что если

а Ь 2а,вата=и, бо п=0,1,2
—__ п

то аа—У406%- ("уж }и У ао+ У406%
(числа а, и 6, положительны).

297. Доказать, что если
а-+а+ += и+в+ +4=9,

аб + аб. + ...+ аб, = р9,
то

и _ @ —_ —4 — РР.о т“Ш9’
298. Пусть а1, ао, ..., а, — положительные целые числа,

причема. <а.<...«а,„<2п. Докажите,что если наименьшее
общее кратное любых двух из этих чисел больше 2п, то

2п
а1 > 3‘

1

Хх 299. Доказать, что а лв = — 1, если
класс а-+-а+ 1 = 0.

300. Последовательностьг., Г составлена по закону:тт
г.=|;Поо“

Представим г, в виде несократимой дроби с Доказать,

что при всех Е > 2 справедливы неравенства
0<--— И < ———туза:
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301. Что больше: шт (с0$х) или соз (5тх)?
302. Пусть аи 6 —два положительныхчисла, а.

Строим по этим числам две последовательности:

а)=а, а;= Ищь,, а,= Иа, , аа=Уа 46;
а Ь Ь

р, — Ь, р, — о -. о 7 Ь. — Ч : 1 9 ее 9 р, —би—1- би.

Доказать, что
аха«<а< «<а< «<< <Ьь<Ь<Ь

и что обе последовательности имеют один и тот же предел.
303. Даны несоизмеримые числа /\, и ^.. Доказать,

что как бы мы ни выбрали круг, лежащий внутри квадрата:
{|х|! < Ь |9 < 1Ь найдется такое число &,что точка с ко­
ординатамих = 9 ^, Ё, у = яп^. лежит в этом круге.

304. Доказать, что всякая функция [(х) может быть
представлена и притом однозначно в виде суммы четной
и нечетной функций.

305. Через точки прямой АВ проводятся пря­
мые [ под некоторым углом к этой прямой, причем
[Сам — се ам | < ММ (где М и М — любые точки пря­
мой АВ, ам и ам — углы наклонав этих точках). Доказать,
что все точки пересечения прямых удалены от прямой АВ
больше, чем на 1.

306. Известно, что

со @-- с0$ В= а,

эта - япВ=, а?- 6?= 0.
Найти со$(а -{ В).

307. Дано:

а: с0$а, -- а, соза, --... а, со5а, = 0,
а!со$(а, - 1)+ а, соз(а, + + + а, с0$(я, + 1)=0.

Доказать, что тогда при любом В имеет место равенство:
а; со$(а, + В)+ а»со$(а, + В)+ а, соз(а, + В)= 0.2
308. Вычислить со$ т
309. Еслихуи о;пчр=ш-и,

‚ не применяя таблиц.

то жи =ии",
Доказать.
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310. Доказать, что при нечетном п из равенства

1 1 ] 1а ТЪРе афь-о
следует

1 1 1 ]ай.Ерп+я ты
1 1

311. Доказать, что если 2 +; =2 с03а, то 2” + м =
= 2 со па.

312. Пусть А, Ви С — точки на комплексной плоскости,
изображающие комплексные числа а,В, 1; а, бис-— по­
ложительные числа, удовлетворяющие условию а + В +
+ с=1. Доказать, что точка М, изображающая комплекс­
ное число аа -|- 68 -- ст, лежит внутри треугольника АВС.

313. Найти непрерывную функцию [(х), обладающую
следующими свойствами:

Ё(ху)= 1(х) Ку); Гея = Кх)+ Ку; ГО== 0.
314. Доказать, что созах -- созх — непериодическая

функция от х, если « иррационально.
Хх

315.Доказать, что функция
ъ прастающейпри0<х < —-(т.е.чтопривозрастаниих

значения этой функции увеличиваются).
3

316. зпф = —-. Доказать, что п 25ф равняется не­

является строго воз­

которой несократимой дроби о
317. Найти сумму р-х степеней корней уравнения

хп — | = 0.
318. Доказать, что существуют такие действительные

0, Е: ... 6» ЧТО,каковы бы ни были действительные числа
а1, а, ..., а», Найдется такое А= 0,1, ...П, что неравенство"а а, >1
будет справедливо при всех действительныхх.

319. Доказать, что при нечетном п величины
И —|] . 2 .

агс$1пп агсуп) агсуп
несоизмеримы с т.
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Задачи на максимум и минимум
320. а) Доказать, что если сумма двух чи­

сел постоянна, то их произведение принимает
наибольшее значение, когда сомножители
равны.

6) Доказать, что если произведение двух чисел постоян­
но, то их сумма принимает наименьшее значение, когда
сомножители равны.

321. Найти наибольшее значение выражений;
Хха)аб ›

х
6) а 2 вх- сх”

где а, би с — положительные числа.
322. Пусть и, 9, и — положительныечис­

7
— 6» Причеми о­

х—Х + м =1. Найти наиболышее и наимень­
классы шее возможные значения выражения:ина а-о).

323. Найти наименьшую величину выражения

ИУпа ж-+Уэ+а-ж+ И + —х)
324. Найти наибольшее значение выра­

Хх жениязтаЯипВшт приа Вт =т.
класс 325. Найти наибольшую и наименьшую

величину выражений:
а) а созх -- Взтх;
6) асоз?х -- 26п хсозх + с Уп?х,

где а, Ь, с положительны.
326. Какое наиболыпее значение может принимать |2|,

если известно, что комплексное число 2 удовлетворяет

условию [2 | = 1?

УП—Х
классы

ла, не превышающие

Б. ГЕОМЕТРИЯ

8 1. Задачи на вычисление

1. Найти радиус окружности, касающейся
трех попарно касающихся (внешним обра­
зом) кругов, имеющих радиусы1,2 из, и
заключающей эти круги внутри себя.

УП-Х
классы
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2. В прямоугольном треугольнике про­
водится высота на гипотенузу. Из ее осно­
вания опускаются перпендикуляры на дру­
гие стороны. В получившихся треугольни­

ках проделывается то же построение и т. д.— всего
1956 раз. В каждый из треугольников, на которые раз­
бился исходный, вписывается круг. Найти сумму площа­
дей этих кругов.

3. Дан треугольник АВС. Построим треугольник, сто­
роны которого касаются вневписанных окружностей дан­
ного треугольника. Зная углы исходного треугольника,
найти углы построенного.

4. ВР — биссектриса треугольника АВС, АД = а,
ОС = $. Из середины отрезка ВР восставлен перпенди­
куляр до пересечения в точке М с продолжением АС.
Вычислить отрезок МО.

5. Из вершины треугольника проведены высота, медиа­
на и биссектриса. Оказалось, что эти прямые разделили
угол при вершине на 4 равные части. Найти углы тре­
угольника.

6. Диагонали описанного около окружности четырех­
угольника равны | и взаимно перпендикулярны, а один
из углов равен 60°. Найти стороны.

7. В окружность вписан правильный
сс п-угольникР\Р....Р„. Р — произвольнаяточ­

каокружности.НайтиРР: РР?-- --РР!.
8. Найти все прямоугольные треугольники, длинысто­

рон которых составляют: а) арифметическую прогрессию,
6) геометрическую прогрессию.

9. В прямоугольном треугольнике биссектриса и ме­
диана, проведенные из вершины прямого угла, разделили
противолежащую сторону на части, составляющие ариф­
метическую прогрессию. Найти отношение катетов этого
треугольника.

УШ—Х
классы

8 2. Отыскание точечных множеств*

10. Найти множества: а) середин равных
хорд данной окружности, 6) середин хорд,
проходящих через данную точку внутри
окружности.

\П-—Х
классы

*) Во всех задачах, где требуется найти множество точек, удов­
летворяющих некоторому условию, имеется при этом в виду, что не­
обходимо найти множество всех таких точек.
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11. Найти множество точек, из которых данный тре­
угольник виден под данным углом.

12. На отрезке АВ выбирается произвольная точка М.
Квадраты АМРЕ и МВОН лежат по одну сторону от пря­
мой АВ. Найти множество середин отрезков ОО|, где О и
О, — центры квадратов; доказать, что прямые АН и ЕС
пересекаются в точке Л пересечения окружностей, описан­
ных около квадратов; доказать, что все прямые ММ про­
ходят через одну точку.

13. Найти множество точек, а) сумма, 6) разность
расстояний от которых до двух пересекающихся прямых
равна постоянной величине.

14. Даныдва непараллельных отрезка АВ и СР. Найти
множество точек М, для которых сумма площадей тре­
угольников МАВ и МСО равна данной величине.

15. Дан выпуклый четырехугольник АВСО. Найти
внутри него множество таких точек О, что площади четы­
рехугольников ОВСО и ОВАР равны.

16. На плоскости заданы2 точки. Най­
УШ—Х ти множество точек, расстояния которых
классы до заданных точек относятся как т п.

17. Дан отрезок АВ. Доказать, что
множество точек А, для которых АХ — ВХ = рне содер­
жит отрезка прямой (1-- 0, [== АВ).

18. Найти множество точек, разность квадратов рас­
стояний которых от двух данных точек А и В постоянна.

19. Две прямые Д и [› равномерно и с одинаковой угло­
вой скоростью вращаются вокруг точек О; и О,, лежащих
на них (соответственно). Найти множество точек их пере­
сечения, если они вращаются в одну сторону.

20. Ол и О. — данные окружности, АМ и АМ — каса­
тельные, проведенные к этим окружностям из точки А.
Найти множество точек А, для которых АМ = АМ.

21. Прямой угол вращается вокруг своей вершины М,
лежащей внутри данной окружности с центром О. Найти
множество середин хорд, концами которых являются точки
пересечения сторон угла с окружностью.

22. Рассмотрим площадь треугольника, вершинами ко­
торого являются основания перпендикуляров, опущенных
из произвольной точки О данного треугольника АВС на
его стороны. Доказать, что множеством точек О, для ко­
торых эта площадь постоянна и равна с, являются окруж­
ности, концентричные с окружностью, описанной около
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треугольника АВС (точнее, части этих окружностей,
лежащие внутри треугольника).

23. Дана окружность, касающаяся прямой [ в точке А.
Из точки М проведены касательные к этой окружности до
пересечения с [Гв точках В и С. Найти множество таких
точек М, что ВА — СА = 4, где 4 — отрезок заданной
ДЛИНЫ.

24. Четыре точки: А, В, Сир лежат на одной прямой.
Найти множество точек касания двух касающихся окруж­
ностей, проходящих: одна — через А и В, другая — черезСир.

25. К окружности с центром О проведены из точки А
две касательные: АВ и АС. В произвольной точке М окруж­
ности проводим третью касательную; В и Е — точки ее
пересечения с прямыми АВ и АС. Найти множество цен­
тров окружностей, описанных вокруг треугольников ОЕ.

26. Данытри точки А,В и С, лежащиена одной прямой.
Проведем окружности равных радиусов: через точки АиВичерезточкиВи С.Этидвеокружностиимеют,кроме
В, еще одну общую точку М. Найти множество точек М.

27. Через точку касания А двух окружностей проведены
две взаимно перпендикулярные хорды: в одной окружно­
сти — АВ, в другой — АС. Найти множество середин
гипотенуз треугольников АВС и множество оснований вы­
сот, опущенных на гипотенузу, если хорда АВ подвижна.

28. Найти множество точек в простран­
стве, равноудаленных от вершин данного
треугольника.

29. Найти множество точек, сумма рас­
стояний которых до двух данных плоскостей равна КЁ.

30. Вдоль двух скрещивающихся прямых откладывают
от данныхточек А и В отрезки АА’ и ВВ’ так, чтобы АА’ =
= ВВ’. Найти множество середин отрезков А’В”

31. Дана плоскость п и точка М этой плоскости. Найти
множество таких точек №, что отношение расстояния от №
до п к расстоянию от М до М равно заданному числу.

32. Трехгранный угол О пересекается плоскостью по
треугольнику АВС. Найти множество центров тяжести
треугольников АВС, если вершины А и В закреп­
лены.

33. Найти множество центров сечений шара плоско­
стями, проходящими через данную точку.

Х класс
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8 3. Задачи на доказательство

|. Прямые и многоугольники

34. Параллелограмм разбит на 4 части
УШ—Х прямыми, параллельными сторонам и про­
классы ходящими через точку на диагонали. До­

казать, что части разбиения, расположен­
ные по разные стороны от диагонали, равновелики.

35. Точка, лежащая внутри параллелограмма, соеди­
нена со всеми его вершинами. Доказать, что суммы пло­
щадей противолежащих треугольников, на которые разби­
вается параллелограмм, равны.

36. Доказать, что при пересечении биссектрис внутрен­
них углов параллелограмма получается прямоугольник,
диагонали которого равны разности смежных сторон парал­
лелограмма.

37. В произвольный треугольник АВС вписан треуголь­
ник КСМ (точки К,Г, М лежат на сторонах АВ, ВС, АС
соответственно). Доказать, что площадь хотя бы одного
из треугольников КГВ, [МС и КМА не болыше площади
треугольника КЁМ.

38. На сторонах АВ и ВС треугольника АВС во внеш­
нюю сторону построены квадраты АВЕН и ВСОК. Дока­
зать, что продолжение медианы ВЕ треугольника АВС
является высотой в треугольнике ВЕК.

39. Прямая, соединяющая основания высот АД и ВЕ
треугольника АВС, перпендикулярна к радиусу ОС опи­
санного круга (О — центр круга). Доказать.

40. Дан выпуклый четырехугольник. Доказать, что
у него существуют такие три соседние вершиныА, В, С,
что у параллелограмма АВСО вершина Д лежит внутри
четырехугольника или на его границе.

41. Доказать, что ограниченная фигура не может иметь
два центра симметрии.

42. Доказать, что у любого несамопересекающегося
(быть может, невыпуклого) п-угольника сумма внутренних
углов равна 24 (п — 2).

43. Внутри равностороннего треугольника АВС взята
точка М. Доказать, что сумма расстояний от точки М до
сторон треугольника не зависит от положения точки.

44. В равнобедренном треугольнике АВС на основании
ВА взята точка М. Доказать, что сумма расстояний от
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точки М до боковых сторон треугольника не зависит от
положения точки.

45. Дан правильный треугольник АВС и точка внутри
него; М, Ри О — проекции этой точки на высоты АР, ВЕ
и СЁ соответственно.Доказать, что величина АМ - ВР +
-- С@ не зависит от выбора точки.

46. Доказать, что во всяком треугольнике сумма трех
его медиан меньше периметра и больше полупериметра.

47. Доказать, что только в прямоугольном треуголь­
нике середины высот лежат на одной прямой.

48. Доказать, что прямые, соединяющие основания вы­
сот треугольника, ограничивают новый треугольник, в ко­
тором эти высоты являются биссектрисами.

49. Через точку пересечения биссектрис внутренних
углов при основании треугольника проведена прямая, па­
раллельная основанию. Доказать, что отрезок этой прямой,
заключенный между боковыми сторонами, равен сумме
отрезков боковых сторон, заключенных между этой прямой
и основанием.

50. Если середины сторон четырехугольника принять
за вершины нового, то получится параллелограмм. Дока­
зать. При каких условиях он будет прямоугольником?
Ромбом? Квадратом?

51. Доказать, что еели в трапеции хотя бы одна диа­
гональ в точке пересечения с другой делится пополам,
то эта трапеция — параллелограмм.

52. Доказать, что если отрезок, соединяющий середины
двух противоположных сторон четырехугольниха, равен
полусумме двух других сторон, то этот четырехугольник —
трапеция.

53. На сторонах правильного треугольника АВСпострое­
ны во внешнюю сторону равные треугольники АДВ, ВЕС,
СЕА так, что АВ = ВЕ = СЁ, (О = ХЕ = (ЕЪ 60°.
Доказать, что сумма расстояний от любой точки, взятой
внутри многоугольника АДВЕСЕ, до всех его сторон (или
до их продолжений) не зависит от положения точки.

54. На сторонах АВ, ВС и СА прямоугольного тре­
угольника АВС (В — вершина прямого угла) построены
вне его квадраты, центры которых суть точки с, а, 6 (со­
ответственно).
Доказать, что 1) Аа равно и перпендикулярно 6с, Сс рав­
но и перпендикулярно аб, В равно и перпендикулярноас,
2) отрезки Аа, В, Сс пересекаются в одной точке.
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55. Доказать, что треугольник равнобедренный, если
у него равны: а) две медианы, 6) две высоты, в) две бис­
сектрисы.

56. На сторонах произвольного треугольника, как на
основаниях, построены во внешнюю сторону равносторон­
ние треугольники. Доказать, что их центры являются вер­
шинами некоторого равностороннего треугольника.

57. Пусть АВСРЕ — выпуклый пятиугольник; СО, ОБ,
ЕА, АВ, ВС — стороны, противоположные вершинам А,
В, С, ри Е (соответственно); М — произвольная точка
внутри пятиугольника. Доказать, что из прямых МА, МВ,
МС, МО и МЕодна, три или пять (но не две и не че­
тыре) пересекают во внутренних точках стороны, противо­
положные вершинам, через которые они проходят.

58. В трапеции сумма углов при основании равна 90°
Доказать, что отрезок, соединяющий середины оснований,
равен их полуразности.

59. На стороне АВ выпуклого четырехугольника АВСО
взяты произвольно точки М\, МЬ, ..., М,‚; на стороне ВС —
точки №, №, ..., №„; на стороне СР —точки Р/, Р., ..., Р‚
и на сторонеРА —точки (, (.,..., О„. Ни одна из взятых
точек не совпадает ни с какой вершиной четырехуголь­
ника Д4ВСО. Доказать, что найдется точка К, лежащая
внутри всех четырехугольников М.М,Р.@,. М.М№.Р.О,,
М„М,Р. Он.

60. Даны три равных приложенных друг к другу квад­
ратаа АВСО, ОСЕЁ, ЕЕРО. Доказать, что

С САР + ДЕАЕ + ГРАФ= 90°.

61. Доказать, что если около треугольника описать
окружность и из произвольной ее точки опустить перпен­
дикулярына сторонытреугольникаили на их продолжения,
то основания этих перпендикуляров будут лежать на одной
прямой («прямая Симпсона»).

62. Внутри квадрата АВСО расположен квадрат
Д’В’С’О’. Доказать, что середины отрезков АА’ ВВ’
СС’, РО’ являются вершинами квадрата.

63. Дан треугольник АВС. С центром в точке А про­
водим окружность, касающуюся ВС в точке О. Из точек
В и С проводим касательные к этой окружности: ВР, СО
(точки Ри @— точки касания). Прямая РО пересекаетАВи АСв точкахВ’иС’Доказать,чтоВ’иС’—осно­
вания высот треугольника АВС.
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64. Выпуклый четырехугольник с площадью, большей

->_‚заключен в квадрат со стороной 1. Доказать, что най­
дется отрезок с концами на границе четырехугольника,

© о 1

параллельныи данной стороне квадрата и длины больше 9"
65. В круг радиуса г вписан остроугольный треуголь­

ник. Доказать, что его периметр не меньше, чем 4х.
66. Окружность О, вписанная в треугольник АВС,

касается стороны ВС в точке ОР. Перпендикуляр, восста­
вленный в точке [) к стороне ВС, пересекает окружностьвточкеМ.ПрямаяАМпересекаетсторонуВСв точкеЕЁ.
Доказать, что РЕ = |АВ — АС

67. Дан выпуклый многоугольник и внутри него —
произвольная точка. Из этой точки опущены перпендику­
ляры на все стороны многоугольника. Доказать, что осно­
вание по крайней мере одного из этих перпендикуляров
лежит на самой соответствующей стороне, а не на ее про­
должении.

68. Доказать, что в многоугольнике, все углы кото­
рого равны, сумма перпендикуляров, опущенных из любой
внутренней точки О на стороны многоугольника или на
их продолжения, одна и та же для всех точек 0.

69. Пусть О — точка, лежащая внутри треугольника
АВС. Доказать, что тогда по крайней мере один из углов
ОАВ, ОВС, ОСА не больше 30°

70. Доказать, что не существует треугольника со сто­
ронами длины3, 4, 4 и медианой на одну из больших сто­
рон длины3.

71. Дан треугольник с такими сторонами а, 6, с, чтоа?--6?=5 с. Доказать,чтомедианыксторонамаи6
взаимно перпендикулярны.

72. Доказать, что если выпуклый четырехугольник
имеет ось симметрии, то либо около него можно описать
окружность, либо в него можно вписать окружность.

73. Доказать, что прямая, соединяющая серединыдиа­
гоналей четырехугольника, описанного около круга, про­
ходит через центр этого круга.

74. Доказать, что если при пересечении сторон четырех­
угольника с окружностью образуются четыре равные хор­
ды, то суммы противоположных сторон четырехугольника
равны.
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75. Дан треугольник АВС. На его сторо­
х—х нах во внешнюю сторону построены подоб­
классы ные между собой треугольники: АСВ,

ВА‚С, СВ.А, причем так, что Д АСВ =
= ИВА‚,С= ИСВА и ИСАВ = ХА.ВС = ИВ.СА.
Доказать, что центры тяжести треугольников АВС и А,В.С,
совпадают.

76. На плоскости даны 4 точки А, В, С, О, являющиеся
вершинами выпуклого четырехугольника. Доказать, что
точки пересечения медиан треугольников АВС, АВО,
АСР, ВСО являются вершинами четырехугольника, подоб­
ного данному.

77. На плоскостидан правильный п-угольник А,4....А,
и некоторая точка В. Доказать, что из отрезков А.В,
А.В, ..., А„В всегда можно сложить какой-нибудь п-уголь­
НИК.

78. Если в выпуклом четырехугольнике суммы проти­
воположных сторон равны,то в него можно вписать окруж­
ность. Доказать.

79. Доказать, что если существует многоугольник, сто­
ронами которого являются данные отрезкиа, ЬБ,с, ..., 40,
то существует многоугольник с теми же сторонами, вокруг
которого можно описать окружность.

80. а) Дан четырехугольник АВСО, описанный около
окружности. А, — центр окружности, описанной около
треугольника ВСО, В, — центр окружности, описанной
около треугольника АСО, С, — центр окружности, опи­
санной около треугольника АВО, и), — центр окружности,
описанной около треугольника АВС. Доказать, что четы­
рехугольник А,В,С.), описаноколо некоторойокружности,

6) Вне четырехугольника построены 4 вневписанных
окружности с центрами О’, О., О., О.. Доказать, что около
четырехугольника 0.0.0.0, можно описать окружность.
(Окружность называется вневписанной, если она касается
одной стороны и продолжения двух соседних с ней сто­
рон.)

81. а) На сторонах выпуклого четырехугольника во
внешнюю сторону строятся квадраты. Доказать, что их
центры суть вершинычетырехугольника с равными и пер­
пендикулярными диагоналями.

6) На сторонах выпуклого четырехугольника АВСО,
как на основаниях, построены во внешнюю сторону квад­
раты, центры которых обозначены через М, М,Р, (0.
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Доказать, что середины диагоналей четырехугольников
ММРО и АВСО образуют квадрат.

82. На сторонах квадрата АВСО взяты четыре такие
точки М, №,Р, О (Мна АВ,М на ВС,Р на СБ, 9 на БА),
что АМ = ВМ = СР =роО0. Доказать, что круг, центр
которого находится в точке пересечения диагоналей квад­
рата АВСО, а диаметр равен половине диагонали этого
квадрата, целиком расположен в квадрате ММРО.

83. Дана окружность радиуса 1 и несколько точек на
плоскости: А, А., ..., А„. Доказать, что на окружности
найдется такая точка М, что МА, + -- МА, > 1.

84. Если а, 6, с — стороны треугольника, то
(@-6—с)(ао) (а Ь-с)<!

абс
Доказать.

85. В остроугольном треугольнике АВС проведены вы­
соты АД, ВЕ, СЁ и точки Е, О, Е соединены. Доказать,
что

р _ ГРВ’
где р — периметр треугольника ЕРЕ, Р — периметр тре­
угольника АВС, г — радиус окружности, вписанной в тре­
угольник АВС, Ю— радиус описанной около треуголь­
ника АВС окружности.

86. Во всяком прямоугольном треугольнике имеет ме­
сто неравенство:

0,4<— < 0,5,
где г — радиус вписанной окружности, а й — высота, опу­
щенная на гипотенузу. Доказать.

87. Дан остроугольный треугольник АВС. Обозначим
через 0,, 0», 03 расстояния от центра описанной окруж­
ности данного треугольника до его сторон. Через ги ВЮ
обозначим (соответственно) радиусы вписанной и описан­
ной окружностей. Доказать, что всегда справедлива фор­
мула

раН бы 03=Г- К.
88. Обозначим через О окружность, описанную около

некоторого треугольника Т, а через О’ — его вписанную
окружность. Треугольник Т” вписан в окружность О так,
что две его стороны касаются окружности О’ Доказать,
что его третья сторона также касается окружности О”.
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89. Если около четырехугольника со сторонами а, 6,
с, 4 можно описать окружность и можно также вписать
в него окружность, то площадь четырехугольника равна
$ = Уабс4. Доказать.

90. Прямая / пересекает стороны АВ и АР параллело­
грамма АВСО соответственно в точках Е и РЁ.Пусть @—
точка пересечения прямой/ с диагональю АС. Доказать, чтоАВ| АР_АС

АЕГ АР Аб.
91. Доказать, что в треугольнике биссектриса делит

пополам угол между высотой и радиусом описанного круга,
проведенным в ту же вершину.

92. Сумма квадратов расстояний от вершин правильного
п-угольника до любой прямой, проходящей через его центр,
не зависит от выбора прямой. Доказать.

93. Доказать, что в любом треугольнике:
а) основания медиан, высот и середины отрезков высот

от вершин до ортоцентра (точки пересечения высот) лежат
на однойокружности(этаокружностьназывается окруж­
ностью девяти точек};

6) радиус окружности девяти точек равен половине
радиуса описанной окружности;

в) окружность девяти точек касается вписанной и трех
вневписанных окружностей.

94. Дана окружность, на ней точки А,, Д., ..., А,„, М.
Через а, а., ..., а, обозначим расстояния от М до сторон
А,А., А.Аз, .... АА. Пусть В, В, В, — описанный
около окружности п-угольник, стороны которого касаются
окружности в точках А,, А,, ..., А„; В, 6, ..., 6, — рас­
стояния от точки М до сторон этого многоугольника. До­
казать, что а: . а» аа=б`6в-... Ш6,.

95. Для любой точки О, лежащей внутри правильного
п-угольника, найдутся такие две его вершиныАи В, что

180° —1)< д АОВ< 180°
Доказать.

96. Доказать, что основания биссектрис
х внешних углов треугольника лежат на од­

класс ной прямой.
97. Стороны треугольника образуют ариф­

метическую прогрессию. Доказать, что радиус вписанной

окружности равен -5- одной из высот.
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Определение. Говорят, что два треугольника
АВСи А.В.С,имеютцентр перспективы, если
АА,, ВВ и СС, пересекаютсяв однойточке, и ось пер­
спективы, если точки пересеченияпродолженийсто­
рон АВ и А.В,, ВСи В.С., АСи А.С, лежат на одной
прямой.

98. а) Доказать, что если два треугольника имеют центр
перспективы, то они имеют ось перспективы.

6) Доказать, что если два треугольника имеют ось
перспективы, то они имеют центр перспективы.

$84. Задачи на доказательство
П. Окружности

99. В круге диаметра 4 проведены две
УШ-—Х взаимно перпендикулярные хорды АВ и СР.
классы Доказать, что АС? - ВО? = 42?.

100. В окружность вписан правильный
треугольник АВС. Дуги АВ и ВС разделены пополам
точками Е и р. Доказать, что отрезок ЕР делится сторо­
нами треугольника на три равные части.

101. Пусть М — середина дуги АВ в данной окружно­
сти, МС — произвольная хорда, пересекающая отрезок
АВ в точке О. Построим окружность, касающуюся хорды
АВ в точке О и проходящую через точку С. Доказать, что
эта окружность касается данной и перпендикулярна окруж­
ности с центром в точке М радиуса МА (см. задачу 176).

102. Дана окружность О и точки Р и О вне ее. Прове­
дем через точку Р секущую РАВ и построим окружность,
проходящую через точки А, В и @.Доказать, что все такие
окружности проходят, кроме @, еще через одну точку.

103. Из произвольной точки круглого биллиарда пущен
шар. Доказать, что внутри биллиарда найдется такая
окружность, что траектория шара ни разу ее не пересечет.

(Примечание: шар отражается от стенки биллиарда так, что угол
падения равен углу отражения, где углами падения и отражения на­
зываются острые углы, образованные траекторией шара с радиусом,
проведенным из центра биллиарда в точку отражения.)

104. В заданном круге проведены две параллельные,
но неравные по длине хорды АА’ и ВВ’ Пусть С — точка
пересечения прямых АВ и А’В’, ар — точка пересечения
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касательных к окружности, проведенных из точек А и АД’
Доказать, что СРТАА’

105. Три данные окружности О, О. и О, попарно пересе­
каются: О, и О.в точках А и В,О. иО, — в точках Сири,
наконец, О, и О, — в точках Е и РК.Доказать, что прямые
АВ, СО и ЕЁ пересекаются в одной точке.

106. В данной окружности проведены два радиуса ОЛ
и ОС, образующие острый угол (/ СОА< 90°). На радиусе
ОА, как на диаметре, построена новая окружность, кото­
рая пересекает отрезок ОС в точке В. Доказать, что длины
дуг АВ и АСравны.

107. Дана окружность с центром в точке О и две ка­
сательные 1 и [. к ней. Проводится произвольная третья
касательная [., которая пересекает прямые /1 и [› в точках
А и В. Доказать, что величина угла АОВ не зависит от
выбора касательной [..

108. К двум окружностям О, и О» проведены общие
внешние касательные АВ и СД (точки А и С — на окруж­
ности О,, точки В и р — на окружности О.) и общая внут­
ренняя касательная МЛ, пересекающая прямые АВ и СО
в точках Ри 0. Доказать, что МР = №

109. Дана окружность, в ней хорда с серединой в точкеМи точкиАиВ,лежащиенаокружностипооднусторону
от хорды. Прямые АМ и ВМ пересекают окружность в
точках Сид. Доказать, что прямые АБ и ВС отсекаютна
данной хорде отрезок МР с серединой в точке М.

110. В окружности с центром О проведеныдва перпен­
дикулярных диаметра АВ и СО. Вне окружности взята
произвольная точка М. Из этой точки к окружности про­
веденыкасательные МР и МО.Прямые МР, МА,МВ, МО
пересекают прямую СД в точкахЕ, РЁ,К, Н (соответственно).
Доказать, что ЕЁ = НК.

111. Четыре пересекающиеся прямые образуют четыре
треугольника. Доказать, что все четыре окружности, опи­
санные около них, пересекаются в одной точке.

112. А.В. и А.В, — диаметры окружности С, и хорды
окружностей С, и С. соответственно. С, и С. делят круг
С, на четыре криволинейных треугольника. Доказать, что
сумма углов каждого из них больше 180° (см. задачу 176).

113. Дуги трех окружностей образуют криволинейный
треугольник, сумма углов которого равна 24. Доказать,
что эти окружности пересекаются в одной точке (см. за­
дачу 176).

94



114. Даны две окружности радиуса г = |1, причем рас­
стояниемеждуих центрамитакжеравно |. На первойокруж­
ности выбрана точка 4, на второй окружности — точки
В., В», симметричные относительно линии центров. Дока­
зать, что

АВ!+ АВ > 2

8 5. Задачи на построение

1.Многоугольники; построения
с ограниченными возможностями

115. Дан угол и точка М внутри него.
УП-Х Провести через М прямую так, чтобыотре­
классы зок, отсекаемый на ней сторонами угла, де­

лился в точке М пополам.
116. На необитаемом острове пират зарыл клад, руко­

водствуясь следующими построениями. Пусть А, В — два
камня, С;, С., С, — три пальмы. Построим точку А, так:
А,С, = АС, САСА, = 90°,и точку В, так: В.С, = ВС,,
ДВС. В, = 90°.

Построим точку пересечения отрезков А.В и АВ. и
обозначим ее Р.. |ТочкиРои Р,строятсятакже,какР.,толькосисполь­
зованием соответственно пальм С, и С.. В центре окруж­
ности, проведенной через Р., Ри Р, и был зарыт клад.
Когда пират вернулся на остров, пальмыснесло штормом.
Но все же он сумел найти клад. Как?

117. Построить пятиугольник по серединам его сторон.
118. В данном выпуклом четырехугольнике АВСЛ найти

такую точку О, что площади треугольников ОАВ, ОВС,
ОСО и ОПА равны.

119. У борта прямоугольного биллиарда стоит шар.
Построить направление, по которому надо его толкнуть,
чтобы он, отразившись от трех бортов, попал в началь­
ную точку.

120. Стороны АВ и ВС треугольника АВС пересечь
прямой так, чтобы точки пересечения О и Е (соответствен­
но) удовлетворяли условию ВО = ОЕ = ЕС.

УИ—Х 121. Построить треугольник по центру
классы тяжести и серединам двух его средних линий.
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122. Построить равносторонний треугольник с верши­
ной в данной точке, две другие вершины которого лежат
соответственно на двух данных окружностях.

123. Построить треугольник по двум сторонам, если
угол против большей стороны втрое больше угла против
меньшей.

124. Построить треугольник по центру тяжести, центру
описанного круга и одной из вершин.

125. Построить равнобедренный треугольник по высоте
и медиане, проведенным к боковой стороне.

126. Построить треугольник по центрам вневписанных
окружностей.

127. Построить треугольник по точкам пересечения
его высот с описанной окружностью.

128. Построить треугольник по центрам вписанного,
описанного и вневписанного кругов.

129. Даны три прямые (, № [, пересекающиеся в
точке А, и точка В на прямой [,. Построить такой тре­
угольник с вершиной в точке В, чтобы данные прямые’
являлись для него:

а) высотами,
6) медианами,
в) биссектрисами.
130. В треугольнике АВСобозначим: через а, В, с

стороны, противолежащие углам А, В, С (соответствен­
но), через Из, Й,, И, И ш, в,, шв,— высоты и медианы(со­
ответственно) этих сторон, через В„, В‚, В, — биссектрисы
углов А, В, С (соответственно).

Построить треугольник по следующим данным:

а) а, Б--с, 4; е) а, 6—с, В; л) в, в, С;
6) а, БВс, В; ж) а, 6—с, ВЕС; м)а, Ь, в;
в) а, 6-Е с, В+ С; з) а, 6Б—с,ВС; н) а, вьв;
ра, БВс, ВС; и) Йй,,В, в; о) а, 6, в;
д) а, Ь— с, А; к) а, Ь, В; п) Ва № №

131. Провести на плоскости прямую так, чтобы она
отстояла на равных расстояниях от трех заданных точек.

132. Через данную точку, лежащую в плоскости тре­
угольника, провести прямую, делящую его площадь по­
полам.

133. Разрезать треугольник прямой линией на 2 части,
равные по периметру и по площади.
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134. Построить четырехугольник по двум сторонам,
сходящимся в одной вершине, и двум углам, прилежащим
к ним, так, чтобы в него можно было вписать окружность.

135. Построить четырехугольник по диагоналям, углу &
между ними и

а) двум сторонам,
6) двум углам,
в) стороне и углу.
136. Построить четырехугольник АВСО по четырем

сторонам, если известно, что диагональ АС делит угол
РАВ пополам.

137. Построить трапецию по двум диагоналям и двум
боковым сторонам.

138. Заданы прямые Д1,[4,..., [, перпендикулярные к
сторонам многоугольника и проходящие через их середи­
ны. Построить многоугольник.

139. Пересечь трапецию прямой, параллельной осно­
ваниям так, чтобы ее отрезок внутри трапеции делился
диагоналями на три равные части.

140. Дан выпуклый многоугольник. Построить другой
с тем же периметром, но большей площади.

141. Дан угол МОМ и точки А и В. Найти на стороне
ОМ такую точку Х, чтобы треугольник ХУХ, где У и
2 — точки пересечения прямых ХА и ХВ с ОМ,был рав­
нобедренным. (ХУ = ХА.) |

142. Построить квадрат, если дана его вершина идве
точки, лежащие на сторонах, не проходящих через эту
вершину, или на их продолжениях.

143. Два маяка А и В видны с корабля под заданным
углом а. Когда корабль прошел по заданному направлению
данное расстояние, те же маяки стали видны под другим
углом В. Зная положение маяков А и В, найти начальное
положение корабля.

144. Вписать в остроугольный тре­
х—Х угольник АВС треугольник, стороныко­
классы торого были бы перпендикулярнысторо­

нам данного. Доказать, что искомых
треугольников два и что шесть вершин их лежат на одной
окружности.

145. а) Построить прямоугольник с данной стороной
так, чтобы две его вершины лежали на данной прямой,
а две другие — на данной окружности. Найти все способы
построения.
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6) Построить квадрат так, чтобы две его вершины ле­
жали на данной прямой, а две другие — на данной окруж­
НОСТИ.

146. Дана прямая СО и две точки А и В, не лежащие
на ней. Найти на прямой такую точку М, что 2Х АМС =
= ИВМО.

147. Вписать квадрат в данный сегмент так, чтобы одна
его сторона лежала на хорде.

148. В данный. треугольник вписать прямоугольник
с диагональю данной длины.

149. Вписать в сегмент правильный треугольник так,
чтобы одна из сторон была перпендикулярна основанию
сегмента.

150. Около равностороннего треугольника описать
квадрат так, чтобы обе фигуры имели общую вер­
шину.

151. Даны три луча, выходящие из одной точки. Про­
вести такую прямую, проходящую через заданную точку,
чтобы отрезки, отсекаемые на ней лучами, относились,
как 2:3.

152. Даны четыре точки. Провести через них четыре
прямые так, чтобы они образовали четырехугольник, по­
добный данному.

153. Вокруг данной окружности описать треугольник
АВС с данной стороной АВ и данным углом В так, чтобы
вершина А лежала на данной прямой.

154. Вписать в данный параллелограмм треугольник,
подобный данному (на каждой стороне параллелограмма
должна находиться хотя бы одна вершина треугольника)
Сколькими способами это можно сделать?

155. Даны три прямые, не пересекающиеся в одной
точке. Построить треугольник, для которого эти пря­
мые являются биссектрисами внешних углов. При каком
расположении заданных прямых задача имеет реше­
ние?

156. Вписать в данную окружность п-угольник, сто­
роны которого проходили бычерез п данных точек.

157. Восстановить п-угольник по центрам правильных
р-угольников, построенных на его сторонах. Исследовать
возможность и единственность такого восстановления.

158. В треугольник вписать две касающиеся друг
друга окружности равного радиуса так, чтобы каждая из
них касалась двух сторон треугольника.
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159. В плоскости даны три прямые, пере­
Хх секающиеся в одной точке, и три точки.класс.| Построитьтреугольник,вершиныкоторого

лежали бы на данных прямых, а стороны
проходили бы через данные точки.

Построения с ограниченнымивозможностями

160. Построить биссектрису угла, вер­
УП—Х шина которого недоступна.
классы 161. Построить медиану треугольника,

— вершина которого недоступна.
162. Разделить циркулем и линейкой угол в 54° на три

равные части.
163. Удвоить и разделить пополам отрезок при помощи

одного циркуля.
164. Пользуясь одним циркулем, разде­

УП—Х лить данный отрезок на п равных частей.
классы 165. Даны две параллельные прямые.

С помощью односторонней линейки провести
через данную точку прямую, параллельную этим прямым.

166. Пользуясь только двусторонней линейкой:
а) разделить угол пополам,
6) восставить перпендикуляр к данной прямой,
в) опустить из данной точки перпендикуляр на данную

прямую.

167. Пользуясь двусторонней линейкой, разделить
данный отрезок:

а) на две части,
6) на п частей.
(Длина отрезка болыше ширины линейки.)
168. Дан круг и его центр. С помощью линейки раз­

делить данный отрезок пополам.
169. Через данную точку М провести прямую в недо­

ступную точку пересечения двух данных прямых с помощью
одной линейки.

170. Даны окружность и точка, не лежащая на ней.
Опустить перпендикуляр из этой точки на диаметр или его
продолжение с помощью одной линейки.
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8 6. Задачи на построение
П. Окружности

171. Построить три попарно касающиеся
| ми-х друг друга окружности с центрами в трех

классы данных точках.
- 172. Через точку внутри круга провести

хорду так, чтобы она разделилась в этой точке в данном
отношении.

173. На дуге АВ данной окружности найти такую
точку М, чтобы отношение отрезков АМ ВМ было за­
данным.

174. Из точки, взятой вне данного круга, провести
секущую, внешняя часть которой равнялась бы внутрен­
ней. Когда решение возможно?

175. В круге проведены два радиуса. Как провести
хорду, чтобы она делилась этими радиусами на три равные
части?

176. Даны прямая [, точка М на ней, окружность О
и угол а. Построить окружность, касающуюся прямой /[
в точке М и пересекающую окружность О под углом, рав­
ным @.(Углом, под которым пересекаются две окружности,
называется угол между касательными к ним в точке пере­
сечения.)

177. Вписать в данный треугольник три окружности,
каждая из которых касалась бы двух сторон треугольника
и двух других окружностей.

178. Даны две пересекающиеся окружности. Через
точку их пересечения провести прямую так, чтобы образо­
вавшиеся хорды:

а) были равны,
6) имели данную сумму,
в) имели данную разность.
179. На плоскости даны: угол АВС, произвольная пря­

мая [ и точка О. Обозначим через Х и У точки пересечения
окружности с центром в точке О со сторонами АВ и ВС
угла АВС (соответственно). Построить такую окружность
с центром в точке О, чтобы прямые ХУ и / были параллельны.

180. Дан треугольник АВС. Найти такую точку Х,
чтобысуществовала окружность, вписанная в четырехуголь­
ник АВСХА,и окружность, описанная около него.

181. Даны три концентрические окружности. Прове­
сти секущую так, чтобы ее отрезки, заключенные между
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двумя болыпими окружностями, были равны отрезкам,
заключенным между средней и меньшей окружно­
стями.

182. Построить окружность, проходящую через данную
точку и касающуюся двух данных прямых.

183. Построить окружность, касающуюся данной окруж­
ности и двух данных прямых.

184. Построить окружность, касательную к трем дан­
ным окружностям (задача Аполлония).

8 7. Прямые и плоскости в. пространстве

185. Если несколько прямых в про­
Хх странстве обладают тем свойством, что

класс любые две из них пересекаются, то или
все они проходят через одну точку, или

же все лежат в одной плоскости. Доказать.
186. В пространстве даны точки А, В, С, О, причем

АВ Е СО, АС 1 ВО.

Доказать, что АД 1ВС.
187. Даны три скрещивающиеся прямые. Для каждых

двух из них построим общий перпендикуляр. Для каждых
двух из полученных прямых снова построим общий пер­
пендикуляр. Доказать, что последние три прямые совпа­
дают с исходными.

188. Доказать, что если луч образует равные углы
с тремя непараллельными лучами, лежащими в одной
плоскости, то он перпендикулярен этой плоскости.

189. В пространстве взятычетыре точки А, В, С,О. Вер­
но ли, что если проекции четырехугольника АВСО на две
не параллельные между собой плоскости являются паралле­
лограммами, то этот четырехугольник и сам является па­
раллелограммом?

190. Сколько имеется плоскостей, равноудаленных от
четырех точек, не лежащих в одной плоскости?

191. Доказать, что сумма углов пространственного че­
тырехугольника меньше 360°.

192. Луч света отражается от трех взаимно перпенди­
кулярных плоских зеркал по закону: угол падения равен
углу отражения. Доказать, что в результате его направле­
ние изменится на противоположное.

101



193. Найти все прямые в пространстве, проходящие
через данную точку М на данном расстоянии 4 от данной
прямой.

194. Построить отрезок, имеющий данную длину, па­
раллельный данной плоскости, с концами на двух данных
скрещивающихся прямых.

195. Ортогональные проекции пространственной линии
на две пересекающиеся плоскости являются прямыми ли­
ниями. Можно ли утверждать, что данная линия — пря­
мая?

196. Доказать, что если у выпуклого трехгранного
угла все двугранные углы острые, то и все плоские углы
острые.

197. Дан двугранный угол и прямая, проходящая через
его ребро. Провести через нее плоскость п так, чтобы эта
прямая была биссектрисой угла, полученного при сечении
данного двугранного угла плоскостью т.

198. Замкнутая пространственная ломаная составлена
из соединенных шарнирно звеньев, длину которых можно
изменять*. Если ломаную нельзя так продеформировать,
чтобы она превратилась в несамопересекающийся плоский
многоугольник, то она называется заузленной.

Какое наименьшее число звеньев может иметь заузлен­
ная ломаная?

199. Пространственным правильным п-угольником на­
зывается замкнутая ломаная линия в пространстве, состоя­
щая из п равных звеньев, и такая, что углы между сосед­
ними звеньями равны между собой. Доказать, что

а) все вершины правильного пространственного пяти­
угольника лежат в одной плоскости,

6) при п> 2 существует правильный пространствен­
ный 27-угольник, не лежащий в одной плоскости,

в) при п > 4 существует правильный пространствен­
ный (2п — 1)-угольник, не лежащий в одной плоскости.

200. Построить пространственный шестиугольник,у ко­
торого все диагонали равны.

201. Доказать, что не существует такого пространствен­
ного восьмиугольника, у которого все диагонали равны.

*) При этом запрещается изменять количество звеньев ломаной
(что можно было бы сделать, изменив длину какого-нибудь звена до
нуля).

102



8 8. Многогранники

202. Существует ли многогранник, все се­
Х ‘чения которого — треугольники?

класс 203. Какое наибольшее число сторон мо­
жет ‘иметь многоугольник, получающийся

в сечении октаэдра плоскостью?
204. Какие правильные многоугольники могут полу­

чаться при пересечении куба плоскостью?
205. Не существует выпуклого многогранника, имею­

щего 7 ребер. Доказать.
206. Доказать, что для любого Ё>>7 существует много­

гранник, имеющий #Ёребер.
207. Доказать, что если все диагонали параллелепи­

педа равны, то он прямоугольный.
208. Доказать, что не существует многогранника,у ко­

торого каждая грань имеет более пяти сторон.
209. Доказать, что сумма плоских углов выпуклого

многогранникаравна 44 (п — 2), где п — число’его вершин.
210. Шесть биссекторных плоскостей треугольной пи­

рамиды пересекаются в одной точке. Доказать. (Биссектор­
ной плоскостью называется плоскость, делящая двугран­
ный угол пополам.)

211. Дан шестигранник, все грани которого — четы­
рехугольники, а все трехгранные углы равны или симме­
тричны данному трехгранному углу. Доказать, что этот
шестигранник — прямоугольный параллелепипед.

212. Найти расстояние между двумя скрещивающимся
ребрами правильного тетраэдра с ребром 1.

213. Все ребра одной пирамиды соответственно меньше
ребер другой. Можно ли утверждать, что объем первой
из них тоже меныше объема второй?

214. Доказать, что периметры фигур, получающихся
при пересечении правильного тетраэдра плоскостями,
параллельными двум противоположным ребрам тетраэдра,
равны между собой.

215. Доказать, что площадь всякого треугольника,
получающегося при пересечении произвольного тетраэдра
плоскостью, будет меньше площади по крайней мере одной
из граней тетраэдра.

216. Доказать, что всякая плоскость, проходящая че­
рез середины двух противоположных ребер тетраэдра,
делит этот тетраэдр на две равновеликие части.
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217. Данный выпуклый четырехгранный угол пере­
сечь плоскостью так, чтобы в сечении получился паралле­
лограмм.

218. Доказать «пространственную теорему Пифагора»:
в прямоугольном параллелепипеде АВСРА’В’С’О’ квад­
рат площади сечения А’ВО в 8 раз меньше суммы квад­
ратов площадей граней.

219. Доказать, что сумма квадратов расстояний от
вершин куба до любой прямой, проходящей через его центр,
не зависит от выбора прямой.

220. Имеются две концентрические окружности. Во­
круг меньшей из них описан многоугольник А.А, "»
целиком находящийся внутри болышей окружности. Из
общего центра на каждую из сторон 4,4», ..., А„А, опу­
скаем перпендикуляры и продолжаем их до пересечения
с большей окружностью в точках В\, В.,..., В„. Соединяем
точкуВ, СА, иА,, В, —с А, иА.ит. д., В. ^сА, и А..
При каких условиях МНОГОУГОЛЬНИКА.В ‚А „Во А „В,
является разверткой пирамидыс основаниемАА, А,

221. В тетраэдре ОАВС все плоские углы при ‘вершине
О прямые, ОА =а, ОВ =Ьв, ОС =а-ЕЬ. Доказать, что
сумма плоских углов при вершине С равна90°.

222. Объем правильной треугольной пирамиды с бо­
1 ь .

ковым ребром длины | равен —. Найти плоский уголб

при вершине пирамиды.
223. Существует ли многогранник, все грани которого

являются параллелограммами и попарно параллельны,
но который, однако, не является призмой?

224. Даны три параллелепипеда. Провести плоскость
так, чтобы она разделила каждый параллелепипед на две
равновеликие части. В каком случае задача имеет неогра­
ниченное число решений?

225. Доказать, что для объема треугольной пирамиды
справедлива формула

и — и Упр - зп(ф— ®)яп(@_ф—Вт —7,

где а, 6, с— длины боковых ребер, а, В, 7 — величины
углов между ними, 2р =я-- В-- 1.

226. Пусть а, В, 1 — плоские углы трехгранного угла.

Доказать, чтосправедливонеравенствоя8Ву - 1а < 32.
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227. Доказать, что каждый тетраэдр можно пересечь
ровно тремя плоскостями так, чтобы в пересечении каждой
из них с тетраэдром получился ромб. Доказать также,
что

а) если получившиеся три ромба подобны, то у тет­
раэдра все грани равны;

6) если эти ромбы суть квадраты, то тетраэдр — пра­
ВИЛЬНЫЙ.

228. Две треугольные пирамиды равны или симметрич­
ны, если их соответствующие ребра равны. Доказать.

229. Дан тетраэдр АВСО. На его ребрах АВ, АСи АР
отмечаются такие точки М,Р, 0, что АВ = пАМ, АС =
= (п ПАР, АР = (п-+ 2) АО. Плоскость, проведен­
ная через М, Р, ©, обозначается Р,„. Доказать, что все
плоскости Р\, Ро, ..., Р„ проходят через одну прямую.

230. Дан трехгранный угол О. Найти необходимое и до­
статочное условие для того, чтобы его можно было так раз­
резать плоскостью, что из полученных кусков снова можно
сложить угол @, приложив их другим способом. (Секу­
щая плоскость пересекает угол (@по треугольнику.)

231. Доказать, что если все грани выпуклого много­
гранника центрально-симметричны, то и он сам центрально­
симметричен.

8$9. Поверхности и тела вращения

232. Определить расстояние от центра
грани правильного тетраэдра до другой
его грани, зная радиус вписанного шара.

233. Доказать, что если все ребра тетраэдра касаются
одного шара, `то суммы всех пар противоположных ребер
одинаковы.
° 234. Доказать, что если противоположные ребра тет­
раэдра попарно равны, то вписанные в тетраэдр и описан­
ный вокруг него шары концентричны.

235. Через точку сферы проведено несколько лежащих
на ней окружностей. Доказать, что касательные к ним в
этой точке лежат в одной плоскости.

236. Сколько касательных сфер можно провести к ‘че­
тырем взаимно пересекающимся плоскостям, из которых
никакие три не проходят через одну и ту же прямую?

237. Сколько существует сфер, касающихся трех дан­
ных плоскостей и данной сферы?

Х
класс
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238. Считая, что Земля имеет формушара радиуса Ю,
а искусственный спутник обращается вокруг Земли по
круговой орбите на высоте й над поверхностью Земли,
определить, на какой угол ниже горизонта должно опу­
ститься Солнце, чтобы наблюдение спутника, освещенного
Солнцем, было в данной точке земной поверхности невоз­
можно (даже при самом благоприятном положении спут­
ника и его орбиты относительно места наблюдения).

239. На окружности верхнего основания цилиндра,
объем которого равен У, взята точка А. ВС — диаметр
нижнего основания, точки А и В лежат на одной образую­
щей. МЛМ— диаметр нижнего основания, перпендикуляр­
ный ВС. Доказать, что объем, ограниченный поверхностью
цилиндра и плоскостью, проходящей через точки А,М, М,

заключенмеждуу Уи 5 у
240. Доказать, что ограниченное выпуклое тело, имеющее

две оси вращения, — шар. (Осью вращения тела называ­
ется прямая, после поворота вокруг которой на любой
угол тело совмещается само с собой.)

241. Любое сечение тела плоскостью — круг. Доказать,
что это тело — шар.

242. Доказать, что если А — телесный угол и о, 8,1 —
двугранные углы данного трехгранного угла, измерен­
ные в радианах, то «| В+ 1— А = тм.

243. Доказать, что разность между суммой телесных
углов двугранных углов тетраэдра и суммой телесных
углов его трехгранных углов равна 4м.

244. Выпуклая ломаная длины 4 вращается вокруг
прямой, проходящей через ее концы. Доказать, что пло­
щадь поверхности полученного тела вращения меньше
па?

2

$ 10. Задачи на наибольшее и наименьшее значения

245. Дан угол МОМ и две точки А и В.
УШ.-—Х Найти такие точки С иР на прямых ОМ
классы и ОМ соответственно, чтобы ломаная АСОВ

имела наименьшую возможную длину.
246. В треугольнике АВС биссектрисы пересекаются

в точке О и АС > АВ >>ВС. Как кратчайшим путем,
выйдя из точки О, обойти все вершины треугольника и
кернуться в исходную точку?
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247. Найти круг наименьшего радиуса, содержащий
три данные точки.

248. Дан треугольник и две точки внутри него. Как
кратчайшим путем пройти из одной точки в другую, по­
бывав на каждой стороне треугольника?

249. Найти на данной прямой [ точку так, чтобы раз­
ность расстояний от нее до двух заданных точек А и В
была

а) наименьшей,
6) наибольшей.

250. Через точку внутри угла провести прямую так,
чтобы отрезок ее между сторонами угла имел наименьшую
возможную длину.

251. В данный угол вписать треугольник наименьшего
периметра так, чтобы одна из его вершин находилась в
данной точке внутри угла.

252. В произвольном треугольнике найти точку, сумма
расстоянийот которой до вершин треугольника минимальна.

253. Четыре деревни расположены в вершинах квадра­
та. Как надо провести сеть дорог, соединяющихвсе деревни
друг с другом, чтобы она имела наименьшую возможную
длину? (При этом одна дорога может соединять и более
двух деревень.)

254. Через точку пересечения двух окружностей про­
вести секущую так, чтобы ее часть, заключенная внутри
кругов, была

а) наибольшей,
6) наименьшей.

255. Внутри квадрата дана точка О. Всякая прямая,
проходящая через О, разрезает квадрат на две части.
Провести прямую через точку О так, чтобы разность пло­
щадей этих двух частей была наибольшей.

256. На прямой / лежит отрезок М№. Найти на прямой
р, лежащей с [ в одной плоскости, точку, из которой ММ
виден под наибольшим углом.

257. Даны три концентрические окружности радиусов
1, У2, УЗ. Найти на каждой окружности по такой точке,
чтобы образованный ими треугольник имел наибольшую
площадь.
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258. Построить треугольник с наименьшим периметром,
если даны:

а) две вершины А и В и прямая, на которой лежит
третья вершина,

6) вершина А и прямые, на которых лежат вершины
В и С,

в) три прямые, на которых лежат вершиныА, Ви С.
259. Если в круге отмечены три точки А,В, С, то для

любой его точки М из расстояний МА, МВ, МС можно
выбрать наименьшее — обозначим его через рм. После
этого из всех точек круга можно выбрать ту, для которой
величина рм максимальна(т. е. из всех чисел рм надо вы­
брать наибольшее — обозначим его через р). Понятно,
что число р зависит только от выбора точек А,В, С. Тре­
буется так выбрать точки А, В и С,чтобы величинар была
наименышей из возможных.

260. Из всех треугольников, вписанных
х—Х в данную окружность, найти тот, который

классы имеет наибольшую сумму квадратов сторон.
261. Внутри круга дана точка. Требуется

провести через нее две взаимно перпендикулярные хорды
так, чтобы сумма их длин была наибольшей.

262. Внутри треугольника АВС найти такую точку 0,
чтобы сумма 40? -- ВО? -- СО? была наименьшей.

263. Поместить в правильный шестиугольник квадрат
наибольшей площади.

264. Доказать, что сумма расстояний точки М от
вершин правильного шестиугольника достигает наи­
меньшей величины, когда М совпадает с центром шести­
угольника. То же доказать в случае правильного пяти­
угольника.

265. Доказать, что из всех четырехугольников данного
периметра наибольшую площадь имеет квадрат.

266. Какую наиболыпую боковую поверх­
х ность может иметь прямоугольный парал­

класс лелепипед, диагональ которого равна а?
267. В прямом круговом конусе образую­

щая равна 3, а высота — У3. Найти максимальное (по
площади) сечение, проходящее через вершину конуса.

268. Даны трехгранный угол @ и внутри него точ­
ка О. Найти плоскость, проходящую через точку О и от­
секающую от @ тетраэдр наименьшего объема.

108



8 11. Разные задачи

269. Могут ли быть в выпуклом много­
УШ-—Х угольнике три параллельные стороны?
классы 270. На какое наибольшее число частей

могут разбить плоскость:
а) п прямых, из которых никакие две не параллельны

и никакие три не пересекаются в одной точке?
6) п окружностей?
в) два выпуклых многоугольника?
271. Доказать, что два прямоугольника разбивают

плоскость не более чем на 10 частей.
272. Покрыть плоскость не равными и не подобными

попарно прямоугольными треугольниками, стороны кото­
рых больше 1. (Плоскость должна быть покрыта полностью
и без перекрытий.)

273. Доказать, что любыми равными треугольниками,
четырехугольниками, центрально-симметричными шести­
угольниками можно покрыть всю плоскость с соблюдением
требований, указанных в предыдущей задаче.

274. В выпуклом п-угольнике проведенывсе диагонали.
На сколько частей разобьется п-угольник, если известно,
что никакие три диагонали не пересекаются в одной точке
(кроме, быть может, вершин)?

275. С1, С», С, — окружности. С. и С. перпендикулярны
к С. (см. задачу 176) и пересекаются друг с другом. Могут
ли обе точки их пересечения лежать внутри С.?

276. На окружности данып точек: А|, А,,..., А„. При
повороте на некоторый угол а<360” точка А, переходит
вД., А, переходитвА.,.4, — вА. ит.д. Верноли,что эти
точки делят окружность на равные части?

277. Концы отрезка АВ соединены ломаной. Доказать,
что на ней найдутся две точки, лежащие на равных рас­
стояниях от прямой АВ, расстояние между которыми

АВ
равно -5-.

278. В ромб вписан прямоугольник. Обязательно ли
его стороны параллельны диагоналям ромба?

279. В ромб, не являющийся квадратом, вписан квад­
рат. Верно ли, что его стороны параллельны диагоналям
ромба?

280. Доказать, что диаметр многоугольника не изме­
нится, если его заменить наименьшим (по периметру) вы­
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пуклым многоугольником, содержащим данный (см. за­
дачу 33 раздела В).

281. Два плоских зеркала образуют угол а. Направим
на одно из них луч, параллельный биссектрисе угла. Отра­
зившись, он попадет на другую стенку, потом снова на пер­
вую ит. д. Если угол яхвелик, то луч, отразившись не­
сколько раз, уйдет в бесконечность. Как мал должен быть
Да, чтобы этого не произошло?

282. Отрезок АВ имеет длину 1. Окружим его много­
угольником так, чтобы, двигая АВ по плоскости и не вы­
лезая при этом его концами за пределы многоугольника,мысмоглибыпоменятьместамиконцыАи В,т.е.повернуть
отрезок на 180°. Какое наименьшее значение может иметь
при этом площадь многоугольника?

283. Доказать, что если выпуклый многоугольник мож­
но разрезать на центрально-симметричные многоугольники,
то он сам центрально-симметричен.

284. Существует ли правильный много­
с угольник, одна диагональ которого равна

сумме двух других?
285. Равны ли два треугольника, если они имеют по

три равных угла и по две равные стороны?
286. Многоугольник М имеет п сторон. Будем рас­

сматривать такие треугольники, вписанные в М, что опи­
санная окружность каждого из этих треугольников целиком
расположена в многоугольнике М. Каково может быть
наибольшее число этих треугольников?

287. Сколько раз может обертываться вокруг окруж­
ности контур описанного многоугольника?

288. На какое наибольшее число частей могут делить
пространство

а) два куба,
6) куб и сфера,
в) два выпуклых многогранника?
289. Дан куб с ребром | и внутри него такая лома­

ная, что каждая плоскость, параллельная какой-либо
грани куба, пересекает ломаную не более чем в одной
точке.

Доказать, что длина ломаной меньше 3 и что для лю­
бого «<3 можно построить ломаную длины [>а, обладаю­
щую вышеуказанным свойством.
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В. СМЕШАННЫЙ ОТДЕЛ

Задачи комбинаторные, логические, задачи
на клетчатой бумаге и другие задачи

Все задачи этого раздела, кроме перечисленных ниже, предназна­
чаются учащимся УП—Х классов. Исключение составляют:

задачи 16, 23, 26, 27, 32, 33, 78, 81, предназначенные для УШ-—-Х
классов, ,

задачи 15, 19, 20, 21, 50, 52, 57, 59, 60, 62, 65, 67 — для Х класса
Внутри раздела задачи расположены группами. объединенными

общей тематикой, а внутри групп — в порядке нарастающей сложности,

1. Доказать, что 77 телефонов нельзя соединить между
собой так, чтобы каждый телефон был соединен ровно с
пятнадцатью другими.

2. Можно ли выложить в цепь, следуя правилам игры,
все 28 костей домино так, чтобы на одном конце оказалась
шестерка, а на другом — пятерка?

3. Каждый из людей, когда-либо живших на Земле,
сделал определенное число рукопожатий. Доказать, что.
число людей, сделавших нечетное число рукопожатий,
четно.

4. Доказать, что не существует многогранника, у кото­
рого каждая грань имеет нечетное число сторон и число
всех граней нечетно.

5. Линия называется уникурсальной, если ее можно
начертить одним росчерком пера, т. е. не отрывая пера от
бумаги и не проходя два раза один и тот же ее участок.
Доказать, что линия уникурсальна тогда и только тогда,
когда число тех ее узлов, из которых выходит нечетное
число кривых, не превосходит двух.

6. На плоскости проведено п окружностей, Доказать,
что каждый из кусков, на которые при этом разбилась
плоскость, можно закрасить в один из двух цветов —
в черный или в белый, притом так, что любые два соседних
куска (граничащие по дуге окружности) будут окрашены
в разные цвета.

7. Треножником будем называть фигуру, состоящую
из трех лучей, исходящих из одной точки. На плоскости
расположены несколько треножников, причем так, что
никакиедва луча, принадлежащие различным треножникам,
не лежат на одной прямой. Доказать, что области, на ко­
торые плоскость разбивается этими треножниками, можно
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раскрасить в три краски таким образом, что любые две
области, имеющие общую сторону, окрашеныв разныецвета.

8. Найти девять попарно различных квадратов, из ко­
торых можно сложить прямоугольник.

9. Разрезать квадрат прямолинейными разрезами так,
чтобы из полученных частей можно было сложить три рав­
ных квадрата.

10. Доказать, что любые п квадратов можно разрезать
так, чтобы из полученных частей сложить 1 квадрат.

11. Доказать, что из конечного числа попарно различ­
ных кубиков нельзя сложить кирпич.

12. Разрежьте плиту размером 8 Хх8х27 на четыре
части и сложите из них куб.

13. Доказать, что из конечного числа попарно различ­
ных равносторонних треугольников нельзя сложить вы­
пуклую фигуру.

14. Разрезать произвольный треугольник на три части
так, чтобы из них можно было сложить прямоугольник.

15. Какие выпуклые многогранники можно сложить
из правильных тетраэдров?

16. Разрезать треугольник на четыре части и сложить
из них два треугольника, подобных первоначальному.

17. Доказать, что выпуклый центрально-симметричный
многоугольник можно разрезать на параллелограммы.
Найти наименьшее число параллелограммов для тысяче­
угольника.

18. Можно ли разрезать выпуклый 17-угольник на
14 треугольников?

19. На окружности радиуса | от произвольной точки
откладываются в одну сторону друг за другом дуги длины1.
Пусть А,, Д., ....А„ — последовательные концы отклады­
ваемых дуг. Доказать, что для любой произвольно малой
дуги этой окружности найдется точка А,, лежащая внутри
этой дуги.

20. Существует ли такое множество точек на окружно­
сти, которое при повороте окружности на | радиан «прячет­
ся в себя», т. е. переходит в свою часть?

21. По бесконечной шахматной доске с полями в виде
квадратов со стороной | прыгает блоха, перемещаясь
за каждый прыжок на а вправо и на В вверх. Доказать,

что если я, Ви в иррациональны, то блоха обязательно
когда-нибудь попадет на черное поле.
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22. Из города А в город В ведут две дороги, не имеющие
самопересечений. Из А одновременно выехали по этим до­
рогам две машины, связанные веревкой длиной 20 м,и,
не порвав веревки, приехали одновременно в В. После этого
из АвВ по одной дорогеи из В в А по другой одновременно
выехали два воза круглой формырадиуса 1] м. Докажите,
что возыне смогут прибыть к своей цели, не столкнувшись.

23. Географическая карта разрезана параллельными
прямыми на квадратные куски 20 км Х 20 км. Доказать,
что любой маршрут длины 310 км помещается не более
чем на 36 квадратах.

24. Четыре узла клетчатой бумаги образуют квадрат,
(со сторонами, параллельными линиям сетки), на каждой
стороне которого помещается п клеток (п>1).

Доказать, что существует ломаная из 2п звеньев, про­
ходящая через все узлы этого квадрата, включая также
узлы, лежащие на его сторонах.

25. На клетчатой бумаге нарисован параллелограмм
с вершинамив узлах сетки. Доказать, что если внутри него
и на сторонах нет других узлов сетки (такой параллело­
грамм называется основным), то его площадь равна пло­
щади клетки.

26. Существует ли прямоугольный треугольник с це­
лыми сторонами, который может быть положен на клет­
чатую бумагу так, чтобы вершины попали в узлы, и ни одна
из сторон не совпадала с линиями бумаги?

27. Доказать, что не существует правильного много­
угольника, отличного от квадрата и имеющего вершины
в узлах клетчатой бумаги.

28. Доказать, что для всякого выпуклого многоуголь­
ника, нарисованного на клетчатой бумаге, с вершинами

в узлах сетки, справедлива формула: э = п - 5 — 1,
где ° — площадь многоугольника, п — число узлов сетки
внутри многоугольника, т — число узлов сетки на кон­
туре многоугольника.

29. Дано двенадцать монет, из них одна фальшивая.
Определить тремя взвешиваниями на весах с коромыслом
фальшивую монету, если неизвестно, легче она или тяже­
лее других.

30. Из восьмидесяти золотых монет одна фальшивая
(более легкая). Как отделить фалышивую монету посред­
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ством четырех взвешиваний на весах с двумя чашечками
без гирь?

31. Огород имеет форму квадрата со стороной10. В не­
которой точке огорода имеется колодец. Доказать, что
общая длина труб, ответвляющихся от колодца и уложен­
ных так, чтобы расстояние от любой точки огорода до бли­
жайшей трубы было не больше 1, не меньше48.

32. Лесом называется множество цилиндрических де­
ревьев, радиуса 60 см, растущих внутри квадрата, со сто­
роной | км. Лес называется густым, если всякий прямоли­
нейный путь длиной 100 м имеет общую точку хотя быс
одним деревом. Доказать, что в густом лесу не меньше
7430 деревьев.

33. Диаметром фигуры называется наибольшее расстоя­
ние между двумя ее точками. Требуется найти такое число
&, что любую плоскую фигуру диаметра 4 можно разбить
на Е частей меньшего диаметра, но существует фигура
диаметра 4, которую нельзя разбить на Е— 1 частей мень­
шего диаметра.

34. Доказать, что через всякие п точек на плоскости,
никакие три из которых не лежат на одной прямой, про­
ходит замкнутая и не пересекающая самой себя ломаная
с вершинами в данных точках (и только в этих точках).

35. На плоскости имеется замкнутая конечнозвенная
ломаная линия. Прямая / имеет с ней ровно 1961 общую
точку. Доказать, что существует прямая Г, не проходящая
ни по одному звену ломаной и имеющая с ней более чем
196] общую точку.

36. Треугольник разбит на несколько треугольников;
при этом выполняются следующие условия:

1°. Два треугольника разбиения либо совсем не имеют
общих точек, либо имеют одну общую вершину, либо
имеют одну общую сторону (целиком).

2°. Сторона исходного треугольника может служить
стороной только для одного треугольника разбиения.

Доказать, что число треугольников разбиения не­
четно.

37. Докажите, что среди любых шести человек найдутся
либо трое попарно незнакомых друг с другом, либо трое
попарно знакомых.

38. Имеется отрезок, к которому восставлено п пер­
пендикуляров длины |. На отрезке и на перпендикуля­
рах отмечено несколько точек, причем среди них нет ни
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одного основания перпендикуляра. Доказать, что если на
любом пути, соединяющем концы перпендикуляров, есть
хотя бы одна отмеченная точка, то отмеченных точек не
меньше чем п — 1.

39. Найти такие цифры, которые при подстановке их
вместо букв в выражение:

Гогфу
+ { еп

{ еп
з1хфу

давали тождество (различным буквам соответствуют раз­
личные цифры).

40. Имелось семь листов бумаги. Некоторые из них
разрезали на семь частей. Некоторые из полученных ку­
сков снова разрезали на семь частей и т. д. Когда потом
подсчитали общее число получившихся листов бумаги (раз­
ного размера), то оказалось, что их 1961. Докажите, что
подсчет был произведен неправильно.

41. Шахматист для тренировки играет не менее одной
партии в день; при этом, чтобы не переутомиться, он играет
не более 12 партий в неделю (календарную).

Доказать, что можно найти несколько последователь­
ных дней, в течение которых шахматист сыграет ровно 20
партий.

42. Для того чтобы отгадать целое число, заключенное
между 1 и 1000, можно задавать вопросы. На вопросы мож­
но отвечать только «да» и «нет». В какое наименьшее число
вопросов можно наверняка отгадать задуманное число?

43. Двое играют в такую игру: один задумывает число,
лежащее между единицейи тысячей (включительно), а дру­
гой угадывает его, задавая первому вопросы вида: «Содер­
жится ли это число среди таких-то?» (например: среди
чисел от 1 до 500 включительно?; среди четных чисел?;
среди чисел от 1 до 2002; от 550 до 600 или от 955 до 957?).
Первый имеет право дать один неправильный ответ. Дока­
зать, что второй может угадать число за:

а) 21 вопрос,
6) 14 вопросов.
44. Игра состоит в следующем. Имеется прямоуголь­

ный стол и достаточно болыпое количество одинаковых
монет. Двое играющих кладут по очереди по одной монете
на свободные места стола до тех пор, пока это возможно.
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Играющий, положивший на стол монету последним, вы­
игрывает. Как должен играть начинающий первым, чтобы
выиграть?

45. На клетчатой бумаге играют двое: А и В. Одним
ходом можно соединить две соседние вершины, находящие­
ся на расстоянии 1. Доказать, что, если первый ход сде­
лал Д, то:

а) В может помешать А образовать из своих линий ка­
кой-нибудь замкнутый многоугольник.

6) В может помешать А соединить своими линиями две
наперед заданные точки, находящиеся на расстоянии,боль­
шем 1.

46. Жители города Правдин всегда говорят правду,
жители соседнего города Кривдин всегда обманывают.
Однаждыприезжий встретил трех местныхжителейА, В, С,
среди которых были один житель Правдина и два жителя
Кривдина. «Откуда вы?» — спросил приезжий у А. Житель
А ответил что-то очень тихо, так что приезжий не расслы­
шал ответа. «Что он мне ответил?» — спросил приезжий,
обращаяськ Ви С. «Он ответил, что он житель Кривдина».
Можете ли вы на основании этого разговора установить,гдепроживаютА,Ви С?

47. Известно, что жители города А всегда говорят
правду, жители города В всегда лгут, а жители города С
на один из двух заданных подряд вопросов отвечают прав­
ду, а на другой — ложь и что жители всех трех городов
бывают в гостях друг у друга. Какие четыре вопроса дол­
жен задать путешественник первому встречному, чтобы
наверняка определить, где он находится и с кем разгова­
ривает?

48. По кругу выписаны р плюсов и д минусов. Пусть
а — число пар рядом стоящих плюсов, а 6 — число пар
рядом стоящих минусов.

Доказать, что |а— 6|=|р— (|.
49. На окружности взято несколько точек: одни из

них обозначаем буквой А, остальные — буквой В. На каж­
дой из дуг, на которые окружность делится взятыми точ­
ками, ставим некоторое число: если обе ‘концевые точки
дуги обозначены буквами А, то ставим число 2; если обе

1

концевые точки обозначены буквами В, то ставим 5; если
же концевые точки дуги обозначены разными буквами,
то ставим число 1. Доказать, что произведение всех по­
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ставленных чисел равно 24-8, где а — число точек, обо­
значенных буквой А, 6 — число точек, обозначенных бук­
вой В (причем семиклассники могут считать, что а>Ь).

50. Натуральные числа от | до п располагаются на
окружности. Это называется п-цепочкой. Рассмотрим К,
таких п-цепочек, что два числа, соседние в одной из них,
не являются соседними ни в какой другой. Какое наиболь­

Е

шее значение может принимать отношение —_^—?
51. а) Рассматриваются всевозможныенаборы ху,Хо,...,Хи

состоящие из нулей и единиц. Доказать, что ника:
кому уравнениювида ах, | ах.- ад, = 6, где

2 2 2а-а2—== ал==0 немогутудовлетворятьболеечем
2"—! таких наборов.

6) Набор (х., ..., х,), состоящий из нулей и единиц,
называется правильным, если он содержит не меньше двух
единиц. Пусть М — число правильных наборов, для кото­
рых ах. + -а,х, = 0, М — число остальных правиль­
ных наборов. Доказать, что при А > 3 справедливо нера­
венство М > №.

52. Строится последовательность строк: 1-я строка:
х, у; 2-я строка: х, у, у, х — и далее каждая строка полу­
чается заменойх на (х, у) иуна (у, х). Потом вся система
нумеруется слева направо и сверху вниз последовательны­
ми членами некоторой арифметической прогрессии (т.е. ну­
меруются сперва числа первой строки слева направо пер­
выми двумя членами прогрессии, затем — числа второй
строки слева направо третьим, четвертым ит. д. членами
прогрессии и т.д.).

Доказать, что в п-й строке сумма А-х степеней номеров
при всех х равна сумме А-х степеней номеров при всех у,
если О<Е< п.

53. Горизонтали шахматной доски обозначаются, как
обычно, цифрами от | до 8, а вертикали — буквами от а
до й. Пусть теперь а, В, с, а, е, р ©, В — произвольные
числа. Напишем на каждом поле доски произведение
чисел, соответствующих горизонтали и вертикали этого
поля, например на поле е7 — число е. 7. Расставим на
поле 8 ладей так, чтобы они не били друг друга; они
закроют 8 чисел. Чему равно произведение закрытых
чисел?

54. На участке клетчатой бумаги квадратной формы
в №2клеток выбраны два поля, А и В, находящиеся рядом
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друг с другом (по горизонтали). На левое поле А поставлена
фишка. Ее можно передвигать на одно поле по одному из
трех направлений: вверх, вправо и по диагонали через
нижний левый угол. Доказать, что независимо от М№не­
возможно обойти всю доску, побывав на каждом поле ров­
но по одному разу и прийти` на поле В.

55. Пятьдесят из клеток обыкновенной шахматной доски
пронумерованы целыми числами: 1, 2,3, ..., 49, 50. На
доске стоят 50 шашек, которые также перенумерованы.
Каждая шашка стоит или на пустом поле, или на поле
с номером, который может совпадать или не совпадать
с номером шашки. На одном поле стоит не более одной
шашки. За один ход можно одну шашку переставить на
любое свободное место. Доказать, что для того чтобы все
шашки поставить на свои места, потребуется не больше
75 ходов.

56. Доказать, что шахматную доску с 4+1 вер­
тикалями и 4^ -- | горизонталями можно обойти ходом
коня, побывав на каждом поле ровно по одному разу.

57. На клетчатой бумаге в узлах сетки отмечено две
точки. Сколькими способами можно пройти из одной точки
в другую, если двигаться по линиям сетки и притом самы­
ми короткими по длине путями?

58. Сколькими способами можно раскрасить л красками
окружность, разделенную на р частей (р — простое)?

Способы, совпадающие при повороте окружности вокруг
центра, считаются одинаковыми.

59. На двух параллельных прямых дано по п точек.
Сколькими способами можно соединить их ломаной, имею­
щей вершинытолько в этих точках? (Данные точки могут
лежать и на сторонах ломаной.)

60. Оргкомитет олимпиады состоит из 11 человек. Ма­
териалы олимпиады хранятся в сейфе. Сколько замков
должен иметь сейф и сколькими ключами следует снабдить
каждого члена оргкомитета, чтобы доступ в сейф был воз­
можен, когда соберутся любые 6 членов оргкомитета, и не
был возможен, если соберется меньше шести членов?

61. На окружности взято п точек, против части из
которых поставлен знак «плюс», против остальных —3-4

ме хорд,
соединяющих точки с разными знаками и не пересекаю­
щихся внутри окружности.

«минус». Доказать, что существует не более |

118



62. В турнире принимают участие п шахматистов раз­
личной силы. Считая, что более сильный игрок всегда
выигрывает у более слабого, придумать такой порядок
игр, при котором расположение шахматистов по их силе
выяснится не более чем через ^ (п -- 1) партий, где Е —
наибольшее целое число, удовлетворяющее условию 2*<п.

63. Сколько существует различных шестигранных
игральных костей? Две кости считаются различными,
если одну из них нельзя поставить на место другой так,
чтобы числа на соответствующих гранях были равны.

64. На автобусном маршруте, действующем в одном
направлении, 14 остановок. Имеется 9] различный образец
билетов в зависимости от того, откудаи куда едет пассажир.
Пассажиры входят и выходят, но одновременно едет не
более 25 человек. Какое максимальное число сортов билетов
может быть выдано кондуктором за один рейс?

65. Сколько существует перестановок из п чисел 1, 2,
3,..., й, в которых ни одно число Е не стоит на К-ом мес­
те; К = [,2, ..., №?

66. Сколькими способами можно соединить 2м точек,
лежащих на окружности, п непересекающимися хор­
дами?

67. На листе клетчатой бумаги размером п Ххп кле­
ток расставлены числа 1,2, 3, ..., п? по одному в каждой
клетке, так, что числа, стоящие на каждой вертикали
и горизонтали, образуют арифметическую прогрессию.

Найти число всех таких расположений.
68. У человека на голове не более 300 000 волос. Дока­

зать, что в Москве живут хотя бы 10 человек, у которых
число волос одинаково (население Москвы — около 6 млн.
человек).

69. Дано 2п -- 1 предметов. Доказать, что из них мож­
но выбрать нечетное число предметов столькими же спосо­
бами, сколькими четное.

70. В ящике лежат 70 шаров, из них 20 красных,20 зе­
леных, 20 желтых, остальные белые и черные. Какое наи­
менышее число шаров надо вынуть, чтобы наверняка вы­
тащить 10 шаров какого-нибудь одного цвета?

71. Имеется 5п шаров Я различных цветов, шаров каж­
дого цвета — одинаковое число. Доказать, что как бы
они ни были разложены в п ящиках по $ штук в ящике,
всегда можно вынуть из каждого ящика по одному шару
так, что будут представленывсе цвета.
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72. Доказать, что монетами в2 и 5 копеек можно раз­
менять |1 рубль большим числом способов, чем монетами
в Зи5 копеек.

73. Сколькими способами можно разменять 20 копеек
на монеты достоинством в 5,2 и | копейку?

74. Имеется кусок цепи из 60 звеньев. Каждое звено
весит | г. Какое наименьшее число звеньев надо раско­
вать, чтобы из полученных кусков цепи можно было
составить все веса от 1 до 60 г?

75. Доказать, что с помощью стандартного набора
разновесов: [1мег,2 мг, 2 мг,5 мг,10 мг,20 мег,20 мг, 50 мг,
100 мг, 200 мг, 200 мг, 500 мг, 1г, Зе ит. д.— можно
составить любой вес, выражаемый целым числом милли­
граммов.

76. Доказать, что, имея на руках 100 денежных знаков
двух различных достоинств, можно купить некоторое целое
число 10]-рублевых вещей без сдачи.

77. На консультации было 20 школьников и разбира­
лось 20 задач. Оказалось, что каждый из школьников
решил две задачи и каждую задачу решили два школьника.
Докажите, что можно так организовать разбор задач,
чтобы каждый школьник рассказал одну из решенных
им задач и все задачи были разобраны.

78. Плоскость целиком покрыта 43 полуплоскостями.
Доказать, что из них можно выбрать три так, чтобы они
также целиком покрывали эту плоскость.

79. Отрезок длины | полностью покрыт 43 отрезками.
Доказать, что из них можно выбрать непересекающиеся

. 1

между собой отрезки, сумма длин которых не меньше =.
880.Доказать,чтоулюбогодереваможнооборвать- =

7 |

его листьев, оставив при этом не менее -= тени, которую
давало дерево (тенью от ствола и веток пренебречь; число
листьев можно считать делящимся на 15).

81. Полусферой называется одна из Двух половин,
на которые сфера разбивается болышой окружностью; точ­
ки самой окружности, ограничивающей полусферу, также
причисляются к этой полусфере. Доказать, что если
1958 полусфер покрывают всю сферу, то можно выбрать че­
тыре из них, которые также покрывают всю сферу.
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82. Даны две окружности, длина каждой из которых
равна 1957 см. На одной из них отмечено 1957 точек, на
другой — несколько дуг, сумма длин которых меньше {].
Доказать, что эти окружности можно так наложить друг
на друга, что ни одна отмеченная точка не попадет ни на
одну отмеченную дугу.

83. Каждая точка окружности обозначена по крайней
мере одной из трех красок. Есть по крайней мере одна
точка, обозначенная двумя красками. Доказать, что най­
дется дуга в 120°, концы которой будут обозначеныодина­
ковой краской (и, может быть, еще другими красками).

84. Сколько раз в сутки стрелки часов образуют между
собой прямые углы?

85. Стрелки часов закреплены, а циферблат можно
поворачивать. Доказать, что циферблат можно повернуть
так, чтобы часы показали первый час (и положение часовой
стрелки соответствовало бы положению минутной).

86. В начале олимпиады, между 12 и 13 часами, школь­
ник посмотрел на часы. Кончив работу между 17 и 18 ча­
сами, он заметил, что стрелки поменялись местами. Сколько
времени было, когда он кончил?

87. Часы испорчены, но стрелки их движутся равно­
мерно. На сколько часов они отстают или уходят вперед
в сутки, если показывают верное время: | раз в сутки?
2 раза в сутки? 3 раза в сутки?



ЧАСТЬ П

ЗАДАЧИ МОСКОВСКИХ ОЛИМПИАД

Здесь собраны задачи, предлагавшиеся на математиче­
ских олимпиадах в Москве (при МГУ) в 1935—1964 годах.

Некоторые из задач, предлагавшихся в 1952—1964 го­
дах, снабжены решениями. Номера этих задач выделены
полужирным шрифтом.

Необходимо отметить, что большинство задач первых
14 олимпиад (1935—1951 гг.) разобраны в выпусках «Биб­
лиотеки математического кружка» и в других изданиях
(см. [41], [43], [46], [57] из списка литературы на
стр. 47—50).

Г олимпиада (1935 год)

1-й тур

1 Поезд проходит мимо наблюдателя в течение Ё се­
кунд, а мимо моста длиной [ метров в течение #»,секунд.
Считается, что поезд проходит мимо моста, начиная с того
момента, когда локомотив въезжает на мост, и кончая
моментом, когда последний вагон покидает мост. Опреде­
лить длину и скорость поезда. <

2. Построить квадрат, три вершины которого лежали
бы на трех данных параллельных прямых.

3. Найти объем правильной четырехугольной пирамиды
со сторонами основания а и плоскими углами при вершине,
равными углам наклона боковых ребер к плоскости осно­
вания.

2-й тур

Серия А

1 Построить треугольник по точкам пересечения с опи­
санной окружностью медианы, биссектрисы и высоты, про­
веденных из одной вершины.
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2. На поверхности куба найти точки, из которых диа­
гональ видна под наименьшим углом.

Серия В

1. Сколько действительных решений имеет система:
ху= 2,

| ху — 2?= |?
2. Решить систему:

хз — и3 = 26,

| ху — ху?=6.
3. Вычислить сумму: 13- 33 53+ —-(21 — 1}.

Серия С

1. Сколькими способами можно раскрасить куб в шесть
данных цветов, если любые две различные грани должны
быть раскрашены разными красками? (Различными счи­
таются те раскраски, которые не совмещаются при пово­
ротах куба.)

2. Сколькими способами можно представить число п
в виде суммытрех целых положительных слагаемых?

3. Обозначим через М (а, 6, с, ..., К) общее наименьшее
кратное, а через О (а, В,с, к) — наибольший общий
делитель чисел а, 6,С, К.

Доказать:
а)Ма, 5. Ра б=4,

М (а, Ь, 6) * р (а, Ь) ° р (5, С) . О (а, С)
6) Раь5 | = абс.

П олимпиада (1936 год)

2-й тур

1. Решить систему:ие
х81 и= 65.

2. Дан угол, меньший 180°, и точкар вне его. Провести
через р прямую так, чтобы треугольник, образованный
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вершиной данного угла и точками пересечения его сторон

с проведено" прямой, имел данный периметр.Если х, у — целые числа, причем л2- у? = 22
г” целое), то ху делится на 12. Доказать.

4. Сколькими способами можно разложить миллион
в произведение трех множителей?

Ш олимпиада (1937 год)

1-й `ТУр

1. Решить систему:ху 2=а,
д у 2 =@?,
ХЗ-- 93 -- 23 = 23.

2. Даны прямаяи две точки А и В по одну сторону от
нее. Найти на прямой такую точку М, чтобы сумма МА -­
+ МВ равнялась заданному отрезку.

3. По двум скрещивающимся прямым скользят два от­
резка. Доказать, что объем тетраэдра с вершинами в концах
этих отрезков не зависит от положения последних.

2-й тур

1. Даны три точки, не лежащие на одной прямой.
Через каждые две из них провести окружность так, чтобы
три проведенные окружности имели в точках пересечения
взаимно перпендикулярные касательные.

2. В пространстве расположен правильный додекаэдр.
Сколькими способами можно провести плоскость так,
чтобы она высекла на додекаэдре правильный шести­
угольник?

3. На сколько частей разделяют и-угольник его диаго­
нали, если никакие три диагонали не пересекаются в одной
точке?

[У олимпиада (1938 год)

2-й тур

1. В пространстве даны точки О., 05, О; и точка А.
Точка А симметрично отражается относительно точки

О„,полученная точка А, — относительно О,, полученная
точка А, — относительно О..
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Получаем некоторую точку А., которую также последо­
вательно отражаем относительно О\!, О., О.. Доказать,
что последняя полученная точка совпадает с А.

2. На сколько частей могут разделить пространство п
плоскостей?

3. Построить треугольник по основанию, высоте и раз­
ности углов при основании.

4. Сколько существует целых чисел, меньших тысячи,
которые не делятся ни на 5,ни на 7?

У олимпиада (1939 год)

1-й тур

1. Решить систему уравнений:

Зхуг — ХЗ— уз — 23 = 653,
хи -=48,
Хх?-- у? — 22 = 67.

2 4
2. Доказать,что со$-5 -- сз = —5.
3. Даны три точки А, В, С. Через точку А провести

прямую так, чтобы сумма расстояний от точек В и С до
этой прямой была равна заданному отрезку.

4. РешитьуравнениеУа-уатх ==
о. Доказать, что во всяком треугольнике биссектриса

лежит между медианой и высотой, проведенными из той же
вершины.

2-й тур

1. Разложить на целые рациональные множители вы­
ражение а 9-1.

2. Даны два многочлена от переменной х с целыми ко­
эффициентами. Произведение их есть многочлен с четными
коэффициентами, не все из которых делятся на 4. Дока­
зать, что в одном из многочленов все коэффициентычетные,
а в другом — хоть один нечетный.

3. Даныдве точки А и В и окружность. Найти на окруж­
ноститочку Х так, чтобыпрямыеАХи ВХотсекли на окруж­
ности хорду СО, параллельную данной прямой ММ.
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4. Найти остаток от деления на 7 числа

1010+ 1000 + 10009 ++100%,
5. Дана правильная пирамида. Из произвольной точки

Р ее основания восставлен перпендикуляр к плоскости
основания. Доказать, что сумма отрезков от точки Р до
точек пересечения перпендикуляра с плоскостями граней
пирамиды не зависит от выбора точки Р на основании.

6. На какое самое большее число частей можно разбить
пространство пятью сферами?

У/ олимпиада (1940 год)

1-й тур

УП — УТ классы

1. Разложить на множители:

(6—с)3+ с —аз - а— 5.
2. Пароход от Горького до Астрахани идет 5 суток,

аот Астрахани до Горького — 7 суток. Сколько дней будут
плыть по течению плоты от Горького до Астрахани?

3. Сколькими нулями оканчивается произведение всех
целых чисел от 1 до 100 включительно?

4. Провести окружность данного радиуса, касающую­
ся данной прямой и данной окружности. Сколько решений
имеет задача?

[ХФ—Х классы

1. Решить систему уравнений:

| (8 уз)(2 у?)= 25,хи=.
2. Все целые числа начиная от единицы выписаны

подряд. Таким образом, получается следующий ряд цифр:
123456789101112131415... Определить, какая цифра стоит
на 206788-м месте.

3. Построить окружность, равноудаленную от четырех
точек плоскости. Сколько решений имеет задача?

4. В плоскости даны две прямые. Найти множество
всех точек, разность расстояний которых от этих прямых
равна заданному отрезку.

126



5. Факториалом числа п называется произведение
всех целых чисел от единицы до п включительно. Най­
ти все трехзначные числа, равные сумме факториаловсво:
их цифр.

2-й тур

У11—УПТ классы

1 Найти четырехзначное число, являющееся точным
квадратом, первые две цифры,а также последние две цифры
которого одинаковы.

2. Точки А, В, С — вершинывписанного в окружность
правильного треугольника. Точка ДР лежит на меньшей
дуге АВ. Доказать, что АР + ВО = ОС.

3. Данным четырехугольником неправильной формы
настлать паркет, т. е. покрыть всю плоскость четырех­
угольниками, равными данному, без пропусков и перекры­
ТИЙ.

4. Сколько существует таких пар целых чисел х, цу,
заключенных между | и 1000, что х? -- у? делится на 49?

[Х—Х классы

1. На бесконечном конусе, угол развертки которого
равен а, взята точка. Из этой точки в обе стороны прово­
дится линия так, что после развертки она превращается в
отрезки прямых. Определить число ее самопересечений.

2 Что больше: 300! или 10039%?

3. Центр О описанной около треугольника АВС окруж­
ности отражается симметрично относительно каждой из
сторон. По трем полученным точкам О\, О», О. восстановить
треугольник АВС, если все остальное стерто.

4. Доказать неравенство:

п
а,

Яп

1 \/ао @з @п—1- д,в, --...-а. - п
(а, а., .... а, а, — положительныечисла).

5. Сколько существует положительных целых чисел х,
меньших 10000, для которых 2х — х? делится на 7?
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УП олимпиада (1941 год)

1-й тур

у11—УИТ классы

1. Построить треугольник по высоте и медиане, выхо­
дящим из одной вершины, и радиусу описанного круга.

2. Дописать к 523 три цифры так, чтобы полученноешестизначноечислоделилосьна7,8и 9.
3. Дан четырехугольник; А, В, С, р — последователь­

ные середины его сторон, Р, О — середины диагоналей.
Доказать, что треугольник ВСР равен треугольнику АД 0.

4. Через точку Р, лежащую вне окружности, прово­
дятся всевозможные прямые, пересекающие эту окруж:
ность. Найти множество середин хорд, отсекаемых окруж­
ностью на этих прямых.

5. Доказать, что произведение четырех последователь­
ных целых чисел в сумме с единицей дает полный квадрат.

[ХФ—Х классы

1. См. задачу № 2 для УП-УПГ классов.
2. На сторонах параллелограмма вне его построены

квадраты. Доказать, что их центры лежат в вершинах
некоторого квадрата.

3. Доказать, что многочлен с целыми коэффициентамиам мт... ах -а,,
принимающий при х =0 и х = нечетные значения, не
имеет целых корней.

4. Построить треугольник АВС по точкам М и М—
основаниям высот АМ и ВМ — и прямой, на которой лежит
сторона АВ.

5. Решить уравнение:[1—3 И2—2=2.
6. Сколько корней имеет уравнение

. ри

Шх = 00?
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2-й тур

УИЬ-—УШТ классы

1. Доказать, что из 5 попарно различных по величине
квадратов нельзя сложить прямоугольник.

2. Дан треугольник АВС. Требуется разрезать его на
наименьшее число частей так, чтобы, перевернув эти части
на другую сторону, из них можно было сложить тот же
треугольник АВС.

3. Дан треугольник АВС. Точка М, лежащая внутри
него, движется параллельно стороне ВС до пересечения
со стороной СА, затем параллельно стороне АВ до пере­
сечения со стороной ВС, затем параллельно стороне СА
и т. д. Доказать, что через некоторое число таких ша­
гов точка вернется в исходное положение, и найти это
число.

4. Найти целое число а, при котором

(х—а) (&«—10 +1
разлагается в произведение (х -- 6). (х + © двух множи­телейсцелымиВи с.

5. Доказать, что квадрат любого простого числа р > 3
при делении на 12 дает в остатке 1.

6. Построить треугольник АВС по трем точкам НУ,
Н., Н,, которые являются симметричными отражениями
точки-пересечения высот искомого треугольника относитель­
но его сторон.

[Х—Х классы

1. Доказать, что из шести попарно различных по ве­
личине квадратов нельзя сложить прямоугольник.

2. Некоторое количество точек расположено на плос­
кости так, что каждые 3 из них можно заключить в круг
радиуса г = 1. Доказать, что тогда и все точки можно
заключить в круг радиуса 1.

3. Найти такие отличные от нуля неравные между со­
бой целые числа а, 6, с, чтобы выражение

х(х— а) (&—ЬВ&—с-!1

разлагалось в произведение двух многочленов с целыми
коэффициентами.
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4. Решить в целых числах уравнениеху=фу у.
5. В пространстве даны две скрещивающиеея перпен­

дикулярные прямые. Найти множество середин всех отрез­
ков данной длины, концы которых лежат на этих прямых.

6. Построить прямоугольный треугольник по двум ме­
дианам, проведенным к катетам.

УТ олимпиада (1945 год)

1-й тур

УП-—УПТ классы

1. Разделить а!?8—6128на (а +6) (а? +5?) (&“­
. (23 + 3) (418 -- 616) (а3? —-632) (483 -- 68%).

2. Доказать, что при любом целом положительном п
сумма

1

п
1 1Рича"т

больше>.
3. Двузначное число в сумме с числом, записанным

теми же цифрами, но в обратном порядке, дает полный
квадрат. Найти все такие числа.

4. Доказать, что разносторонний треугольник нельзя
разрезать на два равных треугольника.

5. К двум окружностям, касающимся извне, проведены
общие внешние касательные и точки касания соединены
между собой. Доказать, что в полученном четырехуголь­
нике суммы противоположных сторон равны.

[Х—Х классы

1. Разделить а?’ — 5?" на

(@-5)(+5) ш+м). „@ -Ь )
2. Найти трехзначное число, всякая целая степень ко­

торого оканчивается на три цифры, составляющие исход­
ное число (в том же порядке).

2—1 2—1
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9. Система уравнений второго порядка

х — у = 0,[анти
имеет, вообще говоря, четыре решения. При каких значе.
ниях а число решений системы уменьшается до трех или
до ДВУХ?

4. Прямоугольный треугольник АВС движется по пло­
скости так, что его вершины В и С скользят по сторонам
данного прямого угла. Доказать, что множеством точек 4
является отрезок и найти его длину.

2-й тур

и11—УИЕ классы

1. Даны 6 цифр:0, 1, 2,3, 4, 5. Найти сумму всех че­
тырехзначных четных чисел, которые можно написать
этими цифрами (одна и та же цифра в числе может повто­
ряться).

2. Из картона вырезали два равных многоугольника,
совместили их и проткнули в некоторой точке булавкой.
При повороте одного из многоугольников около этой «оси»
на 25730’ он снова совместился со вторым многоугольником.
Каково наименышее возможное число сторон таких много­
угольников?

3 Сторона АР параллелограмма АВСО разделена на
п равных частей, Первая точка деления Р соединенас вер­
шиной В. Доказать, что прямая ВР отсекает на диагонали

АС часть А@, которая равна

(^9==}
ВЕ части диагонали

п-+1
4. Вершины А, В, С треугольника АВС соединены

отрезками с точками А,, В,, С., лежащими на противопо­
ложных сторонах треугольника. Доказать, что середины
отрезков АА,, ВВ, СС, не лежат на одной прямой

[Х—Х классы

1. Решить в пелых числах уравнение

хи + Зх — бу = —3
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2. Некоторыеиз чисел а, ао, ..., а, равны-Е 1,остальные
равны —1. Доказать, что

а1а @1[#©)3 пт (а,+ 5+ . ми] я=
м ИоуаУи 2.а У2.В частности, при а =а. =... = 1, имеем:

к25(1ыы ео т —
2+И 2+... +У?.

3. Окружность радиуса, равного высоте некоторого
правильного треугольника, катится по стороне этого тре­
угольника. Доказать, что дуга, высекаемая сторонами
треугольника на окружности, все время равна 60°.

[Х олимпиада (1946 год)
1-й тур

у!11-—УГИ классы

1. Какое наибольшее число острых углов может встре­
титься в выпуклом многоугольнике?

2. На прямой даны 3 точки А,В, С. На отрезке АВ
построен равносторонний треугольник АВС,, на отрезке
ВС построен равносторонний треугольник ВСА,. Точка
М — середина отрезка АА., точка М — середина. отрезка
СС,. Доказать, что треугольник ВММ — равносторонний.
(Точка В лежит между точками А и С; точки А, и С, рас­
положены по одну сторону от прямой АВ.)

3. Найти четырехзначное число, которое при делении
на 131 дает в остатке 112, а при делении на 132 дает в остат­
ке 98.

4. Решить систему уравнений:Гл -Е жа Хз = 6,

ХаЕ хз + х. = 9,
Хз 4 + Х,=3,
ха + № + х‹ = —3,
ХР мех. = —9,
Хв+ ха - Хх:= — 6,
ха 8-х, = —2,

| Мах, - Ха= 2.
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5. Доказать, что в произведении

(м 2—ЖЗ...—х- 100)(1-х +
+... 9 - х10)

после раскрытия скобок и приведения подобных членов
не останется членов, содержащих Ххв нечетной степени.

[Х—Х классы

|1.В пространстве даны две пересекающиеся плоскости а
и В. На линии их пересечения дана точка А. Доказать,
что из всех прямых, лежащих в плоскости а и проходящих
через точку А, наибольший угол с плоскостью В образует
та, которая перпендикулярна к линии пересечения плоско­
стей я и В.

2. Через точку 4, лежащую внутри угла, проведена
прямая, отсекающая от этого угла наименьший по площади
треугольник. Доказать, что отрезок этой прямой, заклю­
ченный между сторонами угла, делится в точке А пополам.

3. Доказать, что п? -- Зи +5 ни при каком целом
числе п не делится на 121.

4. Доказать, что для любого натурального п справед­

ливо соотношение: ед = 2”. (21 — 1)!
5. Доказать, что если я и В—острые углы и «<, та

оо, 108———ю

а в ‘

2-й тур

УИ-—УП классы

1. В шахматном турнире участвовали два ученика УП
класса и некоторое число учеников У1Шкласса. Два семи­
классника набрали вместе восемь очков, а все восьмиклас­
сники набрали по одинаковому числу очков. Сколько вось­
миклассников участвовало в турнире? (По условиям турнира
любые два участника должны сыграть между собой одну
партию. За проигрыш партии участнику записывается 0

| 1

очков, за выигрыш | очко, за ничью —- очка.)
2. Доказать, что выражение х- Зх4у— 5х32— 15х2уз-­

+ 4х -- 12,° не равно 33 ни при каких целых значе­
ниях Ххи 4.
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3. На сторонах угла АОВ от вершины О отложены от­
резки ОА и ОВ, причем ОА >> ОВ. На отрезке ОА взята
точка М, на отрезке ОВ — точка М№так, что АМ = ВМ№М=х.
Найти значение х, при котором отрезок ММ имеет наи­
меньшую длину.

4. Из тридцати пунктов АД.,А., ..., А, расположен­
ных на прямой ММ на равных расстояниях друг от друга,
выходят тридцать прямых дорог. Эти дороги располагаются
по одну сторону от прямой ММ и образуют с нею следую­
щие углы:

№112 |3 |5 6 7 в 9 ю|ш |12 | 13 — 4| 15а|60°]|30°]15°| 20°1155°145°|10°| 35°|140°150°|125°|65°| 85°|86°|80°
№ 16| 17 18 | 19 20 21 | 22 [23 24 [25| 26 27| 28 29| 3075°|78°1115°|95°]25°|28°|158°|30°|25°| 5°| 15°|160°|170°|20°| 158°
а

Из всех тридцати пунктов выезжают одновременно
тридцать автомобилей, едущих, никуда не сворачивая,
по этим дорогам с одинаковой скоростью.

На каждом из перекрестков установлено по шлагбауму.
Как только первая (по времени) машина проезжает пере­
кресток, шлагбаум закрывается и преграждает путь всем
следующим машинам, попадающим на этот перекресток.
Какие из машин проедут все перекрестки на своем пути,
а какие застрянут?

5. Автобусная сеть города устроена следующим об­
разом:

1) с любой остановки на любую другую остановку мож­
но попасть без пересадки;

2) для любой пары маршрутов найдется, и притом един­
ственная, остановка, на которой можно пересесть с одного
из этих маршрутов на другой;

3) на каждом маршруте ровно три остановки.
Сколько автобусных маршрутов в городе?

[Х—Х классы

1. В шахматном турнире участвовали ученики [Х и Х
классов. Десятиклассников было в десять раз больше,
чем девятиклассников, и они набрали вместе в 4,5 раза
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больше очков, чем все девятиклассники. Сколько очков
набрали девятиклассники? Найти все решения (см. при­
мечание к задаче № | для УП-—УГ классов).

2. Дан. ряд чисел
1, 1, 2, 3, 5,8, 13, 21, 34,55, 89...,

в котором каждое число, начиная с третьего, равно сумме
двух предыдущих. Найдется ли среди 100 000 001 первых
членов этого ряда число, оканчивающееся четырьмя ну­
ЛЯМИ?

3. На сторонах РО, ОЮ, КР треугольника РОК отло­
жены отрезки АВ, СО, ЕЁ. Внутри треугольника задана
точка э,. Найти множество точек 5, для которых сумма
площадей треугольников ЗАВ, 5СО и 5ЕЁ равна сумме
площадей треугольников 5,АВ, э,СО, 5,ЕЁ. Рассмотреть
особо случай, когда

АВ _ СР _ ЕЁ
_Р9^ 0 —ВР’

4. В городе 57 автобусных маршрутов. Известно, что:
1) с любой остановки на любую другую остановку

можно попасть без пересадки;
2) для любой пары маршрутов найдется, и притом

только одна, остановка, на которой можно пересесть с од­
ного из маршрутов на другой;

3) на каждом маршруте не менее трех остановок.
Сколько остановок имеет каждый из 57 маршрутов?
5. См. задачу № 4 для УП--УШ классов.

Х олимпиада (1947 год)

1-й тур

УИ-—УПТ классы

1. Найти остаток от деления многочлена

ХЕ хз НХ?-- х*й-- х23
на х — 1.

2. Доказать, что из девяти последовательных чисел
всегда можно выбрать одно число, взаимно простое с ос­
тальными.

3. Найти коэффициенты при х17 и х!8 после раскрытия
скобок и приведения подобных членов в выражении:хх”).

135



[Х—Х классы

1. Определить коэффициент, который будет стоять при
х? после раскрытия скобок и приведения подобных членов
в выражении:

((... (х—2)?—2) —...— 2)Учанянивь,урланньний
& скобок

2. Доказать, что из 16 последовательных чисел всегда
можно выбрать одно число, взаимно простое с остальными.

3. Сколько различных по величине или по положению
квадратов, состоящих из целого числа клеток, можно на­
чертить на шахматной доске в 64 клетки?

4. В каком из выражений

(1 -|- Хх?—__х3)1000 ИЛИ (1 — х8 + х3)10со

будет стоять после раскрытия скобок и приведения подоб­
ных членов больший коэффициент при х?0?

2-й тур

У/1-—УПТ классы

1. Некоторые из 20 металлических кубиков, одинаковых
по размерам и внешнему виду, алюминиевые, остальные —
дюралевые (более тяжелые). Как при помощи не более
чем 11 взвешиваний на чашечных весах без гирь определить
число дюралевых кубиков? (Предполагается, что все ку­
бики могут быть алюминиевыми, но дюралевыми они все
быть не могут.)

2. Сколько цифр имеет число 2100?
3. На плоскости даны пять точек, из которых никакие

три не лежат на одной прямой. Доказать, что из этих точек
можно выбрать четыре, являющиеся вершинами выпуклого
четырехугольника.

4. Доказать, что никакой выпуклый 13-угольник нельзя
разрезать на параллелограммы.

5. Из чисел 1, 2,...,200 выбрано 10] число. Доказать,
что среди выбранных чисел найдется пара таких, что одно
из них делится на другое.

[Х—Х классы

1. п проволочных треугольников расположены в про­
странстве так, что каждые два из них имеют общую вер­
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шину и в каждой вершине сходится одно и то же число №
треугольников. Найти все значения пи Е, при которых
такое расположение возможно.

2. В числовом треугольнике

©м——1&-= ©— —^

1

12
136

каждое число равно сумме чисел, расположенных в преды­
дущей строке над этим числом и над его соседями справа
4 слева (если не все такие числа присутствуют, то они
считаются равными нулю).

Доказать, что в каждой строке, начиная с третьей,
найдется четное число.

3. Внутри квадрата А,А,А.А, расположен выпуклый
четырехугольник А,А,А.А,, внутри которого взята точка
Д.. Доказать, что если из девяти точек А, Д,, ..., А,, А,
никакие три не лежат на одной прямой, то из них можно
выбрать пять точек, лежащих в вершинах выпуклого пяти­
угольника.

4. Из чисел 1,2,....200 выбрали одно число, меньшее
16, и еще 99 чисел. Доказать, что среди выбранных чисел
найдутся два таких, что одно из них делится на другое.

5. Доказать, что если четыре грани тетраэдра равно­
велики, то они равны между собой.

Х1 олимпиада (1948 год)

1-й тур

у11—УПТ классы

1. Сумма обратных величин трех целых положительных
чисел равна 1. Каковы эти числа? Найти все решения.

2. Найти все возможные расположения четырех точек
на плоскости, при которых попарные расстояния между
этими точками принимают только два значения: аи 6.

а
При каких значениях отношения -. такие расположения
ВОЗМОЖНЫ?

3. На плоскости проведено и прямых линий. Доказать,
что области, на которые эти прямые разбивают плоскость,
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можно так закрасить двумя красками (каждая область
закрашивается только одной краской), что никакие две
соседние области(т. е. области, соприкасающиеся по отрез­
ку прямой) не будут закрашеныодной и той же краской.

1Х—Х классы

п_ 0"—1о
— целое, то и число *„_—“—

1. Если число

целое. Доказать.
2. Доказать без помощи таблиц, что

] 1

105.т + 1055© >2 .
3. Даны две треугольные пирамиды АВСОР и А’ВСО

с общим основанием ВСО, причем точка А’ лежит внутри
пирамиды АВСО. Дока­
зать, что сумма плоских
углов при вершине ДА’
пирамиды А’ВСР больше
суммы плоских углов привершинеА— пирамиды
АВС.

4. Даны окружность и
точка А вне ее. Из этой
точки мы совершаем путь
по некоторой замкнутой
ломаной, состоящей из от­
резков прямых, касатель­
ных к окружности, и за­
канчиваем путь в точке АД
(рис. Г). Участки пути, по
которым мы приближаемся
к центру окружности, бе­

рем со знаком «плюс», остальные участкисо знаком «минус»—
по ним мыудаляемся от центра. Доказать, что алгебраиче­
ская сумма длин участков пути с указанными знаками
равна нулю.

2-й тур

У11-—УПГ классы

1. Решить в натуральных числах уравнение ху = ух
(х == и). Найти все решения.

2. Доказать, что в любом треугольнике имеет место
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неравенство: А >>2 (К иг — радиусы описанногои впи­
санного кругов соответственно), причем равенство А ==2,
имеет место только для правильного треугольника.

3. Может ли фигура иметь более одного, но конечное
число центров симметрии?

[Х—Х классы

1. Найти все рациональные положительные решения
уравнения

®=уи (ту.
2. Поместить в куб окружность наиболышего возмож­

ного радиуса.
3. Сколько различных целочисленных решений имеет

неравенство|х| -|и|< 100?
4. Каково наибольшее возможное число лучей в про­

странстве, выходящих из одной точки и образующих по­
парно тупые углы?

ХИ олимпиада (1949 год)

1-й тур

у11--УПклассы

1. Показать, что

27 1958 — 10 8878 - 10 1528

делится на 26 460 без остатка.
2. Доказать, что если плоский многоугольник имеет

несколько осей симметрии, то все они пересекаются в одной
точке.

3. Доказать, что равенство х? -|- у? -- 2? = 2хуг для
целых чисел х, у, 2 возможно только при х = у =2 = 0.

4. Дана плоская замкнутая ломаная периметра 1. До­
казать, что можно начертить круг радиуса 1/4, покрываю­
щий всю ломаную.

5. Доказать, что для любого треугольника отрезок,
соединяющий центры вписанной и вневписанной окружно­
стей, делится описанной окружностью пополам.
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[Х—Х классы

}. Найти такие целые числах, у,2, и, что
жи 2+ и?= 2хулги.

2. Как расположены плоскости симметрии ограничен­
ного тела, если оно имеет две различные оси вращения?
(Осью вращения тела называется прямая, после поворота
вокруг которой на любой угол тело совмещается само с
собой.)

3. Найти действительные корни уравнения:

ж+2х к =-фа+Уе+х—- 0 <а<+)
4. Имеется набор из 4п положительных чисел. Из лю­

бых четырех попарно различных чисел этого набора можно
составить геометрическую прогрессию. Доказать, что в
таком случае в наборе имеются по крайней мере и одинако­
вых чисел.

5. Доказать, что если у шестиугольника противопо­
ложные стороны параллельны и диагонали, соединяющие
противоположные вершины, равны, то вокруг него можно
описать окружность.

2-й тур

у11—У1П классы

1. Двенадцать полей расположеныпо кругу. На четырех
соседних полях стоят четыре разноцветные фишки: красная,
желтая, зеленая и синяя. Одним ходом можно передвинуть
любую фишку с поля, на котором она стоит, через четыре
поля на пятое, если оно свободно, в любом из двух возмож­
ных направлений. После нескольких ходов фишки стали
опять на те же четыре поля. Как они могут при этом пере­
ставиться?2.Даны2треугольникаАВСи ОЕЕРи точкаО.Берется
любая точка Х в треугольнике АВС и любая точка У в
треугольнике РЕЁ, после чего треугольник ОХУ достраи­
вается до параллелограмма ОХУ.

а) Доказать, что все полученные таким образом точ­
ки Д образуют многоугольник.

6) Сколько сторон он может иметь?
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в) Доказать, что его периметр равен сумме периметров
исходных треугольников.

9. Имеется тринадцать гирь, каждая из которых весит
целое число граммов. Известно, что любые двенадцать
из них можно так разложить на две чашки весов, по шесть
на каждую, что наступит равновесие, Доказать, что все
гири имеют один и тот же вес.

4. В произвольном шестиугольнике середины сторон
соединены через одну. Доказать, что точки пересечения
медиан двух образовавшихся треугольников совпадают.

5. Если имеется сто любых целыхчисел, то срединих всег­
да можно взять несколько (или может быть одно), так, что
в сумме они дадут число, делящееся на 100. Доказать.

[Х—Х классы

1. См. задачу № 1 для УП-—УШклассов.
2. См. задачу № 3 для УП-—УШклассов.
3. В данный треугольник вписать центрально-симме­

тричный многоугольник. Многоугольник считается впи­
санным в треугольник, если все его вершины лежат насто­
ронах этого треугольника.

4. Доказать, что числа вида 2" при различных нату­
ральных п могут начинаться на любую заранее заданную
комбинацию цифр.

5. Доказать, что к квадрату нельзя приложить более
восьми не налегающих друг на друга квадратов такого же
размера.

АШ олимпиада (1950 год)

1-й тур

у11—-УПТ классы

1. Имеется шахматная доска с обычной раскраской
(границы квадратов считаются окрашенными в черный
цвет). Начертить на ней окружность наибольшего радиуса,
целиком лежащую на черных полях, и доказать, что боль­
шей окружности того же рода начертить нельзя.

2. Имеется 555 гирь весом | г, 2г, Зг, 4, 555 г.
Разложить их на три равные по весу кучи.

3. Даны три окружности О\, Оь, О., проходящие через
одну точку О. Вторые точки пересечения О, с О», О. с О.,
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О, с О, обозначим соответственно через А., А», А,. На 0,
берем произвольную точку В,. Если В, не совпадает
с А., то проводим через точки В, и А, прямую до второго
пересечения с О. в точке В.. Если В. не совпадает с А,,
то проводим через точки В, и А, прямую до второго пере­
сечения с О. в точке В.. Если В, не совпадает с А., то про­
водим через точки В. и А, прямую до второго пересечения
с О, в точке В.. Доказать, что точка В. совпадает с В..

4. Пусть а, 6 и с— длины сторон треугольника;
А, В, С — величины противоположных углов. Доказать,
что

Да-Ве+Св>.--(АБ+Ас- Ва+Вс+Са+С)
5. Из пункта А в другие можно попасть двумя спосо­

бами:
1) Выйти сразу и идти пешком.
2) Вызвать машину и, подождав ее определенное вре­

мя, ехать на ней.
В каждом случае используется способ передвижения,

требующий меньшего времени. При этом оказывается, что

если конечный пункт
отстоит на то понадобится на дорогу

| ки 10 мин

2 км 15 мин

3 км
1 мин

Скорости пешехода и машины, а также время ожидания
машины принимаются неизменными.

Сколько времени понадобится для достижения пункта,
отстоящего от А на 6 км?

[Х—Х классы

1. Пусть А — произвольный угол, В и С— острые
углы. Всегда ли существует такой угол х, что

зт В : зтС
|] — с0$ В с0$ С со А °

(Из «Воображаемой геометрии» Н. И. Лобачевского.)

$ШХ=
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2. Из двух треугольных пирамид с общим основанием
одна лежит внутри другой. Может ли сумма ребер внутрен­
ней пирамидыбыть больше суммыребер внешней?

3. Имеется 81 гиря весом 122, 222, 32, ..., 81? г. Раз­
ложить их на три равные по весу кучи.

4. Решить уравнение

ИУурхз—дих ЧУх8—6И-Т=1,
5. Данып окружностей: О., О, О., ..., О„, проходящихче­

рез одну точку О. Вторые точки пересечения О, с О.„,О. сО.,
.... О.С О, обозначим соответственно через А,, Д,, ..., А,.
На О, берем произвольную точку В.. Если В. не сов­
падает с А., то проводим через А, и В, прямую до второго
пересечения с О, в точке В.. Если В. не совпадает с А., то
проводим через А, и В, прямую до пересеченияс О; в точке
В., и так далее, пока не получим точку В„ на окружности
О„,. Если при этом В „ не совпадает с А»„,то проведем через
эти точки прямую до второго пересечения с О, в точке В „-...
Доказать, что В„+, совпадает с В+.

Замечание: в случаесовпадениякаких-либоточек
В, и А‚„, нужно через точку А, проводить касательную
к окружности О, до пересечения с О,-,; в точке В+ .. (Ср. с
задачей № 3 для УП-—УШклассов.)

2-й тур

У11- У1П классы

1. В выпуклом 13-угольнике проведены все диагонали.
Они разбивают его на многоугольники. Возьмем среди них
многоугольник с наибольшим числом сторон. Какое самое
большое число сторон может он иметь?

2. Доказать, что
1 3 5 7 99 „1214 6 8. 100< 16.

3. В треугольник вписана окружность, около которой
описан квадрат, так что никакая сторона квадрата не па­
раллельна никакой стороне треугольника. Доказать, что
вне треугольника лежит меньше половины периметра
квадрата.

4. На окружности расположены 20 точек. Эти точки
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соединяются десятью хордами, не имеющими общих кон­
цов и не пересекающимися между собой. Сколькими спо­
собами это можно сделать?

[Х—Х классы

1. В выпуклом 1950-угольнике проведены все диаго­
нали. Они разбивают его на многоугольники. Возьмем
среди них многоугольник с самым болышим числом сторон.
Какое наибольшее число сторон может он иметь?(Ср. с за­
дачей № 1 для У[1—УТ классов.)

2. Числа 1, 2, 3, ..., 101 выписаны в ряд в каком-то
порядке. Доказать, что из этого ряда всегда можно вычерк­
нуть 90 чисел так, что оставшиеся 11 будут расположены
в порядке возрастания или убывания.

3. Около сферы описан пространственный четырех­
угольник. Доказать, что точки касания лежат в одной пло­
скости.

4. Можно ли провести в городе 10 автобусных марш­
рутов и установить на них остановки так, что для любых
8 маршрутов найдется остановка, не лежащая ни на одном
из них, а любые 9 маршрутов проходят через все оста­
НОВКИ?

ХУ олимпиада (1951 год)

2-йтур

УН-—УПТ классы

1. Пусть АВСР и А’В’С’Р’ — два выпуклых четырех­
угольникас соответственно равными сторонами (АВ = А’В’,
ВС = В’С’ ит. д.). Доказать, что ели ДАЗХА,, тоДВ<ИВ’,СИС, ИХ ир,.

2. На плоскости даны равнобочная трапеция АВСО
и точка Р. Доказать, что из отрезков РА, РВ, РС, РО
можно построить четырехугольник.

3. Доказать, что сумма 13-- 23 —-13 при всех п
есть полный квадрат.

4. Какими фигурами может быть центральная проекция
треугольника (центр проекции не лежит в плоскости тре­
угольника)?
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[Х—Х классы

1. В п-угольную пирамиду вписана сфера. Дока­
зать, что если совместить все боковые грани пирамиды
с плоскостью основания (повернув их вокруг соответст­
вующих ребер основания), то все точки касания этих гра­
ней со сферой сольются в одну точку Н,а вершиныграней
расположатся на окружности с центром НД.

2. Из всех выпуклых многоугольников, у которых одна
сторона равна а и сумма внешних углов при вершинах,
не прилегающих к этой стороне, равна 120°, найти много­
угольник наибольшей площади.

3. Из всех ортогональных проекций правильного тет­
раэдра на различные плоскости найти проекцию наибольшей
площади.

4. Окружность обладает тем свойством, что внутри нее
можно двигать вписанный правильный треугольник так,
чтобы каждая вершина треугольника двигалась по этой
окружности и описывала ее целиком. Найти плоскую замк­
нутую несамопересекающуюся кривую с тем же свойством,
отличную от окружности.

ХУ олимпиада (1952 год)

1-й тур

УИкласс

1. В треугольник АВС вписана окружность, касающая­
ся его сторон в точках С, М, М. Доказать, что треугольник
ГММ всегда остроугольный.

2. Доказать тождество: (ах -+ Би -{ с2)?- (Вх + си +
а2)? - (сх- ау- 62) = (сх+ фу+ а)? + (6хау­--с2)?-(ах-си- 62).

3. Если все грани параллелепипеда — равные между
собой параллелограммы, то они являются ромбами.

4. См. задачу № 2 для УШкласса; вопрос: когда должен
выйти из \ пешеход С, чтобы А и В прибыли в М одновре­
менно?

УГИТ класс

1. Докажите, что если ортоцентр делит все высоты тре­
угольника в одном и том же отношении, то треугольник
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равносторонний. (Ортоцентром называется точка пересе­
чения высот.)

2. Два человека А и В должны попасть из пункта М
в пункт Л, расположенный в 15 км от М. Пешком они
могут передвигаться со скоростью 6 км/час. Кроме того,
в их распоряжении имеется велосипед, на котором можно
ехать со скоростью 15 км/час. А и В отправляются в путь
одновременно, причем А идет пешком, а В едет на велоси­
педе до встречи с пешеходом С, идущим из Л в М. Дальше
В передает С велосипед и продолжает путь пешком, а С
едет на велосипеде до встречи с А, передает ему велосипед,
на котором тот и приезжает в Л. С идет пешком с той жескоростью,чтоАиВ.Время,затраченноеАи Внадорогу,
считается от момента их отправления из М до момента
прибытия последнего из них в №. Когда должен выйти
из М пешеход С, чтобы это время было наименьшим?

[Х класс

1. Дана геометрическая прогрессия, знаменатель ко­
торой — целое число (не равное 0 и —1). Доказать, что
сумма двух или большего числа произвольно выбранных
ее членов не может равняться никакому члену этой про­
грессии.

2. Доказать, чтоесли |х| < 1, |и| < 1, то =
3. Треугольник АВС разбит прямой ВО на два тре­

угольника. Доказать, что сумма радиусов окружностей,
вписанных в ЛАВР и ЛЬОВС,больше радиуса окружности,
вписанной в ЛАВС.

4. Дана последовательность целых чисел, построенная
следующим образом: а, — произвольное трехзначное число;
а, — сумма квадратов его цифр; аз — сумма квадратов
цифр числа а, ит.д.

Доказать, что в последовательности а,, ао, аз, обя­
зательно встретится либо |, либо 4.

<1.

Х класс

1. Найти соотношение между агсЯпй с0$ агсзшх и
агссо$ эш агссоз$х.

2. Доказать, что при целом п > 2 и |х|<! справед­
ливо неравенство 2” >> (1 — х)" -- (Е-х)",
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3. В трехгранный угол с вершиной 5 вписана сфера
с центром в точке О. Доказать, что плоскость, проходящая
через три точки касания, перпендикулярна прямой 05.

4. Если при любом положительном р оба корня урав­
ненияах? бх Е с-- р = 0 действительныи положитель­
ны, то коэффициент а равен нулю. Доказать.

2-й тур

У[1 класс

1. Решить систему пятнадцати уравнений с пятна­
дцатью неизвестными:

| —хх, = 0,
1 — Х№Хз— 0,

| — ха Ха = 0,
|]— х5х, = 0.

(Ср. задачу № 1 для [Х класса.)
2. В выпуклом четырехугольнике АВСО выполнено

соотношение:АВ - СР = ВС - АР.Доказать, что окруж­
ность, вписанная в ДАВС, касается окружности, вписан­
ной в ЛАСО. |

3. Доказать, что если квадрат числа начинается с
0,9 99 (100 девяток), то и само число начинаетсяс 0,9 9
(не менее, чем 100 девяток).

4. Дан отрезок АВ. Найти множество вершин С
остроугольных треугольников АВС.

УТ класс

1. Вычислить с шестьюдесятью десятичными знаками

У 0,99...9.

——
60 девяток

(Ср. задачу № 3 для УП класса).2.ИзточкиСпроведеныкасательныеСАиСВк ок­
ружности О.

Из произвольной точки М окружности опущены пер­
пендикуляры МО, М№Е,М№Е(соответственно) на прямые
АВ, СА и СВ. Доказать, что МО есть среднее пропорцио­
нальное между №Е и МР.
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3. Имеютсясемь жетонов с цифрами1, 2,3, 4, 5, 6, 7.
Доказать, что ни одно семизначное число, составленное
с помощью этих жетонов, не делится на другое.

4. 99 прямых разбивают плоскость на п частей. Най­
ти все возможные значения п, меньшие 199.

[Х класс

1. Решить систему уравнений
|

|]— х.хз = 0,

1 — Ав—1^и= 0,
Еф хх, = 0.

и исследовать решение.
2. Поместить в полый куб с ребром а три цилиндра

а
диаметра 5 и высоты а так, чтобы они не могли менять
своего положения внутри куба.

3. См. задачу № 3 для УШкласса.
4. В равнобедренном треугольнике АВС угол АВС

равен 20°и ВС = АВ. На сторонах АВ и ВС взятысоот­
ветственноточки Р и О,такие, что / РАС = 50°, ДОСА =
— 60°. Доказать, что угол РОС равен 30°.

5. 200 учеников выстроены прямоугольником по 10 че­
ловек в каждом поперечном ряду и по 20 человек в каждом
продольном ряду. В каждом продольном ряду выбран са­
мый высокий ученик (если.таких несколько, то выбирается
любой), а затем из отобранных 10 человек выбран самый
низкий. С другой стороны, в каждом поперечном ряду
выбран самый низкий ученик, а затем среди отобранных
20 человек выбран самый высокий. Какой из этих двух
отобранных учеников окажется выше?

Х класс

1. Доказать, что сумма

с0532х- аз1с0$31х- ... + а»соз2х - а, со$х
принимает как положительные, так и отрицательные зна­
чения. (Здесь числа а:, а., ..., а произвольны, но фикси­
рованы, а величина х меняется.)

148



2. См. задачу № 2 для [Х класса.
3. Доказать, что ни при каком целом а ни один много­

член вида 3х2” -- ол" -- 2 не делится на многочлен
2х2т —-ахт - 3.

4. См. задачу № 4 для [Х класса.
5. См. задачу № 5 для [Х класса.

ХИ олимпиада (1953 год)

1-й тур

УИ класс

1. Доказать, что в трапеции сумма углов при большем
основании меньше, чем при меньшем;

2. Найти наименьшее число, записываемое одними еди­
ницами, которое делилось бына 33...33 (100 троек).

3. Разделить отрезок пополам с помощью угольника
(с помощью угольника можно проводить прямые и восста­
навливать перпендикуляры, опускать перпендикуляры
нельзя).

4. При любомцелом положительномп сумма п? -- 8"
-- 15 не делится на п + 4. Доказать.

УТ класо

1. Три окружности попарно касаются друг друга. Че­
рез три точки касания проводим окружность. Доказать,
что эта окружность перпендикулярна каждой из исходных.
(Углом между двумя окружностями называется угол между
касательными к ним в точке пересечения.)

2. Доказать неравенство:

2Узу++ У?
2_Уз+у2-„+=”

(в числителе п радикалов, в знаменателе на один меныше).
3. См. задачу № 2 для УП класса.
4. См. задачу № 3 для УПкласса.
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[Х класс

1. Найти множество точек, координаты которых удовле­
творяют ‘соотношению эт (х -- и) = 0.

2. АВ и А.В, — два скрещивающихся отрезка, О и
О, — их середины. Доказать, что отрезок ОО, меньше
полусуммы отрезков АД, и ВВ..

3. Доказать, что многочлен л200 1200-|- | нельзя пред­
ставить в виде произведения многочленов от одного толь­
ко хи от одного только у,т. е. в виде/(х) 5(у).

4. А — вершина правильного звездчатого пятиуголь­
ника, угол при которой меныше развернутого. Ломаная
АА,ВВ.ССРО. ЕЕ! является его внешним контуром.
Прямые АВ и РЕ продолжены до пересечения в точке Р.
Доказать, что многоугольник АВВ.ССРЕР, равновелик
четырехугольнику АД. ЕР.

5. См. задачу № 2 для УПШкласса

Х класс

1. См. задачу № 1 для [Х класса.
2. Даны прямой круговой конус и точка А. Найти мно­

жество вершин конусов, равных данному, с осями, парал­
лельными оси данного конуса, и содержащих внутри дан­
ную точку.

3. См. задачу № 3 для 1Х класса.
4. См. задачу № 4 для [Х класса.
5. См. задачу № 5 для У[Шкласса.

2-й тур

У/1 класс

1. Доказать, что наибольший общий делитель суммы
двух чисел и их наименьшего общего кратного равен наи­
большему общему делителю самих чисел.

2. Около окружности описан четырехугольнйк. Его диа­
гонали пересекаются в центре этой окружности. Доказать,
что этот четырехугольник — ромб.

3. В плоскости расположено 1| зубчатых колес таким
образом, что первое колесо сцеплено своими зубцами со
вторым, второе — с ‘третьим и т. д. Наконец, последнее,
одиннадцатое, колесо сцеплено с первым. Могут ли вра­
щаться колеса такой системы?
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4. 1000 точек являются вершинами выпуклого тысяче­
угольника, внутри которого расположено еще 500 точек
так, что никакие три из этих 1500 точек не лежат на одной
прямой. Данный тысячеугольник разрезан на треуголь­
ники таким образом, что все указанные 1500 точек являются
вершинами треугольников, и эти треугольники не имеют
никаких других вершин. Сколько получится треугольни­
ков при таком разрезании?

5. Решить систему:

| ж - 2х5+ 2х:+ 24 + 2х, =1
х13х, - 4х.+ 4х.- 4х,=2,

| м - 3х»Е ох; + 6х. + 6х, = 3,
х1Е Зх. -Е 5х3 + 7х4 - 8х, = 4,
ХхЗла Е 5х3 -Е 7х4-- Эх, = 5.

г

УТ класс

1. а, 6, си 4 — длины последовательных сторон четы­
рехугольника, $ — его площадь. Доказать, что

$ @+о)(6--а).
2. 1953 цифры выписаны по кругу. Известно, что если

читать эти цифрыпо часовой стрелке, начиная с некоторого
определенного места, то полученное 1953-значное число
делится на 27. Доказать, что если начать читать по ча­
совой стрелке с любого другого места, то полученное число
также будет делиться на 27.

3. На окружности даны точки А., А,, А}, ..., Ав. По­
строим все возможные выпуклые многоугольники, вершины
которых находятся среди точек 4,, Д,, ..., Ав. Разобьем
эти многоугольники на 2 группы. В первую группу будут
входить все многоугольники, у которых А, является вер­
шиной. Во вторую группу входят все многоугольники,
у которых А, вершиной не является. В какой группе
больше многоугольников?

4. В плоскости расположено п зубчатых колес таким
образом, что первое колесо сцеплено своими зубцами со
вторым, второе — с третьим и т. д. Наконец, последнее
колесо сцеплено с первым. Могут ли вращаться колеса та­
кой системы? (Ср. задачу № 3 для УП класса.)
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5. Решить систему:
ж. - 2х5+ 2х.+ 2х.+ 2%... 9х = 1,
х, -Е3х.+ 4х3| 4х.| 4%.+... + 4 и =2,

Ух,+ Эха+ эхз+ бх.- 6х, |... -- бхи= 3,

| х, + Зж,+ 5х3+ 7хаЕ 9жь+... + 199 = 100.

[Х класс

1. См. задачу № 2 для УШкласса.
2. В плоскости даны ЛА.А.А, и прямая [ вне его,

образующая с продолжениями сторон треугольника 4,4.,
А.А., А.А, углы соответственно а., а, а›. Через точки
А, А., А. проводятся прямые, образующие с / соответст­
венно углы 24 — в, 24 —а., 24 — а. Доказать, что эти
прямые пересекаются в одной точке. (Все углы отсчиты­
ваются от прямой { в одном направлении.)

3. Даны уравнения:
ах?+ хе = 0, (1)

—ах? бхс=0. (2)
Доказать, что если х, и х. (соответственно)какие-либо

корни уравнений (1) и (2), то найдется такой корень х;
а

уравнения—5-х*Р 6х Е с=0, что либо х, <. <х,,
либо х, > Хх.> 4%.

4. Дан лист клетчатой бумаги размером 101 Хх200 кле­
ток. Начиная от какой-либо угловой клетки идем по диа­
гонали и каждый раз, дойдя до границы, меняем направ­
ление движения по правилу отражения света. Попадем ли
мы когда-нибудь в какую-либо угловую клетку?

5. Разрезать куб на три равные пирамиды.

Х класс

1. Найти корни уравненияо и——...+(—1}ЕО
2. См. адачу № 2 для [Х класса.| +2

2Ххп—1

Доказать, что 0 < хв—У2< 10-8,
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4. См. задачу № 5 для [Х класса.
5. На бесконечной шахматной доске стоит конь. Найти

все клетки, куда он может попасть ровно за 2и ходов
(см. примечаниек задаче ХХИ,П, 8, 5).

ХУИ олимпиада (1954 год)

1-й тур

У/Т класс

1. Правильный звездчатый шестиугольник разрезать на
4 части так, чтобы из них можно было составить выпуклый
многоугольник.

2. Даны два выпуклых многоугольника А.А. ... А
и В, В.... В„. Известно,что А.А, = В.В., А.А. = В.В,
.. А.А, =В,В. и п— 3 угла одного многоугольника

равны соответственнымуглам другого. Будут ли эти много­
угольники равны?

3. Определить четырехзначное число, если деление этого
числа на однозначное производится по такой схеме:

ЖЖ | *
* ЖЖ

п

#*
*

#*
Ж*

а деление этого же числа на другое однозначное произво­
дится по такой схеме:

жжжж | *
#ж жжж
—

%Ж

Ж*

4. Существуют ли целые числа т и п, удовлетворяющие
уравнению 2? -- 1954 = п??

5. Определить наибольшее значение отношения трех­
значного числа к сумме его цифр.

УТ класв

1. Из квадрата размером 3 Хх3 вырезать одну фигуру,
которая представляет собой развертку полной поверхности
куба, длина ребра которого равна {1.
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2. Из произвольной внутренней точки О выпуклого
п-угольника опущены перпендикуляры на стороны (или
на их продолжения). На каждом перпендикуляре от точки
О в направлении к соответствующей стороне построен
вектор, длина которого равна половине длины этой сто­
роны. Определить ‘сумму построенных векторов.

3. См. задачу № 3 для УП класса.
4. Найти все решения системы уравнений

1. 1 1(и) ии ег) +21рр) =0
где п =1, 2, 3.

5. См. задачу № 4 для УПкласса.

[Х класс

1].Доказать, что если ху - ах3 - аьх?- азх, + а.=0
и 4х3 -- За,х? - Зах, аз = 0, то многочленх“ -- а,хз ­
+ ах? | ах - а. делится на (х—х,)?.

2. Дано число 123456789101112131415... 9899100. Вы­
черкнуть 100 цифр так, чтобы оставшееся число было наи­
большим.

3. Дано 100 чисел а, а», Я100 УДовлетворяющих
условиям

|6: —За -- 2а. > 0,
а› —Заз - 2а. > 0,

зу —Зал+ 2а, > 0,
| @1о— За: - 2а. > 0.

Доказать, Что все эти числа равны между собой.
4. Дан треугольник АВС. Пусть А, В.:, С, — точки

пересечения прямых До, Во, С5 соответственно со сторо­
нами ВС, АС, АВ треугольника АВС. Доказать, что по
крайней мере в одном из полученных четырехугольников
АВ,5С,, СЗА.В, А,5В:С оба угла при С; и В\, или С и
А,, или А. иВ, не острые (5 — любая точка внутри ДАВО).

5. Существуют ли в пространстве такие 4 точки
А,В,С.О, что

АВ = СО = 8 см,
АС = ВО = 10 см,
АД = ВС = 13 см?
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Х класс

1. Найти все действительные решения уравнения

Хх?-- 2х яп (ху) + 1 = 0.

2. См. задачу № 2 для [Х класса.
3. Дано 100 чисел а|, а», 4100, Удовлетворяющих

условиям
Га, — да. + Заз > 0,

>а,—4аз+За.> 0,
ау — 4а1оо+- За, > 0,

‚ @1оо— 4а, + За» > 0.

Известно, что а, = 1. Найти а», аз, ..., ао (ср. задачу
№ 3 для [Х класса).

4. См. задачу № 4 для [Х класса.
5. См. задачу № 5 для [Х класса.

2-й тур

УТ класс

1. Дан лист клетчатой бумаги, каждый узел сетки
которого обозначен некоторой буквой. Известно, что
на любом отрезке, соединяющем два узла, обозначенных
одной буквой и лежащих на одной линии, найдется по
крайней мере один узел, обозначенный другой буквой.
Какое наименьшее число различных букв требуется для
Этого?

2. Решить систему:

[ 10%:- Зхь + 4х. + ха + х = 0,
1х. - 2х.- 2х.+ Зх,+ ж =0,
15х.+ 4х4+ 5х5+ 4х, х. = 0,

1 2х + х, —Зхз - 12х.— Зхь + жь- х. = 0,
бл, —5х, + 3х, — ха + 1х + хь= 0,
Зла - 2х. — 3х. + 4х4 + х, — 16х56+ 2х. = 0,|4х:—8хо-хз- ха-Зхь+19х.=0.

3. Сколько осей симметрии может иметь семиугольник?
4. Дано числоМ=2.3 65.7 п 13 И 33 2931
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(произведение простых чисел). Пусть 1, 2, 3, 5, ..., М
— все его делители, выписанные в порядке возра­
стания. Под рядом делителей выпишем ряд из | и —] по
следующему правилу: под |1 пишем --1, под числом, раз­
лагающимся на четное число сомножителей, пишем -+ |,
под остальными числами пишем —1|.

Доказать, что сумма чисел построенного ряда равна
нулю.

У класс

1. Из клетчатой бумаги вырезан квадрат 17 17.
В каждой клетке квадрата написано одно из чисел, 1, 2,
3, ..., 70. Доказать, что существуют четыре различные
клетки, центры которых А, В, С, О являются вершинами
параллелограмма и сумма чисел, стоящих в клетках с цен­
трами А и С равна сумме чисел, стоящих в клетках с цен­
трамиВир (АВСО).

2. Даны четыре прямых т:, т», т. и т., пересекаю­
щихся в одной точке О. Через произвольную точку А! пря­
мой 11, проводим прямую, параллельную 71. до пересечения
с прямой т, в точке А,. Через А, проводим прямую, па­
раллельную и, до пересечения с т, в точке А.. Через А,
проводим прямую, параллельную т, до пересечения с
прямой т. в точке А.. Через А, проводим прямую, парал­
лельную т. до пересеченияс т. в точкеВ.

ОА
Доказать, что ОВ < -5“ (прямые занумерованы по

часовой стрелке относительно точки 0).
3. См. задачу № 2 для УПкласса.
4. См. задачу № 3 для УП класса.
5. См. условие задачи № 4 для УП класса при № ==9.3.5.7 11 13.17 19.23.29.31.37.

[Х класс

1. На двух лучах Д и [5, проходящих через точку О,
отложены отрезки ОД, и ОВ, на луче Д и ОА, и ОВ. на
луче /; известно, что

ОА,‚ ОВ,‘ОА,7 ОВ
Определить множество всех точек пересечения прямых

АА, и ВВ. при вращении луча [ вокруг точки О (луч
| — неподвижен).
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2. См. условие задачи № 2 для УПТ класса. Доказать,

что ОВ< м.
3. Сто положительных чисел х\, Хо, ..., Х1ооУДовлетво­

ряют условиям:
дю... + ху >>10000,
жа. ... Хо< 300.

Доказать, что среди них найдутся три числа, сумма
которых больше 100:

4. Если дана последовательность 15 чисел:

Я1, о, Цз, ‚ @15, (1)

ТО МОЖНОпостроить новую последовательность чисел:

в, бо, Ь., ) 65, (2)

где 6, равно количеству чисел последовательности (1),
меньших а, #=1, 2, ..., 15. Существует ли последова­
тельность (1), для которой последовательность(2) выглядит
так:

1,0, 3, 6,9, 4, 7,2, 5, 8, 8, 5, 10, 13, 13?

5. Из точки А выходит 5 отрезков: АВ., АВ., АВ.,
АВ., АВ,. Из каждой точки В, могут выходить еще 5 от­
резков или ни одного отрезка и т. д., причем концыни­
каких двух отрезков построенной системы не совпадают.
Может ли число свободных концов построенных отрезков
равняться 1001? (Под свободным концом мы понимаем
точку, из которой не выходит ни одного отрезка.)

Х класс

1. Сколько плоскостей симметрии может иметь тре­
угольная пирамида?

2. См. условие задачи № 2 для УП] класса. Доказать,
что

ОВ< ее
3. См. задачу №3 для [Х класса.
4. Известно, что модули всех корней уравнений:

х24 Ах-- В =0,
№+ Сх-+ р =0,
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меньше |. Доказать, что модули корней уравнения
АС вВ-+Оя Аб, ВР0

2 2

также меньше |.
5. Рассматриваются всевозможные десятизначные чис­

ла, записываемые при помощи цифр | и 2. Разбить их на
два класса так, чтобы при сложении любых двух чисел
одного класса получалось число, в написании которого
содержится не менее двух троек.

ХУШ олимпиада (1955 год)

1-й тур

ИГ! класс

1. Числа 1,2,..., 49 расположеныв квадратной таблице:12 346567?
89 01 123 щ

43 44 45 46 47 48 49

Произвольное число из таблицы выписывается, после
чего из таблицы вычеркиваются строка и столбец, содер­
жащие это число. То же самое проделывается с оставшейся
таблицей и т. д., всего 7 раз. Найти сумму выписанных
чисел (ср. задачу № 1 для [Х класса).

2. Дан прямоугольный треугольник АВС. Из вершины
В прямого угла проведена медиана ВО. Пусть К — точка
касания стороны АД) треугольника АВО с окружностью,
вписанной в этот треугольник. Найти углы ДАВС, если
К делит АР пополам.

3. Дан равносторонний Д АВС. На сторонах АВ и
ВС взятыточки Д и Е так, что АЕ = Ср. Найти множество
точек пересечения отрезков АЁ и СО.

4. Существует ли такое целое п, что 7? -- п + 1делится
на 1955?

5. Найти все прямоугольники, которые можно разрезать
на 13 равных квадратов.

УТ класс
1. Дано: 2” = 10а6. Доказать, что если п 3,

то аб делится на 6. Здесь п, а, 6 — целые положительные
числа ф< 10.
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2. Дан четырехугольник АВСО. На стороне АВ взята
точка К, на стороне ВС — точка Ё,, на стороне СР — точка
М и на стороне АР — точка М, так, что КВ = В =а,
МР = ЭМ = Б. Пусть КЁ + ММ. Найти множество всех
точек пересечения прямых КЁ и ММ при изменении а
и 6.

3. Квадратная таблица из 49 клеток заполнена чис­
лами от | до 7 так, что в каждом столбце и в каждой строке
встречаются все эти числа. Если таблица симметрична
относительно диагонали, идущей из левого верхнего угла
в правый нижний, то на этой диагонали встречаются все
эти числа. Доказать. (Ср. задачу № | для Х класса.)

4. Какие выпуклые фигуры могут содержать прямую?
5. На окружности данычетыре точки А, В, С, О. Через

каждую пару соседних точек проведена окружность. Вто­
рые точки пересечения соседних окружностей обозначим
через 4,, В,, С,, О, (некоторые из них могут совпадать
с прежними). Доказать, что точки 41, В1, С,, О; лежат на
одной окружности. —

[Х класс

1. Числа 1,2, ..., Е?расположены в квадратной таблице
1, 2, Ё| +2, 2ю

(ЕЕ, ПА, К.
Произвольное число выписывается, после чего из таблицы
вычеркиватся строка и столбец, содержащие это число.
То же самое проделывается с оставшейся таблицей из
(Е — 1)" чисел и т. д. Е раз. Найти сумму выписанных
чисел.

2. Найти множество середин всех отрезков с концами
на двух различных непересекающихся окружностях, ле­
жащих одна вне другой.

3. Найти все действительные решения системы:

| ХЗ-- 3 — 1,жай = 1.
4. р простых чисел а:, а», ..., а, образуют возрастаю­

щую арифметическую прогрессию и а` > р. Доказать,
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что если р — простое число, то разность прогрессии де­
лится на р.

5. Дан ЛАВС и точка О внутри него, причем АС —
— ДА > Ти ВС — ВО > 1. Берется произвольная точ­
ка Е внутри отрезка АВ. Доказать, что ЕС — ЕД > 1.

Х класс

1. Квадратная таблица в п? клеток заполнена числами
от | до 7? так, что в каждой строке и в каждом столбце
встречаются все эти числа. Если п нечетно и таблица сим­
метрична относительно диагонали, идущей из левого верх­
него угла в правый нижний, то на этой диагонали встре­
тятся все эти числа |, 2,3, ..., п. Доказать.

2. См. задачу № 3 для [Х класса.
3. См. задачу № 5 для [Х класса.
4. Дан трехгранный угол с вершиной О. Можно ли

найти такое плоское сечение АВС, чтобы углы ОАВ, ОВА,
ОСВ, ОДС, ОСА, ОВС были острыми?

2-й тур

У/Т класс

1. Решить в целых числах уравнение
х3 — 23 — 423 = 0.

2. Трехчлен ах? -- 6х -- с при всех целых х является
точной четвертой степенью. Доказать, что тогда а == = 0.

3. Дан ДАВС. Центры вневписанных окружностей О’,
О. и О. соединены прямыми. Доказать, что ЛО:0.03 —
остроугольный.

4. В турнире собираются принять участие 25 шахмати­
стов. Все они играют в разную силу, и при встрече всегда
побеждает сильнейший. Какое наименыпее число партий
требуется, чтобы определить двух сильнейших игроков?

5. Разрезать прямоугольник на 18 прямоугольников
так, чтобы никакие два соседних не образовывали прямо­
угольника.

УГИТ класс

1. Трехчлен ах? -- 6х -- с при всех целых х является
точным квадратом. Доказать, что тогда ах? -- 6х - с =
—=(ах + е).
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2. Две окружности касаются друг друга внешним обра­
зом и третьей изнутри. Проводятся внешняя и внутренняя
общие касательные к первым двум окружностям. Доказать,
что внутренняя касательная делит пополам дугу, отсекае­
мую внешней касательной на третьей окружности.

3. Точка О лежит внутри выпуклого лп-угольника
А.А»... А’ и соединена отрезками с его вершинами. Сторо­
ны П-угольника нумеруются числами от | до п, причем
разные стороны нумеруются разными числами. То же самое
делается с отрезками ОД,, ОД., ОА,.

а) Для п = 9 найти нумерацию, при которой сумма
номеров сторон для всех треугольников 4.О0ОА.,А.ОА,

А,ОА, одинакова.
6) Доказать, что при п = 10 такой нумерации осуще­

ствить нельзя.
4. Неравенство

Аа(ВЬ-- Сс) - ВЫ(Аа + Сс) + Сс (Аа + В) >

> —- (АВс*+ ВСа? -- САБ")
(где а>0, 6>0, с>0 —данные числа) выполняется
при всех А >0, В 0, С›>0. Можно ли из отрезков
а, 6, с составить треугольник?

5. Найти все такие числа а, что все числа [0], [24],
2. ]

[№Ма]различны между собойи все числа ||| |2,
м. .

. |- также различнымеждусобой.

[Х класс
\

1. Дан треугольник АВС. На сторонах АВ, ВС, СА
взяты соответственно точки С|, А!, В, так, что

АС, ВА, СВ, 1СВАС ВА т’
На сторонах А.В, В.С, С,А, треугольника А,В,С, взяты
соответственно точки С., А», В. так, что

А.С. _ В,А, _ С:Вь
С.В, ^ А.С, —В.А,

Доказать, что А,С. || АС, С.В, | СВ, В.А. | ВА.
2. Расположить на прямой систему отрезков длины1,

не имеющих общих точек и общих. концов так, чтобы любая
бесконечная арифметическая прогрессия (слюбой разностьо

—= И.

6 Зак. 387 161



и любым начальным членом) имела общую точкус некоторым
отрезком системы.

3. Дано уравнение
хо—а"1—0 *—..ах а,=0,

где а, > 0, а, > 0, ..., а, > 0. Доказать, что это уравнение
не может иметь двух положительных корней.

4. См. задачу № 2 для УПГ класса
5. Пять человек играют несколько партий в домино

(двое на двое) так, что каждый играющий имеет каждого
один раз партнером и два раза противником. Найти коли­
чество сыгранных партий и все способы распределения
играющих.

Х класв

1. Доказать, что, если д — несократимая рациональная
дробь, являющаяся корнем полинома[(х)=ах”ах" -... а,
с целыми коэффициентами, то р — Кд есть делитель числа
КЕ) при любом целом Р.

2. См. задачу 2 для [Х класса,
3. На плоскости Р стоит прямой круговой конус. Ра­

диус основания его равен г, высота — й. На расстоянии Н
от плоскости и | от высоты конуса находится источник
света. Какую часть окружности радиуса Ю, лежащей в
плоскости Р и концентрической с окружностью, лежащей в
основании конуса, осветит этот источник?

4. Имеется 1955 точек. Какое максимальное число троек
точек можно из них выбрать так, чтобы каждыедве тройки
имели одну общую точку?

5. Дан треугольник А,В,С,. На его сторонах А’.В,,
В.С, С.А, взяты соответственно точки С\, А\, В\. На сто­
ронах 4.В:, В,С,, С.А, треугольника А.В.С, взяты соот­
ветственно точки С.,, А., Вь, и вообще, на сторонах А„В»,
В,С,, С„А, треугольника А„В„С, берутся соответственнопп?
точки С-1, Ан, Виза. Известно, что
А.В,_ Во: _ С.А._, АВь_ Вбь _ Сы_ 1В.С — СлАо А.В ^ ВС 0.4. АВ №

и вообще,
п

Е° при четном п,
_АпВи+1 — Виси — САл- — 1 р С

ВиаС» Си Ал А-В, ыЯ при нечетномп.



Доказать, что треугольник АВС, образованный прямыми
А,А:, ВоВ, С,С,, содержится в треугольке А,В„С, при
любом п.

ХЛХолимпиада (1956 год)

1-й тур

УГ1 класс

1. Докажите, что не существует на плоскости таких
четырех точек А, В, С, О, что все треугольники АВС,
ВСО, СРА, РАВ — остроугольные.

2. Найти все двузначные числа, сумма цифр которых
не меняетсяпри умножениичислана 2, 3,4, 5, 6, Т, 8, 9.

3. Имеется замкнутая самопересекающаяся ломаная.
Известно, что она пересекает каждое свое звено ровно
один раз. Доказать, что число звеньев четно.

4. Найти все числа, на которые может быть сократима

дробь ее при целом значении [.
5. Какое наименьшее число точек можно выбрать на

окружности, имеющей длину 1956, так, чтобы для каждой
из этих точек нашлась ровно одна выбранная точка на
расстоянии | и ровно одна на расстоянии 2 (расстояния
измеряются по окружности)?

УП класо

1. На сторонах АВ и СВ треугольника АВС отклады­
ваются равные отрезки АР и СЕ произвольной длины.
Найти множество середин отрезков ОЕ.

2. В десятичной записи положительного числа а от­
брошены все десятичные знаки, начиная с третьего знака
после запятой(т. е. взято приближение числа а с недостат­
ком с точностью до 0,01). Полученное число делится на а
и частное снова округляется с недостатком с той жеточ­
ностью. Какие числа при этом могут получиться? (Указать
все значения.}

3. На окружности длины 15 выбрано п точек, так что
для каждой имеется ровно одна выбранная точка на рас­
стоянии 1 и ровно одна на расстоянии 2 (расстояния изме­
ряются по окружности). Доказать, что п делится на 10.
(Ср. задачу № 5 для УПкласса.)
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4. Пусть а, 6, с, а, { — целые числа. Докажите, что
[-- В

если дробь а сократима на число Ё, то а4 — 6с де­
лится на К.

5. На клетчатой бумаге написана таблица, причем в
каждой клетке стоит число, равное среднему арифмети­
ческому четырех чисел, стоящих в соседних клетках. Из
таблицы вырезан кусок. Доказать, что если некоторое число
больше всех остальных на этом куске, то оно стоит с края.

[Х класс

1. В выпуклом четырехугольнике АВСО взят четырех­
угольник КЕМЛ, образованный центрами тяжести тре­
угольников АВС, ВСО, ОВА, СРА. Доказать, что прямые,
соединяющие середины противоположных сторон четырех­
угольника АВСО, пересекаются в той же точке, что и пря­
мые, соединяющие середины противоположных сторон че­
тырехугольника КЁММ.

2. В десятичной записи положительного числа а отбро­
шены все десятичные знаки, начиная с четвертого знака
после запятой (т. е. взято приближение числа а с недостат­
ком с точностью до 0,001). Полученное число делится на а
и частное снова округляется с недостатком с той же точ­
ностью. Какие числа при этом могут получиться? Указать
все значения.(Ср. задачу № 2.для У1Шкласса.)

3. См. задачу № 5 для УПГ класса.
4. Даны положительныечисла Й, $1,$2и расположенный

в пространстве треугольник АВС. Сколькими способами
можно выбрать точку Г) так, чтобы в тетраэдре АВСО
высота, опущенная из вершины ОД,была равна А, а площа­
ди граней АСР и ВСР равнялись соответственно $, И $».
(Исследовать все возможные случаи.)

5. См. задачу № 4 для УПкласса.

Х класс

1. В треугольник вписан квадрат так, что две его вер­
шины лежат на основании, а две другие вершины — на
боковых сторонах треугольника. Доказать, что сторона
квадрата меньше2, но больше‚| 2’,где г — радиусокруж­
ности, вписанной в треугольник.
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2. В десятичной записи положительного числа а отбро­
шенывсе десятичные знаки, начиная с пятого знака после
запятой (т. е. взято приближение числа а с недостатком
с точностью до 0,0001). Полученное число делится на а
и частное снова округляется с недостатком с той же точ­
ностью. Какие числа при этом могут получиться? Указать
все значения.(Ср. задачу № 2 для УПкласса и задачу №2
для УПГ класса.)

3. См. задачу № 4 для УП класса.
4. Дана замкнутая пространственнаяломаная А.А....А„

Некоторая плоскость пересекает все ее звенья: А.А,
в точке В., А.А; в точке В», ..., А,А, в точке В„. Доказать,
что В.А,— В.А.В.А‘

о. Доказать, что система уравнений

Х3—= В,жа ха=!
имеет хотя бы одно положительное решение

хх>0, х, > 0, х. > 0, х.>0
тогда и только тогда, когда |а|+|60|<1.

2-й тур

УГИТ класс

1. Груз весом 13,5 т упакован в некоторое число неве­
сомых ящиков. Вес каждого ящика с грузом не превосходит
350 кг. Доказать, что этот груз можно перевезти на 11 по­
луторатонках.

2. 64 неотрицательных числа, сумма которых равна
1956, расположеныв форме квадратной таблицыпо 8 чисел
в каждой строке и в каждом столбце. Сумма чисел, стоя­
щих на двух диагоналях, равна 112. Числа, расположенные
симметрично относительно любой диагонали, равны. До­
казать, что сумма чисел в любой строке меньше 518.

3. Все точки данного отрезка АВ проектируются на
всевозможные прямые, проходящие через данную точкуО.
Найти множество всех этих проекций.
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4. 100 чисел, среди которых есть положительныеи от­
рицательные, выписаны в ряд. Подчеркнуто, во-первых,
каждое положительное число, во-вторых, каждое число,
сумма которого со следующим положительна, и, в-третьих,
каждое число, сумма которого с двумя следующими поло­
жительна. Может ли сумма всех подчеркнутых чисел ока­
заться отрицательной? Равной нулю?

5. В прямоугольнике площадью 5 кв. ед. расположены
9 прямоугольников, площадь каждого из которых равна
единице. Доказать, что площадь общей части каких-нибудь
двух прямоугольников больше или равна 1/..

[Х класс

1. См. задачу № 1 для УП] класса.
2. В кубе, ребро которого равно 13, выбрано 1956 точек.

Можноли в этот куб поместить кубик с ребром | так, чтобы
внутри него не было ни одной выбранной точки?

3. Взяли три числа: х, у, =. Абсолютные величины
их попарных разностей обозначили через ху, и:, 21. Тем же
способом по числам х., и:, г, построили числа хо, у», 25
и т. д. Оказалось, что при некотором п справедливыра­
венства: х„ = х, у, =, 2, = 2. Зная, что х = |, найти
уи2.

4. Четырехугольник описан около окружности. До­
казать, что прямые, соединяющие соседние точки касания,
пересекаются на продолжении диагонали или параллель­
ны ей.

5. На клетчатой бумаге выбраны три точки А,В, С,
находящиеся в вершинах клеток. Доказать, что если тре­
угольник АВС — остроугольный, то внутри или на сто­
ронах его есть, по крайней мере, еще одна вершина клетки.

Х класс

1. Подряд выписаны п чисел, среди которых есть поло­
жительные и отрицательные. Подчеркивается каждое по­
ложительное число, а также каждое число, сумма которого
с несколькими непосредственно следующими за ним числа­
ми положительна. Доказать, что сумма всех подчеркнутых
чисел положительна. (Ср. задачу № 4 для У класса.)

2. См. задачу № 5 для У1Шкласса.
3. См. задачу № 3 для [Х класса.
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4. Доказать, что если в треугольной пирамиде любые
два трехгранные угла равны или симметричны,то все грани
этой пирамиды равны.

5. На продолженияхсторон А.А., А›А.,...,А„А, правиль­
ного п-угольника А,А.... А„ построить точки В, Во, ..., В»
так, чтобы В.В» было перпендикулярно А,4., В,В. пер­
пендикулярно А.,А,, ..., ВВ, перпендикулярно А,А..

ХХ олимпиада (1957 год)

1-й тур

УТ класв

1. Найти все равнобочные трапеции, которые разби­
ваются диагональю на 2 равнобедренных треугольника.

2. Известно, что ахз -- Вх?-- сх - а (а,Ь, с, 4 — дан­
ные целые числа) при любом целом х делится на 5. Дока­
зать, что все числаа, 6, с, а делятсяна 5.

3. Улитка ползет по столу с постоянной скоростью.
Через каждые 15 минут она поворачивает на 90°, а в про­
межутках между поворотами ползет по прямой. Доказать,
что она может вернуться в исходный пункт только через
целое число часов.

4. Дана прямоугольная таблица, составленная из по­
ложительных чисел, причем произведение суммы чисел
любого столбца на сумму чисел любой строки равно числу,
стоящему на их пересечении. Доказать, что сумма всех
чисел в таблице равна единице. (Ср. задачу № 4 для
УПТ класса.)5.ОтАдоВ 999км.Вдольдорогистояткилометровые
столбы, на которых написаны расстояния до А и до В

О | 999, 11|998, 2 | 997, 999 [0.

Сколько среди них таких, на которых имеются только
две различные цифры?

У[1Т класс

1. Найти множество четвертых вершин всех таких пря­
моугольников, три вершины которых лежат на двух дан­
ных концентрических окружностях (две вершины лежат
на одной из окружностей, а третья — на другой), а стороны
параллельны двум данным прямым.
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2. См. задачу №3 для УПкласва.
3. Из всех параллелограммов данной площади найти

тот, у которого наибольшая диагональ минимальна.
4. В прямоугольной таблице произведение суммычисел

любого столбца на сумму чисел любой строки равно числу,
стоящему на их пересечении. Доказать, что сумма всех
чисел в таблице равна единице или все числа равнынулю.
(Ср. задачу № 4 для УП класса.)5.Известно,чтоах“+[хз+сх?+ах|е (а,6,с,
4, е — данные целые числа) при всех целых х делится на7.
Доказать, что все целые числа а, 6, с, а, е делятся на 7.
(Ср. задачу № 2 для УП класса.)

[Х класс

1. См. задачу № 4 для УП] класса.
2. Решить уравнение х3З— [х] = 3, где [х] означает

наиболыпее целое число, не превосходящее х.
3. В четырехугольнике АВСР точка М — середина

диагонали АС, М — середина диагонали ВО. Прямая,про­
ходящая через точки М и № пересекает стороны АВ и СО
в точках М’и №’ Доказать, что если ММ’ = М№’, то
АР || ВС.

4. Школьник едет на олимпиаду на метро, платит рубль
и получает сдачу. Доказать, что если он обратно поедет
на трамвае, то он сможет уплатить за проезд без сдачи,

Примечание: до денежной реформы 1961 года проезд в метро
стоил 50 коп., на трамвае — 30 коп. и в обращении находились моне­тыдостоинствомв{,2,3,5,10,15и 20коп.

5. Плоский многоугольник АВ...СО...Е составлен из
п твердых стержней, соединенных шарнирно. Доказать,
что если п >> 4, то его можно деформировать в треугольник.

Х класс

1. При каких целых п число 20” -- 16" — 3" — | де­
лится на 323?

2. В пространстве построена замкнутая ломаная так,
что все звенья имеют одинаковую длину и каждые три по­
следовательные звена попарно перпендикулярны. Дока­
зать, что число звеньев делится на 6. (Ср. задачу №3 для
УП класса.)

3. См. задачу № 3 для [Х класса.

168



4. Школьник едет на кружок на трамвае, платит рубль
и получает сдачу. Доказать, что на обратном пути он сможет
уплатить за проезд в трамвае без сдачи (см. примечание
к задаче № 4 для [Х класса).

5. Плоский многоугольник А,Д....4,„_А„ составлен из
п твердых стержней, соединенных шарнирно. Можно ли
его деформировать в треугольник? (Ср. задачу № 5 для
[Х класса.)

2-й тур

У/1 класс

1. Прямые ОА и ОВ перпендикулярны. Найти множе­
ство концов /Мвсех ломаных ОМ длины[, пересекающихся
с каждой прямой, параллельной ОА или ОВ, не более,
чем в одной точке,

2. Радиолампа имеет 7 контактов, расположенных по
кругу и включенных в штепсель, имеющий 7 отверстий.
Можно ли так занумеровать контакты лампы и отверстия
штепселя, чтобы при любом включении лампыхотя быодин
контакт попал на свое место (т. е. в отверстие с тем же но­
мером)?

3. В треугольнике известны две стороныа и 6. Какой
должна быть третья сторона, чтобы наибольший угол тре­
угольника имел наименьшую величину?

4. В треугольник вписана окружность. Точки касания
являются вершинами второго треугольника. В него впи­
сана окружность, точки касания которой — вершинытреть­
его треугольника. Он имеет те же углы, что и первоначаль­
ный треугольник. Найти эти углы.

5. Дана последовательностьчисел 1, 2,3, 5, 8, 13,21, ,
в которой каждое число, начиная с третьего, равно сумме
двух предыдущих. В этой последовательности выбрано
8 идущих подряд чисел. Доказать, что их суммане входит
в последовательность.

УГТТ класс

1. В треугольнике известны две стороны а и 6. Какой
должна быть третья сторона, чтобы наименьший угол тре­
угольника имел наибольшую величину? (Ср. с задачей
№ 3 для УП класса.)
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2. Числа от 1 до 10%выписаны подряд, так что полу­
чается последовательность цифр: 1234567891011... 100000000.
Доказать, что число всех цифр в этой последовательности
равно числу всех нулей в последовательности1, 2, 3, ..., 10°.

3. Внутри равностороннего треугольника АВС нахо­
дится точка О. Прямая ОС, соединяющая О с центром тя­
жести @ треугольника, пересекает стороны треугольника

(или их продолжения) в точках и, В’, С’. Доказать, чтоА’О
`А’С+ всо С+ <<Со = 5.

4, Решить систему уравнений:
9х2ох

2171-х,
о

2% —х
г ^
1--*

р.

2х5 у1+> ти
| 3

5. В неравносторонний треугольник вписана окруж­
ность. Точки касания являются вершинами нового тре­
угольника. В него вписана окружность, точки касания
которой — вершины третьего треугольника, в третий впи­
сана третья окружность и т. д. Доказать, что в образовав­
шейся последовательности треугольников нет подобных.

[Х класс

1. Два прямоугольника положены на плоскость так,
что получилось восемь точек пересечения. Эти точки со­
единены через одну. Доказать, что площадь полученного
четырехугольника не изменится при поступательном пере­
мещении одного из прямоугольников.

2. Найти все действительные решения системы:
21— м =х,,
2[1—5=х.,

о.
|1 — ^98 — Х9о»

2
| | — х99= Х..
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3. Штепсельный разъем имеет 20 контактов располо­
женных по кругу на равных угловых расстояниях и за­
нумерованных числами от 1 до 20 в произвольном порядке.
Всегда ли можно так соединить разъем, чтобы ни один
контакт не был замкнут(т. е. не попал на свое место)?

4. Разбить 1957 на [2 целых положительных слагаемых
а, @о, ав Так, чтобы а! а»! а! было мини­
мально.

5. Три равные окружности касаются друг друга. Из
произвольной точки четвертой окружности, касающейся
внешним образом всех данных окружностей, проведены
касательные к ним. Доказать, что сумма длин двух ка­
сательных равна длине третьей.

Х класв

1. Дан четырехугольник АВСО. Вписать в него прямо­
угольник с заданными направлениями сторон.

2. Найти все действительные решения системы;

1— мж=х,,

1—2=лх..

21—1 =),

(Ср. задачу № 2 для [Х класса.)
3. Точка С — центр шара, вписанного в правильный

тетраэдр АВСО. Прямая ОС, соединяющая С с точкой О,
лежащей внутри тетраэдра, пересекает плоскости граней
в точках А’, В’, С’, О’ Доказать, что

40 во 0 0да+в +са+ =“
4. Доказать, что число всех цифр в последовательности

1, 2, 3, ..., 10* равно числу всех нулей в последовательно­
сти 1,2, 3, ..., 10 +1. (Ср. задачу № 2 для УГ класса.)

5. Дано п целых чисел: а, =1, а., ..., а, причем
а а. < 2а; 1=1,2, ..., п 1) и суммавсехчисел
четна. Можно ли эти числа разбить на две группы так,
чтобы суммы чисел в этих группах были равны?
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ХХ/ олимпиада (1958 год)

1-й тур

уУ!1 класо

1. Имеется система уравнений:
«Ххжу-жг = 0,
#х- жу- жёг= 0,
#х *жу- ж2= 0.

Два человека поочередно вписывают вместо звездочек
числа. Доказать, что начинающий всегда может добиться
того, чтобы система имела нулевое решение.

2. В круге проведеныдва диаметра АВ и СО. Доказать,
что если М — произвольная точка окружности, а Ри 9 —
ее проекции на диаметры АВ и СО, то длина отрезка РО
не зависит от выбора точки М.

3. Сколько существует четырехзначных номеров (от
0001 до 9999), у которых сумма двух первых цифр равна
сумме двух последних цифр?

4. На плоскости даны точки А и В. Построить такой
квадрат, чтобы точки А и В лежали на его границе и сумма
расстоянийот точки А до вершин квадрата была наименьшей.

5. Дана следующая треугольная таблица чисел:
012 1957 1958

13 3915

Каждое число (кроме. чисел верхней строки} равно сумме
двух ближайших чисел предыдущей строки. Доказать,
что число, стоящее в самой нижней строке, делится на
1958.

УИ класв

1. Внутри треугольника АВС взята точка О. На лучах
ОА, ОВ, ОС построены векторы единичной длины. Дока­
зать, что сумма этих векторов имеет длину, меньшую
единицы.

2. Доказать, что если уравнения с целыми коэффи­
циентами

№ + рах Е 91= 0,
х°- рьх- 4,=0

имеют общий не целый корень, то р, = ро, 4, = 4.
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3. На круглой поляне радиуса Ю растут три круглые
сосны одинакового диаметра. Центрыих стволов находятся

на расстоянии —5-от центра поляныв вершинах равносто­
роннего треугольника. Два человека, выйдя одновременно
из диаметрально противоположных точек поляны, обходят
поляну по краю с одинаковой скоростью и в одном направ­
лении и все времяне видят друг друга. Увидят ли друг друга
три человека, если они так же будут обходить поляну,
выйдя из точек, находящихся в вершинах вписанного
в поляну правильного треугольника?

4. Решить в целых положительных числах уравнение:

1 1Г. ри
Е ГРЖЕ

1 1

- 1958 ^1958

5. Проекции многоугольника на ось ОХ, биссектрису
первого и третьего координатных углов, ось ОУ и биссек­
трису второго и четвертого координатных углов равнысо­
ответственно4, ЗУ, 5, 4у5,

Площадь многоугольника равна $. Доказать, что
$ < 11,5.

[Х класв

1. Бесконечная плоская ломаная А,4....А„..., все углы
которой прямые, начинается в точке А, с координатами

= 0, и= ТГи обходит начало координат О по часовой
стрелке. Первое звено ломаной имеет длину 2 и параллель­
но биссектрисе четвертого координатного угла. Каждое
из следующих звеньев пересекает одну из координатных
осей и имеет наименыную возможную при этом целочис­
ленную длину. Расстояние ОА, обозначается через г„, сумма
длин первых л звеньев ломаной — через $, Доказать, что

найдется п, для которого и >> 1958.п

2. Какое наибольшее число осей симметрии может иметь
пространственная фигура, состоящая из трех прямых, из
которых никакие две не параллельныи не совпадают?

173



3. Решить в целых положительных числах уравнение:
1 11— —

1 1
тг И

З-+ —— х»-+ ——
4-- хо

1

+ — + х

(Ср. задачу № 4 для УПП класса.)
4. Отрезок длины3" разбивается на три равные части.

Первая и третья из них называются отмеченными. Каждый
из отмеченных отрезков разбивается на три равные части,из
которых первая и третья снова называются отмеченными,
и т. д. до тех пор, пока не получатся отрезки длины1.
Концы всех отмеченных отрезков называются отмеченными
точками. Доказать, что для любого целого Ё можно найти
две отмеченные точки, расстояние между которыми равноЕ < Ах 3",

Х класс

1. См. задачу № 5 для УП класса. Доказать, что
© > 10.

2. Доказать, что 1155158 -- 34195%-2и?ни для какого
целого п.

3. См. задачу № 2 для [Х класса.
4. На стол кладут правильный 100-угольник, в верши­

нах которого по порядку написаны числа 1, 2, ..., 100.
Затем эти числа переписывают в порядке удаления от пе­
реднего края стола. Если вершины находятся на равном
расстоянии от края, сначала выписывается левое число,
затем правое. Выписаны всевозможные различные наборы
чисел, соответствующие разным положениям 100-уголь­
ника. Вычислить сумму чисел, стоящих во всех этих на­
борах на тринадцатом месте слева.

5. Из четырех прямых на плоскости никакие две не
параллельны, никакие три не пересекаются в одной точке.
По каждой прямой с постоянной скоростью идет пешеход,
Известно, что первый пешеход встречается со вторым,
с третьим и с четвертым, а второй — с третьим и с четвер­
тым. Доказать, что третий пешеход встречаетсяс четвертым.
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2-й тур

У[Т класс

|. Доказать, что на плоскости нельзя расположить
болыще четырех выпуклых многоугольников так, чтобы
каждые два из них имели общую сторону.

2. Имеются два набора из +1 и —1, в каждом по 1958
чисел. Доказать, что за некоторое число шагов можно пре­
вратить |-й набор во 2-й, если на каждом шаге разрешается
одновременно изменить знак у любых 11 чисел первого
набора. (Два набора считаются одинаковыми, если у них
на одинаковых местах стоят одинаковые числа.)

3. Каждая грань куба заклеивается двумя равными
прямоугольными треугольниками с общей гипотенузой,
один из которых — белый, другой — черный. Можно ли
эти треугольники расположить так, чтобы при каждой
вершине куба сумма белых углов была равна сумме чер­
ных Углов?

4. Доказать, что если целое п >> 2, то

(11)? >> и”,

где м! =1 2 3 . П.
5. Сторона клетки клетчатой бумаги равна 1. По ли­

ниям сетки построен прямоугольник со сторонами т, п.
Можно ли в прямоугольнике провести по линиям сетки
ломаную, которая ровно один раз проходила бычерез каж­
дый узел сетки, расположенный внутри или на границе
прямоугольника? Если можно, то какова ее длина?

"ИТ класв

1. Из бумаги вырезан многоугольник. Через две точки
его границы проводится прямая, по которой многоуголь­
ник перегибается. Доказать, что периметр многоугольника,
получающегося после перегибания не больше периметра
исходного многоугольника.

2. Доказать, что для любых чисел а и а, таких, что
а > 0, а, > 0, а, + а. =1, можно найти такие числа
Би 6%,что6, > 0,>00, и б=|1и

[5 —а) ы+3 (5 — >41
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3. Внутри ( АОВ взята точка С. Из нее опущены пер­
пендикуляры: СР — на сторону ОА, СЕ — на сторону ОВ.
Из точек Р и Е опущены перпендикуляры: ОМ — на сто­
рону ОВ; ЕМ — на сторону ОА. Доказать, что ОС 1 М№.

4. Доказать, что если целое п >> 0, то
п (п-+ 1)112 33. ти

5. Обозначим через а наибольшее число непересекаю­
щихся кругов диаметра |, центры которых лежат внутри
многоугольника М, через $ — наименьшее число кругов
радиуса |1, которыми можно покрытьвесь многоугольник М.
Какое число больше, а или 0?

[Х класс

1. См. задачу № 1 для Х класса.
2. Из точки О провести п лучей на плоскости так, чтобы

сумма всех попарных углов между ними `была наибольшей.
(Рассматриваются только углы, не превышающие 180°.)

3. Игральная доска имеет форму ромба с углом 60°
Каждая сторона ромба разделена на 9 частей. Через точки
деления проведены прямые, параллельные сторонам и ма­
лой диагонали ромба, разбивающие доску на треугольные
клетки. Если на некоторой клетке поставлена фишка,
проведем через центр этой клетки три прямые, параллель­
ные сторонам и малой диагонали ромба. Клетки, которые
они пересекут, будут считаться побитыми фишкой. Каким
наименыпим числом фишек можно побить все клетки
доски?

4. Обозначим через а наименьшее число кругов радиу­
са |1, которыми можно полностью покрыть заданный много­
угольник М, через 6 — наиболынее число непересекаю­
щихся кругов радиуса | с центрами внутри многоуголь­
ника М. Какое из чисел больше, а или 6?

5. Между зажимами А и В включено несколько сопро­
тивлений. Каждое сопротивление имеет входной и выход­
ной зажимы. Какое наименышее число сопротивлений
необходимо иметь и какова должна быть схема их соедине­
ния, Чтобы при порче любых 9 сопротивлений между
зажимами А и В цепь осталась замкнутой, но не было
короткого замыкания? (Порча сопротивления: короткое
замыкание или обрыв.)
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Х класс

1. Решить в целых положительных числах уравнение:

ХЗУ-|- (Хх-- 1) = (х + 2).2.ВмногоугольникесуществуюттакиеточкиАи В,
что любая соединяющая их ломаная, проходящая внутри
или по границе многоугольника, имеет длину больше 1.
Доказать, что периметр многоугольника больше 2.

3. В школе изучают 2п предметов. Все ученики учатся
на «4» и «5». Никакие два ученика не учатся одинаково,
ни про каких двух нельзя сказать, что один из них учится
лучше другого. Доказать, что число учеников в школе не
больше, чем Со.

Примечание. Мы считаем, что один ученик учится лучше
другого, если у него по всем предметам оценки не хуже, чем у второ­
го ученика, а по некоторым предметам — лучше.

4. Стороны параллелограмма равныа и 6. Найти отно­
шение объемов тел, полученных при вращении параллело­
грамма вокруг стороны а и вокруг стороны6.

5. На п карточках написаны с разных сторон числа:
на 1-й: Ои |, на 2-й: | и2,..., нал-й: п — | ип. Один чело­
век берет из стопки несколько карточек и показывает
второму одну сторону каждой из них. Затем берет из стопки
еще одну карточку и тоже показывает одну сторону. Ука­
зать все случаи, в которых второй может определить число,
написанное на обороте последней показанной ему карточки.

ХХИ олимпиада (1959 год)

1-й тур

У[Т класс

1. Пусть аи 6 — целые числа. Напишем число Всправа
от числа а. Если число а четное, то разделим его на 2, если
оно нечетное, то сначала вычтем из него единицу, а потом
разделим его на 2. Получившееся число а, напишем под
числом а. Справа от числа а, напишем число 26. С числом
а, проделаем ту же операцию,что и с числом а, и, получив
число а, напишем его под числом а!. Справа от числа ао
запишем число 46. Получив аналогичным образом числоаз,
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напишем справа от него число 86 ит. д. Этот процесс про­
должаем до тех пор, пока не получим в левом столбце
число |. Доказать, что сумма тех чисел правого столбца,
слева от которых стоят нечетные числа, равна произведе­
нию аб.

2. Доказать, что число 22”” — | делится на 3.
3. Можно ли расположить все трехзначные числа, не

оканчивающиеся нулями, в последовательность так, чтобы
последняя цифра каждого числа была равна первой цифре
следующего за ним?

4. Как должна двигаться ладья по шахматной доске,
чтобы побывать на каждом поле по одному разу и сделать
наименыпее число поворотов?

5. Дан квадрат со стороной 1. Найти множество всех
точек, сумма расстояний от которых до сторон этого квадра­
та или их продолжений равна4.

УГ класв

1. Даны две бочки бесконечно большой емкости. Можно
ли, пользуясь двумя ковшами емкостью 9 —У? иу8,
перелить из одной в другую ровно 1 литр?

2. Заметим, что если перевернуть лист, на котором
написаны цифры, то цифры0, 1, 8 не изменятся,6 и 9 по­
меняются местами, остальные потеряют смысл. Сколько
существует девятизначных чисел, которые при перевора­
чивании листа не изменяются?

3. Дан выпуклый четырехугольник АВСО. Середины
сторон АВ и СР обозначим соответственно через К и М,
точку пересечения отрезков АМ и ОК — через О, точку
пересечения отрезков ВМ и СК — через Р. Доказать, что
площадь четырехугольника МОКР равна сумме площадей
треугольников ВРС и АОР.

4. См. задачу №4 для УПкласса.
5. Даны две непересекающиеся окружности с центрами

в точках О, и О.. Пусть а, и а. -- внутренние касательные
к этим окружностям, аз и а. — внешние касательные к
ним. Пусть, далее, а, и а; — касательные к окружнос­
ти с центром в О\, проведенные из точки О., а, а —
касательные к окружности с центром в точке О, проведен­
ные из точки 0О.. Обозначим через О точку пересечения
прямых а; и 4.. Доказать, что можно провести две ок­
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ружности с центром в точке О так, чтобы первая касалась
аз И аа, вторая касалась а, а, ат, а, причем радиус
второй в два раза меньше радиуса первой.

[Х класв

1. Имеется 1959 положительных чисел а1, @о, ..., 1959,
сумма которых равна 1. Рассматриваются всевозможные
комбинации из 1000 чисел, причем комбинации считаются
совпадающими, если они отличаются только порядком
чисел. Для каждой комбинации рассматривается произве­
дение входящихв нее чисел. Доказать, что суммавсех этих
произведений меньше 1.

2. См. задачу № 2 для УПТ класса.
3. Построить окружность, проходящую через две дан­

ные точки и отсекающую от данной окружности хорду
данной длины.

4. Рассмотрим лист клетчатой бумаги со стороной клет­
ки, равной |. Пусть р, — число всех непересекающихся
ломаных длины №, начинающихся в точке О — некотором
фиксированном узле сетки. (Все ломаные составлены из
звеньев сетки.) Доказать, что для любого К справедливо
неравенство р, < 2.3^.

5. Доказать, что не существует тетраэдра, в котором
каждое ребро являлось бы стороной плоского тупого угла.

Х класс

]. Доказать, что не существует таких целых чисел
х, и, г, что х*®- и" = 2 при условиях: 2 > 0, О < х<Ь,
О<и< ЕЁ,Е — натуральное число.

2. См. задачу № 3 для УП класса.
3. Существует ли тетраэдр, каждое ребро которого

являлось бы стороной плоского тупого угла? (Ср. задачу
№ 5 для [Х класса.)

4. В квадратную таблицу №МХхМ записаны все целые
числа от 1 до №? по следующему закону: 1 стоит на любом
месте; 2 стоит в строке с номером, равным номеру столбца,
содержащего 1; 3 стоит в строке с номером, равным но­
меру столбца, содержащего 2, и т. д. На сколько сумма
чисел в строке, содержащей |, отличается от суммы чисел
в столбце, содержащем №?
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5. Дана невозрастающая последовательность поло­
жительных чисел.

а >242аз>2..>2а, > а, =
аа + +а,-...=1.

Доказать, что найдутся ^ чисел, из которых самое малень­
кое больше половины самого большого.

1
28 '

2-й тур

У] класо

1. Имеется два набора чисел:
а>а> аи в>Ь> >В,

Доказать, что
аб,- а. + аб, > аб,+ аб, -+ ...+ а,в.

2. Дан треугольник АВС. Найтитакую точку, что если
ее симметрично отразить от любой стороны треугольника,
то полученная точка попадет на описанную окружность.

3. На какое целое число надо умножить 999 999 999,
чтобы получить число, состоящее из одних единиц?

4. Доказать, что в любом шестизначном числе можно
переставить цифры так, чтобы сумма первых трех цифр
нового числа отличалась от суммы вторых трех цифр мень­
ше, чем на 10.

5. Дано п чисел: х1, хь, ..., х„, при этом х, = 1, Ё =
=1, 2, ..., И. Доказать, что если жх хх, + +
НХ Хи - Хи= 0, то п делитсяна4.

УПТ класа

1. См. задачу № 5 для УПкласса
2. Даны 12 чисел а1, а», а. причем имеют место

следующие неравенства:
а» (а, — а» + аз) < 0,

аз (а, — аз - аа) < 0,

@11(@10— а: + ал) < 0.

Доказать, что среди этих чисел найдется по крайней
мере 3 положительных и 3 отрицательных.
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3. Дан треугольник АВС;
О, О, О. — его вневписан­
ные окружности. Для каждой
пары из этих окружностей
построим вторую общую внеш­
нюю касательную (одна такая
касательная уже проведе­
на — это сторона треуголь­
ника АВС). Три построенные
прямые образуют треуголь­
ник. Найти его углы, если
углы треугольника АВС из- Рис. 9.
вестны.

4. Даны два пересекающихся отрезка АВ и СРОдли­
ны |1. Доказать, что по крайней мере одна из сторон че­

тырехугольникаАВСО не меньшеИ:
5. Доказать, что шахматную доску размером 4х4

нельзя обойти ходом шахматного коня, побывав на каждом
поле ровно один раз.

Примечание. Одним ходом конь может попасть с поля, на
котором он стоит, на любое из восьми полей, заштрихованных на
рисунке 2.

/Х класо

1]. Даны такие сто чисел х, Хо, ..., Х1о, Сумма которых
равна |, что каждая из абсолютных величин разностей

1

Хк+1 — Хь Меньше =. Доказать, что из этих 100 чисел
можно выбрать 50 чисел так, чтобы их сумма отличалась

от -- не больше,чем на тб:
2. п отрезков длины | пересекаются в одной точке.

Доказать, что хотя бы одна сторона 2п-угольника, образо­
ванного их концами, не меныне стороны правильного
2п-угольника, вписанного в окружность диаметра {.

3. Доказать, что не более одной вершины тетраэдра
обладает тем свойством, что сумма любых двух плоских
углов при этой вершине больше 180°.

4. Доказать, что существует бесконечно много чисел,
не представимых в виде суммы трех кубов.5.Вуглахшахматнойдоскиразмером3Х 3 стоят
кони: в верхних углах белые, а в нижних — черные.
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Одним ходом разрешается переставить любого коня на
любое свободное поле в соответствии с правилами шахмат
(см. примечание к задаче № 5 для УП класса). Мыхотим
поставить белых коней в нижние углы доски, а черных
коней — в верхние углы. Доказать, что для этого потре­
буется не меньше 16 ходов.

Х класв

1. См. задачу № 4 для [Х класса.
2. Пусть АВСР — пространственный четырехугольник,

точки К; и К, делят соответственно стороны АВ и СО вот­
ношении а, точки К, и К. делят соответственно стороны
ВС и АР в отношении В.Доказать, что отрезки КК. и
К.К. пересекаются.

3. Даны несколько пересекающихся кругов, занимаю­
щие на плоскости площадь, равную 1. Доказать, что из
них можно выбрать некоторое количество попарно непере­

1

крывающихся, чтобы их общая площадь была не менее 5.
4. Даны п комплексных чисел с;, с», ..., с,, таких,

что если их представлять себе как точки плоскости, то они
являются вершинами выпуклого п-угольника. Доказать,
что если комплексное число г обладает тем свойством, что+. +

2— с 2— с. 2 — Сп
= 0,

то точка плоскости, соответствующая 2, лежит внутриэтого
п-угольника.

5. Два диска разного диаметра разделенына 27 равных
секторов каждый, и каждый сектор выкрашен в белый
или черный цвет таким образом, что на каждом диске ока­
залось п белых и п черных секторов. Если укрепить оба
диска на одной оси, проходящей через их центры, то ока­
жется, что окружность — край менышего диска — окра­
шена дважды: изнутри и снаружи. При этом одни части
окружности окрашеныв разныецвета, а остальные — в один
цвет с обеих сторон. Доказать, что можно так повернуть
меньший диск, что части первого рода составят не меньше
половины длины окружности.
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ХАШ олимпиада (1960 год)
1-й тур

УГ класс

1. Указать все денежные суммы, выраженные целым
числом рублей, которые могут быть представлены как
четным, так и нечетным числом денежных билетов.

Примечание. Считать, что в обращении имеются билеты до­
стоинством в |, 2, 3, 65,10, 25, 50 и 100 рублей.

2. Три равные окружности с центрами О|, Оз, О. пере­
секаются в данной точке. А,, А,, А, — остальные точки
пересечения. Доказать, что треугольники О:0,0, и А.А, А,
равны.

3. В составлении 40 задач приняло участие 30 студен­
тов со всех 5 курсов. Любые 2 однокурсника придумали
одинаковое число задач. Любые два студента с разных
курсов придумали разное число задач. Сколько человек
придумало одну задачу?

4. М и № — точки пересечения двух окружностей с
центрами О, и О.. Прямая О.М пересекает первую окруж­
ность в точке А,, а вторую — в точке А.. Прямая О.М
пересекает первую окружность в точке В., а вторую —
в точке В». Доказать, что прямые А.В,, А,В., ММ пере­
секаются в одной точке.

5. Доказать, что число делителей числа п не превос­
ходит 2Ию.

УПкласс

1. Доказать, что число, в десятичной записи которо­
го имеется триста единиц, а остальные цифры — нули,
не является точным квадратом.

2. В турнире каждый шахматист половину всех очков
набрал во встречах с участниками, занявшими три послед­
них места. Сколько человек принимало участие в турнире?

3. Через данную вершину А выпуклого четырехуголь­
ника АВСО провести прямую, делящую его площадь по­
полам.

4. Даны отрезки АВ, СО и точка О, причем никакие
три из точек А, В, С, О, О не лежат на одной прямой.
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Конец отрезка называется «отмеченным», если прямая,
проходящая через него и точку О, не пересекает другого
отрезка. Сколько может быть «отмеченных» концов?

5. Доказать, что существует бесконечно много натураль­
ных чисел, не представимых в виде р -- п** ни при какихпростыхринатуральныхпи /.

[Х класс

|. Доказать, что любая правильная дробь может быть
представлена в виде (конечной) суммы обратных величин
попарно различных целых чисел.

2. См. задачу № 5 для УПШкласса.
3. Даны выпуклый многоугольники точкаО внутринего.

Любая прямая, проходящая через точку О, делит площадь
многоугольника пополам. Доказать, что многоугольник
центрально-симметричный и О — центр симметрии.

4. Найти множество четвертых вершин прямоугольни­
ков, у которых две вершины лежат на данной окружности,
а третья — в данной точке внутри окружности.

Х класс

1. Два равных правильных треугольника расположены
в пространстве в параллельных плоскостях Ри Р., при­
чем отрезок, соединяющий их центры, перпендикулярен
плоскостям. Найти множество точек, являющихся середи­
нами всех отрезков, соединяющих точки одного треуголь­
ника с точками другого треугольника.

ай оп
2. Если числитель и знаменатель дроби а--ь

на п, то и сама дробь делится на п. Доказать.
3. См. задачу № 4 для [Х класса.
4. В десятичной записи целого числа А все цифры,

кроме первой и последней, — нули, первая и последняя —
не нули, число цифр — не меньше трех. Доказать, что А
не является точным квадратом.

5. Данычисла а1,ао, ..., а,, причем для всех натураль­
ных нечетных п имеет место равенство

‚делятся

аа +4=0.



Доказать, что те из чисел а, а., ..., а,, которые не равны
нулю, можно разбить на пары таким образом, чтобы два
числа, входящих в одну и ту же пару, были бы равныпо
абсолютной величине, но противоположны по знаку.

2-й тур

УТ класс

1. Даны 4 точки: А, В, С, О. Найти такую точку 0,
что сумма расстояний от нее до данных точек минимальна.

2. Доказать, что из сторон произвольного четырех­
угольника можно сложить трапецию.

3. Доказать, что любой несамопересекающийся пяти­
угольник лежит по одну сторону от хотя бы одной своей
стороны.

4. В каком-то году некоторое число ни в одном месяце
не было воскресеньем. Определить это число.

У[11 класс

1. Каково наибольшее п, при котором можно так рас­
положить п точек на плоскости, чтобы каждые три из них
служили вершинами прямоугольного треугольника?

2. Имеется бесконечная шахматная доска. Обозначим
через (а, 6) поле, расположенное на пересечении горизон­
тали с номером а и вертикали с номером 6. Фишкас поля
(а,6) может сделать ход на любое из восьми полей: (а -- т,
р + м),ат, 6 - т), гдет, п —фиксированныечисла,
а знаки (-) и (—) комбинируются произвольно. Сделав
х ходов, фишка вернулась на исходное поле. Доказать,
что х четно.

3. См. задачу № 2 для УП класса.
4. Улитка ползет вперед (не поворачивая назад) с не­

постоянной скоростью. Несколько человек наблюдало за
ней по очереди в течение 6 минут. Каждый начинал наблю­
дать раньше, чем кончал предыдущий, и наблюдал ровно
| мин, причем каждый заметил, что за эту минуту улитка
проползала ровно | м. Доказать, что за 6 мин улитка могла
проползти самое большее 19 м.

5. Дан пятиугольник АВСЬБЕ, в котором АВ = ВС =
= Ср =рЕЁ, (В = ГО = 90°. Доказать, что пяти­
угольниками, равными данному, можно замостить плоскость
(без щелей и перекрытиад).
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[Х класс

1. Имеется и точек, некоторые из которых соединены
отрезками так, что каждая соединена с {/точками. Какие
значения может принимать Г?

2. Дан произвольный центрально-симметричный ше­
стиугольник. На его сторонах, как на основаниях, построе­
ны во внешнюю сторону правильные треугольники. Дока­
зать, что середины отрезков, соединяющих вершины со­
седних треугольников, являются вершинами правильного
шестиугольника.

3. Доказать, что никакую прямоугольную шахматную
доску ширинойв 4 клетки нельзя обойти ходом шахматного
коня, побывав на каждом поле по одному разу и последним
ходом вернувшись на исходную клетку (см. примечание к
задаче ХХЦ, П,8, 5).

4. Найти множество центров всех прямоугольников,
описанных около данного остроугольного треугольника.

5. В квадрате со стороной 109 расположено М№кругов
радиуса |, причем всякий отрезок длины 10, целиком рас­
положенный внутри квадрата, пересекает хотя бы один
круг. Доказагь, что № >> 400.

Х класс

1. Число А делится на 1, 2, 3, ..., 9. Доказать, что если
2А представлено в виде суммы натуральных чисел, мень­
ших 10:2А =а а + -- а», то из чисела;, аз, ..., а»
можно выбрать часть, сумма которых равна А.

2. бл-значное число делится на 7. Последнюю цифру
перенесли в начало. Доказать, что полученное число также
делится на 7.

3. Собралось п человек. Некоторые из них знакомы
между собой, причем каждые два незнакомых имеют ровно
двух общих знакомых, а каждые два знакомых не имеют
общих знакомых. Доказать, что каждый из присутству­
ющих знаком с одинаковым числом человек.

4. См. задачу № 4 для [Х класса.
5. Доказать, что число различных ломаных длины 2п,

стороны которых лежат на линиях клетчатой бумаги со
стороной клетки, равной |, равно Со, (все ломаные начи­
наются в одном и том же узле сетки).
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ХХГУ олимпиада (1961 год)
1-й тур

УГ класс

1. Доказать, что если п — четное число, то числа 1, 2,
3, ..., 12 можно таким образом расположить в квадратную
таблицу п Ххп, чтобы суммы чисел, стоящих в каждом
столбце, были одинаковы.

2. Имеется трехзначное число абс; возьмем число сба и
вычтем из большего меныцее. Получим число а,6:с,, сде­
лаем с ним то же самоеи т. д. (случай а, = 0 допускается).

Доказать, что на каком-то шаге мы получим или число
495, или 0. (Здесь под абс понимается число, записываемое
с помощьюцифра, 6, с.)

3. Дан остроугольный треугольник А,.ВоСь.Пусть точки
А,, В,, С, — центры квадратов, построенных на сторонах
В.С,, С,Ао, А,В.. С треугольником А,В.С, делаем то же
самое, получаем треугольник А.В.С. и т. д. Доказать,
что границытреугольниковА,„В,С, и А Ви С
пересекаются ровно в 6 точках.

4. Имеется 100 точек на плоскости, причем расстояние
между любыми двумя из них не превосходит 1, и если А,
В, С — любые три точки из данных, то треугольник АВС
тупоугольный. Доказать, что можно провести такуюокруж­
ность радиуса 1/., что все данные точки окажутся внутри
нее или на ней самой.

5. На шахматной доске выбраны две клетки одинако­
вого цвета. Доказать, что ладья, начав с первой из этих
клеток, может обойти все клетки по разу, а на второй
выбранной клетке побывать два раза.

УПТ класс

1. Даны треугольник АВС и точка О. Обозначим через
М:, М, М. центры тяжести треугольников ОАВ, ОВС,
ОСА соответственно. Доказать, что площадь треугольника
М.М.М:зравна '/, площади треугольника АВС.

2. Играют двое; один из них загадывает набор из целых
однозначных чисел (х,, хо, ..., х,), как положительных,
так и отрицательных. Второму разрешается спрашивать,
чемуравнасуммаах, -- а.х. +... Нах», где (аи,а.,....а„)—
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любой набор чисел. Каково наименьшее число вопросов,
за которое отгадывающий узнает задуманный набор?

3. См. задачу № 3 для УПкласса.
4. Доказать, что ладья может обойти все клетки пря­

моугольной шахматной доски, побывав на каждой клетке
ровно один раз, и вернуться в начальную клетку, если
только число клеток на доске четно.

о. Набор чисел а, а., ..., а, называется отрезком на­
турального ряда, если а =а +1, аз =а +2,
... а, 1 = а, + Е. Два отрезка натурального ряда длины

196] подписаны один под другим. Доказать, что можно
так переставить числа в каждом из отрезков, что после
сложения чисел, стоящих друг под другом, снова полу­
чится отрезок натурального ряда.

[Х класс

1. См. задачу № 1 для УП класса.
2. См. задачу № 2 для УП класса.
3. Доказать, что можно так расположить числа от 1

до 1? в таблицу п Х п, чтобы суммычисел каждого столбца
были равны. (Ср. задачу № 1 для УП класса.)

4. АКчеловек ехали в автобусе без кондуктора. Извест­
но, что ни у кого из пассажиров не было медных денег
и монет крупнее 20 коп. Доказать, что если общее число
монет в автобусе меньше эА, то пассажирыне смогут пра­
вильно расплатиться за проезд. Для числа монет 5 по­
строить пример такого распределения денег, при котором
возможен правильный расчет.

5. На плоскости дано М№точек. Если А, В, С — любые
три из них, то внутри треугольника АВС нет ни одной
точки из данных. Доказать, что эти точки можно зануме­
ровать так, что многоугольник А, А....А„ будет выпуклым.

Х класс

|. Дана последовательностьчисел и., и, И...
и = №= и =и а Ри, Доказать,чтои’, делится
на 5, при А =1, 2,3, .

2. На плоскости проведено несколько полос разной
ширины. Никакие две из них не параллельны. Как нужно
сдвинуть их параллельно самим себе, чтобы площадь их
общей части была наибольшей?
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3. Е человек ехали в автобусе без кондуктора. Извест­
но, что ни у кого из пассажиров не было медных денег
и монет крупнее 20 коп. Известно, далее, что каждый
пассажир уплатил за проезд и получил сдачу. Доказать,
что наименьшее число монет, которое могло для этого по­

требоваться,равноЕ | (Ср.задачу4для [Хкласса.)
4. Окружность $ и точка О лежат в одной плоскости,

причем О находится вне окружности. Построим произволь­
ную сферу, проходящую через окружность $, и опишем
конус с вершиной в точке О, касающийся этой сферы.
Найти множество центров всех окружностей, по которым
конусы касаются сфер.

5. Известно, что 2, | 2+ +2, = 0, где 2,— ком­
плексные числа. Доказать, что среди этих чисел найдутся
два таких числа, что разность их аргументов больше или
равна 120°.

2-й тур

У/Т класс

1. Стороны произвольного выпуклого многоугольника
покрашены снаружи. Проводится несколько диагоналей
многоугольника. Каждая из этих диагоналей тоже покра­
шена с одной стороны,т. е. с одной стороны отрезка про­
ведена узкая цветная полоска. Доказать, что хотя бы один
из многоугольников, на которые разбит диагоналями
исходный многоугольник, весь покрашен снаружи. (До­
пускается, чтобы в вершине многоугольника окраска за­
ходила внутрь.)

2. В квадрате АВСО на стороне АВ взята точка Р,
на стороне ВС — точка @, на стороне СР — точка ВР,
на стороне АД — точка 5; оказалось, что фигура РОЮ$ —
прямоугольник. Доказать, что тогда прямоугольник
РОКЮ$— либо квадрат, либо обладает тем свойством, что
его стороны параллельны диагоналям квадрата.

3. Доказать, что среди любых 39 последовательных
натуральных чисел обязательно найдется такое, у кото­
рого сумма цифр делится на 11.

4. Дана таблица 4 Хх4 клетки. Показать, что можно
так расставить семь звездочек в клетках этой таблицы,
что при вычерчивании любых двух строк и любых двух
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столбцов этой таблицы в оставшихся клетках всегда была
хотя бы одна звездочка. Доказать, что если звездочек мень­
ше, чем семь, то всегда можно так вычеркнуть две строки
и два столбца, что все оставшиеся клетки будут пустыми.

5. Доказать, что не существует целых чисел а, 6, с, а
удовлетворяющим равенствам:

афса —а =1961,
абса — В= 961,
абса—с= 61|,
абса — а = 1.

УП класс

1. Дана фигура, состоящая из 16 отрезков (рис. 3).
Доказать, что нельзя провести ломаную, пересекаю­

щую каждый из отрезков ровно
один раз. Ломаная может быть—_ —.——_Незамкнутойисамопересекающей­

| | ся, но ее вершины не должны
—— Лежать на отрезках, а стороны-—

Рис. 3 проходить через общие концы от­
резков.

2. С центрами в вершинах прямоугольника построены
четыре окружности с радиусами г,, Г., Г., Га, причем
Ни. =» -- г. < 4, где 4 —диагональ прямоугольника.
Проводятся две пары внешних касательных к окруж­
ностям |, Зи, 4. Доказать, что в четырехугольник,обра­
зованный этими четырьмя прямыми, можно вписать ок­
ружность.

3. См. задачу №3 для УПкласса.
4. См. задачу № 4 для УПкласса.
5. Дана четверка чисел: а, 6, с, 4. Из нее получается

новая: аб, 6с, са, аа по следующему правилу: каждое число
умножается на следующее, четвертое — на первое: Из но­
вой четверки по этому же правилу получается третьяи т. д.
Доказать, что в полученной последовательности четверок
никогда не встретится вновь четверка а, 6, с, 4, кроме
случая,когдаа=б=с=4=1.

[Х класс

1. Точки А и В движутся равномернои с равными угло­
выми скоростями по окружностям О, и О. соответственно
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(по часовой стрелке). Доказать, что вершина С правильного
треугольника АВС также движется равномерно по неко­
торой окружности.

2. В клетки таблицы т Ххп вписаны некоторые числа.
Разрешается одновременно менять знак у всех чисел не­
которого столбца или некоторой строки. Доказать, что,
применяя несколько раз эту операцию, можно превратить
данную таблицу в такую, у которой суммычисел, стоящих
в любом столбце и в любой строке, неотрицательны.

3. п точек соединены отрезками так, что каждая точка
соединена с любой другой некоторым путем и нет таких
двух точек, которые соединялись бы двумя разными путя­
ми. Доказать, что общее число отрезков равно п — 1.

4. аа би р— любые числа. Доказать, что найдутся такие
взаимно простые числа РА,[, что ак -- М делится нар.

2. Коля и Петя делят 2п -- | орехов, п >> 2, причем
каждый хочет получить возможно больше. Предлагается
три способа дележа (каждый проходит в три этапа).

1-й этап: Петя делит все орехи на две части; в каждой
не меньше двух орехов.

2-й этап: Коля делит каждую часть снова на две, в каж­
дой не меныше одного ореха.

(1-й и 2-Й этапы общие для всех трех способов.)
3-й этап. При первом способе Коля берет

наибольшую и наименыпую части.
При втором способе Коля беретсебе обе

средние части.
При третьем способе Коляберетлибоболь­

шую и меныную части, либо обе средниечасти, но за право
выбора отдает Пете один орех.

Определить, какой способ самый выгодный для Коли
и какой наименее выгоден для него.

Х класс

1. Доказать, что для любых трех бесконечных последо­
вательностей натуральных чисел:

ат, Ц», Яи,

Ь, р, р,
Ст» Со, Си»

найдутся такие номера ри 4, что
а 24а, 6,> 6, С,> Са,
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2. В прямоугольник со сторонами 20 и 25 бросают
120 квадратов со стороной 1. Доказать, что в прямоуголь­
ник можно поместить круг диаметра |, не пересекающийся
ни с одним из квадратов.

3. См. задачу № 2 для [Х класса.
4. Расстояния от фиксированной точки Р плоскости

до двух вершин А, В равностороннего треугольника АВС
равны: АР =2, ВР = 3. Определить, какое максимальное
значение может иметь длина отрезка РС.

5. Дан произвольный набор из +1 и —1 длиной 2%.
Из него получается новый набор по следующему правилу:
каждое число умножается на следующее за ним; послед­
нее, 2^-ое число умножается на первое. С новым набором
из |-Г и —| проделывается то же самое и т.д.

Доказать, что в конце концов получится набор, со­
стоящий из одних единиц.

ХХУ олимпиада (1962 год)

1-й тур

УГ класс

1. Дана прямая [, перпендикулярная отрезку АВ и
пересекающая его. Для любой точки М прямой /[ строится
такая точкаМ, что / МАВ = 2/МАВ: /МВА = 2ИМВА.
Доказать, что абсолютная величина разности АМ — ВМ
не зависит от выбора точки М на прямой [.

2. Правильный треугольник, одна сторона которого
отмечена, отражается симметрично относительно одной из
своих сторон. Полученный треугольник в свою очередь
отражается и т. д., пока на некотором шаге треугольник
не придет в первоначальное положение. Доказать, что при
этом отмеченная сторона также займет исходное положение.

3. Пусть а, 6, с, 4 — стороны четырехугольника, не
являющегося ромбом. Доказать, что из отрезков а, 6, с, а
можно сложить самопересекающийся четырехугольник.

4. Сумму цифр числа а обозначим через 5(а). Доказать,
что если 5(а) = 5(2а), то число а делится на9.

5. Данып карточек; на обеих сторонах каждой карточки
написано по одному из чисел 1, 2, ..., п, причем так, что
каждое число встречается на всех п карточках ровно два
раза. Доказать, что карточки можно разложить на столе
так, что сверху окажутся все числа: 1, 2, ..., п.
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УТ класс

1. На сторонах АВ, ВС, СА правильного треугольника
АВСнайти такие точки Х,У, 1 (соответственно),чтобы пло­
щадь треугольника, образованного прямыми СХ, ВА, АУ,
была вчетверо меньше площади треугольника АВС и чтобы
было выполнено условие:

——— — —_—_—_—__.— ———_—_—_

2. См. задачу № 2 для УПкласса.
3. Доказать, что для любого целого 4 найдутся такие

целые т, п, что
п ^2т-1

т—п ‘й =

4. См. задачу № 4 для УПкласса.
5. См. задачу № 5 для УИкласса.

[Х класв

1. Даны два пересекающихся отрезка АВ и СО. На
отрезках выбираются точки М и М (соответственно)так,
что АМ = СМ. Найти положение точек М и М,при кото­
ром длина отрезка ММ минимальна (ср. задачу № | для
Х класса).

2. «Конем» называется фигура, ход которой состоит
в перемещении на п клеток по горизонтали и на 1 по вер­
тикали (или наоборот). Конь стоит на некотором поле
бесконечной шахматной доски. При каких п он может
попасть на любое заданное поле? При каких п это невоз­
МОЖНО?

3. См. задачу № 4 для УП класса.
4. Дана система уравнений:

Г: * + Жлове== 1,

№1— №3 * +. * Х1ове= 1,

| ХХ» — ХзХа * +. * Ялове = |,

Хуб —Ялова= 1.
Какие значения может принимать Хх»?
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5. Доказать, что в прямоугольнике площади 1 можно
расположить непересекающиеся круги так, чтобы сумма
их радиусов была равна 1962.

Х класс

1. В задаче № | для [Х класса заменить отрезки пере­
секающимися лучами.

2. На сторонах квадрата, как на основаниях, построены
во внешнюю сторону равные равнобедренные треугольники
с острым углом при вершине. Доказать, что получившуюся
фигуру нельзя разбить на параллелограммы.

3. Доказать, что любое натуральное число можно пред­
ставить в виде суммы нескольких различных членов по­
следовательности1,2, 3,5, 8, 13, ‚а =а,1- ал ,...

4. См. задачу № 4 для [Х класса.
5. См. задачу № 5 для УПкласса.

2-й тур

УГ класс

1. У края биллиарда, имеющего форму правильного
2п-угольника, стоит шар. Как надо пустить шар от борта,
чтобы он, отразившись от всех бортов, вернулся в ту же
точку? (При отражении углы падения и отражения равны.)
Доказать, что при этом длина пути шара не зависит от
выбора начальной точки.

2. АВС— равнобедренный треугольник; АВ =ВС, ВН —
высота, М — середина стороны АВ, К — точка пересече­
ния ВН с окружностью, проходящей через В, Ми С.

3 ­
Доказать, что ВК = -_ К, где К — радиус описанной
около треугольника АВС окружности.

3. «Уголком» называется фигура, составленная из трех
квадратов со стороной 1 в виде буквы «Г». Доказать, что
прямоугольник размерами 1961 Хх1963 нельзя разбить на
уголки, а прямоугольник размерами 1963 х 1965— можно4.Даночисло100— 01;числонулейвнемравно1961.
Докажите, что это число — составное.

5. На плоскости даны25 точек; известно, что из любых
трех точек можно выбрать две, расстояние между которыми
меньше 1. Доказать, что среди данных точек найдутся 13,
лежащие в круге радиуса 1.
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УГ/Т класс

1. Проведем в выпуклом многоугольнике некоторые
диагонали так, что никакие две из них не пересекаются
(из одной вершины могут выходить несколько диагоналей).
Доказать, что найдутея по крайней мере две вершинымно­
гоугольника, из которых не проведено ни одной диагонали.

2. Как надо расположить числа1, 2, ..., 1962 в после­
довательности 41, 4о, ..., @1эве,Чтобы сумма:

|141— а» | |4» — аз[- ... - |@лэвз— Ялове| Е | @1эв— @1

была наибольшей?
3. В окружность вписан неправильный пП-угольник,

которыйпри повороте окружности около центра на неко­
торый угол а ==2к совмещается сам с собой. Доказать,
что п — число составное.

4. Из чисел х,, хо, х., ха, ль можно образовать десять
попарных сумм; обозначим их через а, ао, ..., ао. Доказать,
что, зная числа а, а., ..., а (но не зная, разумеется, сум­
мой каких именно двух чисел является каждое из них),
можно восстановить числа х1, Хо, Хз, Ла, Хь.

5. Две окружности О, и О, пересекаются в точках М
и Р. Обозначим через МА хорду окружности О., касающую­
ся окружности О. в точке М, а через МВ — хорду окруж­
ности О›, касающуюся окружности О, в точке М. На прямой
МР отложен отрезок РН = МР. Доказать, что четырех­
угольник МАНВ можно вписать в окружность.

[Х класс

1. Школьник в течение учебного года должен решать
ровно по 25 задач за каждые идущие подряд 7 дней. Время,
необходимое на решение одной задачи (любой), не меняется
в течение дня, но меняется в течение учебного года по из­
вестному школьнику закону и всегда меныше 45 минут.
Школьник хочет затратить на решение задач в общей слож­
ности наименьшее время. Доказать, что для этого он может
выбрать некоторый день недели и в этот день (каждую
неделю) решать по 25 задач.

2. См. задачу № 2 для У1Шкласса, где вместо чисел
1, 2, ..., 1962 взяты 25 произвольных различных чисел.

3. Стороны выпуклого многоугольника, периметр ко­
торого равен 12, отодвигаются на расстояние 4 =1 во
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внешнюю сторону. Доказать, что площадь многоугольника
увеличится по крайней мерена 15.

4. См. задачу № 4 для УПГ класса.
5. Даны 2” конечных последовательностей из нулей

и единиц, причем ни одна из них не является началом
никакой другой. Доказать, что сумма длин этих последо­вательностейнеменьшеп. 2”.

Х класс

1. На данной прямой [ проходящей через центр О
данной окружности, фиксирована точка С. Точки А и А”
расположены на окружности по одну сторону от [ так, что
углы, образованные прямыми АС и А’С с прямой[ равны.ОбозначимчерезВточкупересеченияпрямыхАА’и [.
Доказать, что положение точки В не зависит от точки Д.

2. См. задачу № 2 для [Х класса.
3. См. задачу № 3 для [Х класса.
4. Как надо расположить в пространстве прямоуголь­

ный параллелепипед, чтобы площадь его проекции на го­
ризонтальную плоскость была наибольшей?

5. В шахматном турнире каждый участник сыграл с
каждым другим одну партию. Доказать, что участников
можно так занумеровать, что окажется, что ни один участ­
ник не проиграл непосредственно за ним следующему.

ХХУ1 олимпиада (1963 год)

1-й тур

УГ класс

1. Из вершины В произвольного треугольника АВС
проведены вне треугольника прямые ВМ и ВМ, так что
ДАВМ = /СВМ Точки А’ и С’ симметричны точкам
ДАи С относительно прямых ВМ и ВМ (соответственно).
Доказать, что АС’ = А’С.

2. а, 6, с — такие три числа, что а 6+ с =0. До­
казать, что в этом случае
справедливо соотношение

ии Д- аб- ас+вс<0.
3. Имеется 200 карто­

м чек размером1х2, на каж­
дой из которых написаны

Рис. + числа +1 и —1 (см. рис.4)
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Можно ли так заполнить этими карточками лист клетчатой
бумаги размером 4 х 100, чтобы произведения чисел в
каждом столбце и каждой строке образовавшейся таб­
лицы были положительны? (Карточка занимает целиком
две соседние клетки.) (Ср. с задачей №5 для УШ класса).

4. См. задачу № 4 для УПТ класса.
5. Можно ли так провести прямую по листу клетчатой

бумаги размером 20 х 30, чтобы она пересекла 50 клеток?

УГ! класс

1. а, а., ..., а, —такие числа, что а, На -+... На, =
= 0. Доказать, что в этом случае справедливо соотно­
шение:

©= аа. + ааз-+ ...+ аа, < 0;
в сумму © входят все возможные произведения аа» [=]
(ср. с задачей № 2 для УПкласса).

2. Даны выпуклый четырехугольник АВСО площади $
и точка М внутри него. Точки Р, ©, Ю, э симметричны
точке М относительно середин сторон четырехугольника
АВСО. Найти площадь четырехугольника РОК$.

3. Решить в целых числах уравнение

К 2 9 3.ту и =3
4. На плоскости даны 7 прямых, никакие две из кото­

рых не параллельны. Доказать, что найдутся две из них,
угол между которыми меньше 26°.

5. Лист клетчатой бумаги размером 5 Ххп заполнен
карточками размером | Х 2 так, что каждая карточка за­
нимает целиком две соседние клетки. На каждой карточке
написанычисла - 1 и— | (рис.4). Известно, что произведе­
ния чисел по строкам и столбцам образовавшейся таблицы
положительны. При каких п это возможно?

[Х класав

1. Первый член и разность арифметической прогрес­
сии — целые числа. Доказать, что найдется такой член
прогрессии, в записи которого участвует цифра 9.

2. См. задачу № 5 для УШкласса.
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3. а, 6, с — любые положительные числа. Доказать,
что

а р С 3БС+ас т а-ь> 2

4. Из любых четырех точек на плоскости, никакие
три из которых не лежат на одной прямой, можно так
выбрать три, что треугольник с вершинами в этих точках
имеет хотя бы один угол, не больший 45°. Доказать. (Ср. с за­
дачей № 2 для Х класса.)

5. Можно ли в прямоугольник с отношением сторон
9: 16 вписать прямоугольник с отношением сторон 4 7
(так, чтобы на каждой стороне первого прямоугольника
лежала вершина второго)?

Х класс

1. См. задачу № 1 для [Х класса.
2. Из любых шести точек на плоскости (из которых

никакие три не лежат на одной прямой) можно так выбрать
три, что треугольник с вершинами в этих точках имеет
хотя бы один угол, не болыпий 30° Доказать.

3. Какое наибольшее число клеток может пересечь
прямая, проведенная на листе клетчатой бумаги размером
т Ххп клеток?

4. а, 6, с —такие три числа, что абс > биа-+ь­
- с>> 0. Доказать, что а"-- 6" + с" 0 при любом на­
туральном п.

5. Дан произвольный треугольник АВС. Найти мно­
жество всех таких точек М, что перпендикуляры к пря­
мым АМ,ВМ, СМ, проведенныеиз точек Д, В, С (соответ­
ственно), пересекаются в одной точке.

Х1 класс

1. Положительныечисла х, и, г обладают тем свойством,
что

агсо х -- агсу -Ёагсф5г< т.

Доказать, что сумма этих чисел больше их произведения.
2. Дана система из 25 различных отрезков с общим

началом в данной точке А и с концами на прямой [, не
проходящей через эту точку. Доказать, что не существует
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замкнутой 25-звенной ломаной, для каждого звена кото­
рой нашелся бы отрезок системы, равный и параллельный
этому звену.

3. См. задачу № 5 для Х класса,
4. Из цифр 1,2, 3, 4, 5, 6, 7 составляются всевозможные

семизначные числа, в записи которых каждая из этих цифр
встречается ровно один раз. Доказать, что сумма всех
таких чисел делится на 9.

5. Каждое ребро правильного тетраэдра разделено на
три равные части. Через каждую полученную точку деления
проведены две плоскости, параллельные соответственно
двум граням тетраэдра, не проходящим через эту точку.
На сколько частей построенные плоскости разбивают тет­
раэдр?

2-й тур

У/1 класв

|. Завод выпускает погремушки в виде кольца с наде­
тыми на него 3 красными и 7 синими шариками. Сколько
различных погремушек может быть выпущено? (Две по­
гремушки считаются одинаковыми, если одна из них мо­
жет быть получена из другой только передвижением ша­
риков по кольцу и переворачиванием.)

2. См. задачу № 2 для [Х класса.
3. Дан произвольный треугольник АВС и проведена

такая прямая, пересекающая треугольник, что расстояние
до нее от точки А равно сумме расстояний до этой прямой
от точек В и С. Доказать, что все такие прямые проходят
через одну точку.

4. Какое наибольшее количество чисел можно выбрать
из набора 1, 2, ..., 1963, чтобы сумма любых двух выбран­
ных чисел делилась на 26?

о, Система точек, соединенных отрезками, называется
«связной», если из любой точки можно пройти в любую
другую по этим отрезкам. Можно ли соединить пять точек
отрезками в связную систему так, чтобы при стирании
любого отрезка образовались ровно две связные системы
точек, не связанные друг с другом? (Мы считаем, что в
местах пересечения отрезков переход с одного из них на
другой невозможен.)
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УТ класс

1. а, а, -... а, — произвольные положительные числа.
Обозначим через в, количество чисел из набора а,, а»,..., ан,
удовлетворяющих условию: а, > Е. Доказать, чтоа,+а» а, =+ 6+

2. В таблицу 8 Х 8 вписанывсе целые числа от 1 до 64.
Доказать, что при этом найдутся два соседних числа, раз­
ность между которыми не меныше5. (Соседними называют­
ся числа, стоящие в клетках, имеющих общую сторону.)

3. Найти множество центров тяжести всех остроуголь­
ных треугольников, вписанных в данную окружность.

4. Какое наибольшее количество чисел можно выбрать
из набора 1, 2, ..., 1963, чтобы сумма никаких двух чисел
не делилась на их разность?

5. По аллее длиной 100 метров идут три человека со
скоростями 1, 2 и 3 км/час. Дойдя до конца аллеи, каждый
из них поворачивает и идет назад с той же скоростью.
Доказать, что найдется отрезок времени в | минуту, когда
все трое будут идти в одном направлении.

[Х класс

1. Дан произвольный треугольник АВС и точка Х вне
его. 4М, ВМ, С® — медианытреугольника АВС. Доказать,
что площадь одного из треугольников ХАМ, ХВМ, ХСО
равна сумме площадей двух других.

2. Какое наибольшее число точек самопересечения мо­
жет иметь замкнутая 14-звенная ломаная, проходящая
по линиям клетчатой бумаги так, что ни на какой линии
не лежит более одного звена ломаной?

3. В правильном 10-угольнике проведены все диагона­
ли. Сколько попарно неподобных треугольников может
при этом образоваться?

4. В таблицу 9 Х 9 вписанывсе целые числа от 1 до 81.
Доказать, что найдутся два соседних числа, разность
между которыми не меньше6. (Ср. с задачей № 2 для УП
класса.)

5. См. задачу № 5 для У1Шкласса.

Х класс

1. Доказать, что при нечетном я уравнение хп -- у" = 27
не может иметь решений в целых числах, если (х -- и) —
простое число.
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2. На листе бумаги нанесена сетка из п горизонтальных
ил вертикальных прямых. Сколько различных 2п-звенных
ломаных можно провести по линиям сетки, так чтобы каж­
дая ломаная проходила по всем горизонтальным и всем
вертикальным прямым?

3. Из центра правильного 25-угольника проведенывек­
торы во все его вершины. Как надо выбрать несколько
векторов из этих 25, чтобы их сумма имела наибольшую
длину?

4. А’, В’, С’, О’, Е’ — середины сторон выпуклого
пятиугольника АВСОЕ. Доказать, что площади пятиуголь­
ников АВСШЕ и А’В’С’Р’Е’ связаны соотношением:

1

Эд’В’С'Б'Е' > —5`ЗАВСРЕ.

5. Последовательность чисел а1, ао, .... а, образуется
следующим образом:

2а,2
Я@п—2

а, = а. = 1; а, = (п> 3).

Доказать, что все числа в последовательности — целые.

Х1[ класс

|. Доказать, что не существует попарно различных на­
туральных чисел х, у, г, &,для которых было бы справед­
ливо соотношение жи=И.

2. Доказать, что из одиннадцати произвольных беско­
нечных дДесятичных дробей можно выбрать две дроби,
разность которых имеет в десятичной записи либо беско­
нечное число нулей, либо бесконечное число девяток.

3. Найти все многочленыР(х), для которых справедливо
тождество:

х.Р(х— 1)= (х—26).Р (а).
4. См. задачу №4 для Х класса.
5. Доказать, что на сфере нельзя так расположить три

дуги в 300” каждая, чтобы никакие две из них не имели
ни общих точек, ни общих концов.
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ХХУП олимпиада (1964 год)

1-й тур

У[Т класс

1. В треугольнике АВС высоты, опущенные на стороны
АВ и ВСне меньше этих сторон (соответственно). Найти
углы треугольника.

2. На данной окружности выбраны диаметрально про­тивоположныеточкиАиВи третьяточкаС.Касательная,
проведенная к окружности в точке В, и прямая АС пере­
секаются в точке М. Доказать, что касательная, прове­
денная к окружности в точке С, делит пополам отрезок
ВМ.

3. Доказать, что сумма цифр числа, являющегося точ­
ным квадратом, не может равняться пяти.

4. На листе бумаги проведено 11] горизонтальных и
|] вертикальных прямых, точки пересечения которых
называются «узлами». «Звеном» мы будем называть отрезок
прямой, соединяющий два соседних узла одной прямой.
Какое наименыцее число звеньев надо стереть, чтобы по­
сле этого в каждом узле сходилось не более трех звеньев?

5. Последовательность @%,а, а», а», образована
по закону:

а =а =Га =а ча +1,п=Ь2,
Доказать, что число а\эв4 не делится на4.

УПкласв

1. См. задачу № 1 для УП класса.
2. Найти все такие натуральные числа п, что число

(п — 1)! не делится на п?.
3. Решить в целых числах уравнение:

УИ Е ТИт-ь
и корней

4. В шестиугольнике АВСОЕР все углы равны. Дока­
зать, что длины сторон такого шестиугольника удовлетво­
ряют соотношениям:

АВ— ОЕ = ЕР — ВС = СО — АЕ
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5. Рассмотрим суммы цифр всех чисел от 1 до 1 000 000
включительно. У полученных чисел снова рассмотрим
суммы цифр, и так далее, пока не получим миллион одно­
значных чисел. Каких чисел больше среди них — единиц
или двоек?

[Х класс

1. Решить в положительных числах систему:
ХУ= 2,

и=,
27 = у

2. Доказать, что произведение двух последовательных
натуральных чисел не является степенью никакого целого
числа.

3. Известно, что при любом целом # = 27 число а — Ё3
делится без остатка на 27 — №. Найти а.

4. См. задачу № 4 для УПТ класса. Кроме того, дока­
зать, что если длиныотрезков а;, а», аз, аа, аз, аз удовле­
творяют соотношениям

Я — 4. = а; —а. = аз —4,
то из этих отрезков можно построить равноугольный ше­
стиугольник.

5. В четырехугольнике АВСР из вершин А и С прове­
дены перпендикуляры на диагональ ВО, а из вершин В
и Р проведены перпендикуляры на диагональ АС. Дока:
зать, что четырехугольники АВСР и ММРО подобны.
(М, №, Р, Ц — основания перпендикуляров.)

ХЬ—Х1 классы

1. Число № является точным квадратом и не оканчи­
вается нулем. После зачеркивания у этого числа двух по­
следних цифр снова получился точный квадрат. Найти
наибольшее число № с таким свойством.

2. См. задачу № 3 для УП класса.
3. Известно, что при любом целом А == 27 число а — #196*

делится без остатка на 27 — Е. Найти а. (Ср. задачу № 3
для [Х класса.)

4. См. задачу № 4 для У1Шкласса.
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5. На какое наименыиее число непересекающихся те­
траэдров можно разбить куб?

2-й тур

У!1 класс

1. На отрезке АС выбрана произвольно точка В и на
отрезках АВ, ВСи АС,как на диаметрах, построеныокруж:
ности О\, Оз и О.. Через точку В проводится произвольная
прямая, пересекающая окружность О, в точках Ри 0,
а окружности О, и О. — в точках В и $ (соответственно).
Доказать, что РЮ = 05

2. Собрались 2п человек, каждый из которых знаком
не менее чем с п присутствующими. Доказать, что можно
выбрать из них четырех человек и рассадить их за круглым
столом так, что при этом каждый будет сидеть рядом со
своими знакомыми.

3. В квадрате со стороной длины | выбраны 102 точки,
из которых никакие три не лежат на одной прямой. Дока­
зать, что найдется треугольник с вершинамив этих точках,

площадь которого меньше, чем тор.
4. Через противоположные вершины А и С четырех­

угольника АВС проведена окружность, пересекающая
стороны АВ, ВС, СР и АО соответственно в точках М,
№, Ри О. Известно,что ОР = ро = ВМ = ВМ = В,
где Ю— радиус окружности. Доказать, что в таком случае
сумма углов АВС и АШОСданного четырехугольника
равна 120°

5. При каких натуральных а существуют такие нату­
ральные числа х и у, чтох? -- у? = аху?

УПТ класс

1. В п стаканов достаточно большой вместимости на­
лито поровну воды. Разрешается переливать из любого
стакана в любой другой столько воды, сколько имеется
в этом последнем. При каких п можно в конечное число
операций слить всю воду в один стакан?

2. Даны три точки А, В, С, лежащие на одной прямой,
и точка О вне этой прямой. Обозначим через О., О., О,
центры окружностей, описанных около треугольников
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ОАВ, ОВС, ОДС. Доказать, что точки О}, О, О, и О лежат
на одной окружности.3.Наквадратномполеразмером99х 99,разграф­
ленном на клетки размерами | Хх1, играют двое. Первый
игрок ставит крестик на центр поля, вслед за этим второй
игрок может поставить нолик на любую из восьми клеток,
окружающих крестик первого игрока, и т. д. Первый
игрок выигрывает, если ему удастся поставить крестик
на любую угловую клетку. Доказать, что при любой игре
второго игрока первый всегда может выиграть.

4. Внутри равностороннего (не обязательно правиль­
ного) семиугольника АВСРЕРОСвзята произвольноточка 0.
Обозначим через М, №,Р, О,Ю, $, Т основания перпен­
дикуляров, опущенных из точки О на стороны АВ, ВС,
Ср, РЕ, ЕЁ, ЕЦ, СА соответственно. Известно, что точки
М, №,Р, 0,Ю,5, Т лежат на самих сторонах, а не на
их продолжениях. Доказать,что

АМ- ВМ+ СР- БО + ЕЮ+ Е$ + СТ ==
= ВМ+ СМ+ ОР-+ ЕО-- ЕВ + 0$ + ТА.

5. В квадрате со стороной длины 1 взята произвольно
101 точка (не обязательно внутри квадрата), причем
никакие три из них не лежат на одной прямой. Дока­
зать, что существует треугольник с вершинами в этих

1

точках, площадь которого не больше Т0б:

[Х класс

1. См. задачу № 4 для У1Шкласса.
2. См. задачу № 1 для УПГ класса.
3. Доказать, что любое четное число 2п может быть

единственным образом представленов виде 27 = (х -- и)? -­
-- Зх - и, где х и у — целые неотрицательные числа.

4. В треугольнике АВС сторона ВС равна полусумме
двух других сторон. Доказать, что биссектриса угла ВАС
перпендикулярна отрезку, соединяющему центры вписан­
ной и описанной окружностей треугольника.

о. На клетчатой бумаге начерчена замкнутая ломаная
с вершинами в узлах сетки, все звенья которой равны
Доказать, что число звеньев такой ломаной четно.
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Х класс

1. В л мензурок налиты п разных жидкостей; кроме
того, имеется одна пустая мензурка. Можно ли за конеч­
ное число операций составить равномерные смеси в каждой
мензурке(т. е. сделать так, чтобы в каждой мензурке было

ровно — от первоначального количества каждой жидкости
и при этом одна мензурка была бы пустой)?

Примечание. Мензурка имеет деления, позволяющиеизмерять
объем налитой жидкости.

2. Дана система из п точек на плоскости, причем из­
вестно, что для любых двух точек данной системы можно
указать движение плоскости, при котором первая точка
перейдет во вторую, а система перейдет сама в себя. Дока­
зать, что все точки такой системы лежат на одной окруж­
НОСТИ.

3. Дан треугольник АВС, причем сторона ВС равна
полусумме двух других сторон. Доказать, что в таком
треугольнике вершина А, середины сторон АВ и АС и
центры вписанной и описанной окружностей лежат на
одной окружности (ср. задачу № 4 для [Х класса).

4. Можно ли на клетчатой бумаге нарисовать равносто­
роннюю ломаную с вершинами в узлах сетки, имеющую
нечетное число звеньев? (Ср. задачу № 5 для [Х класса.)

5. Имеется бесконечное количество карточек, на каж­
дой из которых написаны какие-то натуральные числа.
Известно, что для любого натурального числа п можно
указать ровно п карточек, на которых написаны дели­
тели этого числа. Доказать, что любое натуральное число
встречается хотя бы на одной карточке.

Х1 класс

1. Из точки О на плоскости проведено несколько век­
торов, сумма длин которых равна 4. Доказать, что можно
выбрать несколько векторов (или, быть может, один век­
тор), длина суммы которых больше 1.

2. См. задачу № 3 для [Х класса.
3. В треугольнике АВС сторона ВС равна полусумме

двух других сторон. Через точку А и середины сторон
АВ и АС проведена окружность и к ней из центра тяжести
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треугольника проведены касательные. Доказать, что одна
из точек касания является центром вписанной окружности
треугольника АВС (ср. задачу №4 для [Х класса и № 3
для Х класса).

4. Пирог имеет форму правильного я-угольника, впи­
санного в окружность радиуса |. Из середины каждой
стороны проведены прямолинейные надрезы длины1. До­
казать, что при этом от пирога всегда будет отрезан какой­
нибудь кусок.

5. При дворе короля Артура собрались 2п рыцарей,
причем каждый из них имеет среди присутствующих не
более п — | врага. Доказать, что Мерлин — советник
Артура — может так рассадить рыцарей за Круглым Сто­
лом, что ни один из них не будет сидеть рядом со своим
врагом.



ОТВЕТЫ И УКАЗАНИЯ К РЕШЕНИЮ
ПОДГОТОВИТЕЛЬНЫХ ЗАДАЧ

А. АЛГЕБРА

3 1. Доказательство тождеств

1. Представьтечислоя Ввиде|-^-|4 гдео<ач|[.
Вто рое решение. рассмотритечисла, делящиеся на

а
си не превосходящие >, а также числа, делящиеся на

си не превосходящие||
2. Представьте правую часть тождества в виде:

1 зи зла зи
==Ут 2+И(ИТ-И2-Я4) =

3 1У У!
3. Двукратным умножением на сопряженное выраже­

ние избавьтесь от иррациональности в знаменателях обеих
частей.

4. Используйте тождество

105 ХбтХ=Зовит­
(так называемый «модуль перехода» от одного основания
логарифмов к другому).

5. Приведите данное выражение к виду, содержащему
только $110°, и воспользуйтесь формулой: Яп За=3 Япа —
— 4 913%

6. Используйте соотношение

—(бе - Сил.
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8 2. Суммирование конечных последовательностей

7. Покажите, что при п = 0 равенство справедливо, и
‚докажите, что при увеличении ийна | левая часть также
увеличивается на |.

8. Воспользуйтесь тем, что = 105,а.
1

10526

9. Воспользуйтесь результатом задачи 17.
10. Воспользуйтесь методом математической индукции.
11. Воспользуйтесь методом математической индукции.
12. Воспользуйтесь тем, что числа

45 со 2пт21? 2-1
представляют собой действительные части корней урав­
нения

С0$ С0$
2

2п -- 1?

жим —] = 0.

Второе решение: правильный (2п-- 1)-угольник,
. 1 1

одной из сторон которого является отрезок |-- >> ия
на оси абсцисс, спроектируйте на ось абсцисс.

. о п со 213.Покажите,что числазп т 51”т т,
пк

с тп-1 Являютсякорнямиуравнения

Сы(1—)"—СынИх +(10.
1 1

14.Докажите,что(2т--1)5 С = Ст Е С
1 2Пользуясьэтим и учитывая,чтоСи,—Си-- Сп

2т--1
где 5„ означает левую часть доказываемого тождества.
Затем примените метод математической индукции.

15. Воспользуйтесь формулой:

т 2т+(-—1}Ст==0,установитесоотношение$т=5 —тЗт-ь

ГЕ ху
агс{ях —агс+5у = агссв —у.
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16. Выражение, стоящее в левой части, равно коэффи­
циенту при х”, получающемуся после раскрытия скобок и
приведения подобных членов в произведении

(Ех)= (ха ху=
= (Ся Сьх+ ...+ (ах) (СаСя пх... + Са").

17. 1—-тт. Указание. Воспользуйтесьравенством
1 1 1
ЕО

18. 1 | — р‘|5 ЕР Ее+9
Указание:

]Е ЕП @93
1 1 1-+|ЕЕ—|
п ®19.г Указание:и 1

ЕЕ ЕЕО]
Замечание: Результаты задач 17, 18, 19 нетрудно обобщить:

| |2.223.РОТ ЕО Э..т=
1 1 1

—1 | 1.2... ИЕ +9)п Е3. сп|
или, иначе,

1 И 2 иия Ри Та ++ |
| Е ПЬЕ- 1

и ш|
1х. 1 | 120.1—г. Указание:Ри.
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21. п 1)!—1. Указание: А!Е= (Е1! —А.

22. г ](ХИ?—д) —2—1].

23. п!.СРь. Указание. Умножив‚и разделив дан­нуюсуммуна п!,вычислитесуммуСО Са... Со Ь
используясоотношениеСЕС = С и заменивС*на

0Си-. ! "Па
Указание. Представьте данное выражение в видеа 9+ +” а@+е-+..-+т+

+ (9+ ...+99+ ...+ (971.
п--1

25. 1 (пхиы— х хх— | х— 1
зуйтесь результатом предыдущей задачи.

26. [п—х.=).| —х

}. Указание. Восполь­

1 —х

Указание. Воспользуйтесьрезультатом задачи 24.
27. 2"? — (п-+-3). Указание. Воспользуйтесь ре­

зультатом задачи 24.
1 (107— 1028.99-м). Указание.Покажите,что

имеетместо равенство:1Р 11- 111-... + 11... =и­

+ 10 (и— 1)- 100(и— 2) + 1000(и—З - - 10” 1,
и воспользуйтесь результатом задачи 24.

29. 2714—(12-- 7п - 14). У казание. Воспользуйтесь
методом математической индукции.п +1

$ —5-УПст
30. . Указание. Обозначив через гза.

2

комплексное число созФ +-19пФ, рассмотрите два выра­
жения для суммы 2 + 2-... | 2”. Первое выражение
получите, суммируя геометрическую прогрессию; для
получения второго выражения воспользуйтесь формулой
Муавра: (со$Ф-- {91 $)" = созЕф + 15тР 9; приравняйте
мнимые части полученных выражений.
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Второе решение: в тождестве

их = 2с05х . зш (Е— 1]х — зщ (Е— 2)х

произведите суммирование по #,

_ ПФ >в
По“05о=

31. . См указание к предыдущей за­
= $

$1 79

даче; приравняйте действительные части полученных вы­
ражений,

Второе решение: воспользуйтесьтождеством

с0$ Ех = 2с0$х с0$ (Е — 1)х — соз (Е — 2)х.
^^.21-1

зтиф—2иэт> соСА
32. Е . Указание, Рас­

451125

смотритевыражение2- 22?+323++12”ивосполь­
зуйтесь результатами задач 25 и 30.

п
33. 27с057и с0$-5.. Указание. Данная сумма яв­

ляется действительной частью выражения 1- Сих +2..2 .+ Сах- ... + Сил”= (1-Х), где х = с03Ф+ [Яп; на­
писав соотношение

(Г-- со$ф- 291 $)" = [соч —-+ 2 с0$—>-$1 $} —

— 97 сосп Ф уе $ |27с05 е [05 + 252),

воспользуйтесь формулой Муавра (см. указаниек задаче 30).
к

34. Ст. Указание. Рассмогритекоэффициентпри
х®, который получится, если раскрыть скобки и затем
привести подобные члены в произведении
(Нах +С”) (СС Их-+...+Сых")=
= (1 х)”*"" (ср. с задачей 16).
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8 3. Доказательство неравенств

35. в а > 6, тогдамыимеемнеравенства:хс-а, ав> ас-+аа > бес+ аа
Случай а < 6 рассматривается аналогично.

36. Воспользуйтесь неравенством: а? -{ 6? > 2а6.

37. Сделайте замену: х= - и; у=:- + В,
1 ъ

= —-т и воспользуйтесь очевидным соотношением а -­
+В-т=0. ,

Второе решение: в силу результата предыдущей
задачи Зеуу-Е2(ху- хауг)=(&НУ-2)=1.

38. Рассмотрите очевидное неравенство
Да Ь \?(ИЗ-И)>0

39. Замените 2? на 1.2, 3? на 2.3 ит. д. и восполь­
зуйтесь результатом задачи 17.

40. Замените в данной сумме:а. ВТин. 11 ат
а) 3 над; 5, 5 И-7 На 5; 9, 10» --> 14И 15
1

на-б ит. д.;
1 ]6)——на— на о и

4’ 9’ 10, 1“ 15=
—ыА

1 13 25,6 7
о ит.д.. Замените в данной сумме каждое из чисел А? на
енывое произведение (^— 1)(2+1) и воспользуйтесь
методом задачи 17.

42. а) Данная сумма состоит из п слагаемых, каждое
1

из которых не меньше, чем =.
6) Докажите, что при любом А= 0,1, ..., п— 1 спра­

ведливо неравенство
] 1ПРЕЕГК Е <.
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43. Воспользовавшисьнеравенствами:|х-и| < х|­
-|у| и2ху| < М-НУ, покажите,что

|416:- 456,+ + аб, |< 1.
44. Воспользуйтесь неравенством: 1 -+х>2И х, спра­

ведливым для Хх> 0.
45. Если одно из чисел а, 6 отрицательно, то нера­

венство очевидно. При а, 6 > 0 воспользуйтесь неравен­

ством @6< (-т ь} и соотношением а? -|- 6= (а + 6) —
— 246.

46. Воспользуйтесьтождеством: 108.6= ед И34
дачей 38.

47. Воспользуйтесь результатом поедыдущей задачи и
тем, что п = 2.

48. Замените А! меньшим числом 2-1.

49.Покажите,что"уп —я < 2Уп+1
и2(ИУт-+1—1+ Е >2(И2—1};
воспользуйтесь далее методом математической индукции;
для доказательства приведенных неравенств можно восполь­
зоваться неравенством 2аб < а? - в.

50. Просуммируйте почленно по К от 1 до п соотно­
шения

д що бе 4 ый
2+2 + ОА

и приведите подобные члены.
51. а) Воспользуйтесь тем, что

1 1 1ЗиРог За Ра =.
о 1

И замените остальные члены даннои суммы на =

6) Воспользуйтесь указанием 6) к задаче 42.
52. Сначала индукцией по К докажите неравенство для

всех чисел п вида 2; затем «обратной индукцией» — «от
т к т— 1› распространите доказательство на все значе­
НИЯ П.

53. Данное неравенство — частный случай неравенства
Коши-Буняковского:

(216,- а. + + а,б,)<
<(аНа-+ +ае-ь- +1»).
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Для доказательства неравенства Коши-Буняковского по­
ложите

а16;-- аб» -- ...| абХ = — а?| аз... а2
в очевидном неравенстве

(аз-61) - (ха,+ У -... - ба,+5, >0
(ср. задачу 43).

54.Докажите,что 1+а" > ана" 1> аа" *> .. >
> а"а" приа> 0.

55. Воспользуйтесь возрастанием зшх и убыванием

с0зх приО<х< 5.

56. Покажите, что (2 -+ 2)! > (ИЕН И ВОСПОЛЬ­„м“ ШИ
зуйтесь методом математической индукции.

57. Выразите обе части неравенства через {5 5.

58. Превратите данную дробь в выражение, содержащее
только синусы, и докажите неравенство

п рхтя <
для целых ри х-=-пт.

59. Докажите, что п—_Е-+ПЮЕ>п прип> Е,
и сгруппируйте попарно множители в выражении (п!)®.РТ_Ат

9 Я“ '’

‚ где р., 44—целые числа, пропор­

1 1

60.Таккак+ а = 1, то р=
а= Р-Я _ 191р В

циональные р и.4 (соответственно); переписав доказывае­
мое неравенство в виде

р: + 9 р: -Е 91

91 Ь р:
аб 91а -- р:

ра- 91
ра - 91

— —_ —_ —_ 91 —_ —_положитеа, = а, = ... =а,, =а а 1 ==...=
р: - 9:

—Яд,+а, = Ь : = и используйте неравенство задачи 52.

Л
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61. а) Раскрыв данное выражение по формуле бинома
Ньютона, ограничьтесь первыми двумя членами; остальные
члены положительны.

6) В разложении бинома замените каждое слагаемое
на большее так, чтобы получилась геометрическая про­
грессия.

п

62. Воспользовавшисьнеравенством(1+) <3 (см.+
задачу61),покажите,чтоЕ (=)! < 1-1, ипри­
мените метод математической индукции.

63. Примените результат задачи 62.
64. Воспользуйтесь результатом задачи 52 и очевидным

неравенством: (7 — 1)! п” >. 1

$ 4. Решение уравнений и систем уравнений

65. жа = И121, хз=—2, х.=6б6. Указание.
. Хх 4

Заменой = — = уравнениесводитсяк квадратному
относительно Ё,

5 5 2 4 466.123=—-5`а+| а +Ус*--№“.Указание.
. 5

Заменой х -- --@ ==данное уравнение сводится к би­
квадратному.

67. х, =0, х,„=7, х.=|. Указание. Положив
У —8х+ 9+ Ух?—8х+7 = и,

Их?—8%+ 9— Их —85+ 7= и,
воспользуйтесь тем, что ио = 2.

68. х ==105.2. Указание. Представьте правую часть
2

уравнения в виде 2.4» и разделите обе части на 6.
69. Действительные решения: х, = 16; х, = 81. Ука­

зание. Приведите уравнение к системето
и - 0"= 97

и, сделав замену и о=2, ио =р, приведитеее к квад­
ратному уравнению относительно &.
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70. 2 =1,5—2. Указание. Представив2 в виде
х-- ш, покажите, что у = — 2, после чего составьте урав­
нение относительно х.

71. При а--0, 6-20 решение существует лишь в том
а

случае, если частное -- рационально и имеет (после со­1
кращения) вид —/--5_; в этом случае решениями будут

__ (22-1) ка
числа х —аа где 9—целое число, дающеепри де­
лении на 4 тот же остаток, что и 2 +1; если хотя бы
одно из чисел а, 6 равно нулю, то решений нет.

72.Хх= = Е А, Е=0, +1, 2, Указание.
Покажите, что"либо {4х =1, либо зшх -- созх = 0.

2 21хрт» = г,ас атс
__ 2тт 1

патвтс
Указание. Так как х 520, у-=0, 2-=0 (почему?),

то можно рассмотреть вспомогательную систему уравнений:[Ут И
хха’ х уа’Хх1 | 11= ИЛИ|=,

2 1 ] 1 ]
| = =
| 12 б у 2 с

74. хх=3, х№=0, х:=6, х.=б, х,=5, ЖЖ=3.
Указание. Сложив все уравнения,получим:х,--х,=6
далее надо исключить все неизвестные, кроме хе.

75. Ху= Х,= Хз= —Хоу= Хо = 0. Указание.
Складывая уравнения через два, покажите, что х, - х. +
-- ху = 0; далее, складывая все уравнения вместе,
получимХх,+ х,+ Хи =0.

76. х1=. = ... = Хо = 0. Указание. Вычитаяпер­
вое уравнение из остальных, получим систему, не содер­
жащую х!; затем, умножая в полученной системе первое
уравнение на надлежащие числа и вычитая из остальных,
получим систему, не содержащую также и х»,, и т. д. По­
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кажите, что во всех получающихся системах коэффициен­
ты положительны. В конце концов получаем Ах = 0,
где А-=0, откуда Хх, = 0. Аналогично находим значения
остальных неизвестных.

1 11 3 И77.х\=5 И; =, =. Указание.
Воспользуйтесь тем, что у >.5.

2 3 2 3
78.х1= 3, И, 21=6; ж=— 3, №=—5,

г, = —6. Указание. Раскрыв скобки и сложив урав­
нения, найдите ху - уг | хг; затем определите ху, уг и
хг, после чего, перемножив полученные выражения, най­
дите значение хуг. |

79. х, =9, и, = 10, г, = 12; х, = 10, и =9, 2, = 12
Указание. Переписав систему в виде

хфу=ё- 7,
ИИ =2- 37,ху =2-1

и возведя первое уравнение в квадрат и в куб, исключите
х и цивайдите 2.

80.х, =0, у =0; х, =3, и =2; = —5, = —2;
д = 2, и=3; %=—2, ц=—3 жащ=УГТ,х=у=-—УТ;хз=И 19,=-—И 19;ж=—У19,и=И19.
Указание. Введите новыенеизвестные:и = х - и, ч=ху.

81. Хх.=3, Ш=5; ж№ж=-3З, Ш=-5; ж=36,

Из= —=: ха= —36, и=>. Указание. Сложив
данные уравнения, найдите х -{ 24.

82. Хх=3, и = 2; Хо= 2, И = 3; Хх= — 3, уз = — 2;
х. =—2, ии=— 3. Указание, Воспользуйтесьсоотно­
шениемжмуи=) фмУ).

83.Если|а|5|с|]и |ас|==1,тосистемаимеетче­
тыре решения:

Хх— 2 2. _ 2ас _ 246.1 ас’ 1=ас’ ера’ 2 а-с’
2с 26 . 24 2а

|
"3>шер9 ер 4Та 94Та
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если одно из условий нарушено, то имеются два решения
(первое и второе или третье и четвертое); если, наконец,
|а| = |с| = 1, то решенийнет. Указание. Введите но­
выенеизвестные:и= ^^, о=-^.

ху ху

84. а) Вычитая из первого уравнения второе, получим
(х—Ис=ар-— В, где с =х-иу-2г. Аналогично из вто­
рого и третьего уравнений находим (у— 2) = —с. Вы­
читая второе полученное соотношение из первого, найдем
(<—Зу) ‹ =а— 26 -- с, что позволяет выразить у через с.
Аналогично выразим х и 2 через о. Подставив получен­
ные выражения х, уиг в любое из данных уравнений,
получим квадратное уравнение относительно с. Ответ:кем у=+(3 ее

3 ’ 3 б

= (<—а —2 }3 б

где с находится из уравнения
2__ о 6 ас66.0?=а с—3 арЬра

если а + с=0, то решение существует лишь при
а=ьф = с = 0; в этом случае решений бесконечно многоивсеониимеютвидх=у =2.

6) Указание. Найдя из первыхдвух уравненийи их,
найти затем эти же величины из последних двух уравне­
ний; приравнивая полученные выражения, найдем (в слу­
чае, когда хе у:

сх—аах= ау=9—4х2

Эти уравнения надо вычесть, затем, освободившись В НИХ
от знаменателей, еще раз вычесть:

с(+ ху 9)ау. __ —=.
(ху)? ) ахиу-- Ь(х-- у) — С,

вводя в этих уравнениях вспомогательные неизвестные
= ху, 5 =х- у, мы легко определим Ги$, а затем и
первоначальные неизвестные.

1 1— —- . — 3 —
85. х, = Та» 1 = |а3|;хо= |а3|,у = ат. Указание.

Введите новые неизвестные и = 5х, и= |5.

а =
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86. х, = Кт, и =а--1[т; х,=а- Ем, Ш=[т; хз=
= 5 —@- (28 1), уз= —5 —«+= (21+ 1} х. =
=—-= —а- пе 1);и,= 5 —а-+т (2/+ 1).

Указание. Введите новые неизвестные: и = х-{ у,о=х—уи приведитесистемуквиду,содержащемутоль­
КО СШ и С0$09,

87. и =и=2; х, =цщ=0. Указание. Приведите
данное уравнение к виду (х — 1) (у— 1) = |1 и воспользуй­
тесь тем, что х— Ти у— | — целые числа.

88. м2=1, Ш2= +1; Хз4=3, 934.= 3. Указа­
ние. Докажите предварительно, рассматривая последние
цифры, что х не может быть больше 4.

2—2 2 —
89. х=Г. —— = ——^, где{—любоенечетное

‹ Х

ЧИСЛО,большее 1. Указание. Выразив у через у’ ПО­
Хх

кажите, что число и —] четно; введите новое неиз­
Ххвестное # = —.

90. р=д=г=|1 и еще 6 решений, получающихся
из решения р=2, д =-3, г = 4 перестановками. У каза­
ние. Введя новые неизвестные а = р—1, В=а—1,
1=/— 1, получим относительно а, 8, 1 уравнение:и
-- В-- 1 = «Ву, причем о, 8, 1 — неотрицательные целые
числа. Полученное уравнение имеет очевидные решения:
&= В=1=0 иа=1, В=2, 1=3, а также решения,
получающиеся из последнего перестановками.

Покажем, что других решений это уравнение не имеет.Пусть®<В<типустья> 2;тогда81>2-2-т1=41,
в то время как «+ В--1 всегда меньше, чем 31; следо­
вательно, я < 1. Если “= 0, то, очевидно, В= 1 = 0.
Если же «=1, В>3, то а81> З1, в то время как «­
8З--т< 31. Значит,В< 2.

Если В= 1, то для 1 получаем противоречивое урав­
нение2-- у =. Следовательно,а =1, В=2, 1 =3.

91. х=Ь Уу=-Ь 2—любое четное число; х =3,
у= +3, 2=2; х=!1, у=1, 2—любое нечетноечисло;
х—любоенатуральноечисло,у= И... х|, 2=1.

Указание. При г = 2Е задача сводится к задаче 88;
для 2 =28 -- |1 докажите, что при Х> 8, 2> 3 решений
нет.
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92. х=1, ии=2; х, =2, у, =1. Указание. Пере­
пишите уравнение в виде Убх— 1+ ИУби—1=5 и до­
кажите, что х<5, иу<5.

93. м =и, = |; х, =2, у. =3. Указание. Докажи­
те, что хи у-— положительные числа; далее, представь­
те 3*—| в виде(3—1)(31-3 2--... + 3-1 и до­
кажите, что либо х = 1, либо х — четное число.

$ 5. Исследование уравнений, систем уравнений
и неравенств

94. Воспользуйтесь графической интерпретацией нера­
венств (например, неравенство ах — бу < 0 справедливо
для всех тех и только тех точек, которые лежат выше

о а

прямои И= > х)
395.< Ат, Ё=0,+1,+2,

Указание. Решите предварительноуравнения:
Ш Хх= С0$Х; ЯП Х = — С0$Х.

96. Покажите, что если х — любое действительноере­
шение данного уравнения, то

ах = 61,ах =, ах =6,.
1

97. Подставив в уравнение х = — приведите левую
часть к общему знаменателю.

ъ т
98. Представьте х в виде несократимой дроби х = —_3

и покажите, что число > должно быть целым, если толь­
т

ко х=-—- — корень данного уравнения; между тем дробь
13
— — несократима.п

99. Покэжите, что х не может быть ни четным, ни
нечетным числом.

р. =1. Указание. Воспользуйтесь теоремой Виета,
из которой (при а=0, 6-==0) выведите соотношение

1 ] ] 1|=++)(++ =!
101. Пусть ху, И, 2, — некоторое ненулевое целое реше­

ние. Тогда хотя быодно из чисел ху, И, 2, ОТЛИЧНООТнуля;
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пусть, например, 2, = 0. Уравнение аХ? -- ХУ -+ су? =1
уже имеет одно рациональное решение:

Ху= >”, У, = =” Докажите теперь, что при любом ра­
циональном числе К система уравнений

аХ?-- ХУ -+ су? =АЯ,
имеет, кроме решения (Х., У.), еще одно рациональ­
ное решение.

125 27 .
102. аа = —-;>, 4: = —-. Указание. Воспользуйтесь

формулами Виета.
103. Перепишите данное уравнение в виде

РоЕ Рах - Рэх?= (ро + р, + 22)х
или, иначе,

(х — 1) (рых — ро) = 0.

104. х*— 102 +1 =
105.а) а, = —2, &=1. да=—2, а. =1.

Указание. Составьте разность заданных уравнений.
106. Существуют; например, @11= а12= аз ==45 =@з=

— Ч4 = @3: = @34 — @35= @45= @% = @5з — @55 = а; = 1,
а остальные коэффициентыравны нулю. У казание. До­
кажите, что уравнение 2х, -- х, =6 (6— целое) не может
иметь более одного решения при наложенных ограниче­
ниях нах, и Хх,

107. Три решения. Указание. Постройте графики
функцийу, = этх, у, = |5х.

108. Покажите, что (1 - и)* >>2и*, и, воспользовавшись
тем, что 2 > у--1, докажите, что при данных условиях
левая часть уравнения всегда меньше правой.

109. Покажите, что 2”`> 2(2— 1)", и воспользуйтесь
методом предыдущей задачи.

110. Раскрывая скобки в произведении
—1 —1(11 № )(+ х,)

`И ПОЛЬЗУЯСЬформулами Виета, получите соотношение

м ха—6 (хп—|++ю()—( жи ж*);
далее воспользуйтесь методом математической индукции.
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111. Пусть 2-- рх-- 9=0 —исходное уравнение,
у | ру-- (9 -- г) = 0 —уравнение, полученноепосле округ­
ления числа 4 на е, где |з| < 0,00001. Вычитая эти два
уравнения, получим (х — и)(х + и- р) = —е, откуда

ё| = т
Е

жи +Р=
&

|1 —Х2| У? —49
(так как х, + х, = — р).

112. Рассмотрим отрезок длины М. Каждому решению
данного уравнения в целых неотрицательных числах соот­
ветствует разбиение отрезка на п частей, длины которых
выражаются целыми неотрицательными числами. Следова­
тельно, число решений данного уравнения равно числу
способов выбора из №М--1 точек (разбивающих отрезок
на части длины |, считая и концы) каких-то п — 1 точек,
некоторые из которых могут совпадать («сочетания. с пов­
торениями»).

113. Заметим, что при о = 0 данное уравнение имеет
вид (2- 13+ 1=0, и, следовательно, все его корни
имеют отрицательные действительные части. Если бы при
некотором значении о уравнение имело корень с положи­
тельной действительной частью, то нашлось бы и такое зна­
чение о, при котором уравнение имело бы чисто мни­
мый корень: 2 = [х.

Покажите теперь, что чисто мнимых корней уравнение
иметь не может (для чего достаточно подставить 2 = &х
в уравнение и приравнять к нулю действительную и мнимую
части полученного выражения),

114. Рассмотрите зттих, созких, воспользовавшись
соотношениями:

п па = Слсо5"Тазшя —С с0$"За ЗпЗа -­
-- С?со" 8 а $18 &— ...,

с05йа = Спсо$"&— С?с0$"-?х За +
-- (1 с0$74 ача —...

=

и приняв
п? —]| .с05пх = —, зШкх =

п п

Приведенные соотношения доказываются при помощи
формулы Муавра (см. указание к задаче 30).
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Второе решение: воспользовавшисьравенством
с03 Ах =: 2 с05Х с0$ (Е — 1) х — с0$ (&— 2) х,

покажите, что если х — корень рассматриваемого уравне­
ния, а р— простой множитель, входящий в число п, то
со$Ех имеет вид несократимой дроби, в знаменатель кото­
рой входит множитель р”, следовательно, созЁх ни при
каком А не является целым числом.

115. Покажите, что если х-—-у И 5 = (9 -- 4И 5)" И
х, у— целые числа, то х-—иИ 5 =(9—4И 5)"; если
п < 0, то воспользуйтесь равенством

(Э-+4И5)" = (9—4И5)"

Доказательство обратного утверждения разбивается на
следующие этапы (ср. стр. 16—18 вводной статьи). Для
удобства мы условимся называть число а -- БУ 5«реше­
нием», если целые числа х=а, у=ё удовлетворяют
уравнению х? — 5у? = [.

1° Если а-- БУ 5 ис-+ аИ5— решения,то их про­
изведение и частное снова являются решениями, причем
частное представляется в виде р-+аУ5.

2° Если а БУ 5Б и с-+-аИ 5— решения, причем
>0, 6>0, с>0, а>0 и аБИ <се-аиБ,

тта<с, 6< 4.
3°. Если а-- БУ 5 —решение,то а) если 0 < а 5У 5,

то а> 0,6) если1“а-- БИ5, тоа>0, 6>0.
4° Покажите, что не существует целого решения,

расположенного между 1 и 9+ 4У5.
5° Покажите, что все целые решения р--аУ5,

у которых ри д неотрицательны,имеют вид (94/5)”,
гдеп>0.

6°. Докажите, наконец, что последняя формула при
п=0, +1, 2, представляетвсе решения.

8 6. Многочлены

116. Пусть данный многочлен является произведением
многочленов Р(х) и ((иу). Покажите, что эти многочлены
должны содержать соответственно члены вида тхЗ и пуз.
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117. а) Искомая сумма равна нулю. У казание. Сум­

ма коэффициентов многочлена равна его значению прих = |.
6) Воспользуйтесь указанием к задаче а)
118. Данный многочлен ни при каком действительном

х не обращается в нуль, поэтому многочлены р(х) и 9(х),
в произведение которых он может быть разложен, не ме­
няют знака. Рассмотрите значения многочленов р(х) и а9(х)прих=аих=фи воспользуйтесьтеоремойБезу.

119. Рассматривая коэффициенты при х®, х*, х! в про­
изведении(х”“Нах --... фа, (хоох" -...Н 6),
покажите, чтоа, = 6; = |. Далее воспользуйтесь методом
математической индукции.

120. Воспользуйтесь результатом предыдущей задачи
и методом задачи 117.

121. Если х = { — корень многочлена, то его корнем
является также число х = — {ю; теперь по теореме Виета
Ь =0, с = а%?, и многочлен представляется в виде

а +аи—[У-ух+ьУз] +(Уз *—Уз)
122. а, =8; а, = 12. Указание. В равенстве

(х—а)(х—1+1=(“-+ о
положите х =: 10.

|
123. а) —Х,, —№, —*, 6) Ж ? Жо же

124. Воспользуйтесь тем, что при |х| > 1, < п имеет
место неравенство |х^|<|х”|; примените неравенство
а-+5| <|а|+ |5].

125. Докажите, что Р 2. не может быть целым чис­

лом (а значит, и нулем), если -с_— несократимая дробь.
126. Разберите отдельнослучаи х<Тих> 1; в пер­

вом случае разбейте многочлен на три слагаемых:

(1—ху- (5 —3) - 7;

во втором случае представьте многочлен в виде

(8+1)(0—1.
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127. Данный многочлен не может иметь действитель­
ных корней; следовательно, его корни являются попарно
комплексно-сопряженными. Поэтому многочлен представ­
ляется в виде:

А[(х—а.) +-.. (х—а,)] (— а): (9 —а,)],
гдеА0.

Если [(х) — действительная часть многочлена, получаю­
щегося после раскрытия скобок в первой квадратной скоб­
ке, и 0(х) — его мнимая часть, то вторая квадратная скоб­
ка представляется в виде [(х) — 12(х) (так как она комп­
лексно-сопряжевна с первой).

Данный многочлен, следовательно, равен

АКх)18%) ИАх)—120) = АР) + #()|.
128. а, = — 8, 6, = 18; а, = 8, 6, = 14. Указание.

Приравняйте коэффициенты при одинаковых степенях х
у данного многочлена и у выражения (тлх?-- пх - р}.

129. Остаток равен хЗ3—1. Указание. Покажите,
что данный многочлен делится на х? -- х+ 1, после чего
найдите остаток от деления многочлена

Х1956|- х1958|... |- 6 -- хз 1 на м -1.

130. Остаток равен

А (%— 5) (х— с)
е2ь@-о В (х—а)(х—с) + С (х—а) (х— 5)(6 — а) (6 — с) (с—а) с —В ‘`

Указание. Подставляя в тождество

Р (х) = (<— а) (х— 5)(х— с)9 (+ В (х)

вместо х числа а, 6, с, получим систему уравнений для
определения коэффициентов многочлена

Ю(х)= + шх- п.
Докажите, что эта система имеет единственное решение,
и проверьте, что коэффициенты приведенного выше много­
члена ей удовлетворяют.

131.а = = (если только п> 3). Указание.
Представьте данный многочлен в виде

(хп— 1)— ах (м *— 1)
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и воспользуйтесь формулой= (—Пот... х+1)
и теоремой Безу.

132. Рассмотрите полусумму обоих выражений величи­
ны А и покажите, что эта полусумма есть частное двух
возвратных многочленов (т. е. многочленов вида

ры рах--р - р р. *-... + рых"- рьх®.
Докажите, что всякий возвратный многочлен можно пред­
ставить в виде

]

9 + 9:2+ ...+ 9,2",гдег=х­
133. Представьте данное соотношение в виде Р“ =

= (Ю^-+0) (К — 9) (Ю-+ ю) (Е — 5). Предполагая, чтомногочленыЛи Овзаимнопростыипользуясьединствен­
ностью разложения на множители, покажите, что каждый
сомножитель в правой части представляет собой четвертую
степень. Из этого легко вывести, что А = (0%,О = У%,где
И и У — некоторые многочлены (с комплексными коэф­
фициентами), и потому И“ -- (/* = 1“. Повторяя этот при­
ем, приведите исходное соотношение к противоречию.

101 102 103
134. 6 членов. Указание. Воспользуй­

тесь результатом задачи 112 и формулой:

(р)! (р--2)! (рт— 1!1. ЕР
ор! (1—1’

справедливой при любых натуральных п и ри легко до­
казываемой по индукции.

135. Рассмотрите многочлен

Р (х)= (х— 1)(х— 2)(х— 3)...“ -—Р.
Для доказательства второго утверждения задачи рассмот­
рите разность значений многочлена в точках хи х— 1:
Р(х) — Р(х— 1); затем рассмотрите «вторую разность»:

[Р(+1 —Р(%х)|—РР —Р(— 1) =
=Ра —2Р(+ Р(—1,

затем третью разность и т. д.
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Докажите, что Е-я разность для многочлена степени А
равна А!, и воспользуйтесь тем, что Ё! не делится на р
при простомри Ер.

136. Воспользуйтесь методом математической индук­
ции, применив его к рассмотрению треугольника Паскаля
(см. указание к задаче 270), составленного из остатков от
деления чисел С" на 2.

137. Искомая сумма равна |. Для доказательства под­
ставьте в многочлен (51958-|- 1957 -|- 2)1959 вместо х зна­

чение—-- а уз и воспользуйтесьтем фактом, что куб
этого комплексного числа равен [.

1

138. хх —-5_; уклонение этого многочлена от нуля на
1

отрезке от — | до 1 равно ->-. Рассмотрите наименьшее
значение многочлена х? + рх - д (оно принимается при—2.) иразберитеотдельнослучаи| —-5|>1и<

139. а) Предварительно докажите, что С8- С2-­
- Са-... = 271, для чеговоспользуйтесьсоотношениямиСАС + 2 иС С—

—+150,
6) Раскрыв скобки по формулам бинома Ньютона,

сравните полученное выражение с формулой для созпа(см.указаниекзадаче114),положиввнейа = агссозх,
с05&=х, зта = И 1— х2. Докажите, что уже на отрезке

1

от —! до 1 функция и —>=; ©0$(пагссозх) имеет п
корней.в)Воспользуйтесьрезультатамизадача)и 6).

г) Положив ир=хЕУИм—Т и заметив, что и+
-- и, = 2х, ши, =1, раскройте скобки в выражении
(шт шт 1) (и,+ м).

д) Воспользуйтесь представлением многочлена Г, (®) в
виде

1

-и=г ©0$(Магс со$х).
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8 7. Прогрессии

140. Рассмотреть отдельно случай, когда обе прогрес­
сии возрастающие, и случай, когда обе они — убывающие.

141. Прогрессию с суммой = выбрать нельзя. Сумму —­
имеет бесконечная убывающая геометрическая прогрессия

1 1

8; =; 83, Указание. Доказать, что если сумма
бесконечной убывающей геометрической прогрессии, со­

о 1 о

ставленной из чисел вида -„, выражается несократимой
дробью, у которой числитель и знаменатель нечетны, то
знаменатель прогрессии равен ее первому члену, а сумма

имеет вид 9т— |
142. Доказать, что разность этой прогрессии делится

одновременно на 2 и на 3. (Например, если бы разность
была нечетной, то уже второй член прогрессии делился
бы на 2.)

143. Покажите, что у рассматриваемой прогрессии сум­
ма а Га„-.„ равна нулю.

144. Покажите, что из равенства= —а?
следует

1 "ООВа+ь ас атс с"
145. Рассмотрите тысячный, миллионный, миллиард­

ный и т. д. члены прогрессии. Покажите, что суммы цифр
чисел этого ряда, начинаяс некоторого члена, не меняются.

146. Выразите разности $,„ —$, И 9. — 9.„ через ©,
и 0".

147. Для доказательства необходимости докажите, что

! = т где 4— разность прогрессии
арар-+1а\ акава/’

Для доказательства достаточности рассмотрите соотношения
1 1 1 |-... =

12 №23 АЕ—1ХЕ М ХЕ

при А =пм, п 1, п— 2, и выведите отсюда равенство:

Я —1— @, = @/—2— @п--1.
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148. т должно быть наименьшим из чисел т, для ко­
торых @(9”: — 1) делится на р.

149.Р= [55 "

150. М=д’ М=ьЬд ’, где г— разность арифме­
ое \ ®

тической прогрессии, а щ%и 9 — начальный член и зна­
менатель геометрической прогрессии,

1

151. Число а должно быть равно 9 1 (д — знаменатель

геометрической прогрессии, 4 — разность арифметической
прогрессии, 9 > 0, а > 0).

152. Воспользуйтесь методом математической индук­
ции. Именно, выбрав из п прогрессий первые п — | про­
грессий и обнаружив у них (согласно предположению
индукции) общий член А, вычтите это число из всех членов
всех п прогрессий; покажите, что в последней прогрессии
найдется член, делящийся на наименьшее общее кратное
разностей а4,, 4, 4„_, первых п — 1 прогрессий.

8$8. Делимость чисел

153.Дробь=т
вообще говоря, неверно.

154. Если а — целый делитель числа п, то целое число

сократима. Обратное утверждение,

п
= также является делителем числа п, таким образом, все
делители числа п, кроме (Уп, распадаются на пары.

155. Рассмотрите произведение (р — 4) (р + 4); пока­
жите, что оба сомножителя четны, хотя бы один делится
на 4 и хотя бы один из них делится на 3.

156. Покажите, что этот остаток не может делиться ни
на 2,ни на3, нина 5.

157.р=3. Указание. Докажите,что при р = 3
число 8р? + 1 всегда делится на 3.

158. р= 3. Указание. Покажите,что еслир =-ЗА,
то одно из чисел 10 | р или 14 | р будет делиться на3.

159. Не будет. Указание. Рассмотрите остатки
от деления чисел 2р - | и 4р + 1 на3.

160. Воспользуйтесь тем, что любой делитель рассмат­
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риваемого числа больше л и взаимно прост с числами
1, 2, 3, ..., п.

161. Покажите, что среди чисел а ара, а- 24а,
.. а-+ п — 04 найдутся хотя бы два числа, дающие

одинаковые остатки при делении на п. Воспользуйтесь
тем, что разность этих двух чисел делится нап.

162. Покажите, что рассматриваемая сумма представ­
ляет собой точный квадрат.

163. Таким является, например, число х = п -{ 2.
164. Показать, что числа М, 2М,ЗМ, ..., КМ дают

попарно различные остатки при делении на К. Если
остаток от деления № на К равен г, то среди чисел М,
2М, ..., КМ найдется число Мх, дающее при делении на К
остаток К —г. Число № - Мх — искомое.

165. Докажите, что последние цифры чисел 7, 7?, 73,
7, ... — периодически повторяются.

166. Замените основания 9999 и 5555 их остатками от
деления на 7. Далее воспользуйтесь тем, что числа 3, 3°,
33, 3“, (а также 4, 42, 43, 4%, ...) имеют периодически
повторяющиеся остатки от деленияна 7.

167. Представьте 1110— | в виде (11 — 1) (11° -- 118
-- -11 +1) и воспользуйтесь тем, что количество
слагаемых в сумме 119- 118+ + И-Т равно 10.

168. Воспользуйтесь методом математической индук­
ции и результатом предыдущей задачи; заметим, что

1961— тео 101110 1110

169. а) На цифру 7 (см. указание к задаче 165).
6) 36. Указание. Так как 141?= (1426= 1968=

—=(200 — 4)5 = 100%- 48 = 1002 -- 4096, то оба числа
141? и 14?= 196 оканчиваются двумя одинаковыми цифра­
ми 96. Докажите, исходя из этого, что последние две циф­
ры чисел 142, 143, 144,..., 14... периодически повторя­

ются с периодом 10. Затем найдите последнюю цифручисла 14“
170. 13717421= 3803 3607. Указание. Если

2 2 2 2 2 2 2 2№= м а = 2 + 4, то м— № = 4(у2— и), или
А —хп Ри Беличисла4 их,+ х, взаимнопрос­
У — 91 х1 -- Хо ,
ты, то, сократив дроби, найдем такие натуральные числа

и, 9, $, [, ЧТО( —хь= аи | Ми =,Уз+ 1 = 1$, ХЕ № = 65,
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причем и и о взаимно просты; отсюда

№= ( --ди?)[5| ав.
171. а) 264 делителя (считая единицу и само число)

(см. задачу 6б)).
6) Все делители числа отличаются друг от друга пока­

зателями, с которыми входят в их разложения на простые
множители числа ру, ро, .., р. Число р; может либо вовсе
не войти в разложение делителя, либо войти в него в любой
степени от 1 до &,; всего имеется, стало быть, а 1
возможность. Комбинируя эти возможности для различных
простых делителей, мы и получим требуемое.

172. Покажите, что разность @а3— а всегда делится
на 6.

173. Покажите, что квадрат целого числа может давать
при делении на 21| только следующие остатки:0, 1, 4, 9,
16, 15,7, 18. Воспользуйтесь тем, что никакие два из пере­
численных чисел в сумме не делятся на 21, кроме пары
чисел 0,0. Воспользуйтесь далее тем, что само число должно
делиться на 2], если его квадрат делится на 2].

174. Методом математической индукции задача сво­
дится к доказательству того, что 3*"+3— 3 делится на 8 при
любом п. При доказательстве воспользуйтесь тем, что
32 — | = 9 — | делится на8.

175. Н. О. Д. = 57. Указание. При п = 0 имеем:
71+? -|- 82141— 57. Для доказательства того, что и при
любом п данное выражение делится на 57, представьте его
в виде49.7" {8 64"=57 7-8 64"—8.17”.

176. Представьте данное выражение в виде 20. 50" -|­-18.12"=1950"- 19.12"+(50"—12”).
177. Покажите, что данное выражение делитсяна 7,4 и 3.
178. Выражение м?— 573 -- 4" представляется в виде

(п— 2) п Пли- 1)(п -+ 2); покажите, что из пяти
последовательных чисел одно делится на 5, хотя бы одно
делится на 3, одно — на 4 и еще одно — на2.

179. 1172 -- 12271 = 12] 117+ 122" 12 = 133. 11"——12.11"- 12.122"=133.И”- 12(144"—11”);далее
заметьте, что 144" — 117делится на 133 = 144 — 1].

180. Сгруппируйте слагаемые, равноотстоящие от кон­
цов данной суммы.

181.п 30+ 5 = п-+ 7(п —4)- 33;далее, числап -­
- 7и п — 4 делятся или не делятся на 11 одновременно,
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поэтому их произведение, если оно делится на 11,должно
делиться и на 121].

182. Делимость данного выражения на 2 очевидна. Для
доказательства делимости на 9 рассмотрите отдельно слу­
чаи четного и нечетного 1.

183. Будем использовать буквы для написания числа
в десятичной системе счисления. Так,

Ху...ИЕ= х 101 -и. 10-2. 103-- -|и.10-Ечл
& цифр

при этом х,и, 2, и, { — цифры(каждая из них меньше
десяти).

В данной задаче имеем:

Тху...2=65 ху...2 (1)
Отсюда сразу ясно, что { = 5; это значение можно подста­
вить в соотношение (|) 7Х4...25 = 5 4У...297; теперь
без труда можно найти предпоследнюю цифру: 2 = 8.

Процесс необходимо продолжать до тех пор, пока
в первый раз не получим цифру 7, которая должна быть
первой цифрой искомого числа. Ответ: 714285.

184. 2178. Указание. Пусть хиуг ии — искомое
число; имеем хуг...иоЁё 4 = 10и...гух Так как оба чис­
ла — искомое и обращенное — имеют одинаковое количе­
ство знаков, то х может быть равен только 09,1 или 2.

Случай х = 0 неинтересен и не дает наименьшего числа.
Так как число фои...гух делится на4, тох == |. Стало быть,
х = 2. Теперь имеем: 4. 241г...и%Ё= 1%и...2у2. Покажите,
что { =8. После этого покажите, что у может быть равнолишь0,1или2.Наконец,определитеии 2.

185. Воспользуйтесь тем, что число 10%— | делится на
108— | = 99.

186. Написанные числа имеют вид: а, = | + 10%
—-10%... - 10%. Рассмотримеще числа 6, = 1 - 10 -­
—-10%- 108- ... - 10%. Мы имеем очевидные’ равечства:
1094 — | = (10%— (Е 10*-- ... + 10%),
102842— | = (10°— 1) (1 - 102 10%+ +10*..
Пользуясь этими соотношениями, покажите, что имеет
место равенство а, 101 =, (10%? + 1), и восполь­
зуйтесь тем, что число 101 — простое. \

187. В качестве числа № можно взять, например,НИи
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188. Обозначив через ху первое в нашей последователь­
ности число, взаимно простое с а, рассмотрите остатки от
деления чисел последовательности на х,, и воспользуйтесь
принципом Дирихле (см. стр. 13 вступительной статьи)
и методом решения задачи 161.

189. а) 59 (см. задачу 6)).
6) Искомое число равно №М— п - г, где № — наимень­

шее общее кратное чисел п, п 1, ..., п + т. Для дока­
зательства обозначьте искомое число через х и покажите,
чтоМ=х+ и —г делитсянап, п-+ 1... ПМ.

190. Обозначим через а число, записанное первыми
тремя цифрами искомого числа, а через 6 — число, запи­
санное тремя его последними цифрами. Имеем: М =
=: 1000а + 6.

Прибавьте к числу № число а— 6, по условию деляще­
еся на 7, и воспользуйтесь тем, что 1001 делится на 7.

191. Рассмотрите остатки, даваемые квадратами целых
чисел при делении на 9.

192. Рассмотрите остатки, даваемые квадратами целых
чисел при делении на 8.

193. В 6-й, 12-й, 18-й ит. д. Указание. Рассмот­
рите остатки, даваемые числами а, а?, а$,... (где а = 2,3,
4, 5, 6) при делении на7.

Второе решение: воспользуйтесьмалойтеоре­
мой Ферма (см. задачу 206).

194. Пусть это — признак делимости на какое-то число ^
и пусть число хуг...иоЁ делится на Р. Так как перестановка
цифр не влияет на рассматриваемый признак, то можно
считать, что # == 0. Следовательно, на А делятся числа
хуг...иоЮ и хуг...ио0Ьа значит, и их разность, равная 9.
Если бы Е делилось на 2, то признак делимости на К был
бы и признаком делимости на 2. Но это невозможно (рас­
смотреть числа 12 и 21). Аналогично, АКне может делиться
на 5 или на 7. Значит, А содержит только множители,
являющиеся тройками. Далее 2 = 27 или 81. (Рассмотрите
числа 27 и 81.)

195. Разность между суммой цифр, стоящих на четных
местах, и суммой цифр, стоящих на нечетных местах,
должна делиться на 11.

Для доказательства вычтите из произвольного числа
указанную разность и покажите, что результат будет де­
литься на 11.
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196. [Пусть это наименышее число равно 4; тогда 4 =
= ах -- бу. Если предположить, что а не делится на 4,
то а = 94а{г, где 0 <г<а. Но тогда г=а-— ва =
= а — 9 (ах + 6) =а(1— 9х) - 6 (— 9), что проти­
воречит минимальности числа 4. Итак, а делится на 4.
Аналогично, 6 делится на 4,т. е. 4 — общий делитель чисел
аи 6. Докажите далее, что любое число вида ах -- Ву
(а значит, и а) делится на общий наибольший делитель
чисел аи6.

197. Если т — составное,т. е. т = ра, где] «< р<и,
]1< 9< т, то число (т — 1)! содержит множитель р,
а значит, число (т — 1)! | 1 не делится на р. Тем более,
оно не делится на 11.

198. рз — р? чисел (все числа, кроме кратныхр).
199. Воспользуйтесь тем, что среди чисел 1, 2, 3, ..., п

имеется|" чисел,кратныхр, из них| чисел,кратных
р, ит. д.

200. п двоек Указание. ГПоименитерезультат
предыдущей задачи к числам п! и (2п)!.
Второе решение: докажитеравенство

С ли —1)
п!

(умножив обе его части на п!).
201. Воспользуйтесь результатом задачи 199, очевидным

п п
неравенством[х]< х и соотношением:5 ++ +
++ =1

202. п! первых чисел натурального ряда разбейте на
группы по п последовательных чисел в группе. Докажите,
что произведение Е любых последовательных целых чисел
делится на А!. Для доказательства умножьте и разделите
произведение (а - 1)а-+?). (а - Е) на а! и пока­

|

жите, что число Я — целое (здесь можно исполь­
зовать результат задачи 199 и неравенство [х + и] >
> [х] -- 41; десятиклассникам же достаточно рассмотреть
число Са+,).

(2п)! (21)!
203.Покажите,чточислаИ-П екы — Ц

лые (см. указание к предыдущей задаче), и воспользуй­
тесь тем, что числа п и п-- | взаимно просты.
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204. При решении задачи удобно воспользоваться двоич­
ной записью чисел (см. указание к задаче 42 раздела В).

4Р — | _
Число п = 5 = 4Р-1 -- 42-2 -- -- | записывается
в виде 1010...101 (р единиц), а число 2"—2—в виде 111...110
(п — 1! единица). Заметим, что число бл записывается
в виде 11]...110 (2р единиц), и нам достаточно доказать,что
п — | делится на 2р; последнее следует из малой теоремы
Ферма (см. задачу 206).

205. а) Покажите, что если числа 22 — | и 24 — | имеют
общий делитель 4, причем, р > 9, ари авзаимно просты,
тои 27— 1 делится на 4, где г есть остаток от деления
р на а; при этом числа ги 4, очевидно, взаимно просты
Продолжая этот процесс, покажите, что 4 = |.

Для доказательства обратного утверждения достаточно
применить подстрочное примечание на стр. 66 к разностям

ра — Ти 294— |,
чтобы убедиться, что обе они делятся на 24 — 1.

6) Представив числа 22"— | в виде(1 у. (+,е+О=
— (227 -- 1) — 2,

выведите отсюда что любой общий делитель чисел 02%- 1
и 22 + | является делителем числа2.

206. Воспользуйтесь тем, что если а не делится на р,
то числа а, За, За, .... (р — а дают при делении на р
попарно различные остатки, и покажите, что а? — а де­
лится на р.

207. Докажите, что среди чисел 0, 1, 11, 111, ...11...1——
, М цифр

найдутся два числа, дающие одинаковые остатки при деле­
нии на М; рассмотрите разность этих чисел.

208. Воспользуйтесь результатом предыдущей задачи
и тем, что число 173 взаимно просто с 10. (Разумеется, ре­
зультат этой задачи сохраняет силу для любого числа,
не делящегося ни на2, ни на5.)209.Подберемчислоа,|<а < 9так,чтобыучисел
т иа.11...1 были одинаковые остатки при делении на9.

= цифр

Тогда число 10“ -’10" + + 1074^делится на 11...
Е цифр
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если для каждого {= |, 2, ..., К среди показателей д/.
бе, ..., 9ь Имеется ровно а дающих остаток 1 — | при делении
на А. Затем число слагаемых в сумме 10” + 10”... 1090
можно последовательно увеличивать на 9.

210. Докажите, что для любого натурального № най­
дется такое п, что 0 < п< Ки число 10“ — 10" делится
на число р = 11...1. Поэтому найдется число 10” + 10" +——

& цифр

— — 1072 (где Ох п, < 2), делящееся нар Если среди
показателей и; найдутся 10 одинаковых, то их можно за­
менить одним показателем, уменьшив тем самым число [
на 9.

211. Воспользуйтесь тем, что числа 1001 и 10101 де­
лятся на 7

212. Делится. Указание. Рассмотрите,как чередуют­
ся цифрычастного при делении данного числа на 9

213. Воспользуйтесь результатом задачи 206.
214. (1,2 —=1, Ь, — 3, р. —=9; Яз.4 — 4; 3 — 3, ра — Т,

а5=Т, 65=3.
215.а=7, Б=з3, с=2. Указание Покажите,

прежде всего, что числа а, 6, с взаимно просты. Далее,
убедитесь, что аб -- 6с + са--1 делится на абс и пото­муимеетместонеравенствоас+аб| 6с- 1> абс.Далее,
считая, что а > 6 >>с, покажите, что с < 3 (ср указание
к задаче 90). Рассмотритеотдельнослучаи с=Зис=2.

216.Так как 1+2 -+ и тео. тодостаточ­нопоказать,чтосумма1-2+— -пделитсяпо
п п 1

—5- 5 В зави­
симости от четности п.

Для доказательства сгруппируйте равноотстоящие от
концов суммы слагаемые и используйте указание, данное
в сноске на стр. 66.

217. Не делится. Для доказательства примените резуль­

тат задачи 199 к числителю и знаменателю дроби {5008

отдельности на и на (п - 1) или нал и на

положив р = 7.
218. Достаточно прибавить число 1.

Указание. Представьте данное выражение в виде
[ (1? — 1)1009— (и — 1)1000](и — 11001 | [ (я — 12001 + 1] —1
и воспользуйтесь указанием, данным в сноске на стр. 66.
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219. Существует; если п — такое число, что 11...1 де­
п цифр

лится на 1959 (см. указание к задаче 208), то оба числа де­
лятся на 1959.

220. Воспользовавшись результатом задачи 206, пока­
жите, что разность

ЕЕ Р00 0 —^00...0Уитни,роиииинияе”|̀ пиииежинивить,иене”———
р цифр р (9—^) цифр (9—2) цифрделитсянарприлюбомпростомр=ЗиприРЁ< 10.

221. Покажите сначала, что С”! делится на 2” и не
—1

делится на 2"+1; затем рассмотрите коэффициент при Хх?”
п—1

в выражении (1 — х)?" — (1 — х?)"
222. Воспользуйтесь соотношениями из указания к за­

даче 270.
223. Воспользуйтесь тем, что числа
(тп —11 т тт —11(итои т+т'-Ьие - сПаЬ

-- п)!Е Сии=СА, —целые.
224. Воспользуйтесь методом математической индук­

ции, представив число 243")-- 1 как сумму кубов.
225. Не существует. У казание. Для любого це­

лого числа р рассмотрите любое целое число № >> р и по­
ложите пи= 2 —1; воспользуйтесь результатом задачи
199.

$ 9. Задачи с целыми числами

226. 800 чисел. Указание. Будут вычеркнуты
только те числа, которые дают при делении на 15 в остатке
либо 1, либо 6, либо 1] (т. е. дают при делении на 5 оста­
ток |).

227. Достаточно заметить, что можно уплатить 8,9
и 10 рублей; далее прибавляем по 3 рубля.

228. При нечетном п разложение невозможно. При чет­
ном и существует только одно разложение:

2"= [7 + |? =}+ [53=)+ [3 =)
Указание. Рассмотрите,на какую степеньдвойки

могут делиться искомые слагаемые.
229. Докажите, что среди девяти последовательных

чисел Эа, Эа + 1, ..., 9а + 8 (а = 1, 2, $,...) может встре­
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титься не более трех простых; для доказательства рассмот­
рите четные числа и числа, делящиеся на 3.

230. Требуемых последовательностей существует четыре:
1090 = 1000;

198 - 199 + 200 + 201 + 202 = 1000;
28+ 29+ 51-52 = 1000;
55 - 56 - + 69 + 70 = 1000.

231. 10020°>>200! Указание. Воспользуйтесь не­
пп

равенством (=. > и|, доказать которое нетрудно по ин­
дукции.

Второе решение. В произведении199!=
=1 2 199 сгруппируйте множители попарно, сое­
диняя множители, равноотстоящие от концов; каждое
из произведений меньше 100*, а первое явно меньше, чем
т. 100°.
2

232. Чисел, в записи которых не участвует единица,
меньше. Указание. Покажите, что существуетровно
97—1 семизначных чисел, в записи которых нет цифры1.
(При этом под семизначными числами подразумеваются
также числа, начинающиеся одним или несколькими ну­
ЛЯМИ.)

233. Все числа, оканчивающиеся на 0, и двузначные
числа: 11, 22, ..., 99; 12, 24, 36, 48; 13, 26, 39; 14, 28; 15;
16; 17; 18; 19. Указание. Покажите, что все искомые
числа, не оканчивающиеся нулем, двузначны и при зачер­
кивании последней цифры уменьшаются не более чем
в 19 раз.

234. а) На втором месте. Указание. Покажите,
что вообще число не может уменьшаться в 9 раз при
зачеркивании цифры, стоящей далее, чем на втором месте.

6) 10125, 2025, 30375, 405, 50625, 6075, 70875; к каж­
дому из этих чисел можно приписать сколько угодно ну­
ле. Указание. Покажите, что если а, —первая
цифра искомого п-значного числа М, то имеет место
соотношение

РЕМ —щ 10"?.9.
235. Ни в какой системе счисления указанное деление

невозможно. Для доказательства достаточно представить
число 75 в виде 7а -{ 5, где а — основание системы счис­
ления.
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236. Таких чисел существует два: 625 и 376. У каза­
ние. Поскольку число №?оканчивается на те же три циф­
ры, что и число №, то разность этих чисел делится на 1000;
искомые числа М, следовательно, удовлетворяют условию:№—№=М (№—1)=10008,гдеК—некотороенату­
ральное число.

237. Так как (10а - 5)? = 109а? + 100а + 25, то при
любом а (четном или нечетном) число (10а -- 5)" — 25 де­
лится на 200.

238. Искомых способов существует четыре: 10000 =
= (100)°, 40000 = (200)*; 90000 = (300); 60025 = (245).
Указание. Поставив на первоеместокаждую из цифр
1, 2, ..., 9, извлекайте обычным способом квадратный ко­
рень (учитывая, что он должен извлечься точно).

239. Обозначив первую цифру л-значного числа №
через а,, покажите, что М > @& 10"-1; при этом для произ­
ведения цифр т (№) имеется неравенство хм(№) < а, 9”\.

240. 11, 22, 33,..., 99; 10, 21, 32,43, ...98; 40, 51, 62,
13, 84, 95; 90 — всего 25 чисел. Указание. Предста­
вив искомое число в виде 10а+ Ва < 96 <), пока­
жите, что разность а — 6 есть точный квадрат.

241. Искомоечисло равно 89. У казание. Записав
искомое число в виде 10а -- 6, покажите, что либо 6, либо
р — 1]должно делиться на9.

242. Искомоечислоравно27. Указание. Покажите,
что число, удовлетворяющее условиям задачи, делится
на 3 и заключено между 24 и 31|.

243. Искомоечислоравно142857. Указание. Если
х — искомое число, то его первая цифра равна 1 — иначе
число бх было бы более чем шестизначным. Покажите,
что первые цифры чисел х, 2х, 3х, 4х, 5х и бх попарно
различны.

Следовательно, все цифры числа х также попарно раз­
личны и среди них нет нуля. Покажите, что последние
цифры указанных чисел также попарно различны, и пока­
жите, что из этих чисел только число Зх может оканчиваться
на |. Определив отсюда последнюю цифру числа х, получим:

х 1=1****7, х 4=6****8,
х 204 х Б= 7ЖЖБ,
х 3=4****1, х б= 80.
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244. Существует два набора чисел (с точностью до пере­
становки), удовлетворяющих условиям задачи: х) = х. =
= Жж=ЬЖ ЕХ НЕХЕХЬЕИМЕХ =... =
= Ао = №Хи =2, хь =

Указание. В равенствеху хх. Хи хь =,
х. + —-Рхо положите хм< © < < хе и покажите,
ЧТО Х = Хо= х. =1; покажите далее, что если
х. = 1, то и ху = 1. (Примените способ, аналогичныйре­
шению задачи 90.)

245. Если данное число записать в виде 100а - 106 + с
(а > с), то обращенное число будет равно 100с -{ 106 + а.
Покажите, что разность указанных двух чисел равна100(а—с—1)+90- (10—@—0).

246. Каждое из указанных в задаче чисел имеет вид
44...4 88...89=4 11...11 10-8. 11... - 1.
——— —— —— ——ы—
к цифр ^—1 цифра к цифр Е цифр

. в
Далее воспользуйтесь равенством 11...1 = 0 10° — 1).——

Е цифр

247. Предположив противное, рассмотрите разности
между каждыми двумя соседними числами из данного на­
бора; покажите затем, что в таком случае а, > 17.(т 18—(т1

6 )248. Приведя данное выражениек виду
воспользуйтесь указанием к задаче 172.

249. Такими числами являются: 11, 12, 15, 24 и 36.
Указание. Записавдвузначноечислов виде 10а- Ь,
покажите, что Вделится нааи 10а делится на 6

250. Квадрат целого числа может оканчиваться на
одну из следующих цифр:0, 1, 4 9, 6 и 5. Рассмотрев
остатки от деления точного квадрата на 4, покажите, что
никакой точный квадрат не может оканчиваться на 11,
09, 66 или 99. Если бы квадрат оканчивался на 4444, то,
разделив на 4, мы получили бы, что точный квадрат, окан­
чивается на 1].

При решении второй части задачи покажите, что квадрат
искомого числа может оканчиваться только на 444, а само
число оканчивается на одну из следующих комбинаций:

..462, ..038, ...962, ...588.

251. Докажите, что если п? = п 1, то п — простое
число; после этого воспользуйтесь методом математической
индукции.
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252. Покажите, что если данное число 100...050...01 =
= 10147|5. 10%-- | является кубом некоторого целого
числа М, то М№== 10% + а; докажите, что число а заклю­
чено между | ии, следовательно, не может быть целым.

Второе решение. Покажите,что остатокот
деления числа на 9 равен остатку от деления его суммы
цифр: на 9 (для этого достаточно показать, пользуясь ука­
занием на стр. 66, что разность между любым числом и его
суммой цифр делится на 9). Далее покажите, что кубы
‘целых чисел могут давать при делении на 9 лишь три ос­
татка: 0, | или8.

253. Любое натуральное число имеет вид ЗА, ЗЕ + 1
или ЗЕ — 1. Возведите эти числа в квадрат.

254. В случае, когда отношение >
р

равно а ’ рассмотрите данное равенство при таких значе­

рационально и

них пии— 1, что [па]= р, [п] = 19.Еслиже ир­
о а

рационально, то воспользуйтесь тем, что величина К =В

может быть сделана (при надлежащем выборе целого чис­
ла Ё) большей, чем {а + В\; Здесь {и}= и — Ш].

255. Для доказательства рассмотрите многочлен
Р(х) = х[(1 + х)1°— (1 — х)109] и покажите, что при за­
мене х на —х многочлен не меняется; покажите теперь,
что после раскрытия скобок и приведения подобных чле­
нов все члены, содержащие х в нечетной степени, уничто­
жатся.

256. Приведите уравнение к виду х3= (2у— 1) (29-3)
и воспользуйтесь тем, что числа 2у—1 и 2у-- 3 взаимно
просты.

257. Рассмотрите наибольшее из чисел а, а, аз, ал,
наибольшее из чисел 61, 6, 6., 6. ит. д.; докажите, что за
несколько шагов это наибольшее число непременно умень­
шается.

Второе решение. Покажите,что не позже,
чем через четыре шага, мы получим четверку, состоящую
только из четныхчисел; не позже,чем через 8 шагов, получим
четверку, состоящую только из чисел, кратных 4, ит. д.

258. Искомое число равно остатку от деления числа
123...1956 на 8, т. е. равно 4. Для доказательства восполь­
зуйтесь тем, что 10*— 2* делитсяна 8.
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259. Наименьшее число знаков равно2” -|- п — 1; число,
имеющее ровно 2” -|- п — | знаков, строится так: необхо­
димо сперва выписать п единиц, а. затем писать 0 всякий
раз, когда это возможно(Т. е. когда при этом не получается
п-значного числа, ранее уже написанного); в противном
случае писать единицу.

260. Для данного числа № выберите такие числа п и
а, чтобы выполнялись неравенства:

п!<М,(п1! М,а: м<М,(а. мм,
и покажите, что а, < п.

После этого к разности М — а, м! примените метод
математической индукции.

261. В силу признака делимости на 9 сумма цифр рас­
сматриваемого числа делится на 9; используя признак де­
лимости на |1, покажите, что эта сумма цифр не может
быть равна 9.

262. Если данное число № является полным квадратом
и оканчивается на5, то оно делится на 25 и, следовательно,
оканчивается либо на 25, либо на 75.

Оба случая исключите, рассмотрев остатки от деления
числа № на 4 или на 8.

Следовательно, цифра, отличная от пятерки,— послед­
няя. Исключите и эту возможность.

263. Если ^ — наименыцее из рассматриваемых чи­
сел, то среди них можно найти не менее 978 — К чисел, от­
личных от Е и дающих в сумме с А число, не превосходя­
щее 1955. Но тогда между А и 1955 (включительно) не
останется 979 чисел, отличных от всех этих сумм.

264. п = 8. Указание. Воспользуйтесьформулами

2

18+28+в МИ,
18| За + 5+ + (20— 13 = 1?(212 — 1),

легко доказываемыми по индукции.
265. Наибольшим из таких чисел является число 60.
266. Такая совокупность должна содержать Е чисел,

где А— число,удовлетворяющее неравенствам 2^—!< М<2*.
Например, можно взять набор чисел 1, 2,..., 21 (при
М ==2+1 существуют и другие наборы из А чисел с теми
же свойствами).
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267. Прежде всего покажите, что простое число вида
4К -- |1 единственным способом представляется в виде
суммы двух взаимно простых квадратов (ср. указание
к задаче 170). Далее рассмотрите числа р?”, р? р2п-®,
р* р?"—4,..., где р — простое число вида 4К -{ 1.

268. Искомая сумма равна 111...110. Указание.
162 цифры

Покажите, что цифры наибольшего числа и соответству­
ющие цифры наименьшего числа дополняют друг друга
до 10.269. а141

14.
6) Если т четно, то больше вторая дробь, если т не­

четно, то — первая.

570. ([Реь}
Указание. Будем обозначать число, стоящее в

п-й строке на Р-м месте слева, считая от нулевого, через
С" (см. задачу 57 раздела В). Заменим числа С» их остат­
ками Р* от деленияна р. Числа Ри также образуют треуголь­
ник Паскаля. Покажите, что в этом треугольнике вся р-я
строка состоит из нулей (кроме крайних членов). Покажите
далее, что в таком случае треугольник разбивается на «эле­
ментарные треугольники» Д/, по р строк в каждом, при­
чем эти элементарные треугольники подчинены соотноше­
НИЯМ:

а)А‘+= Ал; 6)= Ра №
Например, при р = 3 имеем

4, \,

0 /\
зЛО0



.. —1
Под суммой двух треугольников 4” и А мы пони­

маем такой треугольник, каждый член которого равен сумме1
соответствующих членов треугольников А" и А». Анало­
гичный смысл имеет умножение треугольника на число.

2
271.Искомыхдробейтри:= И Указание,

Представив дробь в виде > (п < 3т), получим для опреде­
я

ления т уравнение т = —— т.Число т будет целым лишь
при & = 2.

272. 0,239...
273. Воспользуйтесь тем, что произведение данных ше­

сти чисел отрицательно; в самом деле, оно равно
— (41. @1 - @.з ° а» 52 @оз › @зл * за * @зз)?

274. Искомыечисла имеютвид р(р -- 9),2р9, 9-9
или пропорциональны этим числам; (р,9 — натуральные
числа).

8 10. Разные задачи

275. Рассмотрите отдельно случаи четного и нечетного
п и воспользуйтесь методом математической индукции.
При доказательстве число (/И2 — 1)" удобно представить
в видеВУ? —А=У?28? —УА-.или в видеА-ВУ? ==

276. а) Не будет. У казание. Обозначив через п
длину предполагаемого периода дроби и через Е— количе­
ство цифр до периода, найдите в дроби участок, состоящий
подряд из п -- А нулей.

6) 1’ Воспользуйтесь идеей задачи а). 2. Докажите,
что квадрат этого числа имеет вид: 0,0100000000200...
(единицы стоят на 2-м, 20-м, 200-м и т. д. местах; двойки
стоят на [1]-м, 101-м, 110-м, 1001-м ит. д. местах; на осталь­
ных местах стоят нули).

277. Докажите, что для любого целого Р число разно­
стей (] — 1), делящихся на №, не больше числа разностей
а, — а, делящихся на № Рассмотрите сначала случай,
когда л кратно̂.

>|=278. Все такие числа имеют вид: х = 10^, где — любое
целое число.

279. Пусть, например, среди чисел п, нет семерки.
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Тогда среди них могут быть числа:70, 71, 79. Заметим,
что

1 1 | |20 т Тэо<я.
Если одно из этих чисел (например, 72) отсутствует,

то возможно, что в наборе есть числа 720, 721, 729,
при этом

| 1. | ] 1 1
от тс.

Обобщите приведенное рассуждение.
а

280. Докажите, что если > — несократимая правиль­
1 а 1

ная дробь и 9, — такое число,что < < —-< ле то1 17
а 1 а91 — 6 .

дробь—-Я" ты_ имеетчислительменьший,
7 1

чем а.
281. а) Воспользуйтесь указанием к задаче 40.
6) Докажите что чисел /Л№,удовлетворяющих неравен­

ству а: 10*< М<(а-+1) 10* (где а—одно из чисел
1, 2,..., 8) и не имеющих в своем написании девятки,
имеется 9^. Поэтому сумма обратных величин этих чисел

меньше 9^. Затем просуммируйте последнее вы­а: 10*
ражение по А= 0, 1, 2,3,... и по а=1, 8...., 8.

282. Покажите, что знаменатель дроби, полученной
] 1 1 6=, =, —-, делится на более

высокую степень двойки, чем числитель.
283. а) Предварительно разложите на множители вы­

ражение

при сложении чисел 1,

а -- 63+ с3— Забс
6) Рассмотрите всевозможные выражения вида

(+Иа+иИ+ Ус+иИа+уе)
и покажите, что произведение всех таких выражений не
содержит знаков радикала.

1 |284.5 (р-+9—1) 9—2) +4.
285. Покажите, рассматривая тождество: а— В =

= (Иа-+уь) (Уа—УЬ), что число ИУа—УЪЬрацио­
нально.

а
286. Покажите, что чистая периодическая дробь $
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—ито. С10% —

сюда следует, что число в Заимно просто с 10. Обратно,
если 6 взаимно просто с 10, то найдутся такие целые р
и К, что рб = 10%— 1 (см. задачу 208).

287. а) Покажите, что если бы имело место равенство
И 2 =р- аук, гдер, 4, г— рациональныечисла,точисло
И? было бы рациональным.

6) Покажите, что если 1+ УЗ = (а-+- 6ИзЗ} -­
--(с4/3» + + (т-луЗ», то1 УЗ=
= (а—63) + (с—ауз»- + (т—пУ3З); вос­
пользуйтесь тем, что число 1 — УЗ отрицательно.288.6=Ка,с=Е (а—1),гдеаиЕ—произвольные
натуральные числа, а >> 1.

289. Обратите внимание на то, что оба числа положи­
тельныи в сумме дают единицу, так что их цифрысоответ­
ственно дополняют друг друга до 9.

290. См. задачу 285.
291. Покажите, что знаменатель несократимой дроби,

получающейсяпослесложениядробей>. ти т де­
лится на Зи на 2; воспользуйтесь результатом задачи 286.

292. Здесь п — наименьшее число, для которого п! де­

литсяна 0, так чтоданноены ЧИСЛОа может

приводится к виду р = (Е— длина периода); от­

быть представлено в виде дроби з.- (возможно, сократимой).
Числа хи, Хо, ..., Х, пределяются последовательным деле­
нием; так, х„ есть остаток от деления числа т нап; х,_, естьт—х
остаток от деления числа “ нап— | ит. д.

293. Рассмотрите числа: {а}, [2а}, |3а}, ...,[Ма\,
{(М-- 1)а} (здесь {х} = х — [х)). Все эти числа располо­
жены на отрезке от 0 до 1, поэтому среди них можно най­
ти два таких числа [Ра и а! (Е > 1), что их разность

меньшех;=. Рассмотрите число (Е а.
294. Пусть т = 2Рд — |, гдер, д — целые числа, при­

чем д нечетно. Покажите, что числа Со, СЁ, ..., СП разби­
ваются на 9 групп, каждая из которых содержит 2Рпоследо­
вательных чисел одной четности. При этом первые
ЭРчисел: С, СЬ, (СР! и последние 32 чисел нечетны.
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295. Воспользуйтесь методом математической индукции
и соотношением:

к А
(0 -- Си ! ——=Син.

296. Докажите соотношения:

Яп--1р —а, — —=або,ап--1—Уаибп__Уа,—Ум— Ум2_аи—Уа/6.2
ап--1Иа Иа,УВУ В ап=Уалв,

297. Покажите, что неравенство Коши — Буняковского
(см. указание к задаче 53) обращается в равенство тогда
и только тогда, когда

Ч ао п— ——
о.

Второе решение. Используяданные соотно­
шения, покажите, что

р, \ р, \* р, \№

(,— а ь,) -- (с.—в, +... + (а,-—-2. ь, = 0.
298. Воспользуйтесь тем, что если число а, входит врассматриваемыйнабор,точисла24,,За,— немогутвнего

входить. Таким образом, каждое число, заключенное между
21
ип (включительно),как бы «вычеркивает»хотя бы одно

4
число, лежащее междупи 2п. Покажите, кроме того,

21
что число, меньшее чем ——_,

21
чисел на отрезке от —- до 21.

299. Воспользуйтесьтем, что если а а 1 = 0, то
а8 = 1.

300. Докажите по индукции соотношения:

«вычеркивает» не меньше двух

]

Ч
ре 9= 1, 9 = (> 2).

301. ут (созх) < со (5шх). Приведите неравенство к

виду, содержащему только синусы, и при сравнении аргу­
ментов покажите, что | $тф + с03$| < У? «5 (р.за:
дачу 325,а)).

248



302. Используйте соотношениерт > Ура (справед­

ливое для неотрицательных р, 49); при этом равенство

имеет место лишь при р = 9. Докажите неравенства:
>1, 6.6, > 0. Затем в соотношении6, =

ЯЧп—1
— Ь — ®

=Вы перейдитек пределуприп->©.
303. Воспользуйтесь идеей решения задачи 21 из раз­

дела В.

304.1(х)= Тя + Ты
305. Покажите, что если точка пересечения прямых

[м и [» удалена от прямой АВ на‘расстояние й, то ММ =
= | Ис ам — ИС ам|; покажите затем, что й >> 1.

306.соз(а -- В)= ва Указание. Покажите,
что —=5 ЕЕ и выразитесо$(а - В)через4 ——и в.

307. Представивсуммуа;с0$(а, + 1) - а. соз@.о ­
| -4а,с0$(а,+ Т) в виде (а,соза,- а соза,|... +
а, с05а,)со 1—(а,па, + а па. + а, Япа,)яп 1
и воспользовавшись первым из данных соотношений, по­
лучаем

а зто, + а зто. +... + а,Ята,= 0.
25
17

есть корень уравнения 217— | =0. Затем вычислите квад­
раты следующих сумм:

и=хня ах --18 32164| 128,о=х- А- 16| 64,
= х- х16.

309. Докажите, что ху = иэо. Воспользуйтесь затем
методом математической индукции, применив соотношение, (жи) ху =ии и+у.

310. Предварительно докажите, что какие-либо два из
чисел а, 6, с, равны по абсолютной величине и противопо­
ложны По знаку; для этого рассмотрите соотношение

1 1 1аъ те
(или6, или с).

. 25 ._.
308. Воспользуйтесьтем, чточисло 2 = со$я Е 291

=> а
5-5 Как уравнениеотносительноа

249



311.Определив2изуравненияг+—-—=2с05а,— вос­
пользуйтесь формулой Муавра (см. указание к задаче 30).

312. Покажите сначала, что точка М, изображаемая
комплекснымчисломтг, -- п2., ге т п=:1, т>0,
п > 0, лежит на отрезке, соединяющем точки, изображаю­щиечисла2,И 2%.

313. (Хх)=х. Указание. Из условия(хи) = Кх) Ки)
вывести, положив у = |, что {(1) = 1. Далее, подставляя
в равенство [(х - у) = [(х) - Ку) значення х=у=1,
найдем, что (2) = 2; покажите, что вообще [(п) = п, где
п — любое натуральное число. Рассматривая соотношение
(ху) = Кх Ку) прих = 0, у=2, покажите,что0) = 0.

Покажитедалее, чтоЕ = и что вообще{(2)=2.

где— любое рациональное число. Используя прибли­
жения иррациональных чисел рациональными, покажите,
наконец, что [(х) = х при всех действительных х.

314. Пусть р — период функции {(х) = созах -{ со$х.
Положив х = 0 в равенстве соз(ар ах) -{ соз(х - р) =
—=с05ах -- созх, покажите, что р = 2Ет,ар = 21.

315. Предварительно докажите
неравенствазшх< х<№х при

1 о<х <-—. При доказательстве
удобно пользоваться тем, что х
есть длина дуги АВ радиуса 1,

‘9 зшох есть длина перпендикуляра,
опущенного из точки А на радиус
ОВ, и 4х есть длина отрезка
касательной МВ (см. рис. 5).

В 316. Покажите, что эт п х пред­
ставляется в виде многочлена п-й
степени от зпФо (см. формулы

в указании к задаче 114).
> 3°5

Старший член многочленаравен 2%. „>, а все остальные
члены содержат в знаменателе пятерку лишь в меньшей
степени.

317. Искомая сумма равна нулю, если р не кратноп,
и равна п в противном случае. У казание. Преж­
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де всего покажите, что все корни уравнения х”"— 1 =0
могут быть представлены, как целые степени одного

п.
числения рассматриваемой суммы примените формулу
суммы членов геометрической прогрессии и воспользуй­
тесь тем, что хп == |.

318. Числа &, &, ‚„ можно выбрать, например,
так: & =0, &=3, &=6, ..., & = Зв. Тогда для лю­
бых п точек на комплексной плоскости найдется такая
прямая 2 =х -|- 1&,, что все взятые точки удаленыот этой
прямой дальше, чем на 1. Воспользуйтесь далее тем, что
величина |Р„(2,)| представляет собой произведение рас­
стояний от точки 2 до точек, соответствующих корням
многочлена Р„(?).

319. Воспользовавшись равенством с0$(Е - 1) х =
= 250$Хс0$ Ех — с0$ (Е— 1)х, докажите по индукции, что

2г .. ЖЖ .
корня хо |а именно, корня х, = с0$——-- 151 . Для вы­

т
если х = агссоз—, гдел — нечетно ип > т> 0, то числа
созх, со 2х, не являются целыми. Отсюда вытекает,

т
что Ех не кратно п ни при какомК, т. е. величинаагс с0$—

. т
(а значит, и агс$п п несоизмеримас г.

320. а,б) Воспользуйтесь например, равенством х (а—х)=

— а 2 х а 22. 2 /’
1

321.а)—_;6
2Уа‘

рите выражения

1

+2Уапеарх. ыЕ +
Хх

Указание. Рассмот­

+ [= + сх) и воспользуйтесь предыдущей задачей.
4 3

322. Наибольшее значение равно (+ и достигается3

прии = э = = - Указание. Воспользуйтесьне­
равенством задачи 52 при п = 3. Наименьшее значение

232 18 7 1равно168_ Идостигаетсяприи=э=6’0—=8:
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323. Наименышая величина равна п И2. Указание.
Покажите, что при любых значениях чисел х,, Хо, ..., Хэ»

имеетместонеравенство| х? -| (1—х,)*НУ х2- (1(—х,-+
+. Их+ах) >пу2.

При доказательстве удобно рассматривать сумму, стоя­
щуюв левойчасти, как длину некоторой ломаной; требуется
показать, что расстояние между ее начальной и конечной
точками равно п 2.

ЗУз
8

при а =В = 1 = =.Указание. Воспользуйтесьтем,
что из всех треугольников, вписанных в данную окружность,
наибольшую площадь имеет правильный треугольник.325.а)НаибольшеезначениеравноУ а?--52,наимень­
шее значение отличаетсяот него знаком. Указание.
Для доказательства умножьте и разделите данное выраже­
ние на У а? -- 6? и приведите его к видуУтэп 5),

324. Наибольшее значение равно и достигается

где
аВИс0$ф =

Ь

Иаы'

6)Наибольшеезначениеравно7 ®+ Ив и ев.
наименьшее значение отличается от него знаком вред
корнем. Указание. При решении этой задачи вос­
пользуйтесь методом задачи а), предварительно приведя
данное выражение к виду

т со;2х- пзш2х + р.т7
326. Наибольшее значение равно ——5_——и принима­

к
етсяприагё2= -5- -- т. Указание. Представивком­
плексное число 2 в виде 2 = (созф - {1п$), воспользуй­
тесь соотношением

< г
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Б. ГЕОМЕТРИЯ

8 1. Задачи на вычисление

1. Ю=6. Указание. Треугольник с вершинами
в центрах данных кругов имеет стороны3, 4 и 5.

2. Искомая сумма равна площади круга, вписанного
в данный треугольник. Указание. Воспользуйтесь
подобием всех образующихся прямоугольных треугольни­
ков и примените метод математической индукции.3.АВС, А—В-+С,—А-В-ЧС. Ука­
зание. Вычислите углы треугольника, образованного
центрами вневписанных окружностей, и воспользуйтесь
тем, что стороны этого треугольника являются биссектри­
сами углов между соответствующими сторонами данного
и искомого треугольников.

аб

4. МО = 6—а° Указание. Проведитебиссектрису
внешнего угла В и воспользуйтесь соотношениями
АБ :ОРС=АМ СМ (= АВ ВС), где № — точка пересе­
чения этой биссектрисы с продолжением стороны АС.

5. 90°, 22730’и 67°30’ Указание. Покажите преж­
де всего, что биссектриса расположена между медианой
и высотой. Докажите далее, что если высота и медиана
образуют с боковыми сторонами равные углы, то треуголь­
ник — прямоугольный.

6. 1, |, И2уз, У>—уз Указание. По­
кажите,чтоас=б-а, а - с?= 6 - 4?, где а,
фр, с, 4 — последовательные стороны четырехугольника.
Выведите отсюда, что рассматриваемый- четырехугольник
является дельтоидом (т. е. две его смежные стороны равны
и две другие тоже равны).

7. РР + РРЁ-+ + РР} = 91Е?, где Ю— радиус
окружности. Указание. Воспользуйтесьформулами

1

задач30, 31 разделаА и соотношениямис052 &= еее,
: о |1— с0$ 2а

$11? @ = 5

8. Сторонывсех таких треугольников соответственнопро­

порциональнычислам:а) 3, 4,5; б) 1, у! НУ 5, ИНЬ.9.Катетытреугольниканаходятсявотношении5: 1.
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$ 2. Отыскание точечных множеств

10. а) Окружностьрадиусаг =У Е— 4, концентрич­
ная данной, где ^ — радиус данной окружности, 24 —
длина хорд.

6) Окружность, построенная, как на диаметре, на отрез­
ке, соединяющем центр данной окружности с данной точкой.

11. Искомое множество состоит из участков дуг сег­
ментов, построенных на сторонах треугольника и вмещаю­
щих данный угол. Части множества, соответствующие сто­
роне АС, показанына рис.6.

12. а) Отрезок, параллельный данному и отстоящий от
АВ

него на расстоянии ——. 6) Рассмотрите пару углов АМР
и ОМН и пару углов ММО и ММЕ.

13. а) Четыре отрезка, образующие прямоугольник,сто­
роныкоторого перпендикулярныбиссектрисам углов между

данными прямыми; вершины прямо­
угольника лежат на данных прямых.

6) Восемь полупрямых, являющих­
ся продолжениями сторон прямоуголь­
ника задачи а).

14. Четыре отрезка, образующие
параллелограмм с вершинами на дан­
ных прямых.Указание. Сдвиньте
отрезки АВ и СО вдоль прямых, на
которых они лежат, совместив точки А
и С с точкой пересечения этих прямых.

15. Отрезок, параллельный диаго­
рис6 нали ВР четырехугольника. Ука­

зание. Проведите диагональ ВО и

рассмотрите множество вершин треугольников площади—=|Зл Авр — Эл вср| С основанием ВО.
`16. Окружность с центром на прямой, проходящей через

данныеточки. Указание. Пусть А, В — данныеточки
и М — любая точка множества; рассмотрите биссектрисы
внутреннего и внешнего угла М в треугольнике АМВ.

17. Предположив противное, возьмите на отрезке три
равноотстоящие точки Х, У, 2 и, вычислив медианы АУ
и ВУ треугольников АХА и, ВХЁ, воспользуйтесь нера­
венствами из указания к задаче 46.

18. Прямая, перпендикулярная прямой АВ и проходя­
щая через такую точку М этой прямой, что А/М?— ВМ? = с.
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19. Окружность, проходящая через точки О; и О0..
20. Если окружности лежат одна вне другой или ка­

саются, это множество представляет собой прямую, пер­
пендикулярную линии центров данных окружностей.В слу­
чае пересекающихся окружностей искомое множество пред­
ставляет собой два луча, составляющих продолжение об­
щей хорды этих окружностей.

21. Окружность с центром в середине отрезка ОМ.
22. Если э — площадь треугольника АВС и Ю— ра­

диус его описанной окружности, то радиусыискомых окруж­
ностей равны

Г1,2= У 1+ 4 К.
Замечание. Отсюда, например, следует,что для

в

внутренних точек треугольника отношение 5 не превос­
1

ХОДИТ4 °
23. Искомое множество представляет собой совокупность

четырех лучей, лежащих на прямых, проходящих через точ­
ку, диаметрально противоположную точке А (см. рис.7).
Указание. Воспользуйтесь результатом задачи 66.

24. Окружность с центром в точке Х, лежащей на дан­
ной прямойи определяемой из условия АХ ВХ = СХ. ОХ
(причем из этой окружности должны быть исключены
точки её пересечения с прямой АВ).

25. Множество представляет собой отрезок и луч, ле­
жащие на прямойОА (рис. 8). Указание. Докажите,
что если треугольник симметрично отразить относительно
прямой ОА, то центры описанных окружностей получен­
ного и исходного треугольников совпадают.
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26. Прямая, перпендикулярная данной прямой и про­
ходящая через середину № отрезка АС, за исключением
самойточки №. Указание. Пусть М — одна из точек
множества, а О, и О, — центры соответствующих окруж.
ностей. Покажите, что середина отрезка ВМ совпадает
с серединой Х отрезка 0.0.5. Покажите далее, что все точ­
ки Х лежат на прямой, перпендикулярной отрезку АС.

27. |) Окружность, построенная, как на диаметре, на
отрезке, соединяющем центры данных окружностей.

2) Покажите, что все прямые ВС пересекают линию
центров данных окружностей в одной и той же точке М.
Множество оснований высот треугольников АВС есть дуга
окружности, построенной на отрезке АМ, как на диаметре.

28. Прямая, перпендикулярная к плоскости данного
треугольника и проходящая через центр описанной около
него окружности.

29. Бесконечная призма (без оснований), образующие
которой параллельны линии пересечения данных плоско­
стей, 2 перпендикулярным сечением служит прямоуголь­
ник. Указание. Задача сводитсяк планиметрической
задаче 13. „=

30. Две прямые в плоскости, параллельной данным
прямым и отстоящей от них на равныхрасстояниях. У ка­
зание. Спроектируйте данные прямые на указанную
плоскость и воспользуйтесьзадачей ХХ, Г, 8, 1.

31. Поверхность конуса с вершиной в точке М и углом я
при вершине, определяемым из’ условия:

а _ расстояние от М до п
95 9 — расстояние от М до М

32. Прямая, параллельная ребру ОС и лежащая в од­
ной плоскости с этим ребром и серединой М отрезка АВ.
(Эта прямая получается из ОС гомотетией с центром М

1

и коэффициентом —-.)
33. Сфера, построенная, как на диаметре, на отрезке,

соединяющем центр данного шара с данной точкой(ср. с за­
дачей 10а).

—= СОП$4.

$ 3. Задачи на доказательство
1. Прямые и многоугольники

34. Используйте равенство площадей треугольников,
на которые диагональ разбивает параллелограмм.
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35. Основания противолежащих треугольников равны,
а сумма высот равна высоте параллелограмма.

36. Используйте свойство смежных углов параллело­
грамма. Покажите, далее, что диагональ прямоугольника
параллельна стороне параллелограмма и при продолжении
образует медиану прямоугольного треугольника, образо­
ванного биссектрисами смежных углов и стороной паралле­
лограмма(выберите ту из диагоналей, которая параллельна
большей стороне параллелограмма).

37. Рассмотрите случай, когда все стороны треуголь­
ника АГ.М пересекают соответственные стороны треуголь­
ника А,В,С,, образованного средними линиями треуголь­
ника АВС; отдельно рассмотрите случай, когда у треуголь­
ников 4,В:С; и КЁМ есть пара непересекающихся сторон.

38. Достроив треугольник АВС до параллелограмма
АВСВ’, докажите равенство треугольников ВЕК и ВСВ’
и воспользуйтесь равенством углов ХЕКВ и ХСВВ'.

39. Обозначив через Р точку пересечения высот, а че­
рез М и Л — середины сторон АС и ВС(соответственно),
докажите, что четырехугольники ЕРОС и МОМС можно
вписать в окружность; воспользуйтесь равенством углов:
ХА = ДЕРС = (ЕРС; ХА = (МОС = ММС.

40. Из двух противоположных сторон четырехугольника
по крайней мере одна обладает тем свойством, что сумма
прилежащих к ней углов не меньше 180° Из каждых двух
пар противоположных сторон выберите сторону, облада­
ющую этим свойством; концы выбранных сторон и будут
искомыми точками.

41. Докажите, что если А и В — центры симметрии,
то точка, симметричная В относительно А, тоже является
центром симметрии. Пользуясь этим, установите, что если
фигура имеет два центра симметрии, то она имеет их бес­
конечно много.

42. Покажите, что у каждого многоугольника можно
найти диагональ, разбивающую его на два многоугольника
с меньшим числом сторон.

43. Рассмотрите выражение для суммы площадей тре­
угольников

АМВ, ВМС и СМА.

44. Воспользуйтесь идеей предыдущей задачи.
45. Замените сумму АМ -+ ВР - СО суммой МВ +

-- РЕ -- ФЕи воспользуйтесь результатом задачи 43.
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46. Докажите предварительно. неравенства:.

15 Ф+е—д<т,< 6+5)
где а, 6, с — стороны треугольника, т, — медиана сторо­
НЫ 4.

47. Воспользуйтесь тем, что середина высотытреуголь­
ника лежит на средней линии (ср. стр. 43 вводной статьи).

48. Обозначив данный треугольник через АВС,его вы­
соты через АД, ВЕ, СЁ и точку их пересечения через НЯ,
докажите, что каждый из четырехугольников АЁЕНЕ,
ВЕНО, ЕНОС можно вписать в окружность.

49. Обозначив через М точку пересечения биссектрис,
а через ДЕ — указанныйотрезок, параллельный основанию
АВ (точка р лежит на АС, точка Е — на ВС), докажите, что
треугольники АМО и ВМЕ — равнобедренные.

50. Противоположные стороны нового четырехуголь­
ника являются средними линиями в треугольниках, на
которые соответствующая диагональ разбивает данный че­
тырехугольник. Ромбом этот параллелограмм будет, если
диагонали данного четырехугольника равны, прямоуголь­
ником — если диагонали перпендикулярны, квадратом —
если они равны и перпендикулярны.

51. Обозначив основания трапеции через АД и ВС,а
точку пересечения диагоналей через М, докажите равен­
ство треугольников АМО и ВМС.

52. Обозначим в четырехугольнике АВСО: через М —
середину АВ, через № — середину СО и через Р середину
диагонали АС. Рассмотрите треугольник ММР и покажите,
что в нем МР - РМ = ММ.

53. Воспользуйтесь идеей решения задачи 43.
54. Обозначив через М середину гипотенузы треуголь­

ника АВС, докажите равенство треугольников: ДАСМЬ=
= ЛАМа, дАсМС= дамМЬ. Используя равенства ВМ =
=6М =МС,докажите на основании рассмотрения треуголь­
ника ВСЬ, что 2 ЬВС = 45° и потому Выт ас. Воспользуй­
тесь затем свойством высот треугольника.

55. а) Докажите равенство половин боковых сторон.
6) Сравните два выражения для площади треугольника.
в) Докажите, что два треугольника равны, если у них
равны основания, углы при вершине и биссектрисы этих
углов (см. стр. 23—24 вводной статьи).
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56. Если О., О. — центры правильных треугольников,
построенных на сторонах АВ и ВС треугольника АВС,
О — вершина правильного треугольника 0,050, то при
симметрии сначала относительно ОО}, а затем относительно
ОО. точка А переходит в точку С.

Второе решение. Обратитевниманиена то,
что сумма трех поворотов на углы120° относительно цент­
ров- рассматриваемых равносторонних треугольников пред­
ставляет собой тождественное преобразование.

57. Воспользуйтесь тем, что все точки М, для которых
прямая АМ пересекает сторону СО, лежат в треуголь­
нике АСР; аналогично для остальных вершин. Проведя
затем все диагонали, рассмотрите 11 образовавшихся
частей.

58. Перенесите боковые стороны параллельно самим
себе в середину основания и воспользуйтесь свойством
медианы прямоугольного треугольника.

59. Такой точкой является, например, точка пересече­
ния диагоналей четырехугольника АВСО.

60. Воспользуйтесь рис.9.
61. Если М, М, Р — основания перпендикуляров, опу­

щенных из точки @ на стороны
АВ, ВС, АС (соответственно), то
четырехугольники ВМОМ и
АМОР можно вписать в ок- 2ружность.— Воспользовавшись— 7
этим, докажите, что прямые
ММ и М№Рсовпадают. я] \2

62. Пусть ММ — средняя
линия треугольника АА’О и
№МР— средняя линия треуголь­
ника ОДО’А’. Рассмотрите тре­
угольник ММ№Р и все анало- Рис. 9.
гичные треугольники.

63. Окружность, построенная на отрезке АВ, как на
диаметре, проходит через основания высот АД, ВЕ. Точка
Р, симметричная О относительно прямой АВ, лежит на
этой же окружности. Выведите отсюда, что /АРЕ =
—=Д АВЕ = 90° — ХА. Докажите также, что ДАРО =
= 90° — (А и поэтому точка Е лежит на‘прямой РО,т. е.
совпадает с С’

64. Проведите через вершины четырехугольника пря­
мые, параллельные данной стороне квадрата, и рассмот­
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рите площади тех треугольников и трапеций, на которые
эти прямые разбивают данный четырехугольник.

65. Докажите, что периметр данного остроугольного
треугольника не меньше периметра прямоугольного тре­
угольника, вписанного в ту же окружность, две вершины
которого совпадают с двумя какими-нибудь вершинами
данного треугольника.

66. Докажите, что окружность, вневписанная в угол А
треугольника АВС, касается стороны ВС в точкеЕ.

67. Рассмотрите самый короткий перпендикуляр и по­
кажите, что он не может упасть на продолжение сто­
роны.

‚68. Покажите, что при параллельных перемещениях
любой из сторон многоугольника он сохраняет свойство,
сформулированное в условии.

Превратите данный многоугольник в правильный и
воспользуйтесь методом задачи 43.

69. Пусть в треугольнике ММ№Ругол ММР равен 30°
Проведем через точку Р прямую [, лежащую вне треуголь­
ника и образующуюсо стороной РМ угол в 30°; рассмотрим
любую точку Х этой прямой. Покажите, что угол МХМ
достигает наибольшего значения в такой точке Ху, что
окружность, проходящая через точки М, Ми Ху, касается
прямой/. Покажитедалее,чтодажеэто наибольшее
значение угла МХ,/\ не превосходит 30°

70. Проведите медиану на большую сторону и рассмот­
рите вопрос о подобии исходного треугольника и образо­
вавшегося равнобедренного треугольника со сторонами
3, 3, 2.

71. Воспользовавшись теоремой о сумме квадратов диа­
гоналей параллелограмма, вычислитемедианытреугольника.

Второе решение. Обозначивчерезаи В век­
торы, идущие по сторонам треугольника, найдите векторы,
идущие по медианам, и составьте их скалярное произ­
ведение.

72. Если ось симметрии не проходит ни через одну вер­
шину четырехугольника, он представляет собой равнобоч­
ную трапецию (или прямоугольник) и является вписанным.

В противном случае покажите, что ось симметрии про­
ходит сразу через две вершины четырехугольника, и он
является описанным (дельтоидом или ромбом).

73. Пусть М, и М, — середины диагоналей четырех­
угольника АВСО, точка О — центр вписанной окружности.
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Докажите, что имеют место равенства:

Эдм,АВ -- Элам,Ср= Эдм,АВ + ЗаМ,СЬ ==
1

— Элодв -> Элоср = —- ЭАВСР­

74. Докажите, что в такой четырехугольник можно
вписать окружность (ее центр совпадает с центром данной
окружности).

75. Докажите (применяя поворот и гомотетию треуголь­
ника АВС), что ВА, - СВ, + АС, = 0. Затем, используя
соотношение МА -- МВ - МС =0 (где М — центр тя­
жести треугольника АВС), покажите, что МА, + МВ.
-- МС, = 0, и потому М — центр тяжести треугольника
А.В. С1. .

76. Воспользуйтесь основным свойством медиан тре­
угольника и покажите, что стороны нового треугольника
параллельны сторонам данного.

Второе решение. Вычислитевекторы,идущие
из точки О пересечения средних линий четырехугольника
АВСР к центрам тяжести указанных треугольников, и
используйте равенство

ОА ОВ-+ОС+ Ор = 0.
77. Проведите прямую ВВ,, параллельную А.А, (точ*

ка В, — на прямой 4А,4А,); затем проведите прямую
ВВ. | А.А; (точка В, — на прямой4,4.) ит.д.

Покажите, что многоугольник В.В....В„ — искомый.
78. Предположив противное, постройте окружность,ка­

сающуюся трех сторон четырехугольника — АВ, ВС и
СА, и проведите из точки А вторую касательную к этой
окружности.

79. Рассмотрите окружность достаточно большого ра­
диусаи от некоторой точки отложитена ней в одну сторону
наибольшую из сторон многоугольника, а в другую сто­
рону последовательно отложите остальные стороны мно­
гоугольника (в любом порядке). Затем уменьшайте радиус
окружности. Если диаметр окружности станет равен наи­
большей стороне раньше, чем ломаная «замкнется»,
то начните снова увеличивать радиус, но уже так, чтобы
центр окружности находился по другую сторону от наиболь­
шей стороны, чем остальная ломаная. Покажите, что при
достаточно большом радиусе ломаная «замкнется».
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Для этого воспользуйтесь тем, что наибольшая сто­
рона. меньше суммы остальных, ибо существует какой-то
многоугольник с этими сторонами.

80. а) Воспользуйтесь тем, что вершины четырех уголь­
ника лежат на перпендикулярах, проведенных к сторонам
и диагоналям данного четырехугольникачерез их середины.
Рассмотрите образующиеся подобные треугольники.

6) Докажите, что стороны четырехугольника 01050.0.
проходят через вершиныданного четырехугольника и пер­
пендикуляры его биссектрисам.

81. а,б) Пусть а, 6, с, 4— векторы, идущие по сторо­
нам четырехугольника,и а’, 6’, с’, 4’— векторы, идущие
по сторонам квадратов.

Выразите через них векторы, идущие по диагоналям,
и воспользуйтесьсоотношениями:ато +с-+а=0,
аа’ = 96’= сс’= 44' =0, ав = а’6’,аб’ = -а’Бит. п.

82. Докажите, что сторона квадрата ММРО будет наи­
меньшей, если его вершины совпадут с серединами сторон
исходного квадрата.

83. Докажите, что из любых двух диаметрально проти­
воположных точек окружности хотя бы одна удовлетворяет
поставленному условию.

84. Воспользуйтесь формулой Герона, соотношениями:4Ю$= абс,а дг=25 и неравенствомЮ>2.
85. Обозначив через О центр окружности, описанной

около треугольника АВС, докажите, что прямые ОА,
ОВ, ОС соответственно перпендикулярны сторонам тре­
угольника РЕГ. Покажите далее, что площадь треугольника
АВС выражается формулой:

=- (ОА.ЕР+ ОВ РЕ- 0С.РВ=-В р,
- 1

и воспользуйтесь соотношением $ = —"Р.

86. Если а, 6, с — стороны данного треугольника (с —
гипотенуза), то имеет место соотношение — =-————;уза), оотношен -- с5 о}

;
покажите, пользуясь этим, что —- < 0,5. Далее из соотно­
шений а? - 6* > 246, с? = -- 6? выведите неравен­ство(аГ)<су?и с егопомошьюпокажите,что

> ИУ?—1> 0,4.
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87. Выразите обе части равенства через стороны и углы
данного треугольника.

88. Воспользуйтесь соотношением: 4? = Ю*— 2Ю,,
где А иг — радиусы описанной и вписанной окружностей
треугольника, а 4 — расстояние между центрами этих
окружностей.

89. Воспользуйтесь формулой Птолемея: площадь впи­
санного четырехугольника равна

5=У(р—а) р—6) р—с) Ф—4)
где а, 6, с, 4 — стороны четырехугольника, а р — его по­
лупериметр.

90. Пусть М и № — такие точки на диагонали АС,
что ВМ | ОМ |1. Задача сводится к доказательству соот­
ношения:

АМ, АМ _ АСАб Г `4б = 46°
Покажите, что СМ = АМ.
91. Обозначим: через О центр описанной окружности,

а через Ё точку пересечения биссектрисы угла А с этой
окружностью. Воспользуйтесь тем, что прямая ОЁ парал­
лельна высоте АД.

92. Доказательство сводится к вычислению суммы

©(п,Ф)==с03?[2 —9) -- с05?[+ $ -...­

- с03?[2 во —$) -- с03?(2п—$);
при вычислении удобно воспользоваться соотношением
1-{с0$2а

с05?&= вена и методомзадач 30, 31 раздела А. Окон­
чательное выражение для суммы$ не должнозависеть отф.

93. Центром искомой окружности является середина
отрезка, соединяющего точку пересечения высот треуголь­
ника с центром описанной окружности.

Примените к описанной окружности гомотетию с коэф­
1

фициентом —- и с центром в точке пересечения высот.
94. Примените инверсию с центром в точке М для до­

казательства следующего утверждения:
если р., Ро, ..., Р›и-ь, Р.„— расстояния от точки М до

сторон вписанного 2п-угольника А,А....А.„, то

Р:Бз Р2н--1 —=В2Р4 ° Рав.

963



Утверждение настоящей задачи получается из него,. если
вершину А, приближать к вершине А., вершину А. при­
ближать к вершине А.и т.д.

95. Пусть А — ближайшая к точке О вершина я-уголь­
ника, а В и С — две такие вершины, что точка О лежит
внутри или на границе треугольника АВС. Пусть угол
ОАВ меньше угла ОАС; покажите, что угол АОВ —
ИСКОМЫЙ.

96. Пусть 4, и В, — основания биссектрис внешних
углов А и В соответственно. Проведите через точки 4, В, С
прямые, параллельные прямой А, В, и рассмотрите точки
их пересечения с некоторой прямой [. Далее воспользуй­
тесь свойством биссектрисы внешнего угла треугольника.

97. Обозначивдлинысторон треугольникачерез а, а -{ а,
а-- 24 рассмотрите высоту Й, опущенную на среднюю
сторону, и воспользуйтесь формулами:

(а ай
о )

где р — полупериметр треугольника.
98. а,б) Сначала докажите эти утверждения для случая,

когда треугольники лежат в разных плоскостях.

а = ДИ=

$ 4. Задачи на доказательство.
П. Окружность

99. Проведите диаметр СЁ и докажите, что АЕ = ВБ;
далее примените теорему Пифагора к треугольнику ЕАС.

100. Рассмотрите второй вписанный правильный тре­
угольникЕР.

101. Докажите, что центр рассматриваемой окружности
лежит на отрезке, соединяющем точку С с центром данной
окружности.

102. Искомая точка Х лежит на прямой РО и опреде­
ляется из условия: РХ РО = А?, где Е — длина каса­
тельной, проведенной из точки Р к данной окружности
(ср. например, задачу 24).

103. Покажите, что все звенья ломаной — траектории
шара — находятся на равных расстояниях от центра бил­
лиарда.

104. Воспользуйтесь симметрией относительно диа­
метра, перпендикулярного хордам.

105. Воспользуйтесь результатом задачи 20.
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106. Воспользуйтесь тем, что центральный угол дуги
АВ вдвое болыше центрального угла дуги АС, а радиус
новой окружности вдвое меныше радиуса данной.

107. Выразите рассматриваемый угол через угол между
неподвижными касательными.

108. Воспользуйтесь тем, что касательные, проведенные
из одной точки к окружности, равны; используйте также
равенство общих внешних касательных двух окружностей.

109. Докажите равенство углов МОМ и МОР (0 —
центр данной окружности), для чего рассмотрите эти углы
как вписанные в окружности, проходящие соответственночерезточкиО,М,№и О,М,Р.

110. Покажите, что эта задача эквивалентна задаче 66.
111. Рассмотрите точку пересечения двух окружностей

из четырех и покажите, что каждая из двух оставшихся
окружностей проходит через эту точку.

112. Проведите третью окружность », пересекающую
окружность С, в диаметрально противоположных точках.
Подберите окружность Х так, чтобы инверсия относитель­
но этой окружности переводила точку пересечения окруж­
ностей С» и С. в центр окружности С,. Покажите, что
образы окружностей С. и С. снова пересекают окружность
С; в диаметрально противоположных точках. Подробнее об
этом см. [45], т. П, стр. 338—343.

113. Воспользуйтесь инверсией с центром в одной из
точек пересечения окружностей.

114. Если М — середина отрезка В.В., то АВ? -- АВ? =
= 2(АМ? - В,М?); выясните, при каком расположении
точки А сумма АМ? -- В.М? принимает наименьшее зна­
чение.

$85. Задачи на построение.
|. Многоугольники. Построения с ограниченными

возможностями

115. Соединив точку М с вершиной угла А, отложите
на прямой АМ отрезок МС = МА; проведите через точку
С прямые, параллельные сторонам угла, и рассмотрите
диагональ полученного параллелограмма.

116. Покажите, что центр окружности совпадает с се­
рединой отрезка АВ.

117. Постройте сначала треугольник по серединам его
сторон; затем проведите диагональ пятиугольника и вос­
пользуйтесь результатом задачи 50.
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118. Искомая точка является точкой пересечения от­
резков, параллельных диагоналям четырехугольника;один
такой отрезок построен в задаче 15.

119. Отразив биллиард относительно одного из бортов,
рассмотрите, во что перейдет при этом траектория шара;
после ряда последовательных отражений траектория долж­
на превратиться в отрезок прямой (ср. задачу 249а)).

120. Обозначив угол АВС через а, покажите, что точ­
ка ) определяется из условия:

д ВСВ= >.
121. Воспользуйтесь тем, что центр тяжести делит ме­

диану в отношении | 2, а средняя линия делит медиану
пополам.

122. Произведите поворот одной из окружностей на
60° вокруг данной точки.

123. Взяв на большей стороне АС треугольника АВС
такую точку О, что АР = АВ (АВ — менышая сторона),
покажите, что ВР = ОС.

124, Постройте сначала середину стороны, противоле­
жащей данной вершине.

125. Построив прямоугольный треугольник с катетом
АС, равным данной высоте, и гипотенузой АВ, равной ме­
диане, найдите на гипотенузе точку М, для которой
АМ МВ =2 1. Затем из М, как из центра, проведите
окружность радиуса АМ. Если р — точка ее пересечения
с прямой ВС, то АР — основание искомого треугольника.

126. Покажите, что прямые, соединяющие центры вне­
вписанных окружностей, проходят через вершины данного
треугольника и перпендикулярны его биссектрисам.

127. Если АВС — искомый треугольник и Р, О, Ю—
данные точки, то прямые АР, ВО, СЮявляются биссектри­
сами треугольника РОМ (ср. задачу 48). Иначе говоря,
вершины искомого треугольника являются серединами
дуг РО, ОК, ЮР.

128. Докажите предварительно, что описанная окруж­
ность делит пополам отрезок, соединяющий центры впи­
санной и вневписанной окружностей.

129. а) Опустим из точки В перпендикуляр на прямую
№ и продолжим его до пересечения с прямой[, в точке С;
из этой точки опустим перпендикуляр на прямую Ци,
продолжив. его до пересечения с прямой [., получим точ­
ку О. Докажите, что треугольник ВСО — искомый.
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6) Постройте середину стороны, противолежащей вер­
шине В, и воспользуйтесь задачей 115. в) Воспользуйтесь
идеей задачи а) и результатом задачи. 48.

130. а) Продолжим сторону АС за вершину А на отре­

зок АР = АВ. Легко видеть, что Х АОДВ=-- Х ВАС.
Задача сводится, таким образом, к стандартной задаче
о построении треугольника по двум сторонам и углу против
одной из них. Аналогично решаются задачи в) д) ж).

6) Заметим, что вершина А лежит на перпендикуляре,
проведенном к отрезку ВО через его середину (обозначения
предыдущей задачи). Аналогично решается и задача е).

3) Докажите, что если в треугольнике АВС на стороне
АС выбрана такая точка Ё, что АЕ = АВ, то ХСВЕ =

В— С
5—. Аналогично решается задача г).

и) Воспользуйтесь тем, что биссектриса В, пересекает
описанную окружность в той же точке, что и перпенди­
куляр, проведенный к стороне а через ее середину.

к) Если АВС — искомый треугольник и р — основание
биссектрисы В, то, как известно, АД:ВВ = АС СВ =
= а. Поэтому, если точка А описывает окружность
радиуса 6 с центром в точке С, то точка Р также описы­
вает некоторую окружность (гомотетия с коэффициентом

ть и центром В); с другой стороны, СО ==В,— отрезок
данной длины.

л) Воспользовавшись основным свойством медиан тре­
угольника, примените метод подобия (ср. задачу к)).

м) При исследовании достройте треугольник до парал­лелограммасосторонамиа и6.
н) Воспользуйтесь основным свойством медиан тре­

угольника.
о) Постройте сначала треугольник АСО, где О — се­

редина стороны ВС.
п) Достроив треугольник до параллелограмма, дока­

——

2 2 2
жите, что в треугольнике со сторонами —5-ра, —5-в» -5- №

1 1 1

медианы равны—- а, —- 6, —5С.

131. Таких прямых, вообще говоря, три; это — средние
линии треугольника, вершины которого находятся в дан­
ных точках.
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132. Решите предварительно следующую задачу: чёрез
данную точку провести прямую, отсекающую от данного
угла треугольник данной площади. Задача сводится к по­
строению отрезков а и 6, удовлетворяющих уравнениям

ай: + 61, = 25, абзта 25,
где й, и й, — расстояния данной точки от сторон данного
угла о, ааи 6 — отрезки, отсекаемые искомой прямой от
сторон угла.

133. Докажите, что прямая, делящая периметр тре­
угольника пополам, делит площадь пополам в том и только
в том случае, когда она проходит через центр вписанной
окружности. Воспользуйтесь построением предыдущей за­
дачи.

134. В случае, когда даны стороны АВ и АД и углы
В и О, рассмотрите четырехугольник, симметричный
искомому относительно диаметра АО вписанной окруж­
ности; в случае, если даны углыА и В (или Аи), решение
очевидно.

135. а) 1°: стороны смежные. В этом случае постройте
сначала треугольник, две стороны которого совпадают
с данными сторонами четырехугольника, а третья сторона
равна его диагонали.

2°: стороны противолежащие. Если АВСР — искомый
четырехугольник, АВ и СР — данные стороны, то построй­
те отрезок ВМ, равный и параллельный отрезку АС. Тре­
угольник ВОМ можно построить, так как известны две
его стороны и угол между ними.

6) 1°: углы прилежат к одной стороне, например,к сто­
роне ВС. Проделав построения п.2’ задачи а), заметим,
что углы СВА и ВСМравны. Точка С строится теперь как
пересечение дуг двух сегментов.

2: даны противолежащие углы. Построим на диагонали
дуги двух сегментов, вмещающих эти углы, и одну из дуг
перенесем на расстояние 4, в направлении этой второй
диагонали (которое задается углом между диагоналями).

Рассмотрите точку пересечения сдвинутой и несдвигав­
шейся дуг.

в) 1°: угол прилежит к стороне. В этом случае реше­
ние очевидно. 2: даны угол ВСО и сторона АВ. Восполь­
зуйтесь построением п.2” задачи а).

136. Постройте на стороне АД точку В”, симметричную
вершине В относительно диагонали АС; рассмотрите тре­
угольник В’ОС.
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137. При помощи параллельного переноса всех данных
элементов в одну из вершин задача сводится к следующей:

Даны четыре концентрические окружности. Провести
такую прямую, чтобы ее отрезок, заключенный между пер­
вой и второй окружностями, был равен отрезку между
третьей и четвертой окружностями.

Для решения этой задачи примените метод подобия.
(ср. задачу 181).

138. Воспользуйтесь тем, что сумма симметрий отно­
сительно прямых Д, [,,..., /, переводит точку А, в себя.
Например, пусть 4,4., ..., А, — искомый п-угольник и
В, — какая-то точка плоскости. Отразив отрезок А.В,
последовательно от прямых/, [., ..., [„, мы получим отрезки
А.В., ....А„В„, А.В„-+:. Тогда точка А, лежит на перпен­
дикуляре, восставленном к отрезку В.В „+, вего середине.

139. Искомых прямых две. В трапеции с основаниями
АБ и ВС одна из них проходит через точки пересечения
диагоналей с медианами треугольников АСО и АВО, про­
веденными к стороне АО. Вторая проходит через точки
пересечения диагоналей с медианами треугольников АВС
и ОВС, проведенными к стороне ВС.

140. Воспользуйтесь тем, что из всех треугольникев
с данным основанием и данной площадью наименьший
периметр имеет равнобедренный треугольник.

141. Пусть точка В’ симметрична точке В относительно
прямой ОМ. Покажите, что для искомой точки Х справед­
ливо равенство:

д В’ХА = 180° — 2 { МОМ.

142. Пусть В — данная вершина квадрата АВСО,а ЕЁ,
Е — данные точки на прямых АБ и СО. Построим на от­
резке ЕЛ,как на диаметре, окружность и обозначим через К
отличную от О точку ее пересечения с прямой ВР. До­
кажите, что дуги ЕК и ЕЁ равны.

143. На отрезке АВ постройте дуги сегментов, вмещаю­
щие углыаи В, и первую дугу сдвиньте на данное расстоя­
ние в данном направлении. Рассмотрите точку пересечения
новой дуги со второй из ранее построенных дуг.

144. Постройте сначала треугольник со сторонами, пер­
пендикулярными сторонам данного треугольника, и такой,
что только две его вершины лежат на сторонах данного
треугольника.
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145. а) Построение очевидно; задача имеет до четырех
решений.

6) Пусть О — проекция центра данной окружности на
данную прямую. Постройте квадрат, гомотетичный иско­
мому, чтобы точка О являлась серединой его стороны, ле­
жащей на данной прямой.

146. Пусть точка А’ симметрична точке А относительно
данной прямой. Докажите, что прямая ВМ касается окруж­

ности радиуса К = > АА’ с центром в точке А’
147. Воспользуйтесь методом задачи 145 6).
148. Докажите предварительно, что если перемещать

вершину В треугольника АВС параллельно основанию
АС и сохранять при этом неизменной высоту прямоуголь­
ника, то длины диагонали и основания вписанного прямо­
угольника также не будут изменяться.

149. Построим касательную к дуге данного сегмента,
образующую угол в 30° с его основанием; через точку ка­
сания проведем радиус до пересечения в точке А с основа­
нием сегмента. Докажите, что точка А — вершина иско­
мого треугольника.

150. Воспользуйтесь методом задачи 142.
151. Решите вспомогательную задачу: даны два луча

и точка А. Провести через данную точку прямую, пересе­
кающую лучи в точкахВ и С, так, чтобы отношение отрез­
ков АВ и ВС было заданным. При решении воспользуйтесь
гомотетией с центром А.

152. Воспользуйтесь теоремой:
Если фигура ЕЁизменяется, оставаясь подобной сама

себе, так, что три прямые [, т, п этой фигуры, не прохо­
дящие через одну точку, проходят все время через три не­
подвижные точки, то каждая прямая фигуры Ё проходит
все время через неподвижную точку, а каждая точка фи­
гуры описывает окружность.

Доказательство этой теоремысм. [45], т. П, стр. 196.
153. Докажите, что если отбросить требование располо­

жения точки А на данной прямой, то множество всевоз­
можных положений вершины А представляет собой окруж­
ность, концентричную с данной. Для доказательства вос­
пользуйтесь тем, что аналогичное утверждение можно
сделать относительно вершины В.

154. Докажите, что одна из вершин треугольника не­
пременно должна совпадать с вершиной параллелограмма.
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Если А — эта вершина треугольника и т п — отношение
сторон, сходящихся в вершине 4, то с центром в какой­
либо вершине М параллелограмма ММ№МРОсовершите по­
ворот на угол А и гомотетию с коэффициентом т: п. При
этом сторона МР перейдет в прямую М№”Р”.Покажите, что
точка пересечения прямых М№"Р”и РО является вершиной
искомого треугольника.

155. Покажите предварительно, что стороны любого
треугольника АВС являются биссектрисами внешних углов
в треугольнике, вершинами которого служат основания
высот треугольника АВС(ср. задачу 48). Для возможности
решения данные прямые должны образовывать остро­
угольный треугольник.

156. Рассмотрите более общую задачу: в данную окруж­
ность вписать п-угольник,^ идущих подряд сторон которого
проходят через ^ данныхточек, а остальные стороны имеют
известные направления. Примените индукцию по числу ^.

157. Пусть А,4....А, — искомый многоугольник, М.,
МЬ, ..., М, — данные центры р-угольников. Совершим по­
следовательные повороты с центрами М, М., на угол2 5
# >. Тогда точка А, после всех этих поворотов перейдет
в себя. Например, если В, — произвольная точка, то отре­
зок А,В, перейдет при первом вращении в А.В», этот отре­
зок перейдет при втором вращении в А.В. и т. д., пока,
наконец, мы не получим отрезка А„В„. Этот отрезок при
последнем повороте перейдет в отрезок А.В „+... Докажите,
исходя из этого, что вершина А, лежит на перпендикуляре,
проведенном к отрезку В.В „+, через его середину.

158. Впишите в один из углов треугольника, например
в угол ВАС, произвольную окружность; постройте вторую
окружность такого же радиуса, касающуюся первой окруж­
ности и стороны АС; затем проведите касательную к этой
новой окружности, параллельную стороне ВС. Пусть Е —
точка касания; проведите прямую АР и обозначьте через 2)
точку ее пересечения состороной ВС. Совершите гомотетию

АР
с центром в точке А и с коэффициентом Р = ЛЕ.

159. Рассмотрите вспомогательную задачу в простран­
стве: через три точки, данные в гранях прямого трехгран­
ного угла (по одной точке на грани), проведена плоскость.
Построить стороны треугольника, образующегося при пе­
ресечении этой плоскости с гранями угла.
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Данная задача является как бы «проекцией» этой вспо­
могательной задачи.

160. Постройте вспомогательный угол, стороны кото­
рого параллельны сторонам данного угла, отстоят от них
соответственно на равных расстояниях и пересекаются в
пределах чертежа.

161. Достройте треугольник АВС до параллелограмма
АВСО и постройте медиану треугольника ВСР.

162.Заметим,что-- 54°=18°= >. 36° [90°—542).
Если предварительно требуется построить угол 54°, то
можно воспользоваться построением правильного вписан­
ного десятиугольника.

163. Воспользуйтесь тем, что сторона правильного ше­
стиугольника равна радиусу описанной окружности (при

удвоении данный отрезок яв­
ляется радиусом такой ок­
ружности). Процесс деления
отрезка пополам показан на
рис. 10. Здесь АС = ЗАВ,
Х —середина отрезка АВ.

164. Предварительно уве­
личьте данный отрезок в п
раз, для чего воспользуйтесь
методом предыдущей задачи.

165. Воспользуйтесь тем,
что прямая, соединяющая

Рис, 10, точку пересечения диагона­
лей трапеции с точкой пере­

сечения боковых сторон, делит оба основания пополам.
166. С помощью двусторонней линейки удобно строить

ромбы;
а) воспользуйтесь тем, что диагонали ромба являются

биссектрисами его углов;
6) воспользуйтесь тем, что диагонали ромба перпен­

дикулярны, и постройте некоторый квадрат. Используя
квадрат, можно строить перпендикуляр к любой прямой.

в) воспользуйтесь задачей 6) и задачей 165.
167. Воспользуйтесь методом задачи 165 и следующей

теоремой:
если в параллелограмме АВСО точка М лежит на от­

резке АД, причем АМ - п = АР,и прямые ВМи АСпере­
секаются в точке №, то АМ (п- 1) = АС.
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При доказательстве этой теоремы используйте метод
математической индукции или результат задачи 90.

168. Постройте прямоугольник, вписанный в данный
круг. Затем, пользуясь указанием к задаче 165, на данной
прямой постройте отрезок, середина которого известна.
Наконец, постройте прямую, параллельную данной.

169. Воспользуйтесь, например, следующей теоремой:
если на плоскости даны две прямые [,,[› и точка Р, не
лежащаяна них, и если из точки Р проведены три прямые,
пересекающие данные прямыев точках А и С, соответствен­
но, В и О, соответственно Е и РЁ,то точки пересечения
прямых АД и ВС,ВЕ и РА,[1 и [5 лежат на одной прямой.

Доказательство теоремы см. [45] т. П, стр. 369.
Можно также воспользоваться результатом задачи 98.

170. Воспользуйтесь тем, что три высоты треугольника
пересекаются в одной точке.

8 6. Задачи на построение.
|. Окружности

171. Рассмотрите треугольник с вершинами в данных
точках и его вписанную окружность.

172. Воспользуйтесь гомотетией с центром в данной
точке.

173. Докажите, что при любом положении точки М
на данной дуге АВ биссектриса угла АМВ проходит через
середину дополнительной дуги; биссектриса искомого угла,
кроме того, делит хорду АВ в данном отношении.

174. Произведите гомотетию с центром в данной точке

и с коэффициентом рассмотрите точку пересеченияо )

исходной и полученной окружностей.
175. Пусть ОА, ОВ — данные радиусы; отложим на

прямой АВ отрезок ВС = АВ и обозначим через Х точку
пересечения окружности с прямой ОС. Искомая. прямая
параллельна АВ и проходит через точку Х.

176. Постройте окружность О’, равную данной окруж­
ности и пересекающую прямую / в точке М под данным
углом а.

Покажите, что центр искомой окружности лежит на
перпендикуляре к линии центров ОО’, проведенном через
середину ОО’

177. Пусть О — центр окружности, вписанной в дан­
ный треугольник АВС, У, У., Хз,— окружности, вписан­
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ные в треугольники АОВ, ВОС, СОА. Проведите общие
внутренние касательные этих окружностей и покажите,
что каждая из искомых окружностей касается двух из
этих касательных.

178. а) Постройте окружность, симметричную одной из
данных окружностей относительно точки их пересечения:

6) Постройте на отрезке, соединяющем центры данных
окружностей, как на гипотенузе, прямоугольный тре­
угольник с катетом, равным половине данной суммы.

в) Отразив меньшую окружность относительно точки
пересечения, примените метод задачи 6).

179. Отразите одну из сторон данного угла относительно
перпендикуляра к данной прямой, проходящего через точ­
ку О.

180. Задача сводится к построению треугольника по
стороне, противолежащему углу и разности двух других
сторон (см. задачу 130, д)).

181. Примените гомотетию меньшей окружности с цент­
ром в любой точке внешней окружности и с коэффициентом

1 >

5, рассмотрите точку пересечения среднеи окружности
с образом менышей окружности.

182. Постройте сначала любую окружность, вписан­
ную в тот из углов, образованных данными прямыми,
в котором лежит данная точка. Воспользуйтесь тем, что
искомая окружность гомотетична построенной.

183. Сведите задачу к предыдущей, рассмотрев две пря­
мые, параллельные данным (соответственно) и отстоящие
от них на расстоянии, равном радиусу данной окружности.

184. Решите предварительно задачи:
1°. Построить окружность, проходящую через две дан­

ные точки и касающуюся данной окружности.
2°. Построить окружность, проходящую через данную

точку. и касающуюся двух данных окружностей.

8 7. Прямые и плоскости в пространстве

185. Выберите из данных прямых любые две и рассмот­
рите положение любой прямой относительно этой пары.

186. Докажите, что проекции отрезков АВ, АС, АБ
на плоскость треугольника ВСР будут высотами этого
треугольника.

187. Запишите условие задачи и воспользуйтесь тем,
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что у двух скрещивающихся прямых имеется единст­
венный общийперпендикуляр.

188. Перенесите начала всех лучейв одну точку плос­
кости и рассмотрите проекцию первого луча.

189. Верно.
190. Имеется семь таких плоскостей: четыре плоскости,

отделяющие по одной точке от остальных, и три плоскости,
разделяющие точки на равные группы.

191. Разбейте четырехугольник диагональю на два тре­
угольника и примените теорему о плоских углах двугран­
ного угла.

192. Спроектируйте путь луча на любую грань и дока­
жите, что проекция прямого и отраженного лучей парал­
лельны.

193. Все такие прямые касаются цилиндра, осью кото­
рого служит данная прямая.

194. Проведите пару параллельных плоскостей, каж­
дая из которых проходит через одну из данных прямых,
и рассмотрите прямые т и л, по которым эти плоскости
пересекаются с данной плоскостью Р. Выберите отрезок
данной длины, концы которого лежат на прямых [1и [..
Искомый отрезок должен быть параллелен выбранному.
Задача имеет не более двух решений.

195. Нельзя: проекции могут быть расположеныв пло­
скости, перпендикулярной обеим данным плоскостям; рас­
сматриваемая линия будет лежать в этой плоскости и
может не быть прямой.

196. Спроектируйте ребро эВ трехгранного угла
эАВС на плоскость $АС; обозначив проекцию через $Н,
покажите, что хотя бы один из углов АФН и Н5Сне пре­
восходит 90° Если таким углом является угол АЗН, то
проведите через точку © плоскость, перпендикулярную
ребру ЗА.

197. Искомая плоскость проходит через прямую, по
которой одна из граней данно­
го двугранного угла пересекает­
ся с плоскостью, симметричнойдругойграниотносительнодан-<—
нойпрямой. \­198.— Наименьшеечисло
звеньев заузленной ломаной
равно шести. Покажите, что ло­
маная, имеющая пять звеньев Рис. 11.
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и изображеннаяна рис.11, не может быть пространственной.
199. а) Покажите сначала, что найдутся четыре верши­

ны (или три последовательные стороны) пятиугольника,
лежащие в одной плоскости.

6) Возьмите правильный 2А-угольник и его вершины
поднимите через одну на одну и ту же высоту над плос­
костыо этого 2^А-угольника.

в) (2А -- 1)-угольники получаются перегибанием (по
пунктирам) фигуры, получающейся после добавления к
прямоугольнику с отношением сторон 1 (®— 2) пяти­
угольника, все стороны которого равны, а угол при одной
из вершин равен 90° (см. рис. 12).

200. Пусть АСЕ правильный треугольник, В’О’Е’ —
треугольник, получающий­
ся из АСЕ параллельным
переносом на вектор, пер­
пендикулярный плоскости
треугольника АСЕ; пусть,
наконец, ВОР — треуголь­

Рис. 12. ник, получающийся пово­
ротом В’О’Ё’ в его плос­

кости вокруг центра этого треугольника. Вектор переноса
н угол поворота подберем так, чтобы выполнялось равен­
ство: АД = АЕ.Тогда шестиугольник АВСРЕР — искомый.

201. Если АВСРЕЕСН — восьмиугольник с равными
диагоналями, то тетраэдр АСЕС правильный, так же как
ВОЕН; покажите, что тогда остальные диагонали не могут
все быть равными ребрам этих тетраэдров.

рмом0аоо«0в раз»чарЧоОр«5Фчи

$ 8. Многогранники

202. Не существует.Указание. Возьмитесечение,
параллельное любому ребру многогранника и пересекаю­
щее все ребра, имеющие общую вершину с этим ребром.

203. Наибольшее число сторон — шесть. Так, шесть
сторон имеет сечение, параллельное грани октаэдра и про­
ходящее посредине между этой и противоположной гранями.

204. Треугольник, квадрат, шестиугольник.
205. Покажите сначала, что многогранник, составленный

из семи ребер, может иметь только треугольные грани.
206. Примером многогранника с 2и ребрами может слу­

жить И-угольная пирамида; многогранник с 27 + 1 реб­
рами получается из (и — 1)-угольной пирамиды, если на
любую боковую грань поставить тетраэдр.
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207. Рассмотрите диагональные сечения параллеле­
пипеда.

208. Докажите, что обозначив через Г, Р, В число

граней, ребер и вершин многогранника, мыимеем в<-—
а если каждая грань имеет более пяти сторон, то Р > 3 Г.
Выведите отсюда, что Г — Р + В < 0, и воспользуйтесь
теоремой Эйлера о многогранниках (см. [47], стр. 97).

209. Выберите в каждой грани по одной точке, соеди­
ните эти точки с вершинами граней и подсчитайте сумму
углов полученных треугольников. Для преобразования
полученного выражения воспользуйтесь теоремой Эйлера
о многогранниках.

210. Воспользуйтесь тем, что точки биссекторной плос­
кости двугранного угла равноудаленыот его граней.

211. Докажите, что все плоские углы данного трехгран­
ного угла не могут быть одновременно острыми или одно­
временно тупыми. Покажите далее, что каждая грань
шестигранника имеет по крайней мере два равных плоских
угла.

чо И?
212. —5.
213. Этого утверждать нельзя. Указание. Рас­

смотрите две пирамиды с общим основанием и равными
высотами (и, значит, имеющие равные объемы}; при этом
одну из пирамид возьмите прямой, а другую — «сильно
наклоненной».

214. Эти сечения представляют собой параллелограммы
с периметром, равным удвоенной длине ребра тетраэдра.

215. Если АВСО — тетраэдр и точки Е, Е, С лежат на
ребрах АВ, АС, АД (соответственно), то можно показать,
что площадь треугольника ЕЁО меныше площади одного
из треугольников АЕС и СЕС. (Все три треугольника
имеют общее основание.) Если этим треугольником являет­
ся Л СЕС, то применим к нему аналогичное рассуждение,
и Т. Д.

216. Пусть Е — середина ребра АВ тетраэдра АВС.
Покажите, что плоскость СРЕ делит объем тетраэдра на
две равные части, причем она проходит через середины
ребер СР и АВ; рассмотрите, как изменяются объемы
при повороте этой плоскости.

217. Искомых сечений бесконечно много и все они па­
раллельны плоскости, проходящей через прямые, по ко­
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торым пересекаются противоположные грани данного четы­
рехгранного угла.

218. Примените обычную теорему Пифагора.
219. Воспользуйтесь тем, что расстояние от вершины

куба А до прямой [, проходящей через его центр О, равно
произведению длины ОА на синус угла, образованного
лучом ОА и прямой [{. Для исследования суммы квадра­
тов синусов этих углов воспользуйтесь теоремой коси­
нусов.

220. Ю> 2. Указание. Для доказательстване­
обходимости этого условия используйте теорему о плоских
углах трехгранного угла; для доказательства достаточ­
ности постройте пирамиду с основанием А.Д....А, и
высотой й = Е? — 2Юг (г и Ю— радиусы малой и боль­
шой окружностей).

221. Рассмотрите развертку тетраэдра на плоскость АВС.
222. х = 90°.
223. Существует бесконечно много таких многогран­

ников; в качестве примера укажем многогранник, полу­
чающийся, если два наклонных параллелепипеда с равными
основаниями поставить один на другой.

224. Воспользуйтесь тем, что любая плоскость, про­
ходящая через центр параллелепипеда, делит его объем
пополам (и обратно).

225. Докажите сперва это равенство для случая, когда
боковые ребраа, 6, с удовлетворяют условию а = 6 = с ==

296. Воспользуйтесь соотношениемх + В+ < 2ж ире­
зультатом задачи 36.

227. Проведите плоскость, параллельную двум проти­
воположным ребрам тетраэдра, и перемещайте ее, остав­
ляя параллельной самой себе, наблюдая за изменением
отношения сторон получающегося в сечении параллело­
грамма. Найдите связь между углом. этого параллелограм­
ма и углом между противоположными ребрами.

228. Совместите равные (по трем сторонам) грани рас­
сматриваемых пирамид.

229. Воспользуйтесь теоремой, приведенной в указании
к задаче 167.

230. Либо все три плоских угла трехгранного угла @
равны, либо найдутся два плоских угла, сумма которых
меньше 180°. В первом случае сечение АВС следует про­
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вести так, чтобы треугольник АВС был правильным; во
втором случае (считая, что ХАОВ =а, ВОС =В, «+ В<
< 180°, где О — вершина угла @) следует провести сечение
АВС, для которого справедливы соотношения: СОВА = В,ОВС = ч.

231. Спроектируйте многогранник на плоскость, пер­
пендикулярную любому его ребру, и воспользуйтесь ре­
зультатом задачи 283.

8 9. Поверхности и тела вращения

232. Искомое расстояние равно -- г, где г — радиус
вписанного шара.

233. Воспользуйтесь равенством касательных, прове­
денных из одной точки к данному шару.

234. Рассмотрите треугольные пирамиды, имеющие
основаниями грани данного тетраэдра и вершинами — центр
описанной сферы.

235. Воспользуйтесь тем, что все эти касательные пер­
пендикулярны радиусу, проведенному в точку касания.

236. Таких сфер можно провести либо 5, либо 6, либо 7,
либо 8; например, 5 сфер возможныв случае, если плоско­
сти образуют правильный тетраэдр; вообще говоря, будет
8 сфер.

Указание. Рассмотритечасти, на которые4 плос­
кости разбивают пространство; докажите, что из двух ча­
стей, не примыкающих друг к другу ни одной точкой, толь­
ко одна может содержать требуемую сферу.

237. Таких сфер может быть не больше 16; количество
их зависит от того, скольким октантам принадлежат точки
данной сферы. Так, если данная сфера целиком лежит в
первом октанте, то существуют всего две сферы — одна из
них касается данной сферы снаружи, другая — изнутри.
Если же, например, центр данной сферынаходится в общей
точке всех плоскостей, то существует 16 требуемых сфер —

по две в каждом октанте. \р |
238.ф=2 агсс0$ Вт"
239. Воспользуйтесь тем, что объем рассматриваемого

тела болыше объема конуса с полукруглым основанием
и с вершинойв точке АД;с другой стороны,этот объем-меньше
половины объема цилиндра с полукруглым основанием и
образующейАВ.
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240. Сначала докажите, что две оси вращения тела
всегда пересекаются (для этого можно использовать идею
указания к задаче 41). Затем покажите, что точка пересе­
чения осей вращения является центром симметрии фигуры,
причем все ее точки удаленыот этого центра на одинаковое
расстояние.

241. Рассмотрите сечение, имеющее наиболыний диа­
метр, и все сечения, проходящие через диаметр этого наи­
большего сечения.

242. Сторонысферического треугольника лежатна боль­
ших кругах, которые разбивают сферу на три пары сфе­
рических двуугольников; воспользуйтесь тем, что в пере­
сечении этих двуугольников образуются два симметричных
(и, следовательно, равновеликих) сферических треуголь­
ника.

243. Воспользуйтесь результатом предыдущей задачи.
244. Докажите предварительно, что площадь поверх­

ности, образующейся при вращении ломаной длины ь во­
круг прямой, проходящей через ее конец, не превосходит

1 о

д" @; далее разбейте данную ломаную на две ломаных
равной длины.

8 10. Задачи на наибольшие и наименьшие значения

245. Отразите точки А и В относительно сторон угла
ОМ и ОМ (соответственно). Искомая ломаная должна при
этом перейти в отрезок прямой. ,

246. Кратчайшим путем является ломаная ОАВСО.
Указание. Для доказательства опустите из точки О
перпендикуляры ОР, ОЕ, ОЁ на стороны ВС, АС, АВ и
докажите, что имеют место неравенства:

ОА > ОС> ОВ, ОА — АЕ < ОС — СЕ < ОВ — ВО.

247. В случае, когда три данные точки А, В, С обра­
зуют прямоугольный или тупоугольный треугольник, иско­
мый круг имеет диаметром наибольшую сторону этого тре­
угольника.

В случае, когда треугольник АВС — остроугольный,
искомый круг описан около него.

248. Воспользуйтесь «методом отражения» (см. задачи
245, 119). Применив этот метод, получим, вообще говоря,
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три ломаные (по числу возможных способов отраже­
ния); из этих ломаных нужно еще выбрать наикрат­
чайшую.

249. Если прямые [Ги АВ параллельны, то решение
задачи а) существует: искомая точка лежит на перпенди­
куляре, проведенном к отрезку АВ через его середину;
решения задачи 6) в случае [ || АВ не существует.

Если прямые / и АВ перпендикулярны, то решения
задачи а) не существует, а задача 6) имеет решение: иско­
мая точка лежит на прямой [. Во всех остальных случаях
обе задачи имеют решение.

250. Это — прямая, для которой данная точка и осно­
вание перпендикуляра, опущенного на нее из вершины
угла, симметричны относительно середины отрезка, высе­
каемого прямой на сторонах данного угла.

251. Отразите данную точку относительно обеих сто­
рон угла; контур искомого треугольника должен перейти
при этом в отрезок прямой(ср. задачу 245).

252. Все стороны треугольника видныиз искомой точки
под углом 120° (если такая точка лежит внутри треуголь­
ника). В противном случае искомой точкой является вер­
шина тупого угла.

253. Построим на противоположных сторонах квадрата
АВСО равнобедренные треугольники АВМ и СБМс углом
при вершине 120°; соединим вершины этих треугольников
отрезком ММ№.Тогда отрезки АМ, МВ, ММ, СМ, ЭМ
образуют искомую сеть.

254. Опустите из центров окружностей перпендикуляры
на секущую и рассмотрите образовавшуюся прямоуголь­
ную трапепию. Наибольшая секущая параллельна линии
центров; наименьшая секущая является или продолжением
общей хорды, или касательной к большей из окружностей.

255. Решите вспомогательную задачу: через данную
точку внутри угла провести прямую, отсекающую от угла
треугольник наименышей площади; покажите, что отрезок,
высекаемый сторонами угла на искомой прямой, делится
в данной точке пополам.

256. Воспользуйтесь идеей указания к задаче 69. Для
проведения требуемой окружности постройте прямую,сим­
метричную данной прямой/ относительно оси симметрии
отрезка ММ.

257. Покажите, что каждая сторона искомого треуголь­
ника должна быть параллельна касательной, проведенной
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к соответствующей окружности в противоположной вер­
шине. Покажите далее, что ортоцентры (точки пересечения
высот) всех таких треугольников совпадают с общим цен­
тром данных окружностей.

258. а) Рассмотрите отдельно случаи, когда точки А
и В лежат по разные стороныот данной прямой и по одну
сторону от нее.

6) Рассмотрите отдельно случаи, когда вершина А
лежит внутри тупого угла, образованного данными пря­
мыми, и внутри острого угла; рассмотрите также случаи,
когда данные прямые параллельны или перпендикулярны.

в) Рассмотрите отдельно все возможные случаи взаим­
ного расположения данных прямых; в случае, когда все
прямые попарно пересекаются, рассмотрите случаи, когда
образованный ими треугольник ХУостро-, прямо- или
тупоугольный. В первом случае вершинами искомого тре­
угольника являются основания высот треугольника ХУЙ.

259. Искомые точки образуют правильный треугольник,
вписанный в окружность, концентричную данной, вдвое
меньшего радиуса. ”

Указание. Данная задача эквивалентнаследую­
щей: покрыть круг тремя равными кругами возможно мень­
шего радиуса.

260. Искомый треугольник — правильный. У каза­
ние. Задача равносильна следующей: из всех треуголь­
ников, вписанных в данную окружность, найти тот, у ко­
торого сумма квадратов расстояний от центра окружности
до сторон минимальна.

261. Искомые хордыобразуют равные углыс диаметром,
проходящимчерез данную точку. У казание. Обозна­
чив через и и и расстояния от центра окружности до хорд,
сведите задачу к отысканию наиболышей величины произ­
ведения и.о; воспользуйтесь при этом тем, что и? -- 92 =
= 4?, где 4 — расстояние от центра окружности до дан­
НОЙ ТОЧКИ.

262. Искомой точкой является центр тяжести треуголь­
ника. Указание. Найдите связь между суммойАМ?-­
-- ВМ? + СМ*® (М — центр тяжести треугольника)
и суммой АМ - В№ -- С№ (№ — любая точка плоско­
КОСТИ).

263. Докажите, что сторона искомого квадрата парал­
лельна. стороне шестиугольника.
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264. Проведите три главные диагонали шестиугольника
и воспользуйтесь неравенствами треугольника (ср. за­
дачу ХХШ. П.Т 1.).

В случае пятиугольника соедините его центр с верши­
нами и, предположив, что точка М находится в одном из
образовавшихся треугольников, примените ту же идею.

265. Воспользуйтесь тем, что из всех треугольников
данного периметра с данным основанием наибольшую пло­
щадь имеет равнобедренный.

266. Наибольшая боковая поверхность равна 2а?.
Указание. Обозначивстороныпараллелепипедачерез
х, у, 2и имея в виду, что х? -|- у? -{ г? = а?, найдите мак­
симум выражения $ = ху -- х2 -- уг (см. задачи 36, 37
раздела А).

267. Наибольшую площадь имеет сечение с прямым
углом при вершине.

268. Через ребро МА трехгранного угла @ и точку О
проведем плоскость; пусть МР — прямая, по которой эта
плоскость пересекается с гранью ВМС угла @. Взяв на
луче МВ произвольную точку, проведем через нее прямую
[- отсекающую от угла ВМС треугольник наименьшей
площади (см. указание к задаче 255). Тогда искомая плос­
кость должна высекать из угла @ треугольник, сторона
которого, лежащая в плоскости ВМС, параллельна .

Выведите отсюда, что искомая плоскость пересекает
угол @ по треугольнику, для которого точка О является
центром тяжести.

3 11. Разные задачи

269. Не могут.

270.а)ЕО +1; бии— 1+2;
в) на любое число частей, большее2.

Указание. При доказательствеформул а), 6) вос­
пользуйтесь методом математической индукции.

271. Покажите, что два различных прямоугольника
могут пересекаться не более чем в восьми точках.

272. Прежде всего разбейте на такие треугольники пря­
моугольник. Затем сетью горизонтальных и вертикальных
прямых разбейте плоскость на попарно неравные и не­
подобные прямоугольники; для этого достаточно, например,
чтобы расстояние между любыми двумя горизонтальными
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прямыми было несоизмеримо с расстоянием между любыми
двумя другими горизонтальными прямыми и несоизмеримо
с расстоянием между любыми двумя вертикальными пря­
мыми; для вертикальных прямых должно выполняться
такое же условие.

273. Из двух треугольников сложите параллелограмм,
а из параллелограммов — полосу; из двух четырехуголь­
ников сложите центрально-симметричный шестиугольник,
приложив их равными сторонами; из центрально-симметрич­
ных шестиугольников сложите «ступенчатую полосу», при­
кладывая их по определенной паре противоположных
сторон.

— ИИ 3__
274. п-угольник разобьется на и Пи и 3"12)24

частей. Указание. Воспользуйтесьметодом матема­
тической индукции.

275. Не могут. Указание. Обе точки пересечения
окружностей С,, С, (точки А и В) лежат на одной прямой
с центром О окружности С., причем ОА. ОВ = КЗ, где
Ю.— радиус окружностиС..

276. Вообще говоря, неверно. Например, возьмем точки
А. А,, А,, А., А., как это показано на

Аз рис. 13, и положим а = 180°.
277. Докажите следующую лемму:

если данная ломаная не имеет хорды
длины а, параллельной прямой АВ, и
не имеет хорды длины 6, параллельной

Ау прямой АВ, то она не может иметь
хорды длиныа -- 6, параллельной пря­

А2 мой АВ. Далее, примените эту лемму,
А

Рис. 13. положив а = в = 5.
278. Не обязательно, если допустить, что на одной сто­

роне ромба могут лежать две вершины прямоуголь­
ника.

279. Верно.
280. Докажите, что если расстояние между двумя точ­

ками многоугольника равно его диаметру, то обе эти точки
являются вершинами многоугольника.

281. Обратное отражение произойдет при любой вели­
чине угла «, причем прямое и обратное направления бу­
дут параллельны.
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282. Покажите, что площадь такого многоугольника
может быть сделана как угодно малой (например, меньше
0,001 см?). При этом, конечно, многоугольник не будет
выпуклым.

283. Выделите какую-либо сторону данного многоуголь­
ника и рассмотрите примыкающие к ней многоугольники
разбиения. Стороны. этих многоугольников, противопо­
ложные выбранной стороне, параллельныей; к этим много­
угольникам вдоль рассматриваемых сторон примыкают
новые многоугольники,ит. д.

Построенная цепочка параллельных отрезков заканчи­
вается, очевидно, некоторой стороной исходного много­
угольника.

284. Таким многоугольником является, например, пра­
вильный 12-угольник.

285. Равенство треугольников не обязательно. Так,
если стороны одного треугольникаравны 1, а, а?, а стороны
другого — а, а*, а3 иа == 1, то равенство не имеет мес­
та. При этом, однако, необходимо выполнение условий

1<а<а-|,т.е. 1<а<ИВ,
а< |, т.е.о<а<8.

286. Наибольшее число сторон равно 03 =

или условий 1 < а?-1а,

п(п 1)(п2)ОА
Примером многоугольника, для которого это число как
раз равно С;, является правильный п-угольник: все тре­
угольники должныиметь’ в качестве вершин серединысто­
рон л-угольника.

287. Контур правильного описанного п-угольника при
достаточно большом п не может полностью обертыватЪся
около окружности более одного раза; с другой стороны,
«сильно вытянутый» описанный п-угольник может иметь
сколь угодно большой периметр.

288. а) На 10 частей.
6) На 16 частей.
в) На любое число частей, большее 2 (аналогия

с задачей 270, в).
289. Воспользуйтесь идеей решения задачи ХХ.П.Т. 1.
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В. СМЕШАННЫЙ ОТДЕЛ

Задачи комбинаторные, логические, ‘задачи
на клетчатой бумаге и другие задачи

1. Указание. Будем считать, что на каждой ли­
нии имеется два «ввода» — к одному и ко второму абонен­
ту. Подсчитайте двумя способами общее число вводов:
{) по абонентам, 2) по предполагаемым телефонным линиям.

2. Нельзя. Указание. Докажите, что при любом
расположении всех костей домино в ряд согласно правилам
игры на концах ряда окажутся равные числа.

3. Докажите сначала, что общая сумма всех чисел руко­
пожатий, сделанных каждым из людей, четна.

4. Подсчитайте сумму числа сторон по всем граням.
5. Проходя каждый узел, мы вычеркиваем две кривые,

входящие в него; исключения составляют начальный и ко­
нечный узлы (если они не совпадают).

6. Воспользуйтесь методом математической индукции.
7. См. указание к предыдущей задаче.
8. Возможны два (с точностью до подобия) набора из

девяти квадратов, удовлетворяющих условию; стороны
этих квадратов находятся в отношениях:

1-йнабор: 1 4 7:8 9:10:14 15 18;
2-й набор: 2 9:7:9 16 25:28:33 36.

9. Решение показано на рис. 14.

Н

/У
О М С Ер „о г

Е — 6 ИПк
Ш

и

А В

Рис. 14.
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10. Решение для случая л = 6 показано на рис. 15;
АВ=У6.

11. Рассмотрит^, как могут быть приложеныкубы к наи­
менышему из куб примыкающих к какой-либо грани
кирпича.

12. Разрежьте плиту на2 части и сложите из них парал­
лелепипед с отношением ребер 8 12 18.

13. Воспользуйтесь идеей решения задачи 11.
14. Разбиение производится, например, средней линией

треугольникаи отрезком высотыот вершиныдо этой среднейЛИНИИ.нь®
а) УМУ. | „277

Рис. 15,

15. Искомых многогранников два: сам тетраэдр и
«бипирамида», получающаяся прикладыванием двух рав­
ных тетраэдров. У казание. Двухгранный угол пра­

вильного тетраэдра равен агс соз а == 70°32’ Поэтому
больше двух тетраэдров прило­
жить к одному ребру нельзя —
иначе полученный многогранник
окажется невыпуклым.

16. Отсечь от данного тре­
угольника ему подобный с ко­
эффициентом подобия 4 5.

417. Не. Указание.
Воспользуйтесь методом матема­
тической индукции(см. рис.16). Рис. 16.
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18. Нельзя. Указание. Рассмотритесуммы углов
семнадцатиугольника и всех треугольников разбиения.

19. Используйте иррациональность числа 2т —длины
окружности радиуса 1 (см. стр. 14—15 вводной статьи).

20. Существует, таким является, например, множество
всех точек А., Д,, А,, описанных в предыдущей
задаче.

21. Используйте идею решения задачи 19.
22. Рассмотрим прямоугольник АВСО. Будем отмечать

положение движущегося объекта (автомобиля или воза)
на первой дороге точкой отрезка АВ (в масштабе), а поло­
жение объекта на второй дороге точкой отрезка АД (в том
же масштабе). Тогда совместное положение двух объектов
на первой и второй дорогах изобразится точкой прямо­
угольника АВСО. Начальному положению машин соответ­
ствует точка В, их конечному положению соответствует
точка).

Начальному и конечному положению возов соответ­
ствуют две точки — А и С (соответственно). Найдите
в прямоугольнике точку, соответствующую такому поло­
жению, в котором, с одной стороны, находились машины,
а, с другой стороны, должныоказаться возы.

23. Если маршрут проходитчерез узел квадратнойсетки,
то будем считать, что он проходит через все четыре квадрата,
сходящиеся в этом узле. Доказать, что, «выпрямляя» от­
дельные участки маршрута, можно построить маршрут
меньшей длины, проходящий по тем же квадратам
и представляющийсобой ломаную с вершинами
в узлах сетки. Доказатьзатем,что такая ломаная
помещается не более, чем на 36 квадратах. (Вообще, если
карта разрезана на квадраты 20 км х 20 кл,то маршрут

[

длины [ ки помещается не более, чем на Ё уз + 4
квадратах.)

24. Провести (2п — 3)-звенную ломаную по схеме,
указанной на рис. 17, и доказать, что оставшимися тремя
звеньями можно перечеркнуть остальные узлы. Рассмот­
реть отдельно случаи,когда п имеет вид ЗА,ЗА + 1, ЗЕ 2.

25. Исходя из данного параллелограмма, построим
«косую сетку» из равных и параллельно расположен­
ных параллелограммов. Покажите, что параллелограммы
«косой сетки» равносоставлены с квадратами данной
сетки.
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Второе решение: рассмотритеразбиениеочень
болышого (по площади) куска плоскости на квадраты и на
параллелограммы «косой сетки».

26. Существует: пусть р? -- 4? = 1?, а? - 6? = (2, где
а, ©, с, р, 4, г — натуральные числа. Тогда существует
отрезок длиныг (не параллельный линиям сетки) с концами
в узлах сетки. Отложим такой отрезок а раз в одном напра­
влении и 6 раз в перпендикулярном направлении; мы по­
лучим прямоугольный
треугольник с вершина­
ми в узлах сетки и со
сторонами ар, фу, сг.

27. Если любой от­
резок, концы которого
лежат в узлах сетки,
сдвинуть параллельно
самому себе так, чтобы
один его конец снова
оказался лежащим в
узле, то и второй его
конец также попадет в
узел сетки. Воспользо­
вавшись этим, докажите,
что для правильного
п-угольника (п=5 или
п > 6), имеющего вершины в узлах сетки, существует
меньший правильныйп-угольник с тем же свойством.
Отдельно докажите невозможность построения правильного
треугольника (и, следовательно, правильного шестиуголь­
ника) с вершинами в узлах сетки.

28. Разбейте многоугольник на два многоугольника с
меньшим числом сторон и проведите индукцию. Последо­
вательными делениями разбейте многоугольник на тре­
угольники и воспользуйтесь результатом задачи 25.

29. При первом взвешивании поместите на каждую чаш­
ку весов по 4 монеты.

30. При первом взвешивании положите на каждую
чашку весов по 27 монет.

31. Рассмотрите полосу ширины 2, окаймляющую сеть
труб, и докажите, что площадь этой полосы будет меньше
100, если общая длина труб меньше 48.

32. Прямыми, параллельными стороне квадрата, раз­
бейте его на полосы ширины1 м 20 см и локажите, что в

Рис, 17.
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Густом лесу в каждой такой полозе растет не меньше девяти
деревьев.

33. Наименьшее число частей равно трем. На две части
меньшего размера нельзя разбить, налример, круг диа­
метра |. Докажите, что для любой фигурыдиаметра Асуще­
ствует правильный шестиугольник, целиком содержащий
эту фигуру, расстояние между противоположными сторо­
нами которого не больше 4. Разбейте затем этот шестиуголь­
ник на три части, диаметры которых меньше 4.

34. Воспользуйтесь методом математической индукции:
проведите прямую, отделяющую одну из п -- | точек от
остальных; покажите,что хотя быодна сторона многоуголь­
ника с вершинами в этих п точках целиком видна из первой
Точки.

35. Покажите сначала, что на данной прямой / лежит
нечетное число таких вершинломаной,что оба звена,
сходящихся в этой вершине, лежат по одну сторону от
прямой [; отметьте все такие вершины (воспользуйтесь
тем, что прямая/{должна столько же раз «вой­
ти» внутрь области,ограниченнойломаной, сколько
и «выйти» из этой области). Далее, пусть к прямой /[
примыкаютв отмеченных вершинах 2звеньев с одной сто­
роны и 2т звеньев — с другой. Пусть Е > т (число
Е -- т нечетно!). Сдвиньте прямую / в эту сторону.

36. Подсчитайте общее количество сторон у всех тре­
угольников разбиения, считая каждую сторону дважды,
если она принадлежит двум треугольникам.

37. Выберем любого человека из данных шести, назо­
вем его А. Пусть с А знакомы А человек. Рассмотрите от­
дельнослучаи: Е =1, Е =2, > З.

38. Пусть А и В — две соседние отмеченные точки на
отрезке. Докажите, что среди перпендикуляров,осно­ваниякоторыхлежатмеждуточкамиАД и В,самоебольшее
на одном нет отмеченной точки.

39. Ответ: 29 786-|- 850-- 850 = 31 486. Указание.
Прежде всего, заметьте, что число {еп -- {еп оканчивается
двумя нулями, откуда п = 0, е = 5. Далее при сложении
цифр третьего разряда (г -+-ЕЁ+ Ё- 1) получается менее
30, т. е. в четвертый с конца разряд переходит не более
двух единиц; так как в пятый разряд тоже должна
переходить единица, то о = 9, {= |, так что из третьего
разряда переходят две единицы. Далее докажите, что
1>6 и рассмотрите оставшиеся возможности: {= 7, &= 8.
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40. Докажите, что подсчет должен в результате дать
число, дающее при делениина 6 остаток1.

41. Пусть шахматист сыграл за какой-то понедельника,
партий;за этот день и следующий — а. партий; за этот день
и за два следующих — а. партий,и т. д. Рассмотрите 154чис­
ла: а, ао,..., @1з,а, + 20, а, - 20,..., аз. -- 20. Покажите,
что наибольшее из них не превосходит 132, и докажите,
что среди этих чисел найдутся по крайней мере два одина­
КОВЫХ.

42. Эту задачу удобно решать, применяя так называе­
мую «двоичную систему счисления» В общепринятой,деся­
тичной системе счисления любое натуральное число пред­
ставляется единственным образом в виде

а, беа 101+... +а 10-4 10°,
где коэффициенты а’, а1, .... а, могут принимать любые
целые значения от 0 до 9. Так, например,

467= 400+ 60-7 =4. 10 +6. 101 +7 10°.
Аналогично, в двоичной системе счисления любое натураль­
ное число представляется однозначно в видеБе А +ЬЯЬ. 9,
где коэффициенты6х, 6, ..., 6, могут принимать значения 0
или 1.Так, 467= 256-- 12864 + 16Е 2-1=1 28­1.271 2+40.2°-1 2-+0.23-0.22-+1Я
-1 25, или, сокращенно, 467 = «111010011».Заметим,что
любое число от | до 1023 может быть представлено в двоич­
ной системе счисления как десятизначное число. Так, на­
пример,

1023= «11111111 ь,
1000 =«1111101000»,
513 =«1000000001»,
32 = «0090100000»ит. п.

Заметим теперь, что для выяснения любой цифры из
двоичной записи некоторого числа достаточно задать | во­
прос. Например, для выяснения первой цифры достаточно
спросить: «Является ли задуманное число меньшим, чем
5122»

Таким образом, за 10 вопросов мы сможем узнать все
цифры двоичной записи числа, т. е. узнаем само число
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Меньшего, чем 10, количества вопросов недостаточно,
так как для любых заданных девяти вопросов количество
возможных ответов типа «да — нет» имеется 512, что не
позволяет распознать 1000 чисел.

43. а) Достаточно просто повторять каждый вопрос пре­
дыдущей задачи и, если на какой-то дважды заданный
вопрос получены разные ответы, повторить его в третий
раз.

6) Задав сначала 10 вопросов (см. предыдущую зада­
чу), мы затем с помощью четырех дополнительных вопросов
найдем неверную цифру и исправим ее, тем самым узнав
число (либо же выясним, что все цифры — верные). Для
выяснения неверной цифры поступим так: отделим первые
пять цифр числа (в двоичной записи) и спросим: «Эти цифры
верные?» (Заметим, что этот вопрос легко перефразировать
в требуемую условиями форму.) Получив отрицательный
ответ, выберем три цифрыиз пяти и зададим тот же вопрос,
и т. д. Покажите, что ответ «Да» в этой ситуации никогда
не может быть обманом. `

44. Первый игрок должен при первом ходе положить
свою монету на центр стола, а все следующие ходыделать
так, чтобы расположение монет на столе было центрально­
симметричным.

Замечание. Начинающий игрок выигрываетэту игру и в том
случае, когда вместо прямоугольного стола взят любой стол централь­
но-симметричной формы (круглый, овальный, в форме правильного
шестиугольника, в форме шестиконечной звездыи т. п.).

45. а) Если игрок А соединил точки | и9, находящиеся
на одной вертикали, то ответным ходом игрок В должен
соединить точки 2 и 3 (см.рис. 18).

Если же игрок А соединил точки 4 и 5, находящиеся
на одной горизонтали, то игрок В должен соединить точ­киБиб (см.рис.18).

При такой стратегии иг­
рока В начинающему игроку
никогда не удастся сделать,
двигаясь сверху вниз, «ле­
вый поворот» с вертикали
на горизонталь — а ведь лю­
бой замкнутый многоугольник
содержит такой поворот!

6) Воспользуйтесь идеей
Рис. 18. решения задачи а).
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46. Жители В и С дали одинаковый ответ на один и тот
же вопрос; следовательно, они живут в одном городе —
в Кривдине.

47. Вот необходимые четыре вопроса:
1. Равен ли нуль нулю?
2. Равна ли единица единице?
3. Это город А?
4. Это город В?
Первые два вопроса дают возможность «опознать» со­

беседника и, если это житель города С,— узнать, правду
или ложь ответит он на следующий вопрос.

48. Докажите, что разность а — 6 не меняется при пере­
становке двух соседних знаков. Переставьте затем все знаки
так, чтобы плюсы шли подряд.

49. Воспользуйтесь предыдущей задачей.
50. Покажите сначала, что количество п-цепочек, удов­

п—1
2

Далее покажите, что при всяком простом п, большем чемп] [7 1
2, это количество как раз равно —5—.Итак, о < —5­

51. а) Примените метод математической индукции.
6) Рассмотрите сначала случай, когда все числа а, неотри­
цательны (или все неположительны). Если среди чисел а,
есть и положительные, и отрицательные (например, а, >>0,
аз < 0), то при п >> 3 каждому правильному набору, удов­
летворяющемусоотношениюах, -- ах. + ах, = 0,
можно сопоставить правильный набор, не удовлетво­
ряющий этому соотношению, по следующей схеме;

летворяющих услевию, не может быть больше, чем

0, 0, Хз, эе* Хх,> 0,1, Хз, Ап

0, 1, Аз, оефух,— 1,1, Хз, Ап

1, 0, Лз, $233 Ав -> 1,1, Хз, .хфу Ап

1, 0, х», х,, если хотя бы одно
из чисел Хз, Ха,

11, Х», х, — х, равно 1.
0, 0,1, 1, в противном случае.

52. Достаточно доказать, что если [х, и, и, х, ...|—
строкас номеромп, а Кг)= а, - а." а, —
произвольный многочлен степени А < м, то сумма А=[(5)—К —К- 2)+К-37)—...равнану­
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лю (знак «--» ставится, если в строке на соответствующем
месте стоит х, а «—» — если стоит и). Если А = 0, то
равенство А = 0 очевидно. При > 0 положим в(г) =
= {(г) — [(2 + /!). Тогда в(2) — многочлен степени ^ —1,
а сумма А имеет вид &5(65)— в(6 -- г) —..., где, как легко
видеть, знаки чередуются в соответствии с расстановкой
чисел хиив (п — 1)-й строке. Далее примените индукцию.

53. Искомое произведение равно 8|- абс4е}9й,
так как на одной вертикали или на одной горизонтали не
могут стоять две ладьи.

54. Обозначив через х число ходов вправо, через у —
число ходов вверх и через г — число ходов «вниз — влево»,
покажите, что для любого пути, ведущего из А в В, спра­
ведливы соотношения

х=и-+1=2+Ти 3З2=№—2.
Покажите далее, что число № — 2 не делится на 3
55. Пусть первая шашка стоит на поле с номером к,

к-я шашка стоит на поле с номером [, [-я шашка стоит
на поле с номером ти т. д. Возможны два случая: либо
найдется в этой цепочке шашка, стоящая на поле без но­
мера, либо найдется шашка, стоящая на поле с номером |.
Покажите, что если в этой цепочке п шашек, то за п + |
ход их можно расставить на свои места.

56. Возьмем полосу шириной в 2 клетки, идущую по
краю доски. Покажите, что существует замкнутый путь
коня, проходящий ровно по одному разу через каждое
поле этой полосы. Разбейте далее всю доску на такие по­
лосы и начните путь с центральной клетки.

57. Если точки отстоят друг от друга на т клеток по
горизонталии на п клеток по вертикали, то, искомое число
путей равно Си-.„ = Си-„.Для доказательства достаточно
заметить, что все пути имеют длину т -- п и каждый путь
такой длины задается выбором т горизонтальных отрезков
из общего числа т - п отрезков.

пр —п
58. —_ - м способами.У казание. Если бы

окраски, совпадающие при поворотах круга считались раз­
личными, то имелось бы п? способов окраски.

Замечание. Так как число различных окрасок заведомо целое.
то здесь, по существу, дано новое доказательство малой теоремы Фер­
ма: при простом р число пР — п делится на р (ср, задачу 206 из раз­
дела А)
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59. Пусть на двух горизонтальных прямых даны точки
А:, А., ..., Апи В, В., ..., В, (не обязательно т ==п),
причем точка А,-., расположена правее, чем точка А,, и точ­
ка В,., — правее, чем В..

Будем рассматривать ломаные, начинающиеся в точке
А, и не имеющие «попятных» участков (т. е. при движении
по ломаной от точки А, точка А, с номером # «] встречает­
ся раньше, чем точка А, а точка В, встречается раньше,
чем В5. Доказать по индукции, что число таких ломаных
равно (тп —1)!=— ога‘ Отсюда следует, что искомое число ло­2—1!
маных(начинающихсяв А, илив В,) равноре

При желании можно учесть И ломаные с «попятными»
участками.

60. Число замков равно С}, = 462; число ключей у каж­
Ст, 6

дого члена оргкомитета равно —— = 252.
61. Проведите любую хорду и рассмотрите отдельно

хорды, расположенные по разные стороны от нее. Приме­
ните метод математической индукции.

62. Пусть придуман такой порядок для числа игроков,
меньшего, чем 2%, и пусть п=2* -- т, где Ох т<*.
При т < 2^ — Е можно разбить игроков на две группы
по 2* — | и по т -- 1 игроков, выяснить их расположение
по силе в каждой группе, после чего достаточно п — 1 пар­
тий для выяснения общего расположения игроков по силе.
Если же неравенство т < 2^ — А не выполнено, то надо
разбить игроков на две группы по 2^ и по т игроков.

63. Существует 30 возможных игральных костей.
64. За один рейс может быть использовано, самое боль­

шее, 67 сортов билетов. Указание. Покажите, что
на участке между седьмой и восьмой остановками в прин­
ципе может использоваться 49 сортов билетов. Следо­
вательно, не меньше 24 сортов билетов в течение одного
рейса вообще не будут использованы,и, значит, будет
использовано не больше, чем 67 сортов билетов. Постройте
пример таких поездок, при которых за один рейс исполь­
зуется ровно 67 сортов билетов.

65. Обозначим искомое число перестановок через ^Р,.
Имеетместосоотношение:А, =л (Е, + Е). Для доказа­
тельства рассмотрите сначала случай, когда на первом
месте стоит некоторое число а, а на месте с номером а стоит
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единица; далее рассмотрите случай, когда на первом мес­
те стоит число а, а единица стоит на месте с номером 6==а,
и поставьте на это место числоа.

Покажите затем, что справедливо соотношение #„=
—=(п- 1) Е, - (—1)”"+1, которое (исходя из очевидного
равенства #, = 0) позволяет последовательно вычислять
значения №,. Читатель, которому известно, что сумма бес­
конечного рядао 1Тя СИН.

1 ­

равна —-, сможет из написанной выше формулы вывести
для К, следующее явное выражение:

р=ее|+, вн=и |
%— ПИ о

66. Искомое число способовх„. равнои 27.
Указание. Предварительнопокажите, что выпуклый
п-угольник МОЖНО разбить непересекающимися диагона­
лями на треугольники, причем число способов Ул равно
(2 — 5)! 9"—2
(п— 1)! ="Покажитедалее, чтоу, = 2—9) о уз п= Ул+е.

67. Существует только одно (с точностью до зеркальных
отражений)такое расположение Указание. Пока­
жите, что числа | и п* непременно располагаются в проти­
воположных углах таблицы (на одной диагонали). Дока­
жите далее, что в строке и столбце, содержащих число 1,
разности соответствующих арифметических прогрессий не
превосходят п и составляют в сумме п -- 1. Наконец,
обратите внимание на то, что если эти разности отличны
от | и отяи, то в указанных строке ‘и столбце найдутся
два одинаковых числа, что невозможно.

68. Воспользуйтесь принципом Дирихле (см. стр. 14
вступительной статьи).

69. Выбирая несколько предметов, рассматривайте
оставшиеся.

70. Необходимо взять 38 шаров.
71. Примените метод математической индукции по чис­

лу $>2; нри $ = 2 утверждение легко доказывается;
при 5 = 1 оно очевидно.
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72. Покажите, что среди денежных сумм 0,5, 10,15, ...
.... 95, 100 копеек (остающихся от рубля, если несколько
раз вычесть по о копеек) имеется большее число делящихся
на 2, чем делящихся на3.

73. Существует 29 способов такого размена.
74. Необходиморасковать три звена. Указание.

Рассмотрите вспомогательную задачу: при каком наиболь­
шем п достаточно расковать А звеньев цепочки (состоящей
из п звеньев) так, чтобы из полученных кусков, учитывая
раскованные звенья, можно было составить все веса от 1]
до п. Оказывается, если №. А< п< 2+1 (Е1) — 1, то
можно обойтись Ё разрывами цепочки, но не меньшим чис­
лом!

75. Достаточно доказать, что с помощью разновесов
в 1, 2, 2и 65мг можно составить любой вес от 1 до 10 мг,
и воспользоваться методом математической индукции.

76. Пусть у нас имеется К билетов достоинством в а
рублей и / билетов достоинством в 6 рублей, причем а >> 6,
Е -- / = 100. Рассмотрите суммы:а, 2а, за, ..., Ка, Ка + 6,
ка + 2Ь, .... Ка - 16— всего сто сумм. Рассмотрите остатки
от деления этих сумм на 101. Если ни одна из этих сумм
не делится на 10] и никакие две не дают при делении на
101 одинаковых остатков, то рассмотрите еще сумму
(Е— Па-+б.

77. Проведите аналогию с задачей 171.
78. Для каждой полуплоскости рассмотрите дополни­

тельную полуплоскость и примените к этим полуплоско­
стям теорему: если каждые 3 из 43 полуплоскостей имеют
общую точку, то все полуплоскости имеют общую точку.

79. Докажите предварительно, что можно отбросить
некоторые из 43 отрезков так, чтобы оставшиеся все еще
полностью покрывали отрезок длины 1, но чтобы никакая
точка не была покрыта более чем двумя отрезками.

80. Докажите, что у дерева с п листьями можно ото­
п—1

овать один лист, оставив при этом не менее тени

81. Проведите аналогию с задачей 18.
82. Возьмемна первой окружности еще одну точку 0,

наложим первую окружность на вторую и будем повора­
чивать первую окружность, оставляя вторую неподвижной.
Отметим все положения точки О, при которых первая из
отмеченных точек попадает на одну из заданных дуг. Эти
положения точки О заполняют несколько дуг, сумма длин
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которых меньше 1. Аналогично рассмотрим вторую, тре­
тью,... отмеченные точки.

83. Рассмотрите цвета, в которые окрашены вершины
правильного треугольника, вписанного в окружность,
если одну его вершину поместить в точку, окрашенную
двумя красками.

84. 44 раза в сутки. Указание. В течение каж­
дого часа стрелки дважды располагаются под прямым углом
друг к другу; при этом третий и четвертый, девятый и де­
сятый часы приходится рассматривать особо.

85. Пусть угол между стрелками равен а. Чтобы часы
показывали первый час, необходимо, чтобычасовая стрелка
образовывала некоторый угол х с лучом, идущим из центра

360°
к цифре12,при этом0 < хх о: минутная стрелка обра­
зует с тем же лучом, с одной стороны,угол х - а, а — с дру­

гой— 12х. Из уравнения 12х= х-- о находим: х = т.
86. Когда школьник кончил работу, часы показывали

(примерно) 17 часов, 2 минуты, 958,7секунды. У каза­
ние. Воспользуйтесь методом ‘предыдущей задачи.

87. На 12 часов; на 24 часа; на 36 часов в сутки.

РЕШЕНИЯ ОЛИМПИАДНЫХ ЗАДАЧ

Обозначения: запись ХХ. П.8. 3 означает: задача № 3 для УШ
класса 2-го тура 19-й олимпиады.

ХУ.1.9.1. Каждый член геометрической прогрессии
представляется, как известно, в виде ад” (п > 0). Пусть,
вопреки утверждению задачи, найдутся такие различные
неотрицательные целые числа К,, Р., ..., Ри, Т > 2, что

ад + ад - ... + ад“" —ад’т+1. (1)

Расположим числа Ё|, К» ^„, Еи+а В Порядке воз­
растания:

к Зв <<... (2)
и преобразуем выражение(1) к виду:

ад“?—ад" + ад“ +... (3)



Сократим обе части равенства (3) на ад“ и в правой части
полученного равенства вынесем 4^:`^ за скобки (что
возможно в силу неравенств (2)):

|= 93№ д № -...;
|= 93№ (1ам - ...). (4)

Мы видим, что правая часть равенства (4) делится на
целое число 9“ “=, в то время как левая его часть равна 1.

Полученное противоречие показывает, что чисел КА,
К.,..., Ет-1, Удовлетворяющих условию (1), не существует.

ХУ.1. 10. 4. Пусть а > 0. Тогда график функции
у= ах"+ ох е- р

представляет собой параболу, обращенную вогнутостью в
сторону положительного направленияоси и («вверх»,рис. 19).
Увеличение слагаемого р, очевидно, сдвигает параболу вверх
по оси у. Сделаем р таким болышим, чтобы парабола не
пересекала большеоси х. При этом значениир (и приа > 0)
действительные корни, очевидно, отсутствуют. Итак, пред­
положение а >> 0 ведет к противоречию с условием.

У}

У} |

1х

Ь­\
Рис. 19 Рис. 20.

Пусть теперь а < 0. Парабола при этом обращена во­
гнутостью «вниз» (рис. 20), и увеличение р сдвигает ее вверх
по оси у, причем так, что меныший из корней уравненияи=ах+хе р=0
сдвигается влево по оси х (уменьшается).

Выберем р настолько болышим, чтобы этот меньший
корень уравнения и = 0 стал отрицательным.

При этом риа < 0 мытакже пришли к противоречию
с условием задачи.
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Итак, оба предположения: а-> 0 и-а < 0. ведут к проти-­
воречию. Следовательно, а == 0, что и требовалось.

ХУ. ИП.9. 1. Из первого и второго уравнений сразу по­
лучим:

Я1 — №3

(ибо х., очевидно, не может быть равно нулю).
Из третьего и четвертого получаем х. = х, и т. д. Если

теперь п нечетно, то, очевидно, мы таким путем получим:
Ж= Хз= ... = Ао =Х,,

Совершенно аналогично устанавливаем, что Хх»= ха == ...
= Из последнегоуравнениянаходимтеперь:х? = 1,
т.е. х, = -5 1, и, подставляя это значение х, в первое урав­
нение, получаем:

1

а = 5 = м (= = 1).
Итак,‚ для нечетного ийимеем х, = Хх,= ж =... = Ху =
= х, = + 1.Очевидная проверкапоказывает, что оба найден­
ные решения х, = Х,= ...=х„= И Ж==Х.=... = Х, = — |
удовлетворяют заданной системе,

Пусть теперь п четно. Точно так же, как и раньше,
Получим:Хх,= Хз= ... = Х,_1; №= 4 =... =,

Из первого уравнения находим1
№=

Пусть я: = =... = Х„-1=а, ТОГДаХ,= х.= ... = Х, = ——.
Очевидно, что при любом а -- 0 эти значения неизвестных
будут удовлетворять системе. Итак, система имеет следую­
щие решения:
при нечетномп: х, = х, = =, = 4 1; при четном п:

^1 — Хз —... — Ли-1 —-о,
1

Ха= Ха. =, = —>,&= 0.
ХУ1.9.5. Пусть ученик А — самый высокий из низких

учеников, а ученик В — самый низкий из высоких. Рас­
смотрим ученика С, стоящего на пересечении того попереч­
ного ряда, в котором стоит 4, и того продольного ряда,
в котором стоит В.

Так как ученик А — самый низкий в своем поперечном
ряду, то А не выше С. С другой стороны, С не вышеВ,
так как последний является самым высоким в своем про­
дольном ряду. Следовательно, ученик А не выше ученикаВ.
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Ясно, что могут представиться случаи, когда ученики
А и В одного роста, например, когда все ученики одного
роста. С другой стороны, можно привести пример такого
построения учеников, при котором рост ученика А ока­
жется строго меньше роста ученикаВ (рис. 21).

Рост учеников на всех неотмеченных местах равен
165 см.

В этом примере рост ученика А равен 160 см, а рост
ученикаВ равен 170 см.

Итак, оба.случая (рост ученика А равен росту ученика В
и рост ученика А меныше роста ученика В) возможны.

Поперечные рябь!

1

. 175155|1551760| 155|155|175|155|155|155| 195
155 |175

175
175

7

175
175

175

Продольныеряды

Рис. 21.

Х\1.1.9.3. Пусть существуют такие два многочленаЕ)=амами... На,
(у)=Бутут... 6,

что

(к)ви) =му 1. (1)
Положим х = 0. Тогда многочлен /х) примет значение

а. При этом в силу (1) будет выполнено соотношение
1

а, +&(и) = 1 (при любом и), откуда &(у) = я
Точно так же, положив у = 0, получим (при любом х)

[(х)= 1,
где Вт — 2(0).
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Если теперь мы положим х = у = 0, то обнаружим,
что [(0). 5(0) =1, т.е. а. .6, =1. Но в таком случае
при любых х, у мы имеем

1 1 1Г в =т. и Ещы=Ь
что, очевидно, не равно х?9°. у?00-|- ].

Х\. П. 7. 3. Пусть первое колесо вращается по часовой
стрелке. Тогда второе колесо, очевидно, вращается против
часовой стрелки (рис. 22), третье снова, как первое,— по,
часовой стрелке и т. д. Мывидим, что каждое колесо с не­

четным номером вращается,
как и первое, по часовой
стрелке.

Но если одиннадцатоеко­
лесо вращается по часовой
стрелке, то сцепленное с ним
первое колесо должно вра­
щаться против часовой стрел­
ки -(вопреки нашему предло­
жению). Мыпоказали тем са­
мым, что осуществить движе­
ние системы зубчатых колес
с такими условиями невоз­

Рис. 22. МОЖНО.

ХУП.[. 7.4. Пусть п?— т? = 1954. Если т? четно, то
п? = 1954 + 12, очевидно, тоже четно. Если же т? не­
четно, то нечетно и п*.

Итак, числа п? и т? одной четности, а следовательно,
числа 1 и п также имеют одинаковую четность. Но в таком
случае числа т - пил— т оба четны, и, значит, раз­
ность и? — 1? = (п — т) (п + т) делится на 4. С другой
стороны, 1954 на 4 не делится.

Тем самым показано, что целых чисел ти п, удовлетво­
ряющих условию 7? — т? = 1954, не существует.

ХУИ.1. 7. 5. Для чисел 100, 200, 900 отношение
числа к сумме его цифр равно 100. Пусть теперь абс —
произвольное трехзначное число, отличное от перечис­
ленных выше, в его десятичной записи; а, 6, с — соответ­
ственно числа сотен, десятков и единиц. Сумма цифр
такого числа, очевидно, не меньше,чем а -- |, так как хотя
бы одна из цифр 6 или с отличнаот нуля. Вместе с тем само
число, очевидно, меньше, чем (а - 1) 00 = 100 @-+ |.
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абсТакимобразом,интересующеенасотношениеаЬо
меньше, чем

и потому наибольшее отношение трехзначного числа к сум­
ме его цифр равно 100. Это наибольшее отношение дости­
гается только для чисел: 100, 200, ..., 900,т. е. для круглых
сотен.

ХУИП.1. 9. 2. Заметим, во-первых, что при вычеркивании
из данного числа 100 цифр, мывсегда будем получать числа
с одним и тем же числом знаков. Во-вторых, ясно, что из
двух чисел с одинаковым числом знаков больше то, у ко­
торого больше первая цифра; при совпадении же первых
нескольких цифр больше то число, у которого больше
первая несовпадающая цифра.

Теперь понятно, что все первые цифры искомого числа
должны быть, по возможности, девятками. Значит, для
получения требуемого числа мы должнывычеркивать слева
подряд все цифры, кроме девяток, пока это будет возмож­
но. После того как мы вычеркнем 84 цифры(и последнюю
из них — четверку у числа 49), у нас останется число

999995051 5758596061 99100,

из которого мы имеем право вычеркнуть еще 16 цифр (про­
верьте).

Ясно, что сделать следующую цифру девяткой мы уже
не сможем, так как для этого пришлось бы вычеркнуть
19 цифр. Ясно также, что следующую цифру нельзя сде­
лать восьмеркой (потребовалось бы вычеркивание 17 цифр).
Но вот сделать следующую цифру семеркой мы уже можем,
вычеркивая15цифр:5, 0, 5, 1,..., 5,6,

После этого мы имеем право вычеркнуть еще одну цифру;
очевидно, это должна быть цифра5 из числа 58.

Итак, искомое число равно 9999978596061 99100.
ХУИ.1.9. 3. Первое решение. Допустим,что

не все числа а, ао, ..., ао равны между собой, и пусть а, —
наибольшее из этих чисел. Вообще говоря, несколько со­
седних чисел могут быть равнычислу а,, но не все. Могут
представитьсядва случая: либо среди чисела, 45,.-., а
есть число, меньшее, чем а,, либо среди чисел а,+:, ар», ..-,

... Чо @стьчисло, меньшее, чем а, (либо же выполнено
и то, и другое).
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Пусть, например, имеет место первый случай, и пусть
а, — последнее из чисел а;, 4», .... а,_., которое меньше
чем а, т. е а„<а= =а,„ Тогда мы имеем:
адЗа» аи > аи (Ибо числоа„=а, —наиболь­
шее), и потому
@т— За + 24т-3 —(“и — @и+1)+ 2(ат + — @т-+1)< 9,

что противоречит заданной системе неравенств. Таким обра­
зом, все числа а,, а», ..., а, должны быть равны между собой

Второе решение,
Сложим все данные неравенства. Так как каждое число

входит в сумму с коэффициентами 1,2 и 3, то в левой части
получится нуль. Каждое слагаемое при этом было неотри­
цательно: именно этот факт и записан в данной системе.
Но если сумма нескольких неотрицательных чисел равна
нулю, то, очевидно, каждое из них равно нулю.

Следовательно, в действительности мы имеем дело не
с системой неравенств, а с системой уравнений:

а, —За»- 2аз = 0, (а, —аз)2 (аз—а»)=0,

а, —Заз + 244= 0, илииначе (а› —аз) 2(а.— аз) =0,

@оо—За, 2а»= 0, (а100—а,)-2(а, —а,) =0.
Из первого уравнения выразим а, — а, и подставим

полученное значение во второе уравнение:
1 1

аз —аз = 5 (@,— аз) = 5; (а, —а.).

Подставляя это значение (а, — а.) в третье уравнение,
получим:

1 ]

аа — а; = 5 (а; — аа) = 53 (@,— а»)
и т. д. Наконец, из последнего уравнения следует:1 |

а: — @>— 5 (41 — а,) = -5т05(@\— @»),

что возможно лишь при условии а, = а,. Но тогда и
аз = а, и а, =а., и т. д., так что вообще

Ч — Ч — хзо = Я100.

ХУП.Г.9.5. Построим треугольник АВС со сторонами
АВ = 8, АС = 10, ВС = 13.

Построим, далее, на стороне ВС треугольник ВСО состоронамиВО=10,СР=8 (возможно,нележащийв
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одной плоскости с треугольником АВС). Обозначим через М
середину стороны ВС. В треугольнике АМО, по известной
теореме, АР < АМ -- МО.

Заметим, что, когда треугольники АВС и ВСО лежат
в одной плоскости, фигура АВСО представляет собой па­
раллелограмм (ибо АВ = Ср, ВО = АС). Следовательно,
в этом случае точки А, М и р лежат на одной прямой,
так что АР = АМ -- МО. Заметим теперь, что длины
отрезков АМ и МО не зависят от положения точки О,
ибо АМ и МО — это медианы треугольников с заданными
сторонами. Таким образом, наибольшее возможное значе­
ние длина отрезка АД принимает, когда точка 2) лежит в
плоскости АВС. В этом случае угол ВАС тупой, так как
АВ? -- АС? = 82 -{ 102 < ВС? = 13% и, следовательно,
угол АВР — острый. Но в таком случае

АР? < АВ? -- ВО? = 8? -{ 10%< 13°,

т. е. АД < 13. Мы показали, что наибольшее значение,
которое может принимать длина отрезка АД (если АВ =
= СР = 8, АС = ВО = 10, ВС = 13), меньше13, т. е. ус­
ловие АД = 13 невыполнимо.

ХУП.П.10.5. Пусть имеются два различных десятизнач­
ных числа, в состав которых входит одинаковое количество
единиц и, следовательно, одинаковое количество двоек.
Если написать эти числа одно под другим, то в первом числе
будет такая единица, под которой окажется двойка (так
как числа различны, а единиц одинаковое количество).
Но так как под какой-то единицей первого числа будет
стоять двойка, то над какой-то единицей второго числа тоже
должна стоять двойка. Мывидим, что в записи суммытаких
чисел обязательно встретится не меньше двух троек. Итак,
числа с одинаковым количеством единиц могут быть отне­
сены к одному классу.

Среди наших чисел есть число 111...11. Отнесем его к
первому классу. Число 11...12 дает в сумме с предыдущим
только одну тройку и поэтому должно быть отнесено ко
второму классу.

К этому же классу, как мывидим, могут быть отнесены
все числа, имеющие в записи только одну двойку.

Число 11...122 снова должно быть отнесено. к первому
классу, так как в сумме числом 11...12 оно дает только
одну тройку.

Теперь нетрудно догадаться, каково должно быть реше­
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ние задачи. Именно, отнесем к первому классу все числа,
в записи которых имеется четное число двоек,а ко второму —
числа, в записи которых имеется нечетное число двоек. Два
числа одного класса либо имеют одинаковое количество
двоек — в этом случае, как мыуже показали, в записи их
суммы встретится не менее двух троек, — либо в одном
числе двоек по крайней мере на две больше, чем в другом,
и тогда также в записи их суммытройка встретится, оче­
видно, не менее двух раз.

Таким образом, мы произвели требуемое разбиение.
ХУШ.1.7.4. Заметим, что при перемножении двух чисел

остатки от деления их на некоторое число Атакже перемно­
жаются. В самом деле, пусть остатки от деления чисел а
и бна ^^равныа и В, т. е.

а= Ета, = Ы- В,ОЗа<Е, О%ВхЕ.
Тогда аб = А(9 - т -- т) + оВ, т е. остаток от деле­
ния числа аб на Р равен «В (разумеется, если при этом
аВ > ^, то надо взять не само число а«В‚а остаток от деле­
ния его наЛ).

Если существует такое п, что число п? -- п - |1делится
на 1955, то п? -- п | 1 делится и на 5, и потому остатокотделениячислап?--лнао равен4.

Но число п? -- п = п (п -- 1) представляет собой про­
изведение двух последовательных чисел пип -|- 1. Остатки
от деления чисел п и п -- | на 5 тоже, очевидно, будут
двумя последовательными числами хи х-- |, т. е. этобудетлибо0и 1,либо1и2,либо2и3,либозЗи4,либо4и0.

Непосредственно проверяется, что ни в одном из этих
случаев произведениене будет иметь при делении на 5 оста­
ток 4.

Тем самым показано, что числа п, удовлетворяющего
условию п? -- п + 1 = 1955, и даже числа п, удовлетво­
ряющего условию п? - пл-- 1 = $, не существует.

ХУ11.1.7.5. Поскольку квадраты, на которые разбит
прямоугольник, по условию равны, то каждая сторона пря­
моугольника окажется разбитой на равные части: одна —
на т, другая — на п частей. Но тогда общее число квадра­
тов равно ти, откуда получаем соотношение тп = 13,
в котором ти п — целые числа. Так как 13 — число про­
стое, то из этого следует, что одно из чисел т, п равно 1,
а другое — 13. Таким образом, единственным прямоуголь­
ником, удовлетворяющим условиям задачи, является пря­моугольниксосторонами| и13.
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ХУШ.1.9.1. Запишем таблицу в виде:

е 0-1 Е 0-2 РВ.О-Ь,
Е. 1-1 Е. 1-2 Е. 1-Е,

ЕЕ Р(Е— +2. Е(Е—1)+Е.
Каждое число представлено нами в виде:

Ра + 6, (1)
где аи 6 принимают значения:

= 0, 1, 2, р—1; 6 =1, 8,3, ‚ Е.
Мы теперь отдельно просуммируем (для всех выписан­

ных чисел) первые слагаемые Ра и отдельно вторые сла­гаемыеВ (см.(1)).ТаккакунасвыписаноАчисел,причем
из каждой строки можно было взять только одно число
(ибо при выписывании числа все остальные числа этой же
строки вычеркиваются), то у ‘нас выписано в точности по
одному числу из каждой строки. Но для числа, стоящего
в первой строке, первое слагаемое равно А . 0; для числа,
стоящего во второй строке, первое слагаемое равно А 1;...;
для числа, стоящего в последней строке, оно равноК : (Е—1).
Таким образом, сумма всех первых слагаемых в выписан­
ных числах равнаЕ-ОЕ.1...+2(—= +1 =

(ЕП=#.Пр
Аналогично, выписанные числа обладают тем свойством,

что из каждого столбца взято ровно одно число. Для числа
из первого столбца второе слагаемое равно |, для числа
из второго столбца оно равно2, ..., для числа из последнего
столбца второе слагаемое равно Е. Таким образом, сумма
всех вторых слагаемых равна2+ ЕАО.

Взяв теперь сумму и всех первых, и всех вторых сла­
гаемых, мыи получим сумму всех выписанных чисел. Иско­
мая сумма, таким сбразом, равна

Е (Е—1 ЕЕ Е (2-1$. _^(ЕО 2 У
2 2 2

(и, стало быть, не зависит от способа выписывания).
ХУШ,1. 9. 2. Пусть О1, О, — центры окружностей,а и,

г. — их радиусы; причем/, > #.
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Закрепим конец А отрезка АВ, лежащий на окружности
с центром О,, и будем перемещать конец В по окружности
с центром О,. Пусть О’ — середина отрезка АО, и М —
середина отрезка АВ. Так как О’М — средняя линия тре­
угольника АВО., то

ОМ=-28_.
2

Мывидим, что при закрепленном конце А длина отрезка

О’М остается постоянной(и равной > ’.), причем очевидно,

что любая точка М, находящаяся от О’ на расстоянии —- "о,
может быть получена таким образом. Это означает, что

точка М описывает окружность радиусаг; с центром в
точке 0”

Исследуем теперь, как перемещается точка О’, когда 4
движется по окружности О,. Рассуждение, совершенно
аналогичное вышеизложенному, показывает, что точка О”
описывает окружность с центром в точке О, радиус которой

О.А
равен ——= —5-"1, Где О — середина отрезка О.О,(рис. 23).
Итак, чтобы получить множество: точек М, мы должны

1

взять все окружности радиуса —-5!» центры которых в свою
1

очередьпробегаютокружностьадиука и с центром0.
Ясно теперь, что множеством точек М будет кольцо, за­
ключенное между двумя концентрическими окружностями
с центром в точке О, радиусы которых равны:

Г Г г Г=, №=5-9
(см. рис. 24). Если г, = 7,, то это кольцо превращается в
круг радиуса 2г, (=2и.).
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Замечание. Легко понять, как по данной точке М из кольца
найти отрезок АВ, серединой которого эта точка является; нужно по­
строить окружность в кольце, проходящую через М, по ее центру

найти точку А и по положению точки М на окружности найтиточку В.

ХУШ.1.9.3. Исследуем, прежде всего, какие ограниче­
ния должны быть наложены на решения системы. Пусть
х < 0, тогда х3 < 0, и из первого уравнения видно, что
уз > 1; следовательно, у >> 1, и* >> 0,и из второго уравне­
ния следует, что х“ < 0; но это невозможно: четная степень
действительного числа всегда неотрицательна. Пусть те­
перь х >> 1, тогда хз >> 1, #3 < 0, у< 0; в силу полной
симметрии уравнений относительнох и и этот случай также
надо считать уже исключенным. Итак,

О<х<1, 0<у<!.
Если бы было 0 < хх 1, томыимели бы:д=3.ххх.1= 28.
Крометого, и“ < и? (так как 0 < и< 1). Итак, х* < 23,

и < 3, и потому м - им< х3- 13, что противоречит
данной системе.

Следовательно, неравенства 0 < х < 1 не могут быть
выполнены, и потому либо х = 0, либо х == 1.

Таким образом, система имееттолько два действительных
решения: х, =0, и, =1; х, =1, И.=0 (то, что эти пары
значений х, у являются решениями, проверяется непосред­
ственно).

ХУШ.1.10.1. Поскольку в каждой строке и в каждом
столбце встречаются по условию все числа 1,2,...,п, то,
очевидно, каждое число встреча­
ется в любом столбце (и в любой
строке) ровно один раз. Значит,
всего в таблице ровно п единиц,
п двоек и т. д. По условию, для
каждого числа, стоящего вне ди­
агонали, имеется такое же чи­
сло, симметричное относительно
диагонали (рис. 25).

Таким образом, вне диа­
гонали стоит четное` ко­
личество единиц, четное
количество двоек и т. Д. Рис, 25.
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Между тем п нечетно; следовательно, на диагонали должно
стоять нечетное количествоединиц, нечетное
количество двоек и т.д., то есть, во всяком случае, не менее
одной единицы, не менее одной двойки ит. д. Но всего на
диагонали п клеток, а каждое число должно встретиться
не менее одного раза; значит, каждое число встречается на
диагонали ровно | раз.

ХУШ.П. 7. 1. Перенеся все члены, кроме х3, в правуючасть,мыобнаружим,чтохз=2 (из--223),такчтохз
четно; в таком случае и х должно быть четно: х = 2%,
ХЗ = 8^1.

Подставив это выражение для хз в уравнение, мы при­
ведем его к виду 8%}— 213 — 423 = 0, или 4х! — у3 —
— 223 = 0. Оставляя 3 в левой части, получим и3 = 4х} —
— 223, и мы убеждаемся в том, что у3 и вслед за ним у
четны: у = 2у,, 3 = 84. Точно так же можно получить,
что 23и г должныбыть четны: 2 = 22, 23 = 820.

После подстановки полученного значения 23 в уравне­
ние оно примет следующий вид:

Ж—2 — 42}= 0,
где х=2х, уУ=аи, 2= 24..

Итак, если числа х, у, 2 удовлетворяют уравнению,

то они все четны, и числа -5-, >>, -5­
уравнению. Но в таком случае и эти три числа должны
быть четны и т. д. Мы видим, что числа х, у, 2 обладают
следующим свойством: они четны и сколько бы мыни де­
лили их на 2, всегда будут получаться целые числа.

Единственное число, обладающее подобным свойст­
вом,— нуль.

Следовательно, единственное решение нашего уравнения:

х=0, у=0, 2=0.
ХУШ.1.7.3. Пусть О — центр вписанной окружности,

О., О, О, — центры вневписанных окружностей. Как из­
вестно, точка О есть точка пересечения биссектрис углов
АСВ и АВС,а точка О. является точкой пересечения бис­
сектрис внешних углов треугольника АВС при вершинах
ВиС(см. рис. 26).

Из очевидного равенства
Д АСВ-+ С ВСА= 180°

тоже удовлетворяют
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0,

Рис. 26.

получаем

ДО.СВ+ 2 ВСО= > С АСВ+- 2 ВСА= 90°.
Следовательно, ОС 1 О.С и, точно так же, ОС 1 О.С.

Полученные соотношения показывают, что точки 0О\, С
и О, лежат на одной прямой, причем ОО, 1 ОС. Аналогично,
точки О,, ВиО. лежат на одной прямой, причем О.О. 1 ОВ.

Покажем, теперь, что / СО,В — острый. Так как в че­
тырехугольнике СО,ВО углы С и В — прямые, то

Д СО.В + Д ВОС = 180°
Следовательно,

д С0,В = С ОСВ+ С ОВС= Д ВСА+ - { СВА<

<-- 180°=90°,
т. е /СО.В, или, что то же самое, / 010.0. — острый.
Доказательство того, что остальные углы острые, прово­
дится аналогично.
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ХУШ.П.9.2. Выберем систему отрезков следующимоб­
разом. В положительной части оси х возьмем отрезки

[1;2], [2>; 31 | | _; 43 а в отрицательной
части оси х симметрично. Отрезки построенытак, что про­
межутки между ними образуют убывающую геометриче­

1 1

скую прогрессию: —5—,>, -5> (см. рис. 27).

3% 4% 58
©”ани.З$З4ине
* ъ

-3 -2 4 0 7 2 23 т 1945 6
Рис.27.

Пусть теперь а, аз, .... а, — произвольная арифме­
тическая прогрессия с положительной разностью 4 и пер­
вым членом а:.

Какое бы ни было задано число А, мы можем выбрать
настолько болышой номер М, что член ам рассматриваемой

прогрессии и все следующие за ним будут больше А.Вса­
момделе, при №->А = +1 имеем:(№—1)а> А-а,
и потому

ам = а, + (М—Па>зА.
Обозначим через (4) наибольшее число, меньшее 4;

далее, положим < а > =4-—(а). Так, для 4а=2 > имеем

(4)=2, ‹а> =-, для4= 5 имеем(4)=4, ау =
Рассмотрим теперь прогрессию;

1 1 1 1 1 1 1== 3 же, 3, о,
Ясно,что для любогочисла а», 0< ‹а><1

найдется такое число А>. 0, что
1 1зе 55) “=”

Выберем теперь такое число М, что справа от него все
промежутки между отрезками системы меньше . Это

можно сделать, так как промежутки между презками
по построению образуют убывающую геометрическую про­
грессию.

312



Легко видеть, что сумма всех промежутков, расположен­

ных справа от М, меньше,чем Е [так как ИЕ -­

+ ... 2 по формулесуммы геометричес­+

КОЙ прогрессии

оЕ-1

Рассмотрим любые два последовательных члена данной
арифметической прогрессии, расположенных справа от М
(по доказанному выше, такие члены существуют). Обозна­
чим эти члены через а„ и а„+1. Если хотя бы одно число,
а» или а,-., лежит на каком-либо из отрезков системы,
то нам нечего болыше доказывать. Пусть, напротив, оба
эти числа лежат в промежутках между отрезками системы.

На отрезке [а„; а„.,1 расположены несколько отрезков
системы и несколько промежутков (причем первый и по­
следний промежуток могут лежать на отрезке [аи; аи+]
не полностью, а частично). Обозначим общую длину всех
таких отрезков через х, а общую длину промежутков —
через у. С одной стороны, по определению, длина отрезка
[а„; аи+1] равна 4, следовательно, х -|- у = 4. Так как при
этом, очевидно и >> 0, то х < а. Новедь х — целое число;
значит,

х < (4). (1)
С другой стороны, в силу выбора числа М общая длина

всех промежутков, лежащих справа от М, меньше 9-1 ’
стало быть,

1

у<< <94>. (2)
Складывая неравенства (1) и (2), получаем х - и < 4.

Полученное противоречие показывает, что числа аи и аи. ,
не могут одновременно лежать в промежутках между отрез­
ками системы.

Остается заметить, что в случае прогрессии с отрица­
тельной разностью 4 мы повторили бы все наши рассужде­
ния, используя при этом систему отрезков, лежащую в от­
рицательной части оси х.

Х1Х.Т.7.1. Рассмотрим сперва случай, когда точки А,
В, С, О образуют выпуклый четырехугольник. Сумма его
углов равна,как известно, 360°. Если бы все углычетырех­
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угольника были острыми, то их сумма была бы, очевидно,
меньше 360°. Следовательно, найдется вершина, угол при
которой не острый (тупой или прямой); пусть этой верши­
ной является, для определенности,точка А.В таком случае
треугольник ВАСне остроугольный.

Пусть теперь точки А, В, С, О не образуют выпуклого
четырехугольника. В таком случае одна из точек, очевидно,
лежит внутри треугольника, образованного тремя осталь­
ными точками. Для определенности, пусть точка О ле­
жит в треугольнике АВС. Сумма углов АРВ, ВОС, СРА
равна 360°. Следовательно, хотя бы один из этих углов
должен быть не меньше120°. Но тогда треугольник, имею­
щий этот угол, — тупоугольный.

Х1Х.1.7.2. Пусть а — двузначное число и $(а) — сумма
его цифр. Число Эа, по условию, имеет ту же сумму цифр,
что и число а, т.е. (а) = 5(9а). Но, по признаку делимости
на 9, число 5(9а) должно делиться на 9. Таким образом,
сумма цифр числа а также должна делиться на9, а вместе
с нею должно делиться на9 и само числоа.

Итак, все искомые числа содержатся среди чисел, крат­
ных девяти

18, 27, 36, 45, 54, 63, 72, 81, 90,99.

Легко видеть, что числа27, 36, 54,63, 72 и 81 не удовле­
творяют условию задачи (это проверяется умножением
соответственнона 7, 8, 7, 3, 4, 9).

Мыпредставляем читателю возможность самостоятельно
проверить пригодность остальных чисел: 18, 45, 90, 99.

Х1Х.1.7.3. Пусть число точек самопересечения лома­
ной равно т. Подсчитаем число ее звеньев. Во-первых,
через каждую точку самопересечения проходит ровно два
звена: в противном случае каждое из звеньев, проходящих
через эту точку, пересекалось бы ломаной более, чем одно­
кратно. Во-вторых, на каждом звене ломаной лежит ровно
одна точка самопересечения. Следовательно, число звеньев
ломаной ровно вдвое больше числа точек самопересечения
и потому оно четно. 6

Х[Х.Г.7.4. Пусть дробь 81-7
чит, что числа 5 + би 8&-- 7 делятся на К. В таком
случае и их разность

(81-Е7)—(5+6) =3/-41

сократима на ^. Это зна­
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будет делиться на К. Но если числа 5 + 6 и З/ + 1 обаделятсянаА,тоделитсянаАичисло21--5=(5- 6)—
— (31 + 1). Продолжая этот процесс, мы обнаружим, что
на Р должныделиться следующие числа:

1—4 = (31 И—(21+ 5),
Г-Н9 = (21+ 5) —(— 4),

13=(1+9—(—4).5-67
но делиться на К. Так как 13 — простое число, то К можетприниматьтолькодвазначения:13и 1.

Следовательно, наша дробь может быть сократима
только на 13.

Один из примеров такой дроби получим, положив
51-6 26

[=4: Дробьзу--7 —39 В самом деле сократима на 13.
Х1Х.1.7.5. Пусть на окружности уже имеется система

точек, удовлетворяющая поставленному условию, и пусть
А — любая точка этой системы. По условию, для точки А
существует точка В на расстоянии | и точка С на расстоя­
нии 2. Если бы точки В и С были расположены по одну
сторону от точки А, то точки А и С были бы удалены от
В на расстояние 1 (рис. 28, а), что, по условию, невозмож­
но. Пусть точка В расположена справаот А,а точка С —
слева. Для точки С должна найтись теперь точка О на
расстоянии |1, причем эта точка должна лежать слева от

Итак, если дробь сократима на ^, то 13 долж­

Рис. 28.
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С (в противном случае (см.рис. 28, 6) мыимели быдве точки:
А и С, удаленные от О на расстояние1).

Точно так же должна найтись справа от В такая точка
Е, что дуга ВЕ равна 2. Мыполучили две дуги длины 3:
ДА и АЕ(рис. 28, в). Заметим, что 1956 делится на 3; по­
этому, продолжая описанный выше процесс построения
новых точек, мы в конце концов получим разбиение окруж­
ности на дуги длины 3. Очевидно, таких дуг будет 652.
Точек, делящих окружность на такие части, тоже будет 652.
Кроме того, на каждой дуге лежит еще по однойточке си­
стемы. ‚Построенная нами система содержит 2. 652 = 1304
точки, при этом необходимость наличия каждой точки
была выведена из существования всех предыдущих. Таким
образом, наименьшее возможное число точек на окружно­
сти, удовлетворяющее поставленному условию, есть 1304.

Х1Х.1.8.1. Обозначим середину отрезка ДЕ через М.
Проведем прямую АМ и отложимна ней отрезок МР = АМ.СоединимточкуРсточкамиЛ)иЕ и рассмотримчетырех­
угольник АШОРЕ (рис. 29). В этом четырехугольнике
диагонали, пересекаясь, делятся пополам. Следовательно,
АРРЕ — параллелограмм. Стало быть, РЕ = АР. Но
по условию АД = ЕС, так что РЕ = ЕС, и треугольник
РЕС — равнобедренный. Угол между прямыми РЕ и ЕС
не меняется, так как РЁ все время остается параллельной
прямой АВ. В равнобедренном треугольнике РЕС имеем:

Д ЕСР = —- (180°— ДРЕС), так что угол ЕСР также
остается неизменным.

Отсюда следует, что все точки Р лежат на прямой,

Рис. 29,
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проходящей через точку С под некоторым вполне опреде­
ленным углом к стороне ВС.

Соединим точку А с любой точкой Р’ этой прямойи рас­
смотрим середину М’ отрезка АР’ (см. рис. 30). Ясно,
что все такие точки М’ лежат на средней линии треуголь­
ника АРС или на ее продолжении. С другой стороны,
по любой точке М” этой средней линии можно построитьточкуР”напрямойРСи поней—точкиО"и Е”.

Таким образом, искомым множеством является прямая,
проходящая через середину У стороны АС параллельно
прямой РС.

Укажем способ построения этой прямой, не использую­
щий вспомогательной прямой РС. Одну точку мы уже по­
строили, приняв АД = СЕ = 0 — это середина У стороны
АС. Другую точку получим, отложив меныпую из сторон
АВ и ВС на болышей (на рис. 30: АВ меньше ВС и
СВ’ = АВ) и взяв середину Х отрезка ВВ’

Заметим, еще, что вся прямая ХУ получится лишь
в случае, когда отрезки разрешено откладывать на продол­
жениях сторон за точку В и на их продолжениях за точки
А и С. В противном случае искомым множеством является
лишь отрезок ХУ

Х!Х.1.8.2. Пусть данное число равно а, округленное
равно а, и а— а, = а“.Очевидно, а, < а, так что а > 0.
С другой стороны, по определению округления, а < 0,01.

1) Если а< 0,01, имеема =0, и, значит, <= 0.
а

2) Если а > 0,01, то мы представим число — В виде:

По __ а — а — 1] _@_а а _ а‘
При этом а,> 0,01 и, как указывалось, а < 0,0].

Следовательно, а < а,. Прибавляя к обеим частям этого
неравенства число а получим24а«а + я=а, откуда

1 ® а, а 1

-- <--. С другой стороны,-—-> 0, так что 0 <<...
Следовательно,

1 а

в
а

Покажем, что величина — может принимать любые зна­
чения В, удовлетворяющие неравенству

0<в<-.
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В самом деле, положим а,= 0,0] и рассмотрим уравне­
ние

Я

0.01та — В.

Это уравнение — первой степени относительно а, и,
очевидно, при любом | == | оно имеет решение:

_ В
а = 0,0] 1—5.

]

Заметим, что при О<В< -> мы имеем

О <!<т <
и потому

О< ас0,01.

Следовательно, величина о —1— _- может прини­
мать любые значения, удовлетворяющие неравенству

1 аоа <!
а также значение 0.

Если теперь снова — в соответствии с условием — округ­
а

лить числа > то, очевидно, при этом могут получаться
а

лишь следующие значения >:

0; 0,50; 0,51; 0,52; 0,98; 0,99; 1,00,

причем каждое из этих значений, по доказанному, можно
получить при надлежащем выборе числа а.

Х[Х.1.8.4. То, что дробь т сократима на К, озна­
чает, что числа ай+ Би с + 4 делятся наК, т. е.

Ч - В == Км,
с --. 4 = 2%.

Умножая первое равенство на с, а второе — на а и вы­
читая почленно полученные равенства, получим

ай — 6с = Е (ат — сп).
Это и означает, что ай — вс делитсяна Р.
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Х1Х.1.8.5. Пусть а болыше всех чисел, стоящих на
вырезанном из таблицы куске, и пусть, вопреки утвержде­
нию задачи, оно стоитне с края. Это означает, что число а
имеет четырех «соседей»: 6, с, 4, е, также принадлежащих
таблице. Так как по условию а>ь, а> с, а> а, а>ье, то

а>ета
что противоречит условиям задачи.

Х1Х.И.8.1. При распределении груза по машинам по­
ступим следующим образом: будем грузить ящики на пер­
вую машину, не выбирая, пока их вес не превысит
1,5 т. Последний ящик снимем и положим рядом с машиной.
После этого будем грузить ящики на вторую машину,
потом — на третью, и так до тех пор, пока не будут за­
гружены 8 машин. При этом вес ящиков, лежащих на
машинах и рядом с ними, будетбольше,чем
1,5 т.8 = 12 тонн. Оставшиеся на складе ящики весят
меньше, чем 1,5 т (так как общий вес груза 13,5 т), и их
сможет увезти девятая машина.

В нашем распоряжении осталось еще две машины, ко­
торые должны увезти 8 ящиков (ранее снятых и лежащих
рядом). Но любых 4 ящика весят не более, чем

390 . 4 = 1400 кг,

так что две машины могут увезти оставшиеся 8 ящиков.
Х!Х.П.8.2. Пусть в строке с номером А сумма чисел

равна © > 518. Из условия симметрии таблицы ясно, что
точно такая же сумма будет у чисел строки с номером8—А--1иустолбцовсномерамии 8—Е-+ 1.

Сумма всех чисел, стоящих в этих столбцах и строках,
легко вычисляется: ясно, что для ее вычисления нужно
из числа 4$ вычесть сумму чисел, стоящих в четырех клет­
ках пересечения взятых строк со взятыми столбцами (ибо
эти числа учтены дваждыв числе 45$).

Но сумма последних четырех чисел не больше суммы
всех чисел, стоящих на диагоналях,т. е. не больше112.

Итак, сумма чисел в двух строках и двух столбцах
таблицы не меньше, чем 45 — 112, т.е. не меньше, чем

4.518 — 112 = 1960,

в то время как общая сумма стоящих в таблице чисел равна,
по условию, 1956.
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Полученное противоречие и доказывает утверждение
задачи.

ХХ.П.8.3. Пусть М и М — две фиксированные точки
и Р — проекция точки М на некоторую прямую, прохо­
дящую через №. Так как /МРМ = 90°, то, очевидно,
точка Р лежит на окружности, построенной на отрезке
ММ, как на диаметре.

Применим это рассуждение к концам А и В данного
отрезка и точке О. Мы получим две окружности О, и О0.,
построенные на отрезках АО и ВО, как на диаметрах,и
пересекающиеся в точках О и К. При этом точка Ю лежит
на прямой АВ, так как ХАЮО = /ВЮО = 90° (углы,
опирающиеся на диаметры).

Пусть теперь К — любая точка отрезка АВ. Проекция
точки К описывает окружность О., проходящую через О.
Так как АВ ГОК, то проекцией точки К на прямую ОЮ
является точка А. Таким образом, рассматриваемая окруж­

ность проходит и через точку КЮ.
Эта окружность ни в каких дру­
гих точках не пересекает ок­
ружностей О; и О, (в противном
случае две различные окруж­
ности имели бы три общие
точки). Из сказанного следует,
что окружность О. целиком ле­
жит внутри фигуры, состоящей
из двух «луночек», образован­
ных окружностями О иО. (см.
рис. 31, а). Эти «луночки» со­
стоят из точек, которые лежат
внутри одной из окружностей
О, О., но вне другой. Таким
образом, искомое множество це­
ликом принадлежит этой фигуре.

Покажем обратное: всякая
точка Г, фигуры, состоящей из
двух «луночек», образованных
окружностями О, и Оз, принад­
лежит рассматриваемому мно­
жеству. Для этого проведем

прямую ОГ (см. рис. 31, 6) и обозначим через Х и У
точки ее пересечения с окружностями О. и О. соответ­
ственно. Так как Д АХО = 90° и ВТО =90°, то пер­
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пендикуляр к прямой ОЁ в точке Ё, параллелен прямым
АХ и ВУи лежит между ними, а поэтому пересекает отре­
зок АВ в некоторой точке {. Значит, точка Г является
проекцией ‘точки Д отрезка АВ на прямую ОР и, следова­
тельно, принадлежит рассматриваемому множеству.

Мыдоказали, что искомое множество представляет собой
описанную выше фигуру, состоящую из двух «луночек»
(рис. З1, а).

ХХ.П.8.5. Пусть, вопреки утверждению задачи, общая

часть любых двух прямоугольников меньше =, Перену­
меруем данные 9 прямоугольников в любом порядке и вы­
ясним, какую площадь они могут занимать. Второй пря­
моугольник может пересекаться первым по площади, мень­

. 1 .
шей, чем-—_; следовательно, второй прямоугольник добав­

8
ляет к площади первого болыше, чем ——,т. е. общая пло­

щадь, занимаемая этими двумя прямоугольниками, больше,
8

чем 1-- 9’
Третий прямоугольник может пересекаться как с пер­

вым, так и со вторым прямоугольником, но с каждым из

них по площади, меньшей —-, т. е. с первым и со вторым
о 2

вместе по площади, меньшей, чем —с-.
Следовательно, третий прямоугольник добавляет к пер­

7
вым двум прямоугольникам площадь, большую —=, т. е.

общая площадь, занимаемая первыми тремя прямоуголь­
никами, больше, чем

8 7

Продолжая эти рассуждения, получим, что общая
площадь, занимаемая всеми девятью прямоугольниками,
больше, чем

8 7 1Нот.
Между тем, эта сумма равна 5.

Следовательно, общая площадь данных прямоугольни­
ков больше 5, а это противоречит тому, что все они разме­
щены на площади, равной 5.
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ХХ.П.9.2. Плоскостями, параллельными граням куба,
разобьем его на кубики с ребром 1. Таких кубиков будет,
очевидно, 133 = 2197.

Если бы теперь внутри каждого кубика нашлась
бы точка (из числа выбранных), то мы имели бы не менее
2197 различных точек, вопреки условию. Следовательно,
найдется кубик, внутри которого не лежит ни одной выбран­
НОЙ ТОЧКИ.

Замечание. Если бы мы потребовали, чтобы точек не было
не только внутри, но и на границе кубика, то изложенное решение
было бы непригодно, так как одна точка могла бы «обслужить» сразу
8 кубиков.

ХХ.1.7.2. Положим х = 0; тогда многочлен ахз +
-- 6х? -- сх - а принимает значение 4, и потому, по усло­
вию, 4 должно делитьсяна 5, т. е. 4 = 54.. Положивх == |
и х = —1, получим соотношения:

аное-5а, =5т,
—а-ьры— с- 54а,= 5п.

Сложив написанные равенства, мы увидим, что 26 де­
лится на 5, значит, 6 делится на 5 и, следовательно, а + с
делится на 5. Положим теперь х = 2. Многочлен ахз ­
- 6х2- сх + 4 приметзначение8а - 46 + 2 + а=э5р
Учитывая равенства 4 = 54, 6 = 56, и совершив формаль­
ные преобразования, получаем:

ва | 2с= За— Зе +5 (а + с) =5(р— 4, —45).
Отсюда ясно, что а — с делитсяна 5:

а-с= 5.
Принимая во внимание доказанное ранее равенство

ас = ыЫ,имеем:
2а =5(Е- 1, 26=5(1— В).

Поскольку числа 2 и5 взаимно просты, коэффициенты
аи с обязаны делиться на 5. Итак, все коэффициенты
многочлена делятся на 5.

ХХ.1.7.4. Обозначим сумму чисел, стоящих в Ё-Й
строке через ©,, сумму чисел [-го столбца — через 91,
а сумму всех чисел, стоящих в таблице — через ».

Пусть таблица имеет т строк и п столбцов. Тогда, оче­
ВИДНО,

+5 +...$. =51+524...4 51=.
622



Обозначим число, стоящее на пересечении [-го столбца
и Ё-й строки через ах.

По определению числа 5, имеем:
1 2 пав| ак -- -- 4 =5,.

Кроме того, по условию задачи,

а’ — 5» . $Т,

Стало быть, для любого В = 1, 2, 3, т мы имеем:

$.=а а + ...+ ай=815,$25, ...
- 575,=5,.%.

и потому= 5:- 92 = - 92%эти»=
Из соотношения У? = » получаем: либо » = 0, либо

\ = 1. Однако равенство » = 0 невозможно, так как
таблица заполнена положительными числами. Следователь­
но, » = |, что и требовалось доказать.

ХХ.1.9.2. Пусть [х|] = х — у; по определению числа
[х] имеем:

О<у<1.
Наше уравнение запишется теперь так:

х3—ху=: 3.
Принимая во внимание неравенство 0 < у < 1, получим:

2<л3—х<5,
ИЛИ

2<х(х?— |1)<3.
Пусть х>2. В этом случае х (2 — 1]>2.3 =6, и,
значит, при х > 2 неравенство х (х? — 1) < 3 не выпол­
няется.

Пусть теперь х < —1. Тогда х? — [> 0 и произве­
дение х (х? — 1) отрицательно, что противоречит условию
х (х? — 1 >> 2. Остается исследовать отрезки: от —1 до0,
от 0 до | иот 1 до 2. |1.Пусть—1<х< 0;вэтомслучае1х1=—1,иурав­
нение принимает вид: хз - | = 3, откуда х = И2. Но
это значениех вовсе не лежитна отрезке от —1 до 0,т. е. на
этом отрезке нет решений рассматриваемого уравнения.
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2.Пусть0<х <1; вэтомслучае[х]=0иуравнение7)имеетвид:х3==3,откудах=У 3. Ноэточислобольше1,
так что на отрезке от 0 до | решений такженет.

3. Наконец, при 1 <х < 2 мыимеем [х] = 1, и полу­
чающееся уравнение хз — | = 3 имеет решение х=у 4,
котороедействительно удовлетворяетнеравенствам | <х<2.и

Таким образом, х = 4 — единственное решение дан­
ного уравнения.

ХХ.1.9.5. Выберем любой отрезок АВ ломаной; пусть
его длина равна а. Рассмотрим точку М, делящую пополам
длину всей оставшейся ломаной. Если эта точка является
вершиной ломаной, то, распрямив ломаные АМ и ВМ,
мы получим требуемый треугольник (равнобедренный в
данном случае).

Пусть теперь М не является вершиной ломаной,а Нри­
надлежит какому-то ее звену СО длины6 (рис. 32). Пусть

длины ломаных АС и ВО рав­
ны соответственно х и у. Если
из отрезков а, х -- 6, и или из

у отрезков а, и |6, х можно
составить треугольник, то за­
дача решена.

Предположим, что невозмож­

б Ь м 2

и
| но составить треугольник из

А а В отрезкова, х -| Ь, у и невозмож­
Рис. 32. но составить треугольник из от­

резков а, и - 6, х. Напомним,
что невозможность построения треугольников из трех
отрезков означает, что один из них не меньше суммы
двух других.

Поскольку хХ+-у-- Ва (ломаная всегда длиннее
отрезка)их -- 6 > у, у-- В > х ( всилу выбораточки М),
то невозможность построения треугольников из указанных
отрезков приводит к неравенствам:

хор а-и, и бра-х,
сложив которые, мы получим:

26> 2а, т. е. Ба.

Выберем теперь в предыдущих рассуждениях в качестве
отрезкаАВ наибольший из всехотрезковломаной.
Неравенство 6 > а теперь невозможно, значит, 6 = а.
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Неравенствах + Бъа-у, у 6 > а-х прини­
мают вид: х > у, у > х, откуда х = 9.

В силу условия п > 4 на одной из ломаных х или у
имеется вершина ломаной (пусть для определенности, она
имеется на ломаной х), которая разбивает эту ломаную
на две части: х = и-о (рис. 32).

Покажем, что из отрезков а | и, В -|- о, у можно по­
строить треугольник. Нам нужно проверить выполнение
трех неравенств:
аниу>Ь-о, ани Б-о>у,Бо-у>а-и.
Доказательство этих неравенств не составляет никакого
труда, если учесть,что а = бБиу=х=и-+ о:

аки у=би х=б-Риито о,аи -о=а--в х=абуз у,
ро-и=а-о-+ уи=афо-и-ора-и.

ХХ.1.10.1. Заметим прежде всего, что 323 = 17 19.
Пусть п четно, т. е. я = 2К. Разность 207 — 3" делится
на 20 — 53, т. е. на 17. Покажем, что разность 16” — 1
также делится на 17. Действительно, число

16" — 1 = 162%— | = 256 —1
делится на

256 — 1 = 255 = 17 15.

Число 20" — | делится на 20 — 1 = 19. Покажем,
что и разность 16” — 3" делится на 19. Мыимеем:

16" — 3” = 162 — 32" = 256" — 9*,

а это число делится на

256—9 = 247 = 19.13.

Итак, при четном п сумма 20” -{ 16" — 3" — 1 делится
на 17 и на 19, а следовательно, и на их произведение (так
как это числа взаимно простые).

Пусть теперь п нечетно,т. е. и = 22 - 1. Число 20" —
— 3" по-прежнему делится на 20 — 3 = 17. Далее, мы
имеем:

16"— 1 = 1628+1— | = 16241 —16 -| 15 = 16(16**—1)--15.
Число 162 — |, как показано выше, делится на 17,

тогда как 15 на 17 не делится. Но если из двух чисел одно
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делится на а, а другое не делится, то их сумма не делится
на а. Отсюда следует, что число 162^+1— | не делится на
17, а значит, не делится на 17 и сумма 20" - 16" — 3" — |
при нечетном й = 27 - 1. Но тогда эта сумма не делится
и на 323.

Итак, число 20” -- 16"— 3" — | делится на 323 при лю­
бом четном п >> 0 и не делится на 323 ни при каком нечет­
НОМ П.

ХХ.П.7.1. Прежде всего заметим, что искомое мно­
жество, очевидно, симметрично относительно прямых ОА
и ОВ; поэтому мы будем рассматривать лишь точки угла
АОВ.

Пусть точки А и В удаленыот О на расстояние /{.Оче­видно,чтовсядугаокружностирадиуса/сцентромв О,
заключенная между сторонами угла АОВ, принадлежит
искомому множеству («ломаными» в этом случае являются
радиусы, проведенные в соответствующую точку).

Ясно также, что любая точка, лежащая вне этой окруж­
ности, нам не подходит, так как расстояние до нее от точ­
ки О больше[.

Пусть теперь М — точка, лежащая внутри круга и
принадлежащая искомому множеству, и пусть ОА, А....А,М
— ломаная длины [ удовлетворяющая поставленному
условию. Ясно, что эта ломаная целиком лежит внутри
прямоугольника ОРМО, где Р и О — проекции точки
М на прямые ОА и ОВ (см. рис. 33, а). В самом деле,
выйдя за пределы этого прямоугольника, ломаная должна
будет снова вернуться в него (хотя бы в точке М) и при
этом неминуемо пересечет второй раз его сторону.

То же рассуждение применимо к неполной ломаной
А,А,+1...А,М, и потому конец А,.,, любого звена А,А, +,
ломаной расположен выше и правее, чем его начало (рис.
33, 6). Иначе говоря, точки В., В., ..., В„, являющиеся
проекциями точек А,, А., ..., А„ на сторону ОР прямоуголь­
ника ОРМО, расположены на отрезке ОР снизу вверх
в указанном порядке: В., В., В,. Точно так же, точки
С:, С., ..., С, являющиеся проекциями точек А,,А., ..., А,
на сторону ОФ, идут слева направо. Так как каждая сто­
рона треугольника меньше суммы двух других, то мы
имеем (см. рис. 33 а):

ОА,< ОВ,+ ОС, АА, < ВВ. + С.С, А.А,< В.В, +
+ С.С» ‚ АМ&ВР+СО.
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Следовательно,

ОА + АА, -- +А,М < (ОВ + В.В, + + В.Р) +
+ (ОС - С.С,+ --.+ С„9).

Так как длина ломаной ОДА, .., А„М равна[, то послед­
нее неравенство можно переписать "В виде / < ОР + 00
или [< ОР + РМ.

Рис 33.

Итак, если точка М принадлежит искомому множеству,
то ОР + РМ 1. Из этого легко заключить, что ни одна
точка, лежащая внутри треугольника ОАВ или на отрезке
АВ, этому множеству не принадлежит.

Действительно (см. рис. 33,в),

ОР + РМ < ОР -- РМ’ =ОР + РА =1
_ (Д РАМ’ = Д АМГР = 45°).
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Таким образом, внутри угла АОВ искомому множеству
могут принадлежать лишь точки, лежащие внутри сегмен­
та, отсеченного хордой АВ, или на дуге АВ этого сег­
мента.

Для любой точки М. из этого сегмента требуемую ло­
маную легко построить: именно пусть (см. рис. 33,в)
точка Х — точка пересечения окружностей радиуса М, 0,
с центром М, и радиуса ОК с центром О (окружности пере­
секутся, так как иначе расстояние ОМ, было бы больше 1).
Ясно, что ломаная ОХМ, — искомая, так как

ОХ+ ХМ, = ОВ+М,0, = ОВ-+ВМ. =,
Окончательный вид множества показан на рис. 33,г.

ХХ.П.7.3. Обозначим две данные стороны треуголь­
ника через аи 65.Пусть, для определенности, а >> 6. Ясно,
что если точки А и С неподвижны, то при изменении сто­

роныс вершина В опи­
сывает окружность ра­
диуса а с центром в точ­
ке С. Понятно, что мы
можем ограничиться рас­
смотрением только
верхней полуплоскости.

Известно, что из
двух треугольников сдвумя— соответственно
равными сторонами
третья сторона болыше
у того треугольника, у

которого больше противолежащий этой стороне угол, и
обратно. Отсюда следует, что при увеличении стороны
с угол С также увеличивается. Таким образом, увели­
чение стороны связано с движением точки В по окружно­
сти против часовой стрелки (см. рис. 34). При этом, оче­
видно, угол А уменьшается.

Поскольку в треугольнике против большей стороны
лежит больший угол, а, по условию,а > 6, то наиболь­
шим углом всегда является один из углов: А или С.

В случае, когда а = с, углы А и С принимают равные
значения А, и С. Если а >> с, то наиболышим углом яв­
ляется угол А и, как было показано, А >> А.. Если же
а < с, то наибольшим углом становится угол С, причем
СЪ С.
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Следовательно, наиболыпий угол треугольника при­
нимает наименьшее значение при условии а = с.

ХХ.П.7.5.Пусть$ = а, + а,» - ... + а,., —сумма
некоторых восьми идущих подряд членов последователь­
ности. Очевидно, 5 > а,+; + а,+: = а,+, (так как все
члены последовательности положительны).

С другой стороны,
ар-ло = @р+ь-- @ь+8= @рузЕ @р+в-- ар» =

==+8--Ч-- ря --Ч ==...==араЕ ре =.
‚--Р Чре-Р Чо - @рь

что, как нетрудно заметить, больше5.
Таким образом, сумма $ заключена между двумя после­

довательными членами а, Иа, +1ои. значит, не может быть
равна никакому члену последовательности.

ХХ.П.8.4. Заметим сначала, что все три неизвестных
х,, Х›, хз Могут обращаться в нуль лишь одновременно,
В самом деле, если например, х, = 0, то (из первого урав­
нения) х› = О и (из второго уравнения) х; = 0.

Пусть теперь ххьхз ==0. Перепишем данную систему
уравнений в виде: 11х?д2)ея

Хз 2х8 '11-х
[хо 20’

откуда
Г} 1 1 |о же,
ОЗОНЕЗО ОИхх2 хх2’

| |[я чз
Умножая обе части уравнений на 2 и производя почлен­

ное сложение всех уравнений, получим
1 1. } ] | |еще тяТИЬ

или, иначе,
1 | | }57-23 +0+(8-2.5+1)+

1 ] "+[+25 +50
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или, наконец,
оо

Написанное равенство может выполняться лишь при
условии:

откуда находим:

Ха= Ха= Хз=.
Итак, данная система уравнений имеет лишь два реше­

НИЯ:

Ат = о = Хз = 0; Хх= Х = Хх:= 1.

ХХ1.1.7.2. Заметим, что через точки О, Р, М, О можно
провести окружность, причем диаметром ее будет отрезок
ОМ (так как Х МРО = /МОО= 90°). В построенной

окружности хорда РОа
стягивает дугу, на ко­

ра торую опирается уголРОО(или смежный сним
угол).

, Таким. образом, в
Ч / равных кругах (вдвое

== меньшегодиаметра,чемх / и данныйкруг)некоторые
хорды стягивают рав­
ные дуги. По известной
теореме, все такие хор­
ды равны, что и требу­
ется.

ХХ/.1.9.2. Напомним,
что система из двух не­
параллельных прямых
имеет три оси симмет­
рии. Именно, если про­
вести через эти прямые
параллельные плоскости
и провести еще одну
плоскость, параллель­
ную этим двум и удален­

Рис. 35. ную от них на равные
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расстояния, то две оси симметрии получаются как бис­
сектрисы вертикальных углов между проекциямидвух дан­
ных прямых на третью плоскость (см. рис. 35, а). Третья
ось симметрии — общий перпендикуляр данных прямых.
В случае пересекающихся прямых положение вещей ана­
логично (рис. 35, 6).

Данная нам система состоит из трех прямых, из которых
можно образовать, очевидно, три пары: | и 2, Гиз, 2и 3.
Каждая пара имеет три оси симметрии, так что общее число
осей симметрии не может быть больше 9, и этот случай
будет достигнут лишь тогда, когда каждая ось сим­
метрии каждой пары является также осью симметрии
для третьей прямой, т. е. либо совпадает с этой третьей
прямой, либо ей перпендикулярна.

Сформулированное условие выполняется, как нетрудно
заметить, в случае, когда все три прямые взаимно перпен­
дикулярныи пересекаются в одной точке.

Итак, наибольшее число осей симметрии у фигуры,
образованной тремя непараллельными прямыми в простран­
стве, равно 9.

ХХ1.1.10.5. Обозначим плоскость, в которой лежат пря­
мые, через х и рассмотрим перпендикуляр /[к этой плос­
кости.

Если на прямой / откладывать время, то движение
пешехода по прямой, лежащей в плоскости я, выразится
графиком, который будет тоже, очевидно, прямой (но
лежащей, разумеется,в пространств...

Тот факт, что первый пешеход встречается со вторым,
означает, что графики Г, и Г. движения этих пешеходов
пересекаются. Точно так же, имеют общую точку: прямаяГСГ.иГ.апрямаяГ,—с Г..

Рассмотрим прямые Г; и Г». Прямая Г. имеет с ними
обеими по одной общей точке, причем не проходит через
точку пересечения прямых Г, и Г». Поэтому прямая Г.
лежит в плоскости, определяемой прямыми Гу, Г..

Прямая /`. по той же причине лежитв этой же плоскости,
Если бы теперь прямые Г. и Г. были параллельны,

то их проекции на плоскость х тоже были бы параллельны,
что противоречит условию. Значит, прямые Г. и Г. пересе­
каются (лежат в одной плоскости и не параллельны).
Но, как мы уже стметили, это означает, что третий пешеход
встречается с четвертым.
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ХХ1.П.8.1. Рассмотрим участки прямой АВ, целиком
преходящие внутри данного многоугольника. Эти отрезки
не входят в состав границы многоугольника, но после
перегибания они превращаются в звенья ломаной — гра­
ницы нового многоугольника (отрезки 4.В., А.В»,

А,В»ь; на рис. 36а К = 5).

Проведем через каждую вершину данного многоуголь­
ника прямую, перпендикулярную АВ. Каждый из отрезков
А,В, будет разбит этими прямыми на несколько «элемен­
тарных отрезков», целиком лежащих внутри данного много­
угольника.

Рассмотрим любой такой отрезок аб и соответствующую
полосу между прямыми, перпендикулярными АВ и про­
ходящими через точки а и 6. В этой полосе, по построению,
не лежит ни одной вершины исходного многоугольника;
поэтому полоса «высекает» из его границы два или более
отрезков (а не ломаных)— по обе стороны от АВ
(рис. 36, 60).

г
№ — а

ь в
<

8) г)

Рис. 36, б,в, г.
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Рассмотрим отрезки [1 и [, ближайшие к прямой АВ
по разные стороныот нее (в полосе над отрезком аб). Рас­
смотрим, кроме того, отрезок /,, симметричный [ относи­
тельно АВ. Если отрезки Д и [, не пересекаются, то один
из них, очевидно, целиком попадет внутрь нового много­
угольника. Если же они пересекаются, то образуется двух­
звенная ломаная ХУй, попадающая внутрь этого много­
угольника (рис. 36, в, г). Наконец, если отрезки Ди [,
совпадают, то в границе нового многоугольника учиты­
вается длина только одного из них, как если бы другой
проходил внутри.

Заметим теперь, что как длина любого из отрезков [
или [., так и длина двухзвенной ломаной ХУ2 не меньше
длины отрезка аб. Таким образом, если к границе много­
угольника и добавляется при перегибании «элементарный
отрезок» аб, то одновременно граница «теряет» ломаную
или отрезокне меньшей длины.

Применяя эти рассуждения ко всем «элементарным
отрезкам», мы и получим требуемое утверждение.

ХХ/.1.8.3. Продолжим отрезки СО и СЁ за вершину С
до пересечения со сторонами угла соответственно в точках
Ри О (рис. 37).

Рис. 37,

Покажем, что РО] ММ Заметим. что точки Е и О
лежат на окружности, диаметром которой является отре­
зок РО (углы ОЕР и РОО, по условию, прямые). Следо­
вательно,

д ЕШР == { ЕСФР.
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С другой стороны, окружность с диаметром ЕР проходит
через точки М и №,и, значит,

Х М№Б= { МЕБ.

Но ЕМ 1 РР (прямые ЕМ и РО перпендикулярны к
одной прямой), и потому углы ЕБРР и ОЕМ равны.

Следовательно,

д ММО = { ЕОСР.

Продолжив теперь отрезок РЛ№до пересечения с прямой
РО в некоторой точке Ю,мынайдем, что ДЕОР = ИМЮР
(так как МЮ | ЕС), и потому ХДММО = ИМЬЮР. Но эти
углы — накрест лежащие (при пересечении прямых ММ
иРО ссекущей №К); из их равенства вытекает, что ММ!|| РО.

Рассмотрим теперь треугольник ОРФО.Его высоты ОЕ
и РО пересекаются в точке С, и, значит, ОС — тоже вы­
сота, т. е. ОС 1 РО. Но РО | ММ;следовательно,

ОСММ,
что и требовалось доказать.

ХХ1.11.10.1. При и = 0 уравнение, очевидно, не имеет
решения. При и = | уравнение обращается в квадратное,
имеющее лишь одно решение х ==3 (второй корень х = —|
отрицателен).

Пусть теперь и >> 1. Заметим, что числа х?У и (х + 2)?
одной четности, а потому число (х - 1) четно, так что
х-- 1 четно:х-+ | = 2А, откуда х = 2—1 Хх =
= 27 -{ |. Подставим эти значения в уравнение и раскроем
скобки по формуле разложения бинома:

(2 — 127 + (28)?5= (28 + 1), (1)[2—2 (2+ ...—9уИ Ву=
—(28)+ 2. (26+ у. + Ц.

Таккаку>1,то2у>3 и членыС$,-(2^)3будутсуще
ствовать. Перенесем теперь все члены кроме 2.2. 2,
в правую часть и вынесем (2^)3 за скобки:

2.2 28= (2Е)3[2С8,+ 20%,(2+... +
+ 23, (28-8 + (29-3,

или у = А. [...]. Мывидим, что при и >> 1 число у должно
делиться на К.
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Разделим теперь слагаемые в равенстве (1) на (24):

(—= +! =-(+ ==)
При этом, очевидно, (1 — 2} < 1, так что 1+

1 \25 , 1 \2

"(= < 2. С другойстороны,(1 -- ых =1 +2 1 у

+= Е + С2,(55) + такчто(+35) >1- 5.
но следует,что1-- 5 <2, откудая ХЗи<ЕЁ.
Таким образом, у не может делиться на РЁ, и, значит
при у > | уравнение не имеет решений.

Итак, единственное решение уравнения: х = 3, у = 1.
ХХ[.П.10.2. Пусть сначала отрезок АВ целиком про­

ходит внутри или по границе многоугольника. Обозначим
через А’ точку пересечения прямой АВ с границей много­
угольника, лежащую на продолжении отрезка АВ за точку
А иближайшуюк точкеА. Точка В’ определяется аналогично
(см. рис. 38, а). Точки А’иВ’раз­
бивают границу многоугольника
на две ломаных, каждая из ко­
торых имеет длину, большую,
чем А’В’. В свою очередь АВ <
< А’В’. Но отрезок АВ не вы­
ходит из многоугольника, и,
значит, его длина больше |. Пе­
риметр многоугольника в этом
случае имеет длину, большую,
чем 2, что и требуется.

Пусть теперь отрезок АВ не
проходит целиком внутри или по
границе многоугольника,т. е. на
отрезке АВ есть точки, лежащие
вне многоугольника. В этом слу­чае,крометочекА’и В’,опре­
деляемых,как и раньше, выберем
еще две точки: А”— ближайшая к
А точка пересечения отрезка АВ
с границей многоугольника;точ­



каВ”определяетсяаналогично.(ТочкиА”и В”непремен­
но различны, так как в противном случае весь отрезок АВ
проходил бы внутри многоугольника или по его границе.)

Отрезки А’А” и В”В’ лежат, по построению, внутри
многоугольника и, значит, разбивают внутреннюю область
многоугольника на три части. Границей одной из них яв­
ляется отрезок А’А” и часть границы многоугольника —
ломаная я. Точно так же граница второй области состоит
из отрезка В’В” и ломаной В. Третья часть ограничена от­
резками 4’А” и В’В” и частями границы многоугольника
ид. Ломаные АА’1В”"Ви АА”ЪВ’В(рис. 38, 6) не выходят
из многоугольника и, по условию, имеют длину больше|.
Значит периметр многоугольника А”А’1В”В”6 больше 2.
Остается отметить, что периметр данного многоугольника
получается заменой отрезков А”А’ и В”В’ бблыпими по
длине ломаными а и 8, и потому он также больше 2.

Отметим еще, что вместо ломаных АА’1В”В и АА"5В'В
может потребоваться рассмотрение ломаных АА’1В’В и
АА”5В”В (это зависит от расположения отрезков А’А”
и В’В” в многоугольнике). Последнее замечание, однако,
не создает новых трудностей (см. рис. 38,в).

ХХП.1.7.4. Мы будем говорить, что ладья движется
вдоль горизонтали (или вертикали), если при своем
ходе она перемещается с одного поля этой горизонтали
(вертикали) на другое.

Допустим, что ладья совершила обход шахматной доски,
побывав при этом на каждом поле по одному разу,

Покажем, что при обходе доски ладья должна либо
хотя бы один раз двигаться вдоль каждой вертикали,
либо хотя бы один раз двигаться вдоль каждой гори­
зонтали.

Действительно, пусть найдется вертикаль, вдоль ко­
торой ладья ни разу не двигалась. Это значит, что каждое
поле этой вертикали (на всех этих полях ладья, по усло­
вию, побывала) ладья проходила, двигаясь «поперек» вер­
тикали, т е вдоль соответствующей горизонтали,
Следовательно, ладья двигалась хотя бы один раз вдоль
каждой горизонтали

Пусть, для определенности, ладья двигалась хотя бы
один раз вдоль каждой вертикали На каждую вертикаль
(кроме, быть может, той, с которой начинается обход, и той,
на которой обход заканчивается) ладья должна войти и
после движения вдоль вертикали — выйти с нее, При
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этом вход и выход осуществляются обязательно с пово­
ротами.

Таким образом, общее число поворотов не меньше, чембт =
(6 вертикалей со «входом»и «выходом»,начальная вертикаль
только с «выходом», конечная — только со «входом»).

Итак, меньше 14 поворотов

сделатьнельзя, В то же вре- РРР РА РА 77мя,обходы,содержащиеровноР-Р
14поворотов,существуют(см.,ПЕ |например,рис.39;этотвариант,ТГ |
конечно,неединственный). йй |7 -й |7 ||ХХИ.1.8.3.Заметим,что ИАА НЫЙ
площадьтреугольникаАВР КИДАЙ И
вдвое больше площадитре ИЙ|ИИ ВА ||

угольникаАКО,так какэти И 7—7)
ИАА 277треугольники имеют общую вны­

соту, а основание одного из
них вдвое болыпе основания
другого: 2АК = АВ.Итак, Рис. 39.

<Е7РР[72АГРАИРАИ

]

—5 ЗлАВР == ЭлАКО.

Точно так же
1

—- Элсвр = ЭлВМС.

Сложим равенства (1) и (2):

1

ОлАКР -- ЭАВМС== -5- АВС.

Применив аналогичное рассуждение к треугольникам АМО

и АСД и к треугольникам ВКС и ВАС, покажем, что
блдАМР+ ЭАВКС= > ФАСО.

Следовательно,

$ = блдкр - Элвмс -- Здамр -- Элвкс = ЭАВСР. (3)

С другой стороны,

блаКр+ Эдвмс+ Зламр + Здвкс =

= Здвср — Эмрко -- Здвср + ЭдАОрЬ» (4)
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так как площади треугольников ВСР и АОР в сумме $
учтены дважды. Сопоставляя равенства (3) и (4), получим
требуемое:

ЭМРКО == Элвср -- ЗлАОР.

ХХИ.1.9.3. Покажем сначала, что общие хорды окруж­
ности О и каждой из окружностей, проходящих через точ­киАи В,пересекаютсяводнойточке.Дляэтогопроведем
через точки А и В любую окружность О,, пересекающую
данную окружность О в точках М, и М,, и обозначим через
Р точку пересечения прямых М.М, и АВ. Проведем теперь
через точку Р секущую М.М№,к окружности О и построим
окружность О,, проходящую через точки М., М№.,А. По
известной теореме,

РМ, РМ, =РА РВ’ (в окружности О.),
РМ, РМ, =РМ, РМ, (в окружности 0),
РМ, РМ = РА РВ (в окружности О)),

где В’ — точка пересечения прямой АВ с окружностью
О.. Отсюда РА РВ’= РА РВ,т. е. РВ’ = РВ, и по­
тому точки В и В’ совпадают. Ясно, что таким способом
может быть построена любая окружность, проходящая
через точки А и В и пересекающая окружность О. В са­
момделе, кромезнания точек А и В,для определения окруж­
ности необходимо и достаточно задания еще одной точки.
Пусть это будет одна из точек пересечения искомой окруж­
ности с окружностью О. По этой точке М мы построим
секущую РММи через точки М, Ми А проведемокружность.
Как было показано, она непременно пройдет и через точ­
ку В.

Итак, мы показали, что любая окружность, проходя­
щая через точки А и В и пересекающаяся с окружностью 0,
имеет с О общую секущую, проходящую через фиксиро­
ванную точку Р, которую можно построить (с помощью -.
любой такой окружности). Заметим теперь, что в данной
окружности все хорды данной длины лежат на одном рас­
стоянии от центра и, значит, касаются некоторой окружно­
сти, которую также можно построить с помощью любой
такой хорды.

Построение, завершающее решение задачи, теперь оче­
видно: нужно из точки Р провести касательную к вспомо­
гательной окружности и по этой касательной построить
искомую окружность, как было описано выше,
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Заметим, наконец, что в том случае, когда перпенди­
куляр, проведенный через середину отрезка АВ, проходит
через центр окружности О, общие хордыданной окружности
и каждой из окружностей, проходящих через точки А и В,
уже не будут пересекаться в одной точке, но будут все па­
раллельны прямой АВ. В этом случае завершающее по­
строение состоит в проведении прямой, параллельной дан­
ной прямой АВ и касающейся вспомогательной окружности,
и в последующем построении искомой окружности по этой
касательной.

ХХП.1.9.5. Пусть такой тетраэдр существует. Выберем
в нем наибольшее ребро и обозначим его через а (если таких
ребер несколько, то возьмем любое из них). По условию,
должна найтись грань (треугольник), в котором ребро а
было бы стороной тупого угла. Так как тупой угол в тре­
угольнике — заведомо наибольший, а против большего
угла всегда лежит большая сторона, то у тетраэдра суще­
ствует ребро, большее, чем а, вопреки нашему выбору.
Полученное противоречие показывает, что тетраэдров с
требуемыми свойствами не существует.

ХХП.[.10.4. Будем обозначать клетку, находящуюся на
пересечении строки №а и столбца №6, через (а, 6). Каждое
из чисел 1, 2, ..., № встречается в такой записи всех
клеток ровно 2^№раз: № раз как номер столбца и М раз
как номер строки.

Пусть теперь 1 стоит в клетке(а, х). Номер строки,в ко­
торой стоит 2, по условию, равен номеру столбца, содержа­
щего |, то есть равен х. Значит, 2 стоит на поле (х, и).
Далее, 3 стоит на поле(у, г) и так далее; наконец, №?стоит
на некотором поле (т, п).

Ясно, что номер а встречается внутри (т. е. не на первом
и не на последнем месте) цепочки

(а,х) (х,у) (у,2) (тт)

четное число раз. Так как при этом а стоит в начале
цепочки и всего использован, как было замечено, четное
число раз (2М№раз), то этот номер должен стоять. и вконце
цепочки: п = а. Итак, строка, содержащая 1, имеет тот же
номер, что и столбец, содержащий №.

Рассмотрим любое, кроме | и №, число р из столбца,
в котором стоит №. Следующее число,т. е. р -{ 1, стоит,
как следует из доказанного, в строке, содержащей число [.
Итак, каждому числу из столбца, содержащего -№*, соот­
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ветствует на единицу болышее число из строки, содержа­
щей |. Исключение составляет лишь /\?. Кроме того, чис­
ло | также не имеет себе пары в столбце. Следовательно,
искомая разность равна

—1(Мм =№—М.
ХХИ.1.10.5. Пусть, напротив, среди любых А чисел на­

шей последовательности наименыпее меныше или равно
половине наибольшего. Рассмотрим числа а, ао, ..., а».
По условию, а, — наибольшее среди них, а, — наимень­
шее; согласно сделанному предположению,

1

Я»< -э- а.

Рассматривая числа а,, а, 1, @.,—1,ТОЧНОТак же
получим

] 1 1 ]Ч <2< д а =-а
Продолжая далее этот процесс, обнаружим вообще, что

1

Чт (&—П-+1< эт @1.

Рассмотрим теперь сумму:51=а,-а|ал- --.Е@ии--ы+.
Вследствие полученных выше неравенств, мы, используя
формулу суммы геометрической прогрессии, получим

1 1 ]$<а(!= ...-Н= += 2,
Отсюда следует, что

5 = а,--ар+... + Чивп Е
©з==@з--ава | ... + ап(и-рчз

$1 = а -Ё 2—2... + би(фур + «..< 2а;,
так как каждому слагаемому в этих суммах соответствует
не менышее слагаемое в сумме 5,. Суммируя полученные
неравенства, очевидно, будем иметь

$=5,+5+...5-12.ще <,
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1

так как а, ==. В то же время $ должно быть равно 1,
так как

=, 5 - ...+эы=афа... На,-... =1
по условию. Полученное противоречие и доказывает наше
утверждение.

ХХИ.П.7.1. Разобьем выражения

А —а16. —-аб -- ео -- аб,

В —а, -- аб—1-- зо-- аб:
на слагаемые следующим образом:

А —(а: - а,б„) -- (аб - ан—19и-—1)-- ‚9
В —(216, -- а,б\) --(аб, -- а,—102)-- вое

Если п четно, то для каждого одночлена найдется «пара»,
если же п нечетно, то в обеих суммах содержится общее
слагаемое

Составим разность
А—В= (а + а6, —аб, —аб) - (аь. +

-- аби — аб и—1— @—16е)-{ ...

Поскольку при нечетном п член а,., 6,„., уничтожится, то
2 2

при всех п в выражение А — В ничего, кроме скобок
вида

С, — (а,б» -- ЯЧп-к-1и Е--1— аби — ЯЧп—ь--1Ь,),

п-+|

не войдет; при этом А< 7. Разложим каждую такую скоб­
ку на множители:

С;= (а,—авт) *(6,—би).
Так как, по условию,

а» > аль, бь> би-ь-чь
то С, > 0, т. е. все слагаемые положительны и, значит,
разность 4 — В положительна. А это и означает, чтоА> В,т.е.аб,+аб.+...-Раб,>аб,

+ а5би—1—-..о -- аб.
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ХХИ.П.7.3. Запишем число 999999999 в виде
1000 000 000 — 1. Обозначим искомое число через А и
пусть А — десятичная запись числа А. Очевидно,
999999999. А = 1000 000 000 А — А = 4000000000 — А.
Это число и должно состоять из одних единиц. Итак,

1000 000 000 А — А = 111... 1,
откуда

А = 10000000004 — 111... 11
ИЛИ

А = 4009 000 000 —11 1. (*)
Так как последние цифры уменышаемого известны, то мы
можем производить вычитание («в столбик»), выясняя тем
самым последние знаки самого числа А, стоящего в левой
части равенства (»*).Приписывая эти знаки слева к нулям
в правой части, мы сможем продолжить вычитание, выясняя
новые знаки, и так далее, пока это возможно (т. е. пока
вновь полученные знаки числа А не станут равными 1).

Покажем, как происходит этот процесс на примере
более короткого числа 99:

99А = 100А— А = 111 11,
так что

А = 100А— 111 И = 400—111 1,
Вот последовательное вычисление знаков:

. 00 . 8900 1778900о.Е 1 о...ИИ
89’ 7789 ' 667789’

и так далее.
В нашем случае, как нетрудно убедиться, получится

ЧИСЛО

А,= 11...122..92 77 788 89.—— —— —— —ы——
Э цифр 9 цифр 9Эцифр 8 цифр

Полученноечисло А., очевидно, наименьшее, об­
ладающее требуемым свойством, так как каждый знак числа
А, с необходимостью получался из последующих. Но это
число — не единственное, так как наш процесс можно
продолжить, дописав слева от А, девять нулей (111...11 —
— 111...1] = 000...00) и возобновив вычитание.

Ясно, что любое число А„ с требуемым свойством имеет
ВИД:

А, =А, 000 004, 000 004, ...0 А, 000...00 4,.—_ ———— ——-_——
9 цифр 9 цифр 9 цифр
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ХХИ.П.7.5. Покажем сначала, что п четно. В самомделе,
среди л чисел (ж, хо), (хьхз), ..., (х, Хх.)должно быть столько
же --1, сколько —1, так как они все равны - 1, а их сумма
равна нулю. Итак, среди этих п чисел Е раз встречается
+1 и 2 раз —1, т. е. п = 2^. Рассмотрим теперь все числа,
равные —1. Если х„-х„+, = —1, то числа хи, хи, — раз­
ного знака. Обратно, если числа х„, х„., разного знака,
то х„.Хи+, = —1. Таким образом, Е есть число перемен
знака в последовательности ж, х., ..., Х„, №. Но в конце
последовательности стоит то же число, что и в начале.
Значит, число перемен знака в ней должно быть четно:
Е = 21. Отсюда п = 22 = 41, что и требовалось доказать.

ХХИ.П.9.5. Занумеруем поля доски (кроме централь­
ного) в порядке обхода их шахматным конем (рис.40, а);
белые кони стоят на полях [| и 3, черные — на полях 5
и 7. Рассмотрим вспомогательную схему, изображенную
на рис. 40,6.

Положения коней
обозначены символами: 1 6 |3

О — белый конь,
х — черныйконь. у 9
Ход коня изобража­

етсянасхемедвижением 712]5
одного из символов на

один шаг по или против а)
часовой стрелки.

Заметим, что после Рис. 40.
всех перестановок каж­
дый конь сделает четное число ходов (так как после
одного хода меняется цвет поля, на котором стоит конь,
а все поля 1, 3, 5, 7 — одного цвета).

Пусть какой-то конь сделал за все время перестановок
только2 хода; например, пусть белый конь| встал на поле 7,
пройдя через поле 8.

Так как при этом белый конь 3 должен встать на поле о,
а черный конь 5 на одно из полей или 3, то эти два коня
должнына схеме «перескочить»один через другого или через
коня, стоящего вначале на поле 1. Но такое «перескаки­
вание» означает, что при каком-то ходе в одной клетке бу­
дут находиться сразу два коня, что противоречит пра­
вилам.

Итак, ни один конь не может сделать только 2 хода.
Это значит (ввиду четности числа ходов каждого коня),
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что всего будет сделано не меныше, чем 4.4 =
— 16 ходов.

ХХ!1.1.7.1. Предположим сначала, что мы имеем де­
нежную сумму в 10 рублей или больше. Покажем, что
любая такая сумма может быть представлена как четным,
так и нечетным количеством денежных билетов.

Именно, любая четная денежная сумма (в 10 рублей
или более) представляется, с одной стороны, четным чис­
лом билетов достоинством в | рубль, а с другой — одним
билетом в 10 рублей и еще четным числом билетов по
одному рублю. Точно так же, любая нечетная денежная
сумма(в 19 рублей или более) представляется, с одной сто­
роны, нечетным числом билетов по одному рублю,а с дру­
гой — одним билетом в 10 рублей и еще нечетным числом
билетов по одному рублю.

Рассмотрим теперь денежные суммы, менышпие 10 руб­
лей. Для представления этих сумм в нашем распоряжении
имеются лишь билеты достоинством‘ в 1, 3, 5 рублей — все
нечетные. Понятно, что нечетное число билетов, каждый
из которых представляет нечетную сумму, могут составить
лишь нечетную сумму; следовательно, никакую четную
сумму, меныпую 10 рублей, нельзя представить нечетным
числом билетов. Аналогично, четное число билетов, каж­
дый из которых представляет нечетную сумму, могут
составить лишь четную сумму; следовательно, никакую
нечетную сумму, меньшую 10 рублей, нельзя предста­
вить четным числом билетов. Итак, четная сумма, мень­
шая 10 рублей, может быть представлена лишь четным
числом билетов, а нечетная сумма (менышая 10 рублей)
требует для своего представления нечетного количества
билетов.

Таким образом, все суммы, не меньшие 10 рублей,
удовлетворяют поставленному условию; все остальные сум­
мы не удовлетворяют.

ХХШ.1.7.2. Пусть К — общая точка всех трех окруж­
ностей (рис. 41). Так как окружности по условию равны,
то КА, есть перпендикуляр, проведенный через середину
М, отрезка О„Оз; далее КА, — перпендикуляр, проведен­
ный через середину М, отрезка О.О., и КА, — перпенди­
куляр, проведенный через середину М. отрезка О.О,. Точки
М,, Мь, М. являются также серединами отрезков КА:,
КА,, КА.. В треугольниках КА,А, и О,0.0. отрезок М.М.
является средней линией и, следовательно,
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0,0; = 2М.М.= А.А..
Аналогично,

0,0: =2М.М, = А.А,
0,0, =2М.М, = АА..

Отсюда и следует тре­
буемое равенство тре­
угольников:

ДА, А,Аз= Д 0,0,0..
ХХШ.1.7.4. Покажем

прежде всего, что точ­
ки А,, М иВ., лежат на
одной прямой. В самом
деле,

и АМВ, = Х АММ + Рис.41.
- д В.ММ.

Но углы А,ММ и В.ММ — прямые, так как опирают­
ся на диаметры. Итак, ДА. МВ. = 180°,т. е. точка М лежит
на отрезке А.В..

Рассмотрим теперь треугольник А.МВ.. Поскольку
углы АВ.,М и В.А.М — прямые (они опираются на
диаметры), а угол ММВ. как показано выше,— тоже
прямой, то прямые ММ, А.В, и А.В. являются высотами
в рассматриваемом треугольнике А,МВ.. Следовательно,
эти три прямые пересекаются в одной точке.

ХХ1.1.8.1. Сумма цифр рассматриваемого числа равна
300, т. е. делится на 3. Следовательно, и само число должно
делиться на 9`(по признаку делимости на 3). Пусть теперь
х = а*, где а — целое число. Тогда а также делится на 3
(иначе и число х не делилось бына 3), и, значит, число х
должно делиться на 9. Однако сумма цифр числа х (равная
300) на 9 не делится, а потому и х не делится на 9. Полу­
ченное противоречие показывает, что число х не может
быть точным квадратом.

ХХШ.1.8.2. Будем для краткости называть игроков,
занявших последние три места, «плохими», а всех осталь­
ных — «хорошими»,

Плохие игроки сыграли между собой, как нетрудно
видеть, три партии,и в этих партиях было набрано в общей
сложности три очка.
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По условию, это — половина всех очков, набранных
плохими игроками; значит, в играх с хорошими плохие
игроки набрали еще 3 очка. Но всего между плохими и
хорошими игроками было сыграно (п — 3) 3 партий и
разыграно столько же очков (п — общее число игроков).
Из них 3 очка взяли плохие игроки, а остальные очки взяли
хорошие. Следовательно, в партиях с плохими игроками
хорошие игроки завоевали (п — 3).3 — 3 очка, и, значит,
столько же очков хорошие игроки набрали (в общей слож­
ности) в играх друг с другом.

Как легко видеть, между хорошими игроками было про­

) 9%) партии и разыграно столько же очков.ведено

Следовательно,

Гб (и3).3—3,
откуда получаем два решения: п = 4, п = 9.

Ясно, между тем, что вариант п =4 должен быть
исключен, так как в этом случае единственный хороший
игрок набрал все свои очки во встречах с тремя осталь­
ными участниками. Остается. одно решение: п = 9. Однако

этим задача еще не решена,
так как еще неясно, годится
ли это значение п. Для того
чтобы убедиться в этом, нуж­
но показать, что возможно
такое распределение очков в
турнире между девятью участ­
никами, при котором выпол­
няются требования, указан­
ные в условии задачи. При­
мер турнирной таблицы, по­
казывающей, что такое рас­
пределение очков возможно,
приведен ниже(см. рис. 42).

ХХ1.1.8.3. Проведем диагональ АС и прямую, про­
ходящую через точку В и параллельную этой диагонали.
Обозначим через Р точку пересечения этой прямой с про­
должением стороны ОДС (рис. 43, а). Треугольники АРС
и АВС имеют общее основание АСи, очевидно, равные вы­
соты. Следовательно, их площади равны.
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Предположим сначала, что середина Ю отрезка РР
лежит на отрезке ОС. Проведем медиану АЮ к стороне
ОР в треугольнике АВР. Так как высота у треугольников
АДР и АРЮ общая и основание одного составляет поло­
вину основания другого, то

1

ЛАРВ —о ЛАРР

Так как при этом

ЗлАБР = ЭлАрс -- ЭлАРС ==ЭЛАБС -Ё ЭДАВС= ЭАВСЬ,

то прямая АЮ — искомая.

Рис. 43

Пусть теперь точка Ю окажется вне отрезка ОС, т. е.
РС > СО. В таком случае проведем еще прямую, парал­
лельную диагонали АС, и проходящую через точку О
(рис. 43, 6). Если @— точка пересечения этой прямой
с продолжением стороны ВС, то середина $ отрезка ВО
заведомо лежит на отрезке ВС.

Действительно, из подобия треугольников ВСР ирСО
вытекает, что ВС СО = РС: СО, а так как РСЪ СО,
то РС: СО > Ти, значит, ВС СО 1. Иначе говоря,
ВС >> СО,и потому середина $ отрезка ВОлежит на от­
резке ВС.

Из этого, как и раньше, легко следует, что в рассматри­
ваемом случае прямая А5 — искомая.
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ХХШ.1.8.4. Проведем прямые ОА и ОВ и заштрихуем
угол АОВ (т. е. тот угол, в котором расположен отрезок
АВ) и вертикальныйс ним угол (рис.44, а). Ясно, что точ­
ка С (или О) будет отмечена, если она не лежит в заштри­
хованных углах, и не будет отмечена, если она лежит в
одном из заштрихованныхуглов.

Могут представиться следующие возможности:
1) Отрезок СР не пересекает ни одной из прямых

ОД, ОВ. В этом случае обе точки А, В являются отмечен­
ными. Точки же Сир лежат обе в одном и том жеиз четы­
рех углов, определяемых прямыми ОА и ОВ,т. е. либо
обе являются отмеченными (рис. 44, 6), либо обе не яв­
ляются отмеченными (рис. 44, в). Итак, в рассматриваемом
случае отмечены либо 2, либо 4 точки.

2) Отрезок СР пересекает только одну из прямых ОД,
ОВ, т.е. только одна из точек А, В является отмеченной.
Точки же Сир лежат в двух смежных углах, определяе­
мых прямымиОЛ, ОВ (рис.44, г), т. е. одна лежит в заштри­
хованном углу, а другая — в незаштрихованном; следо­
вательно, только одна из точек С, Д является отмеченной.
Итак, в рассматриваемом случае отмечены2 точки.

3) Отрезок СР пересекает обе прямые ОД, ОВ, т. е.
ни одна из точек 4, В не является отмеченной. Точки С
и О лежат в этом случае в двух вертикальных углах,
т. е. либо обе отмечены(рис. 44, д), либо ни одна из них
не отмечена (рис. 44, е). Итак, в рассматриваемом случае
либо 2 точки отмечены, либо ни одна не отмечена.

Сопоставляя все возможности, мы видим, что могут быть
отмеченными 0, 2 или 4 точки.
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ХХ11.1.8.5. Мы должны показать, что существует бес­
конечно много чисел т, не представимых в виде т==р-| п?*.
Мы покажем даже, что среди чисел, являющихся точ­
ными квадратами, бесконечно много чисел обладают
требуемым свойством. В самом деле, если мы возьмем
т = а?, то для р получим выражение:

р ==4 —п?= (а— п) (а- п”).

Чтобы р было простым, необходимо теперь, чтобы один
из сомножителей был равен |. Так как а -- п*, очевидно,
болыше чем а — п*, то должно выполняться именно соот­
ношение;

а—п = |.

В таком случае п? = а— 1, и потому р =1. (а- п®)=
= а - (а — 1) = 2а— 1. Остается лишь заметить, что
нечетных чисел 2а — 1, не являющихся простыми, беско­
нечно много (таковы, например, все числа вида 36, где В
нечетно). Таким образом, можно подобрать бесконечно
много чисел т ==а?, для которых число р в соотношении
т = р - п?* не может быть простым.

ХХ 1.9.3. Пусть / — некоторая прямая, проходящая
через точку О; А и В — точки ее пересечения с границей
многоугольника. Нам надо доказать, что ОА = ОВ (для
любой прямой [, проходящей через точку 0). Допустим,
напротив, что отрезки ОА и ОВ не равны; пусть например,
ОА > ОВ.

Возьмем прямую Г, проходящую через О и пересекаю­
щую границу многоугольника в точках С и О, настолько
близко расположенных от точек А и В (соответственно),
чтобы было ОС ›> ОР и, кроме того, чтобы на участках
границыот А до Сиот В дор не было вершин многоуголь­
ника (в силу выпуклости многоугольника это всегда можно
сделать). Прямая [ разбивает площадь многоугольника
на части 5, и ©, прямая [ — на части 5, и $., причем,
по условию

51 = а, 91 ==92.

Вычитая одно равенство из другого, получим

Флвор = Эл АОС­
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Однако из равенств

$ доб—-- АО. ОС зш/ АОС,

Злвов= - ВО ОБ эп вор
в силу соотношений

ОА> ОВ, ОС > ОО, ( АОС=: ВОР

вытекает, ЧТо ©лдос >>Элвор. Полученное противоречие
показывает, что для любой прямой [ проходящей
через точку О, имеет место равенство ОА = ОВ. Это и
означает, что О есть центр симметрии многоугольника.

ХХ1.1.9.4. Обозначим точку, заданную внутри окруж­
ности, через А. Пусть сначала четвертая вершина ДОяв­
ляется в прямоугольнике вершиной, противолежащей
вершине А (рис.45. а). В этом случае по теореме Пифагора
Ор? = ОЕ? + Е0®, так как ОЕ + СО, ОН + ВО. Учиты­
вая равенства

ОЕ ==НО, ВН = АМ, ЕС = ОМ,

получаем отсюда

00? = ОР? -- ОН?== ОР? + ЕС*— ЕС* + ОН? + ВН? —

— ВН? ==(ОЕ?- ЕС?) + (ОН? - НВ?) — (ЕС? - ВН?) =
= Ю?-- А? — (0О№+ АМ?) = 29? — ОА?.

Таким образом,

02? =: 2? — ОА?,

т. е. длина отрезка ОР не зависит от положения прямо­угольника.Это значит,чтоточка2)лежитнаокружности
радиуса 2Ю?— О4?, концентричной с данной. Заметим,
что /2Ю?2— А0*>> Ю, т. е. эта окружность лежит вне
данной окружности.

Если теперь точка `[) является в прямоугольнике вер­
шиной, смежнойс А,то, как легко видеть, Ор = ОА (в силу
симметрии рисунка 45, б относительно прямой, проходя:
щей через центр и перпендикулярной АО); следовательно,
точка 2) лежит на окружности радиуса ОА, также концен­
тричной с данной. При этом, разумеется, точка 2 должна
быть отличной от точки ДА.
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_ Покажем теперь, что любая
точка каждой их этих двух ок­
ружностей, за исключением точ­
ки А, принадлежит множеству
четвертых вершин прямоуголь­
ников. Пусть Х — любая точка
внутренней окружности, отлич­
ная от А (рис. 45,6). Соединив
ХиА, проведем перпендикуляры
АВ’ и ХС’ к отрезку АХ до
пересечения с данной окруж­ностьювточкахВ’и С’.Пока­
жем, что АВ’С’Х — прямоуголь­
ник. Сумма углов при верши­
нах В’ и С’ четырехугольника
АВ’С’Х равна, очевидно, 180’
С другой стороны,эти углы равны
в силу симметрии четырехуголь­
ника относительно перпендику­
ляра, проведенного из центра О
к отрезку АХ. Тем самым дока­
зано, что АВ”С”Х — прямоуголь­
ник, и, значит, точка Х принад­
лежит рассматриваемому множе­
ству.

Рассмотрим теперь произволь­
ную точку У внешней окружно­
сти. Соединим точки Уи А ина
отрезке АУ, как на диаметре,
построим окружность. Пусть
В — одна из точек ее пересече­
ния с данной окружностью. По
точкам А и В уже можно по­
строить прямоугольник, третья
вершина С которого, противо­
лежащая вершине В, лежит наданной— окружности.Таких
прямоугольников будет два
(рис. 45, в), причем четвертые их
вершины, по доказанному, дол­
жны лежать на внешней окруж­
ности. С другой стороны, эти
четвертые вершиныобоих прямо­
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угольников должнылежать на прямой УВ, так как УВ 1 АВ
по построению (угол УВА опирается на диаметр). Ноу
прямой ВУ с внешней окружностью есть как раз две точки
пересечения, значит, именно они и являются четвертыми
вершинами прямоугольников. Так как одна из точек пере­
сечения прямой ВУ с внешней окружностью, очевидно,
совпадает с У, то точка У принадлежит рассматриваемому
множеству.

ХХи.1.10.5. Расположим числа а, @., ..., а, в порядке
убывания их абсолютных величин:

Ва, В, ‚ В»; 18,1> [84| >... > [Вы
и соотношение И +#=0
разделим на 81:

+ (*к"0. (1)
Обозначим через В;.; первое число, абсолютная вели­
чина которого отлична от. абсолютной величины числа В:

В = |8 ==...= [В[> [Ван[2 ... 2 |В»|.
Соотношение (1) перепишется тогда таким образом:

11 ..1+ (+. .+(=)=0 (2)
п

Выберем теперь п столь большим, чтобы (и былоВ:
1

меньше,чем 5; это всегда можно сделать, так как
последовательность

Ву--1 Виа ) В-1 }В ’ В, ” В; )

представляет собой убывающую геометрическую прогрес­
1+1

сию (заметим,что |ны | < 1). При таком выборе п абсолют­
ная величина суммы5(+ +5)

]

будет, очевидно, меньше --. Ясно теперь, что количество
+1 и —1 в равенстве (2) должно быть одинаковым, так

1 о

как сумма ©, меньшая 5 По абсолютной величине, не смо­
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жет компенсировать избытка, представляющего собой (по­
ложительное или отрицательное) целое число. Итак,чис­
ла, равные по абсолютной величине числу В,, разбиваются
на парыв соответствии с утверждением задачи. Исключив
эти числа из рассмотрения (что возможно, так как их
сумма равна 0), мы проведем точно те же рассуждения
для оставшихся чисел и так далее, пока не исчерпаем всех
чисел.

ХХШ.П.7.1. При решении задачи могут представиться
три возможности.

1. Точки А, В, С, О образуют выпуклый четырехуголь­
ник. В этом случае для любой точки М имеем неравенства:

МА-- МС> АС,

МВ -- МО > ВБ,

складывая которые, мыубедимся в том, что искомой точкой
является точка пересечения диагоналей АС и ВО. (Для
этой точки суммарасстояний до вершинкак раз равна АС -­
-- ВБ;для всех остальных точек эта сумма, как мывидим,
больше.)

2. Точки А, В, С, О не образуют выпуклого четырех­
угольника, но не лежат на одной прямой. В этом случае
одна из точек —пусть это будет р — лежит внутри или
на стороне треугольника, образованного тремя остальными
точками.

Пусть точка М лежит внутри или на стороне треуголь­
ника ВОС(если бы точка М лежала внутри или на стороне
треугольника АВО или АСО, рассуждение было быанало­
гичным). Проведем прямую АМи рассмотрим ту из вершин
В, С, которая лежит по ту же сторону от прямой АМ,
что и точка О; пусть это будет вершина С (рис. 46,а).
Тогда

АМ-- СМ> АБ - СБ,

ОМ -+ ВМ > ВО.

Складывая эти неравенства, мы обнаружим, что

АМ- ВМ-+-СМ--ОМ > АР + ВО+ СБ,

т. е. для точки О исследуемая сумма минимальна.
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Если точка О лежит по ту же сторону от прямой АМ,
что и вершина В (рис. 46, 6), то написанные неравенства
заменяются следующими:

АМ+ ВМ >. АБ + ВБ, БМ + СМ > СБ,

Рис. 46,

откуда, складывая, получаем то же соотношение. Если
точка Р лежит на прямой АМ (рис. 46, в), то применимы
любые из написанных неравенств. Итак, во втором случае
искомая точка — точка Д.

3. Точки А, В, Сир лежат на одной прямой. Пусть,
например, точки С и О лежат между А и В (рис.46, г);
тогда искомой точкой будет любая точка М отрезка СР
(для любой такой точки М сумма АМ + ВМ + СМ + ОМ
равна АВ -- СО; для точки М, не лежащей на отрезке СО,
эта сумма, как легко видеть, больше).

ХХхИ.И.7.2.Пусть а > 6 > с> а. Покажем прежде все­
ко, что можно построить треугольник со сторонами а — а,
р, с. Для этого необходимо, чтобы выполнялись неравен­
ства

а—а<Ь-с, (1)
р<ха-—а- с, (2)
сха-—а-6. (3)



Неравенство (1) равносильно
неравенству аао с-а,
которое выполнено, так как С б
а, 6, с, 4 — сторонычетырех­
угольника (в многоугольнике
каждая сторона меньше сум- а-@ Я
мывсех остальных). Так как Рис, 47.р<а,с—А >0(всилуна­
ших предположений о числах а,6, с, а), то выполнено и
неравенство (2). Аналогично, неравенство (3) следует изтого,чтос<а,6—4> д. Построивтеперьтреугольник
со сторонами а— а,6, с, мы легко достроим его до трапе­
ции со сторонами а, БВ,с, а (см. рис. 47): нужно продол­
жить сторону а — 4 на отрезок 4 (в любую сторону, на­
пример за конец стороныс} и на отрезках с, 4 построить
параллелограмм.

ХХхШ.И.7.3. Будем обходить границу пятиугольника
АВСЬОЕтак, чтобы его внутренность оставалась все время
слева. При обходе мы делаем поворотынаправо или налево.
Если мы делаем поворот направо, то внутренний угол в
такой вершине больше 180°, а если — поворот налево, то
внутренний угол меньше 180° (рис. 48,а, и 48,6). Так как
сумма углов пятиугольника равна 540° то правых пово­
ротов может быть не больше двух: если бы их было три,
то сумма углов пятиугольника была бы больше 540°. Зна­

Рис. 48.
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чит, левых поворотов будет не меныпе трех, и поэтому
хотя бы два из них обязательно идут подряд. Пусть такие
левые повороты произошли в двух вершинах А и В. Тогда
стороны АЁ и ВС лежат по одну сторону от прямой АВ
(рис. 48, в).

Если точка О лежит в той же полуплоскости (относи­
тельно прямой АВ), что отрезки АЁЕи ВС, то, очевидно,
сторона АВ — искомая. Пусть точка ОРлежит по другую
сторону от прямой АВ. Тогда прямые АД и ВО разбивают
верхнюю полуплоскость на три части (см. рис.48, г). Вер­
шины Си Е могут, очевидно, лежать только в 1-Й и 3-Й
частях, так как иначе пятиугольник был бы самопересе­
кающимся. Если точки С и Е лежат в разных частях,
то нас удовлетворит любая из сторон: СР или РЕ. Если же
точки С и Е лежат в одной части, то обе стороны, СО и
РЕ, пересекают прямую АВ по одну сторону от отрезка
АВ и нас удовлетворит та сторона, точка пересечения ко­
торой с прямой АВ отстоит дальше от ближайшего конца
отрезка (сторонаДЕна рис.48, д).

ХХШ.И.8.1. Выберем из всех отрезков, соединяющих
(попарно) все точки, наибольший (или один из наибольших)
и обозначим его через АВ. Очевидно, что во всех треуголь­
никах, содержащих точки А и В как вершины, отрезок
АВ (как наибольший) должен лежать против прямого угла.
Таким образом, все рассматриваемые точки лежат на
окружности с диаметром АВ.

Пусть С — одна из точек. Выясним, где может лежать
еще одна точка Ш),если она существует.

В треугольнике АСР угол АСР не прямой, так как
иначе точка Г) совпадала быс точкой В. Далее, ХАОС -=
== 90°, так как он опирается на хорду АС, не являющуюся
диаметром. Следовательно, в треугольнике АСО прямым
должен быть угол РАС; отсюда следует, что СР — диа­
метр.

Итак, если кроме А, В, С есть еще точки, то любая из
них должна совпадать с концом диаметра, проходящего
через точку С, откуда ясно, что наибольшее возможное
значение п равно 4 (четыре точки расположеныв вершинах
прямоугольника).

ХХШ.П.8.4. Пусть а, — первый наблюдатель. Рассмот­
рим всех наблюдателей, которые начали следить за улиткой
либо в тот момент, когда кончил а, либо еще раньше (по
условию, такие наблюдатели есть).
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Пусть а, — последний из таких наблюдателей. Рассмот­
рим далее всех наблюдателей, начавших следить за улит­
кой, не позже, чем кончил а., и обозначим через а. послед­
него из них. Аналогично выберем наблюдателя а. и т. д.
Очевидно, что в конце концов мы дойдем до наблюдателя,
окончившего наблюдать как раз в конце шестой минуты
(если наблюдатель а, кончил наблюдать раньше, то имеют­
ся наблюдатели, начавшие следить позже, чем а,, а потому
можно выбрать наблюдателя а,-+.). Пусть а, 4»,..., а, —
все выбранные таким образом наблюдатели. Ясно, что про­
межутки наблюдения а, аз, а, ... не пересекаются; точно
так же не пересекаются промежутки, в которые следили
наблюдатели ао, аа, 4, Действительно, если бы, на­
пример, нашелся момент времени, когда наблюдали а,
и а., то‘это означало бы, что наблюдатель а. выбран непра­
вильно, так как а, начал наблюдать позже, чем а’, но еще
до того, как кончил а. Так как промежутки наблюдения
а:, аз, (каждый длиной в | минуту) не пересекаются, то
наблюдателей а, а., а, ... не больше 5, ибо весь интервал
наблюдения составляет 6 минут. Точно так же наблюда­
телей а, а., не более 5, т.е. всего наблюдателей
а, аа, ..., а, имеется не более десяти: Е < 10.
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Теперь у нас за улиткой все время наблюдает кто-нибудь
из людей а, аз, ..., а»; всего таких наблюдателей не более
10, и каждый видит, как улитка проползла | м. Значит,
больше 10 м улитке не проползти. Ниже(рис. 49) приведен
пример движения улитки, когда она проползает ровно
10 м (Е =

Улитка ползет только тогда, когда на нее смотрит
ровно один наблюдатель, и за это время проползает 1 м;
остальное время улитка не движется.ххШ.П.9.3.МыпредставляемсебедоскупХ 4, имею­
щей 4 вертикали и п горизонталей (рис. 50). «Крайними»

мы будем называть клетки, расположен­
| ныена первойи четвертойвертикалях;\\1.
< КТ остальные клетки назовем «средними».

Заметим, что с любой из крайних вер­
тикалей конь за один ход может попасть

| | | только на среднюю клетку.
| | Значит, если бы конь мог требуемым
гг! способом обойти доску, то клетки, нахо­
ГГ |Г |ГГ!

дящиеся на крайних вертикалях, были
бы расположены в последовательности
ходов коня не подряд (именно, ника­

< к кие две такие клеткине идут под­
мм ряд).

С другой стороны, крайних клеток
столько же, сколько средних, а конь, по

Рис. 50, условию, обходит все клетки по одному
разу и возвращается на исходную клетку.

Ясно поэтому, что крайние клетки расположеныне реже,
чем через одну, в требуемой последовательности ходов ко­
ня. (Если бы где-нибудь встретились подряд две средние
клетки, то в качестве «компенсации»должны были бынай­
тись и две крайние, идущие подряд; последнее, однако,
невозможно.)

Мы видим, что крайние клетки должны быть располо­
жены в требуемой последовательнссти ходов строго через
одну.

Но в этом случае они все были бы одного цвета, а это
противоречит устройству шахматной доски.

ХХШ.И.9.4. По смыслу термина «описанный», каждая
сторона прямоугольника должна проходить через какую­
нибудь вершину треугольника. Так как при этом вершин
у треугольника на одну меньше, чем сторон у прямоуголь­
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ника, то хотя бы одна вершина прямоугольника должна
совпадать с одной из вершин треугольника. Мы будем
называть такую вершину «главной». Пусть А — главная
вершина треугольника, @— совпадающая с ней вершина
прямоугольника, М — вершина прямоугольника, противо­
положная (@.Так как ДСМВ = 90°, то, очевидно, точка
№ лежит на полуокружности, построенной на стороне ВС,
как на диаметре (полуокружность лежит вне треугольника
АВС). Пусть теперь В и $ — середины сторон АС и АВ,
О — точка пересечения средней линии Ю5 с медианой АГ,
стороны ВС; Х — произвольная точка построенной полу­
окружности, У — середина отрезка АХ. В треугольнике
АЁХ

0у ==” = 86.
2 4

так как ОУ — средняя линия.
Стало быть, точка У лежит на полуокружности радиуса

ВС К——
4 2 ’

построенной на Ю5, как на диаметре (рис. 51, а). Заметим
теперь, что центр пря­
моугольника есть точка
пересечения его диаго­
налей и, значит, се­
редина любой диагона­
ли. Пока вершина А
треугольника остается
главной, центр прямо­угольника— описывает,
как мы показали, ка­
кую-то часть дуги по­
луокружности, постро­
енной на КЮ, как на

диаметре. Выясним, ка- а) Хх
кую именно часть по- Рис. 51а
луокружности описыва­
ет центр прямоугольни­
ка. Если А — главная вершина, то сторона РМ прямо­
угольника образует со стороной АС треугольника тупой
угол: (/ МСА > 90° (см. рис. 51, 6). Этот угол становится
прямым как раз тогда, когда роль главной вершины
переходит к точке С. Точно так же угол МВА не мень­
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А,й

0)
^ Рис. 51, 6.

ше 90°.Построим перпен­
дикулярык сторонамАС
и ДВ в точках Си В
(соответственно); они вы­
секают на дуге полу­
окружности как раз ту
ее часть, которая замета­
ется вершиной № прямо­
угольника (пока точка
А остается главной,см.
рис. 51, 6). Если те­
перь построить на сред­
них линиях треуголь­
ника АВС дуги полу­
окружностей вдвое мень­

шего радиуса и выделить на них соответствующие части,
то образуется криволинейный треугольник, который и
является искомым множеством (см. рис. 51, в).

ХхХхШ.П.10.2. Представим исходное число А в виде
А= 10а- 6.

После перестановки последней цифры 6 в начало мы по­
лучим, очевидно, число

В = 10%"—1.Ба.

Рассмотрим число
3В—А =36. 106"! -|­

-- За—1а—= —7а­
+6(3 108—!—1).

Из двух слагаемых в пра­
вой части равенства одно
делится на 7. Покажем,
что и другое делится на7.
В самом деле,

Рис. 51, в,

3. 105"! — | = 300...0 —1 = 299999 99...9.
—=—.—

6"—1 цифра
———.—-—

6 ("—1!) цифра

Легко проверить, что 299 999 и 999 999 делятся на 7,
и потому число 3. 108"-—1— ], а значит, ЗВ — А, делится
на 7. Поскольку ЗВ — А делится на 7 и А делится на 7
(по условию), число ЗВ тоже должно делиться на 7. Отсюда
следует, что В кратно 7, что и требовалось доказать.
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ХХШ.П.10.3. Пусть кто-то из собравшихся — назовем
его Х — имеет т — знакомых: а1,ао, ..., а». По условию,
никакие два человека из а, а», ..., а„ (знакомых с Х) друг
с другом незнакомы. Значит, для каждых двух человек
(а, а;) должен найтись еще один общий знакомый, кроме
Х. Этот человек должен быть, очевидно, не знаком с Х;
при этом разным парам (а, а;) должны соответствовать
разные люди (если бы один и тот же человек был общим
знакомым одновременно для двух или более пар из числа
а:, а, ..., ал, ТОон, очевидно, имел бы с Х более двух об­
щих знакомых).

Мы видим, что число всех людей, не знакомых с Х,
не меньше, чем число пар людей из числа ау, ао, ..., ах,
т. е. не меньше

2 тт— 1
Ст = —5—.

С другой стороны, каждый человек, не знакомый с Х,
имеет с ним ровно двух общих знакомых — разумеется,
из числа а, а., ..., а. При этом разным людям соответст­
вуют разные пары(если бы одна пара (а,, а,) соответство­
вала двум или более людям, то а; и а, имели бы, очевидно,
больше двух общих знакомых, учитывая Х).

Таким образом, число людей, не знакомых с Х, не

больше, чем С»2.Следовательно,п = 1+ т-+ о р
т(т—1)_

2(| — это сам Х, т — число его знакомых и
число людей, с ним не знакомых).

Рассматривая это выражение как квадратное уравнение
относительно т, мы видим, что оно имеет только один
положительный корень, а это и означает, что для всех Х
число т знакомых этого человека постоянно.

Замечание. Из уравнения видно также, что вовсе не при всех
п число т может быть целым, а только при п = 1, 2, 4, 7, Ш,... (т
соответственно равно 0,1, 2, 3, ...).

ХХИУ.Г.7.1. Запишем числа от | до 21 в две строки
следующим образом:

12 3 п 1 п212—121—2пп- 1.
Суммычисел в каждомстолбце, как видно, равны. Так как
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п четно, мы можем разбить строки на пары и в первую
пару строк записать числа от | до 2" так, как было ука­
зано; во вторую пару — числа от 27 -- | до 4п аналогичным
способом:

21-1 21-2... ЗП,414п—1...ЗП- 1,
и Т. Д.

В каждой паре строк суммычисел в столбцах одинаковы,
поэтому построенная таблица удовлетворяет требуемым
условиям.

ХХ!\.1.8.2. Покажем, что задуманный набор можно
определить, задав всего один вопрос. Именно, достаточно
ВЗЯТЬ а,=100,а,=100,а,= 100”.
Тогда сообщенная нам сумма равна

$, = 100х, - 100*х,| ... + 1007х„.
Рассмотрим теперь соотношение1002...+ 1007-—1х„—

91 _ 100; хо-- ...- 100 Хи—1+ х,100" — 1007

и покажем, что

100; Е 10025 -- ... + 1007—1жи—1 <1007 0

Действительно,|100,—100%+-100-54| <100.+
+ 100|ж|+ 100—|| <

<° (100+ 100+ + 1001,
так как хх, х, ., Хх„1 — однозначные числа. Число9(100 - 1002ме + 1007—1), как легко понять, имеет
2п — | десятичных знаков и состоит из нулей и девя­
ток, т. е. оно меныше, чем 99...999, и подавно меньше,О,

-п—1 цифра.
чем 102”-1.

Таким образом, интересующее нас отношение меньше,
чем

2п

1
00”—^О 9

1027—1

Мы показали, что отношение ———отличается от це­=
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1

лого числа х, меньше, чем на 0; это, очевидно, позво­
ляет однозначно определить х„. Зная х„, мы можем найти
сумму

а = ©:— 100”х„= 100х,+ 1002х.+... + 100"! х„_

и по ней найти х„_; (разделив на 100"—!),ит. д.

Замечание. Если все числа х,, х», .., х„ положительны, то 5:
представляет собой число, у которого на нечетных местах стоят цифры
х, а на четных местах — нули, так что решение задачи в этом случае
особенно просто.

ХХУ.1.9.4. Так как проезд в автобусе стоит 5 копеек,
ани у кого из пассажиров, по условию, нет монет мельче
10 копеек, то после оплаты проезда каждый пассажир
должен получить сдачу, т.е. после оплаты проезда у каж­
дого на руках должна остаться хотя ,
бы одна монета. Таким образом, после ти (15)
оплаты на руках у пассажиров
должно остаться не меньше, чем 42 267 (10) (10)
монет. Вместе с тем стоимость про­

езда 4Е пассажиров составляет 20^ закопеек, и для ее оплаты даже
20-копеечными монетами(са- .

4“ @®мыми крупными из имеющихся) по­
требовалось бы не менышпе, чем Е
монет. Значит, в кассу автобуса касса
будет опущено не меньше К монет,
и общее необходимое количество мо- Рис. 59.
нет равно эк.

Нам осталось построить пример правильной оплаты
проезда при наличии у пассажиров ровно 5 монет. Ра­
зобьем пассажиров на А групп по 4 человека и пусть в каж­
дой группе деньги распределены следующим образом:

1-й пассажир: 15 коп.;
2-й пассажир: 10 -- 10 коп.;
3-й пассажир: 15 коп.;
4-й пассажир: 20 коп.

(5 монет на каждую группу из 4 человек; всего, значит,
5 монет). Расчет в группе происходит следующим обра­
зом (рис. 52):
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1-й получает 10 коп. взамен 15 коп.;
2-й » 15 коп. ›» 20 коп.;
3-Й » 10 коп. » 15 коп.;
4-Й » 15 коп. ›» 020 коп.

В кассу опущено 20 коп. за четырех пассажиров.
ХхУ.П.7.1. Нам дан многоугольник, в котором прове­

дены какие-то диагонали. Сотрем их и будем проводить
снова, но уже по одной, по очереди.

Первая диагональ разделила многоугольник на два;
каждый из них покрашен снаружи всюду, кроме диагонали.
Но так как диагональ покрашена с одной стороны, ясно,
что один из двух многоугольников целиком покрашен сна­
ружи (рис. 55,а).

Проведем вторую диагональ. Если она проходит так,
что не пересекает выбранного нами многоугольника, то
ничего не меняется — выбранный многоугольник остается
окрашенным снаружи (рис. 53, 6), если же диагональ пере­
секает многоугольник, то она снова разбивает его на две
части, одна из которых, как и раньше, окрашена снаружи
(рис. 53,в).

хх)\)\
а) 0) 9)

Рис. 53.

И каждый раз, проводя ‘новую диагональ, мы либо
просто сохраняем уже имеющийся многоугольник (окрашен­
ный снаружи), либо получаем новый — и так пока не про­
ведем все диагонали.

ХМУ.П.7.2. Рассмотрим треугольники АРЗ$ и ВОР
(рис. 54, а). Так как АР1ВОи РУ1РО, то Д АР$ =
= ( ВОРи АЗР = {ВРО. Аналогично,Х ВОР= (СЮО=
= 95 и ГДВРО= Г СОВ= { ОЮ$. Поскольку в
прямоугольнике противоположные стороныравны, то спра­
вёдливы соотношения: РО = А и ОВ = РЭУ,откуда вы­
текают равенства: Л ВР = А ОКЗ и Л АР5З=: ЛСОЮ.
Следовательно,АР = СЮ=х, ВР =рВ = | —х; 45 ==
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—=СЧ=у,05=ВО=1—у (мысчитаемздесьсторону
квадрата равной 1). Выписанные соотношения верны,
таким образом, для любого прямоугольника РОЮФ, впи­
санного в квадрат АВС.

8 а Ссв— с
а) 0

} ‚К ) В

Р. р.

А $ р А Хх© р
х_@ и 2.

В , Ви” вх С
В 2) Га ,

|

р\ ]
х \ /рр
А 5 ^ 525;

Рис. 54.

Пусть теперь Р и В — любые такие точки на сторонахАВиСОсоответственно,чтоАР=СЮ=х,ВР=)Ю =
—=| -——х.Если мы выберем точки @ и © на сторонах ВС
и А) таким образом, чтобы выполнялись соотношения:

СО= 45 =х, ВО=р5 =1—х, (1)
ИЛИ

ВО = 105=х, С9= 45 =1—х, (2)
то в том и другом случае фигура РОЮ$ будет представлять
собой прямоугольник (проверьте!). В первом случае его
стороны будут параллельны диагоналям квадрата, во вто­ромслучаеонсамбудетквадратом(см.рис.54,би 54,в
соответственно). Заметим теперь, что у любого другого
прямоугольника, вписанного в квадрат АВСО, вершины
которого Р и К лежат на сторонах АВ и СР (соответствен­
но), две другие вершины должны лежать на окружности,
построенной на отрезке РК, как на диаметре,— каждая на
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своей полуокружности. Каждая из этих полуокружностей
пересекает соответствующую сторону квадрата не более,
чем в двух точках (рис."54, г); значит, больше двух прямо­
угольников, вписанных в квадрат, с вершинами в точках
РиЮ, не существует. Вместе с тем два таких прямоуголь­
ника мы уже построили выше. Тем самым утверждение
доказано.

ХУ. П.7.4. Пусть в таблице расставлено меныше, чем
семь звездочек. Тогда возможныдва случая:

1) Может случиться, что. в какой-то строке таблицы
звездочек вовсе нет; пусть это, например, первая строка.
Тогда найдется строка, в которой расположено не больше
двух звездочек. Действительно, если бы в каждой из трех
остальных строк содержалось не меныше трех звездочек,
то общее количество звездочек в таблице превысило бы6.

Пусть для определенности, строкой, содержащей не
более двух звездочек, является вторая. Вычеркнем из таб­
лицытретью и четвертую строки, а также столбцы, содер­
жащиезвездочки второй строки (этих столбцов, как было

показано, не больше двух).
Получившаяся таблица
вовсе не содержит звез­
дочек.

2) Пусть теперь в таб­
лице нет строк, не содер­
жащих звездочек. Если бы

Рис. 55 при этом в трех строках
нашлось по две звездочки,
то число звездочек в табли­

це превысило бы6. Следовательно, найдутся две строки,
в каждой из которых содержится только по одной звез­
дочке; пусть это будет первая и вторая строки. Вычерк­
нем третью и четвертую строки таблицы и те столбцы,
в которых стоят звездочки первой и второй строк (таких
столбцов, как мы видели, не болыше двух). Оставшаяся
таблица не содержит звездочек.

Таким образом, последнее утверждение задачи доказано.
Осталось построить пример расположения семи звездо­

чек. Два таких примера показанынарис. 55.
ХМУ.1.8.5. Пусть, напротив, где-нибудь в построен­

ной последовательности встретилась четверка (а,Ь, с, 4).
Покажем, что в этом случае все числа данной четверки
положительны. Пусть сперва в четверке имеется одно отри­
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цательное число,т. е. знаки в ней расположенытак: (с точ­
ностью до циклической перестановки):+++—

Рассмотрим тогда первые пять шагов исследуемого про­
цесса:|. 2. 3 4.о Б.Е.
Мывидим, что ни на каком шагу не получается четверка,
содержащая одно отрицательное число (как исходная),
а после пятого шага вообще все числа становятся поло­
жительными.

Заметим, что мы попутно разобрали случай двух отри­
цательных членов: эти случаи соответствуют второму и
третьему шагам разобранного примера (отрицательные
числа стоят в четверке рядом или не рядом). Мывидели,
что и в этих случаях повторения не возникает. Случай
четырех отрицательных чисел также разобран (четвертый
шаг примера). Осталось рассмотреть тот случай, когда
лишь одно число в четверке положительно:| +———2.Е 3.+4. 5. +++.
Заметим еще, что чисел, равных нулю, также не может
быть, ибо это приводит к равенству нулю всех чисел чет­
верки уже через три шага:
1. 0, а, БВ,с; 2. 0, а6, бе,0; 3. 0, абзс, 0,0; 4.0, 0, 0, 0.

Рассмотрим теперь произведение чисел каждой четверки.
У первой четверки оно равно абса, у второй (абса),
у третьей (абса)“. Вообще у п-й четверки произведение
чисел равно (абса)?"—" Пусть теперь какие-то две различ­
ные четверки — с номерами К и [ — совпадают. Отсюда
следует, что (абса)?"—"= (абса)?""и, значит, абса = 1.

Рассмотрим далее любую четверку т, п, р, 4 из нашей
последовательности. Произведение ее чисел равно, как
мы видели, |: тирд = 1. Из двух положительных чисел
тп > Ои ра>> 0, произведение которых равно |, одно,
очевидно, должно быть неёбольше1, а другое — не меньше1.

1

Пусть, для определенности, тл=а > 1, рр= — < 1.
Точно так же обстоит дело с числами пр и тд. Пусть пр ==>1,тд=1<1 ипусть,дляопределенности,я>В

В

Рассмотрим следующие три четверки:
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т п р д
1 1

тп =а пр=В рд= ——14 = -5­

ах В ­

1
д ———

ы

В последней четверке наибольшее число равно, очевидно,
а?, что не меньше «, так как о >. 1. В предыдущей четверке
наибольшее число равно аВ, что также не меньше а.

Мывидим, что наибольшее число в четверке с каждым
шагом увеличивается, если а = 1 и В+ 1.

Пубть теперь первая четверка совпала с некоторой
четверкой х, и, 2, 9. Если это — вторая четверка, то мыимеем:а=х=аб,6=и= 6,с=г=саа=о=а4,
откуда6 =с=а=а= 1.

Если же это — любая другая четверка, то, как мыви­
дели, начиная со второй четверки, наиболыпее число в
четверке увеличивается, если а -= 1, В -= |. Допустить
увеличения этого наибольшего числа мы не можем, так
как в итогеу нс должна получитьсячетверка, рав­
ная исходной. Следовательно, х = 1, В = 1, и, начиная
со второй, все четверки состоят из единиц, в ТОМ
числе и та четверка, которая совпа­
дает с первой. Тем самым утверждениедоказано.

ХЖУ.Н.9.2. С помощью перемен знака у чисел некото­
рого столбца или некоторой строки таблицы мы можем,
очевидно, получить не больше, чем 27”, различных таб­
лиц; (2”"”— число способов выбора знаков у тп чисел).
Поскольку таких таблиц имеется конечное число, среди
них существует (может быть, не одна) таблица, сумма всех
чисел которой максимальна.

Если быу этой таблицы сумма чисел некоторой строки
была бы отрицательна, то путем перемены знака у всех
чисел этой строки мы получили бы таблицу с большей
общей суммой(так как суммычисел, стоящихво всех осталь­
ных строках, при этом не меняются).

По той же причине не может быть отрицательной сумма
чисел никакого столбца таблицы.

Итак, мы должны, меняя знаки у чисел некоторых строк
и столбцов, прийти к таблице с наибольшей общей сум­
мой — она и будет искомой.
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ХЖУ.П.10.1. Докажем сперва, что из любой последова­
тельности натуральных чисел можно выбрать неубываю­
щую подпоследовательность, т. е. такую, что каждый ее
член не меныше предыдущего.

Пусть ж, хо, ... Х, ›... — произвольная последователь­
ность натуральныхчисел. Так как все члены последователь­
ности неотрицательны, то среди них существует наимень­
ший — пусть это будет х„ Если среди членов х,+1,
Хр+2, .... следующих за х,, ‘число, равное х,, встречается
бесконечно много раз, то, ‘выбрав все такие члены, мы уже
получим требуемую подпоследовательность. Если же та­
ких членов лишь конечное число, то выберем их все. Из
идущей после последнего выбранного члена (равного х,)
части последовательности снова выберем наименьшее число

Хр, (оно, очевидно, будет больше хр) и все члены, равные
^›,, и так далее; получим неубывающую последовательность:

Ар» Хр» #93) Хр» Хр,» Яр.» ффе)дАр. Ар’ 96° 9

Перейдем к решению задачи. Выберем из последователь­
ности а, 45, а», неубывающую подпоследователь­
НОСТЬ:

, ‚ ,
СИ, @?, ..., Чл,

Из соответствующей последовательности61, 6», ..., би, ..

Ат, (5, ро) а1, ее Яо,..., Си,

р, ро, еоеув, ее 65, «9 р,

в свою очередь выберем неубывающую подпоследователь­
НОСТЬ:

6, 65 --. 6.

Наконец, выберем неубывающую подпоследовательность
из соответствующей последовательности си, со, Сп,

С1, С>, „-., Сл»

Рассмотрим теперь подпоследовательности:
т т т

Я 1, 42, ..., @п,
т т т

Ь|, бо, +) ри,
т т

С1, Сэ ..., Сл,
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Все они не убывают (по построению) и, значит, для любых
р, а р > 9) имеют место неравенства:

Яр> 44, бр>В, Ср> Са.
Мы, таким образом, доказали даже больше, чем требовалось
в задаче.

ХХИУ.П.10.2. Окружим каждый квадрат со стороной 1
®х © 1 о

«пограничной полосои» ширины—- (заштрихованной на
рис. 56, а). Площадь образовавшейся овальной фигуры,
состоящей из квадрата и «пограничной полосы», как легко

2

видеть,равна | +4. 1 -- +4. -- т (-) т. е. равна
з- =, и, значит, меньше 3,19, ибо пк< 3,16. Все 120
таких фигур занимают площадь, не большую, чем

120 . 3,79 = 454,8 < 455.
25

СЕВЕРЕ РОССССС
РЯ |

Г 1
<

24|
)миТР,

>
АААк К
ЕЕЕВС

6)

Рис. 56.

Далее, все точки прямоугольника, отстоящие от его кон­
] °

тура более чем на->-, образуют меньший прямоугольник,
4

размером 19 Х 24 (см. рис. 56, 6), площадь которого равна
19. 24 = 456. Отсюда следует, что в этом менышем прямо­
угольнике найдется точка О, не лежащая ни внутри, ни

на границе ни одной из овальных фигур. Круг радиуса -5­
с центром в этой точке О, очевидно, не пересекается ни
с каким квадратом, так как в противном случае выбранная
точка помала бы внутрь «пограничной полосы» этого ква­
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1

драта. Кроме того, круг радиуса —- с центром в О лежит
целиком в прямоугольнике 20 Хх25. Тем самым утвержде­
ние доказано.

ХХИУ.П.10.4.Пусть А, В, СиР — такие точки плоскости,
что АВ =ВС = СА, АР =2,
ВР = 3. Проведем из точ­
ки В такой луч ВМ, что
ДХСВМ = ДАВР, и отло­
жим на этом луче отрезок
ВР’= РВ (рис. 57. а). Из
равенства углов: С СВМ =
= / АВР вытекает, что
ИРВР’ = СГАВС = 60°,и по­
этому треугольник РВР’—
равносторонний (ибо РВ =
—=ВР’). Следовательно, РР’ =
—РВ =3. Далее, Л РАВ =
— А Р’СВ (так как АВ = ВС,
РВ=Р’В, АВР = ХСВР’).
Следовательно, Р’С = РА =
= 2. Таким образом, лома­
ная РР’С имеетдлину РР”
+ РС =3-+ 2 = 5,а пото­
му длина отрезка РС не мо­
жет быть болыше 5. На
рис. 097,6 показано по­

строение равностороннего тре- 0)
угольника АВС,для которого
РС =5(и по-прежнему АР= Рис.57.
= 2, ВР = 3).

Точку А выберем произвольно на расстоянии АР = 2, от данной
точки Р.

Проведем окружности радиусов К, =3, К. =5 с центром в точ­
ке Р (эти окружности на рис. 57,б обозначены сплошной линией)
и повернем вторую окружность на угол 60° относительно точки ДА.
Пусть Р’— центр новой окружности,АР = АР’=2, / РАР’ = 60°.

В качестве точки В выберем точку пересечения вновь построенной
окружности (обозначена на рис. 57, б пунктиром) с окружностью ра­
диуса №, = 3, построенной ранее.

Таким образом, максимальное возможное расстояние
от точки Р до точки С равно 5.

ХМУ.1.10.5. Рассмотрим несколько первых шагов ис­
следуемого процесса. Исходный набор:

а, Ч, аз, Ч, «зу Док.

В
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Набор, полученный после первого шага:
Чо, Оз, Чзал, во.)Цокт.

Набор, получившийся после второго шага:
С з, Од, ККХ]ЧЕ2

2
(так как а; = 1). Итак, после двух шагов мы приходим
к набору, числа которого получаются из чисел исходного
набора умножением через одно. Еще через два
шага с этим набором произойдет то же самое,т. е. мыпо­
лучим набор:

2 2Язь, Яо4к,
или, иначе говоря, набор:

Ч 9Ол, аза.9 9 окд.
Итак, в результате четырех шагов мы приходим к набору,
числа которого получаются из чисел исходного набора умно­
жением через 3. Еще через 4 шага с этим последним набором
произойдет то же самое, т. е. мы получим набор

2 2
Я:4549, 15610 ,

или, иначе говоря, набор

СО, Сто, аз11, везу Чл @з­
Вообще, после 22 шагов мы получим набор

1 @ор+1, @.Чор-2, $.9 ЧоЕЧ-р,

что легко доказывается по индукции. В частности, после
2*— шагов мы получим набор:

41а1,’ 5ФедЧо’
а еще после 2*—1шагов(т. е. всего после 2^ шагов) — набор,

Со27—10

1,4, а,
состоящий из одних единиц.

ХХУ.1.10.1. Проведем через точку М прямую, парал­
лельную ВМ№,и возьмем на ней такую точку Р, что ВР || ММ
(рис. 58, а). Так как ВРММ — параллелограмм, и МА,
по условию, равно ВМ№то мы получаем: АМ = МР,
т. е. треугольник АМР — равнобедренный. Обозначим
через х угол между данными лучами (и, значит, между
прямыми АМ и МР). В таком случае

2 МАР= °—®.
Мывидим, что / МАРне зависит от положения точки М
на луче АО. Это значит, что точка Р всегда лежит на не­
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которой вполне определенной прямой (составляющей угол

с даннымлучомАО).Заметимтеперь,что
РВ = ММ, а мы ищем та­
кое положение точки М,
что отрезок ММАминимален.
Это, очевидно, произойдет в
том случае, когда РВ + АР
(рис. 58, 6), что и определяет
выбор точки Р, а следова­
тельно, и точки М.

ХХУ.1П.7.3. Так как пло­
щадь «уголка» равна 3, то
площадь прямоугольника,ко­

‘торый можно разбить на
«уголки», должна делиться
на 3. Ни одно из чисел 1961
и 1963 на 3 не делится, и по­
этому не делится на 3 и их
произведение 1961х 1963, так
что утверждение первой половины задачи доказано.

Покажем, что второй прямоугольник разбить на «угол­
ки» можно. Для этого прямыми, параллельными сторонам
прямоугольника, разобьем его на прямоугольники разме­
рами 1965 х 1958, 1956 Х5 и 5Х9 и покажем, что
каждый из этих трех прямоугольников можно разбить на
«уголки».

У первого прямоугольника длина одной сторонычетна,
длина другой делится на 3; следовательно, его можно раз­
бить на прямоугольники размерами 2Х 3, каждый из
которых в свою очередь разбивается на два «уголка».
У второго прямоугольника одна сторона равна 5, длина
другой делится на 6; разобьем его на прямоугольники
размерами 5 Хх6, каждый из которых разбивается на
«уголки», как показано на рисунке 59. Наконец, разобьем
на уголки прямоугольник 95Хх9 следующим образом:

=
ТЕ

Рис. 59. Рис. 60.

Рис. 58.
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ХХУ.П.7.5. Пусть х — любая из заданных 95 точек.
Если все точки находятся от х на расстоянии, меньшем 1,
то нам нечего доказывать.

В противном случае обозначим через у какую-нибудь
точку, расстояние которой от х болыше или равно 1.

Пусть 2 — любая из остальных 23 точек. В треуголь­
нике хуг, по условию, есть сторона, меньшая 1. Так как
расстояние между х и и больше или равно |, то этой сторо­
ной должна быть или х2, или уг.

Итак, каждая точка 2 из остальных двадцати трех
либо лежит в круге радиуса | с центром в х (если сторонахгменьше1),либовтакомжекругесцентромв и.

Ясно, что нри этом не меньше 12 точек попадет в один
круг, например в круг с центром в точке у (если бы в каж­
дый круг попало меныше 12 точек, то общее количество
точек было бы меньше25). Но в таком случаеточка ии 12то­
чек из круга радиуса 1 с центром в этой точке — искомые.

ХХУ.1.8.5. Проведем перпендикуляры из точек О, и
О, к хордам АМ и ВМ со­
ответственно и обозначим че­
рез Юих точку пересечения.
Если мы докажем, что ЮР1
1 МР, то отсюда последует
равенство МА = КН, и мы
докажем тем самым, что Ю
есть центр окружности, опи­
санной около четырехуголь­
ника АМВН (так как АЮ =
—=МЮ и ВЮ = МР по по­
строению; см. рис. 61, а).

Итак, необходимо пока­
зать, что ЮРт1 МР. Заме­
тим, что О,МЬЕАМ (так
как О.М — радиус, прове­
денный в точку касания), и,
значит, ОМ || О.Ю. По той
же причине ОМ | О.Ю. Но

Рис.61. тогда О0,МО,Ю— параллело­
грамм, и потому О.Ю = О.М

и О.К = О.М.Это значит, что точка Юлежит на пересе­
чении окружностей с центрами О и 0О., имеющих ради­
усы г› и г, соответственно (рис. 61, 6). Из очевидной
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симметрии ясно теперь, что ЮР || 0.0.5, т. е. ЮРМР,
что и требуется.

ХХУ.П.9.1. Пусть а, ао, ..., @, @а— число задач,
решенных школьником за некоторые идущие подряд
8 дней. По условию:

а -- а... - а: ==25,а,-а+4= 45,
откуда а, = ав. Итак, число задач, решаемых школьником
за день, должно повторяться через каждые 7 дней. Школь­
нику, Таким образом, нужно выбрать не некоторый ‹«об­
щий план», а лишь «план на неделю».

Пусть @1,9, .... я, — произвольный план на неделю. Это
значит, что каждый понедельник школьник решает я,
задач, каждый вторник — а, задач и т. д. Если бы школь­
ник решал все 25 задач в понедельник, то он истратил бы
на все задачи в течение учебного года некоторое время,
которое обозначим через 5,. Точно так же определенычисла
$, 93, ..., эт. Решая по понедельникам не 25, а а, задач,
школьникза все понедельники, очевидно,по­

а
тратит время, равное =. °,. Гочно так же, за все вторники

о
он потратит время = о, Ит. д. Общее затраченное школь­
ником время, равно, таким образом:

$ = = (6,5,+ а. — ...-Ни.5,
При этом, по условию,

а На -... | а. ==25.
Ясно теперь, что, выбрав из чисел ,, Эо. ..., 97 наимень­

шее и полагая соответствующий коэффициент а, равным
25, а остальные — нулю, мы добьемся того, что © станет
минимальным.

ХХУ.П.9.5. Набор последовательностей, удовлетворяю­
щий условиям задачи, мы назовем «правильным».

Пусть дан правильный набор, состоящий из 2” последо­
вательностей. Последовательности длины строго меньше п
(если такие в наборе имеются) мы будем называть «корот­
кими», в отличие от «длинных» — длины больше п и
«полных» — длины ровно п. Покажем прежде всего, что
если правильный набор, состоящий из 2” последовательно­
стей, содержит короткие последовательности, то он не­
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пременно содержит и длинные последовательности. Допу­
стим, что существует набор, не содержащий ни одной длин­
ной последовательности, но содержащий хотя бы одну ко­
роткую. Составим по этому набору новый правильныйна­
бор по следующему правилу. Все полные последовательно­
сти перенесем в новый набор без изменений,а все короткие
последовательностидопишемвсеми возможными
способами до полных и все полученныепоследова­
тельности включим в новый набор. Правильность такого
набора очевидна.

Новый набор состоит только из полных последователь­
ностей, и потому в нем не больше, чем 27”,последователь­
ностей (ибо существует ровно 2” последовательностей дли­нып,состоящихиз0и 1).Сдругойстороны,новыйнабор
содержит больше последовательностей, чем исходный, так
как каждая короткая последовательность порождает не
меньше двух полных. Это, однако, противоречит тому, что
в исходном наборе было 2” последовательностей.

Если теперьв наборенет коротких последовательностей,
то нам нечего доказывать. Остается предположить, что
данный правильный набор из 2” последовательностей со­
держит длинные, короткие и, возможно, полные последова­
тельности.

Построим тогда по данному набору новый правильный
набор следующим образом. Возьмем самую длинную после­
довательность (если их несколько, то любую) и зачеркнем
в ней последний знак. Если при этом набор остался пра­
вильным, то поступим с этим набором точно так же, ит.д.,
пока при некотором вычеркивании новый набор — обозна­
чим его через М — не станет неправильным. Последнее
произойдет в том случае, когда укороченная на один знак
последовательность совпадет с некоторой другой или станет
ее началом. Совпадение, однако, невозможно,так как в этом
случае уже шаг назад набор был неправилен: вторая по­
следовательность была началом первой (неукороченной).

Итак, в наборе Л некоторая последовательность а яв­

ляется началом некоторой другой последовательности `6.
При этом $ лишь на один знак длиннее а, так как до уко­
рачивания последовательность а была самой длинной.

Поскольку существует лишь две последовательности

требуемой длиныс началом а :а0 и а1, то, кроме 6,в наборе
М№не может быть другой последовательности, для которой
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а была бы началом (так как она имела бы своим началом
или 6, или неукороченную последовательностьа).

Вычеркнем теперь из набора № последовательность 6,
тогда набор станет правильным. Кроме того, возьмем лю­
бую короткую последовательность 4, вычеркнем ее и до­
бавим в набор две последовательности: 4 0 и 4 1. Правиль­
ность нового набора также очевидна.

Посмотрим, как менялась при этих преобразованиях
сумма длин всех последовательностей набора. При вычер­
кивании последнего знака у длинной последовательности
сумма, очевидно, уменьшалась. При вычеркивании длин­
ной последовательности6 теряется не меньше, чем
п + 1 знак, а при добавлении вместо короткой последова­
тельности 4, длина которой не больше п — 1, двух после­
довательностей40 иа 1 приобретается не больше,
чем и +2 = - 1 знак. Такимобразом,и в этом
случае сумма длин всех последовательностей не увеличи­
вается. Общее число последовательностей в наборе неиз­
менно: оно равно 2”,

В результате описанных преобразований мы придемк пра­
вильному набору из 2” последовательностей, в котором не
будет болыше длинных последовательностей. Но, по дока­
занному выше, такой набор не содержит также и коротких
последовательностей,т. е. состоит из 2” последовательностей
длины п. Сумма длин исходного набора оказывается; та­
ким образом, не меньше, чем п . 2", что и требуется.

ХХУ.П.10.4. Проекция прямоугольного параллелепи­
педа на плоскость пред­
ставляет собой шести­

ттырехугольник). Так как
проекция каждой гранипараллелепипеда— есть
параллелограмм, то пло­
щадь треугольника АВС рис 62
(рис. 62) составляет ров- ИС ое
но половину площади всей проекции (ибо диагональ парал­
лелограмма разбивает его на два равных треугольника). Но
треугольник АВС представляет собой проекцию соответ­
ствующего треугольника А’В’С’, «вписанного» в параллеле­
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пипед. Расположение треугольника А’В”С’ очевидно, опре­
деляет расположение в пространстве всего параллелепипеда.

Как известно,
ЗлАВС = ФЭлА’В'С' + С05 а,

где А’В’С’ — треугольник, проекцией которого является
треугольник АВС, и а — угол между плоскостями тре­
угольников АВСи А’В’С’.

Ясно теперь, что площадь треугольника АВС будет
наибольшей (а стало быть, будет максимальной и площадь
проекции данного прямоугольного параллелепипеда), ко­
гда соза = |, т. е. х =0, или, иначе говоря, когда точки
А’, В’ и С’ лежат в горизонтальной плоскости.

ХХУ.П.10.5. Доказательство проводится по индукции.
При числе участников, равном 2, утверждение очевидно.
Пусть мы можем расположить К участников так, как этого
требует условие задачи: а\, а.. ..., а,. Возьмем (Е -- 1-го
участника и посмотрим, как он сыграл са,. Если он вы­
играл или сыграл вничью, то ставим его в начало строки;
в противном случае сравниваемс игроком а», и так до тех пор,
пока не обнаружим такого участникаиз числаа, ао,..., а»,
у которого он выиграл или сыграл вничью (а преды­
дущему проиграл). Найдя такого участника, мы поставим
( + 1)-го участника перед ним. Если же (+ 1-й уча­
стник проиграл всем шахматистам а, ао, а,, то ставим
его в конец цепочки.

ХХ\1.1.8.3. Заметив, что все числа х, у, 2 отличны от
нуля (так как каждое из них является знаменателем дроби),
приведем данное уравнениек виду

ху? -- х?22- у = Зхуг. (1)
Если тройка чисел ху, уу, 2, является решением уравне­

ния (1), то либо все числа ху, уу, г. положительны, либо
одно из них положительно, а два другие — отрицательны
(иначе правая часть равенства (1) будет отрицательной).
Если далее тройка чисел ху, из, 2, является решением, то,
изменив знак у любых двух чисел из этой тройки, мыпо­
лучим, очевидно, снова решение уравнения. Отсюда сле­
дует, что мы можем ограничиться рассмотрением только
положительных решений: х > 0, иу>0, 2> 0.

Выясним сначала, нет ли таких решений, для которых
х =у= 2; в этом случае из уравнения (1) немедленно на­
ходим:

3х“= 3х3,№= 43, х=у=а=].
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Предположим теперь, что не всё числа х, у, 2 равны
между собой, и рассмотрим исходное уравнение

ху хи 12 _Ру =. (2)
Пусть, для определенности, х < у <2г. Могут предста­
виться два случая:

2. х<у<2. В этомслучае2 узх- 1и сла­
2 (%-1)Э-+2хЬ-1 1> = =афх+,

х

что, однако, больше 3, так как х — положительное целое
число. Тем самым этот случай исключается.

2. х =у< г. В этом случае, очевидно, 2 > 2, и сумма
2 хЕВ

гаемое не меньше, чем

5 ®

> = 22 превосходит3, так что и этот случай исклю­
чается.

Итак, единственным положительным решением уравне­
ния (2) является решениех, = и, = г, = |, и все остальные
решения получаются из этого заменой знаков у двух неиз­
вестных:

Хо= 1, Из= 2 = — 1; жа= И; = — 1,2: =1;
ха = 24= — 1, и =1.

Второе решение.
Заметив, как и выше, что мы можем рассматривать

только положительные решения, перепишем наше уравне­
ние в виде

2х2? -- 2х222-- 2,222 = бхуг (3)

и воспользуемся известным неравенством а? -{ 65?> 2а6
(которое является прямым следствием неравенства
(а — 6)" > 0). Имеем:

бхиуг— (ху? ри х22?) —-(х2у? + 22?) + (х22? -|- 22?) >

> 2^х?уг-- 2у?хг -- 222ху= 2хуг (х Нуи- 2),
так что

хуи2<З.
Так как при этом х, у, г — натуральные числа, то единст­
венным положительным решением уравнения (3) является
тройка:х =у == 1,
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ХХ\1.1.8.4. Возьмем:на плоскости произвольную точку А
и проведем через нее 7 прямых, параллельных прямым
данной системы. Заметим, что, по известной теореме об
углах со взаимно параллельными сторонами, углы между
построенными прямыми будут равны соответствующим
углам между прямыми исходной системы. Но через точку А
у нас проходит 7 прямых, которые делят угол в 360° на

* о

14частей. Ясно, что либовсе эти углы равны 9 = 255/.°,
либо найдется угол, меньший, чем 255/.°, и, следовательно,
меньший 26°.

ХХУ1.1.8.5. Мы считаем, что таблица имеет столбцы
длины 9 и строки длины п. Так как произведение чисел

| в каждом столбце положительно, то (—1)
+7| -7||- | + встречается в каждом столбце четное

число раз, а значит, и во всей таблице
(—1) встречается четное число раз. Но
(—1) встречается в таблице столько
раз, сколько имеется карточек. Таким
образом, общее число карточек четно;
обозначим его через 2т. Тогда общее
число клеток в таблице (которое вдвое
больше) равно 4т, т. е. делится на4.

Итак, 5п делится на 4; стало быть,
п делится на 4. Покажем теперь, что для Любого
п =4^ возможно требуемое размещение карточек. Для этого
достаточно разместить карточки на листе размером 5 Х4и
повторить это расположение К раз. Требуемый пример при­
веден нарис. 63.

ХХУ1.1.10.2. Возьмем на плоскости окружность настоль­
ко большого радиуса, чтобы она
содержала внутри себя все данные и
точки, и рассмотрим любую пря­
мую [, лежащую вне этой ок­
ружности. Будем теперь прибли­
жать прямую / к нашим точкам,по­
ка она не станет проходить через
одну из них; пусть, например, она
пройдет через точку А. Соединим
точку А со всеми остальными точ­
ками — у нас образуется 5 лучей:
АВ; АС, АО, АЕ; АЕ (см.
рис. 64). Рис. 64.
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Если при этом угол ВАЕ меньшеили равен 120°, то лучи
АС, АР, АЕ разбиваютего на четыре части, среди которых,
очевидно, найдется одна, меньшая или равная 30°.

Если же угол ВАР больше 120°, то в треугольнике АВЕ
сумма углов АВЕ и АРВ меныце 60°, и, значит, один из
них должен быть меньше 30°.

ХХУ!.1.8.2. Рассмотрим горизонтальную строку табли­
цы, содержащую число 1, и вертикальный столбец, содер­
жащий число 64. Мы можем, двигаясь сначала по строке,
а потом по столбцу, пройти от клетки, в которой написано
число 1, к клетке, в которой написано число 64, причем
наш путь будет состоять не более, чем из 14 ходов (ходом
мы называем переход из любой клетки в соседнюю). В са­
мом деле, двигаясь по горизонтали, мы не сделаем больше
7 ходов, Так как наибольшая возможная длина горизон­
тального отрезка равна 8. То же самое справедливо для
вертикального участка пути.

Предположим теперь, что разность между любыми
двумя соседними числами в таблице, вопреки условию,
меньше 5. Это означает, что при каждом ходе к предыду­
щему числу прибавляется не более,чем 4, а за 14 или мень­
шее число ходов, которые мысделали при переходеот 1 к 64,
к исходному числу 1 прибавится не более, чем 14Х4 = 56.
Между тем (при переходе от 1 к 64) к числу 1 должно при­
бавиться 63. Полученное противоречие показывает, что
непременно найдутся хотя бы два соседних числа, разность
между которыми болыше 4, что и требовалось доказать.

ХХУ!.1.8.4. Покажем, сначала, что из данного набора
можно выбрать требуемым способом 655 чисел. В самом
деле, возьмем все числа вида ЗА + |1;А = 0,1, ..., 654.
Разность любых двух таких чисел, очевидно, делится на3,
в то время как сумма любых двух из них дает при делении
на 3 остаток 2. Отсюда следует, что сумма никаких двух
чисел из выбранных намине делится наих разность,т. е. вы­
бор произведен правильно.

Покажем теперь, что выбор большего количества чисел,
удовлетворяющих условиям задачи, невозможен. Дейст­
вительно, если бы мы выбрали больше, чем 655 чисел,
то нашлись бы два числа, отличающихся друг от друга
менее, чем на 3 (в противном случае разность между наиболь­
шими и наименьшими числами данного набора былабы боль­
ше, чем 3х 654 = 1962, что невозможно). Итак, должны
найтисьдва числа, отличающиесядруг отдругана | или на2.

381



В первом случае разность между ними равна 1, а на | де­
лится любое число, в том числе и их сумма. Во втором
случае разность между взятыми числами равна 2, и потому
оба эти числа имеют одинаковую четность, а значит, их
сумма — четное число. И в этом случае сумма взятых чисел
делится на их разность.

Мы показали, что из данного набора нельзя выбрать
более, чем 655 чисел так, чтобы выполнялись условия за­
дачи, и построили пример того, как можно выбрать 655 чи­
сел. Следовательно, наиболышее количество чисел, которое
можно выбрать из данного набора в соответствии с усло­
виями задачи, равно 655.

ХХ\,1.9.2. Покажем сначала, что любая замкнутая
14-звенная ломаная имеет 7 горизонтальных и 7 вертикаль­
ных звеньев. Действительно, из каждой вершины ломаной
выходят одно вертикальное и одно горизонтальное звено.
По всем 14 вершинам мы насчитаем, таким образом, 14 го­
ризонтальных и 14 вертикальных звеньев. Но при таком
подсчете каждое звено мы учили дважды. Значит, имеется
7 горизонтальных и 7 вертикальных звеньев.

Занумеруем теперь горизонтальные звенья нашей лома­
ной «сверху вниз» и выясним,
сколько точек самопересече­
ния может лежать на каждом
звене. На первом и седьмом
звеньях вовсе нет точек са­
мопересечения, так как выше
первого и ниже седьмого звена
нет вершин ломаной. Ясно,
кроме того, что на втором и
шестом звеньях может быть не
больше двух, а на третьем и
пятом звеньях — не больше

Рис. 65. четырех точек самопересече­
ния — по числу вершин лома­

ной, лежащих сверху (соответственно, снизу) от этих
звеньев. На четвертом звене может быть не более шести
точек самопересечения. Покажем, что на четвертом звене
можетлежать на самом деле только пять точек
самопересечения. Действительно, если бы их было шесть,
то при этом каждая вершина ломаной, лежащая выше чет­
вертого звена, оказалась бы соединенной с одной из вер­
шин, лежащих ниже этого звена, и обратно, Таким обра­

мох©ь3
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зом, вершины, принадлежащие четвертому звену, не с чем
было бы соединять. Мы показали, что наша ломаная не
можетиметьбольше,чем2 +4 5-42 = 17 точек
самопересечения. Пример ломаной, у которой число точек
самопересечения равно 17, показан на рис. 65.

ХХУГ.П.10.1. Из курса алгебры известно, что при нечет­
ном п суммах” -{ и" делится нах -{ и. Пусть хп"- у" = гм,
где х, у, 2 — целые числа и х - у — простое число. Мы
видим, что 2” делится на простое число х - и. Следователь­
но, и самочислог должноделиться нах -{ у, т.е. 2 х + у.
Но тогда 2” >. (хи), и мы получаем неравенство
хпи" = 2”> (х- у), кото- у
рое, очевидно, не справедли- д
во; это и доказывает утверж- |
дение задачи.

ХХУМ.П.10.3.Пусть мы уже 0 —
выбрали требуемым способом не- ‚ а)
сколько векторов; пусть 0$ —
сумма этих векторов (рис. 66).
Проведем через точку О (центр
25-угольника) прямую [, пер­
пендикулярную вектору 05.

Предположим, что среди вы­
бранных векторов содержится
хотя бы один, лежащий на пря­
мой / или по другую сторону от
прямой [, чем вектор 05. Если мы исключим этот вектор
из числа выбранныхи вычтем его из суммы 05, то новая
сумма будет иметь болыпую длину. Действительно, тре­
угольник ОА$ — прямоугольный или тупоугольный, и зна­
чит, 5А >> 05$ (рис, 66, а), но |$А| = |05— ОА.|

Предположим еще, что в число выбранных векторов
не вошел какой-либо вектор, лежащий по ту же сторону
от прямой [, что и вектор 0$. Присоединим этот вектор
к числу выбранных и прибавим его к сумме 05; новая сум­
ма будет иметь большую длину: треугольник ОВ’ — тупо­
угольный и ОВ’ >> 05 (рис. 66,6), но |ОВ”| =105$ - ОВ\.

Мы видим, что в число выбранных векторов должны
войти любые 12, идущие подряд, так как угол между край­
ними векторами меньше 180°, а при добавлении тринадца­
того вектора этого угол становится больше развернутого.
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