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Problémy z teorie čísel
v různých číselných oborech
DOC. FRANTIŠEK DUŠEK, Ústínad Labem

Ve vyučování a v populárně vědecké literatuře se uvádějí některé
zajímavé, často starobylé, problémy z teorie čísel. Zpravidla se tyto
problémy řeší v oboru přirozených čísel; lze je však přenést i do jiných
číselných oborů. Uvedeme několik ukázek, jež probereme jednak v oboru
N čísel přirozených, jednak v oboru S čísel sudých. Čísla oboru N
budeme označovat písmenem » a čísla oboru S písmenem s. Použije
me-li množinové symboliky, je tedy

N= (n =U,2,3,4,5,..,
S = 1s)= 12,4,6,8,10, Jj

Pro jednoduchost budeme někdy i v oboru S užívat přirozených čísel n,
např. lze ke každému s najít takové n, že s = Zn.

1. Čísla sudá a lichá.

A. V oboru W jsou jako sudá čísla definována čísla, která jsou ná
sobky čísla 2, čili čísla dělitelná dvěma. Ostatní čísla nazýváme lichými.
Obecně mají sudá čísla tvar 2n, lichá 2n — 1, kde » je přirozené číslo.
Jejich součet a součin má tyto vlastnosti:

Součet dvou přirozených čísel je číslo liché jen tehdy, je-li jedno
z nich liché a druhé sudé; jinak je součet číslo sudé. Součin dvou při
rozených čísel je číslo liché jen tehdy, jsou-li oba činitelé lichá čísla;
jinak je součin číslo sudé. Tyto vlastnosti známe z počtářské zkuše
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nosti; dovedeme je však obecně potvrdit. Ukažme to na součinu dvou
přirozených čísel n' a n", jež pišme

, HW= 21 —M, 1 = 14 —M,
kde 1+ jsou libovolná přirozená čísla a mx čísla 0 nebo 1. Součin„0

nn" = (214— m) (214— m) =
= 2 (213 —4M —NM) T MM

je číslo liché jen tehdy, kdýž mym,= 1. To nastane pouze pro m =
= m, = |, tedy jsou-li n' i m" lichá čísla. Jinak je mym,= 0 a součin
tedy číslo sudé.

B. Pro sudá čísla převezmeme v oboru S obdobnou definici jako
v oboru N. Budou to násobky čísla 2, tj. čísla tvaru 2s čili 4n. Jsou
tedy sudýmičísly v oboru S, např.

2.2—4;32.4=8;32.6=1232.8 = 8;atd.
Ostatní čísla nazveme lichými. Protože čísla oboru S mají tvar 2n
a z nich sudá 41 = 2. 2n, lze lichá čísla zapsat

2 (21—1) = 4An—2=B—2,
tedy např.

4 — 2 —=2;38—2—=06;312— 2 = 10;atd.
Všimněme si zdánlivého paradoxu, vyplývajícího ze zavedené defi

nice sudých a lichých čísel, že totiž číslo 2 patří v oboru S mezi čísla
lichá.

Pro součet a součin dvou čísel oboru S platí:
Součet dvou čísel je číslo liché jen tehdy, je-li jeden sčítanec lichý

a druhý sudý. Součin dvou čísel je vždy číslo sudé, jak lze obecně
ukázat:

Zapišme čísla s" a s" ve tvaru
S = 24— 738" = 24— 7%,

kde s, jsou libovolná, čísla oboru S a 7, čísla 0 nebo 2. Součin
„M

ss = (284— 14)(25, — r) =
= 2 (28483— S12 — Szť1)T 12

je vždy číslo sudé, protože 717,je buď 0 nebo 4.
Z toho vyplývá zajímavý závěr, že liché číslo oboru S nemůže být

součinem čísel toho oboru.

2. Čísla složená a prvočísla.

A. Složeným číslem v oboru N rozumíme číslo, které lze rozložit
v součin činitelů různých od daného čísla, např. 8 —2.4, 9—=3.9
apod. Ostatní čísla, např. 2, 5, 13 atd. nazýváme prvočísly. Je patrno,
že každé složené číslo má aspoň tři různé dělitele, počítáme-li mezi
dělitele čísla i číslo samo a číslo jedna, kdežto prvočísla jsou dělitelná
jen sama sebou a číslem jedna. Mohli bychom tedy vyslovit definici
prvočísla jako čísla majícího nejvýš dva různé dělitele. Pak by bylo
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prvočíslem i číslo jedna. V teorii čísel se však vžila definice, která se
od předchozí jen „nepatrně“ liší: Prvočíslo je číslo mající právě dva
různé dělitele. Touto definicí se z množiny prvočísel vyčleňuje číslo
jedna, které se nepokládá za prvočíslo ani za číslo složené. Posloupnost
prvočísel tedy začíná čísly 2, 3, 5,7, ... atd.

B. Obdobně jako v oboru N považujme v oboru S za složené číslo
takové číslo s, které lze rozložit v součin činitelů různých od s. Jsou
tedy složenými čísly, např.

4—2.238=2.4312=2.6316— 2.8 = 4.4atd.
Ostatní čísla nazýváme prvočísly. Není tedy libovolné prvočíslo p

oboru S dělitelné žádným číslem různým od p. Musíme vyloučit i mož
nost, že by bylo dělitelné samo sebou, protože číslo jedna, které by
v takovém případě bylo dalším dělitelem, nenáleží do oboru S. Tak
docházíme k překvapující definici prvočísel v oboru S: Jsou to čísla
nemající žádného dělitele. Čtenář, který pochybuje snad o správnosti
tohoto závěru, nechť si jako konkrétní příklad vezme třeba číslo 14,
které lze sice rozložit na 2.7 v oboru WX,ale nikoliv v oboru S, který
číslo 7 neobsahuje.

Zobecněnímuvedeného příkladu dostáváme závěr, že prvočísly v oboru
S jsou všechny dvojnásobky čísel lichých v oboru W, tedy čísla tvaru

2 (2n —1) = n— 2= 2s— 2,
a to jsou lichá čísla oboru S. Úhrnem tedy platí, že v oboru S jsou
všechna lichá čísla prvočísly a všechna sudá čísla čísly složenými. To
souhlasí s tím, co bylo o lichých číslech oboru S řečeno na konci od
stavce 1B. r4 NN, C Obr.1

GF
E DOR

3. Kolik je prvočísel?

A. Řešení této otázky v oboru N je obsaženo už ve slavném Eukli
dově díle Základy ze třetího století p. n. I. Protože jde o proslulý
důkaz, jehož se v podstatě užívá dodnes v učebnicích, ocitujeme jeho
překlad z 20. propozice deváté knihy Základů (místo „prvočíslo“
užívá překladatel názvu „„kmenné číslo“; důkaz je doprovázen) zná
zorněním čísel úsečkami, viz obr. l):

1)Eukleidovy Základy, Praha 1907,náklademJednotyčeských
mathematiků, přeložilFrantišek Servít.



„„Kmennýchčísel je více než jakékoli dané množství kmennýchčísel.
Danými kmennými čísly buďtež A, B, C; pravím, že je více kmenných

čísel než A, B, C.
Nuže vezměme v úvahu nejmenší číslo, jehož měrami jsou A, B, C

a budiž to DE a přičtěmek DE jednotku DF. EF tedy buď je kmenné,
buď není. Budiž dříve kmenné; jsou tedy nalezena čísla kmenná A, B, C,
BF, počtem více než A, B, C (obr. 1).

Avšak již nebuď EF kmenné. Tedy je mu nějaké číslo kmenné měrou.
Budiž mu měrou kmenné G; pravím, že G není rovno žádnému z čísel A,
B, ČC.Nuže, možno-li, budiž rovno. Avšak A, B, C jsou měrami čísla DE;
tedy též G bude měrou čísla DE. Je pak měrou i čísla EF; také zbývající
jednotky DF měrou bude G, ač je číslo; což právě nesmyslno. Tedy (čnení
rovno žádnému z čísel A, B, C. A bylo vzato za kmenné. Tedy je nalezeno
více kmenných než A, B, C, totiž A, B, C, G, což právě bylo dokázati.““

V dnešním podání má důkaz při zachování základní myšlenky obec
nější podobu a lze jej vést, např. takto:

Tvrzení: K libovolněvelkému prvočíslupz existuje aspoň jedno
prvočíslo větší než pz.

Důkaz. Uvažujme posloupnost všech prvočísel 4 < Pz < P3<
< ... < pz a utvořme čísloPx, které je o jednu větší než součin prvo
čísel uvažované posloupnosti, tedy

PR=DPP -PRT L.
Mohou nastat dva případy:

1. Buď je P, prvočíslo a pak je tvrzení dokázáno, protože Px > Pp.
2. Nebo je Px číslo složené a lze je proto rozložit v součin prvočísel,

z nichž každé je nutně různé od prvočísel P, P, Ps; Px. Kdyby
se totiž kterékoliv z nich, např. Pm, rovnalo některému z prvočísel
D1)Po P3>-+ Pe, byl by součin P1PzP3 --. Px číslem py, dělitelný. Tento
součin je však jednou částí čísla Px, jehož druhou částí je číslo jedna,
které by podle věty o dělitelnosti součtu musilo být rovněž dělitelné
číslem Pm — 1, což není možné. Musí tedy být prvočíslo př různé od
všech prvočísel 94, Pa, D3, Dr a je tedy PmŽ Pr, jak se mělo dokázat.

Připomeňme, že čísla P, jsou prvočísly pro k>> 6, např. Pí =38,
P, = 7, atd. Avšak číslo P; je složené, neboť — jak se čtenář může
přesvědčit — je dělitelné číslem 59.

B. V oboru S je situace mnohem jednodušší, protože vzhledem k zá
věru odstavce 2B jsou prvočísly všechna lichá čísla 2s — 2, a těch je
nekonečně mnoho.

4. Intervaly bez prvočísel.

AV oboru N existují libovolnědlouhé intervaly obsahující jen slo
žená čísla. Libovolnost je omezena jen tím, že počet těchto složených
čísel může být pouze liché číslo, protože jejich posloupnost musí začínat
1 končit sudým číslem. Máme-li najít posloupnost k (k liché) po sobě
následujících složených čísel, vypočteme nejmenší číslo »;, soudělné
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s k po sobě následujícími přirozenými čísly 2, 3, 4, 5, k, k+1
a dvě z hledaných posloupností jsou pak

nm+2, nmeT9, m +4, m+ k, m+k+1,
mMm—k—1, m— k, Mm—k+1, m— 3, n— 2. .

Číslo n; je zřejmě součin všech prvočísel posloupnosti 2, 3, 4, k,
k + 1. Např. pro k = 5 je n; —2.3.5 = 90 a žádané posloupnosti
složených čísel jsou

24, 25, 26, 27, 28 a 32, 33, 34, 35, 30.

Další pětičlenné posloupnosti by mohly začínat číslem nn; — 6 nebo
nm; + 2, kde n>> 1 je přirozené číslo. Často však dostáváme posloup
nosti delší. Např. pro n = 2 obdržíme v našem konkrétním příkladě
dvě posloupnosti pětičlenné, pro » = 3 jednu pětičlennou a jednu sedmi
člennou, pro » = 4 jednu třináctičlennou posloupnost začínající číslem
114 a končící číslem 126 atd.

B. V oboru S neexistují intervaly, které by obsahovaly jen složená
čísla, protože tu je každé druhé číslo prvočíslem.

9. Prvočíselná dvojčata.

A. Prvočíselnými dvojčaty nazýváme taková dvě prvočísla, jejichž
rozdíl činí 2, např. 11 a 13, 59 a 61 atd. Mohou to být jen dvě po sobě
následující lichá čísla. Jinak lze říci, že jsou to dvě prvočísla oddělená
právě jedním složeným číslem. Dosud nebylo dokázáno, zda-li je prvo
číselných dvojčat konečný nebo nekonečný počet. Jejich obecný zápis
dovedeme udat na základě této úvahy:

Libovolné číslo oboru N lze napsat ve tvaru 6k —-z, kde k je nezá
porné celé číslo a pro celé číslo z platí 0 S z < 6. Z čísel 6k-— z mohou
být prvočísly jen čísla 6k —-1 a 6k +- 5, protože o ostatních lze ukázat,
e (s výjimkou k = 0, z = 2; 3) jsou složená. Z toho plyne, že jedno

prvočíselné dvojče musí vždy předcházet některý násobek čísla 6 a druhé
za ním musí následovat; dvojčata musí mít tedy tvar 6n + 1.

Nahlédnutím do tabulek prvočísel shledáváme, že první páry prvo
číselnýchdvojčatjsoučísla6+1; 2.6- 133.6-+1;5.6- I; atd.
» B, Při přenesení otázky prvočíselných dvojčat do oboru S musíme
pojem dvojčat definovat. Je možno použít výkladu z předchozího od
stavce a definovat prvočíselná dvojčata jako dvojici prvočísel odděle
ných právějedním číslem složeným.Pak otázku jejich počtu snadno
zodpovíme: Prvočíselných dvojčat je v oboru S nekonečně mnoho. Je
jimi každá dvojice po sobě následujících lichých čísel oboru S a její
zápis zní 2s -k 2 pro libovolnés.

6. Goldbachova a Bulerova domněnka.

A. V roce1742vyslovil Christian Goldbach (1690—1764),
tehdy člen Petrohradskéakademie,v dopise Leonardu Eule

5



rovi domněnku, že libovolné přirozené číslo větší než 5 lze vyjádřit
jako součet tří prvočísel. Euler (1707—1783) mu odpověděl, že tuto
domněnku nedovede dokázat, ale že může vyslovit domněnku ještě
zajímavější, že totiž každé sudé přirozené číslo větší než 2 je součtem
dvou prvočísel. Podle Goldbachovy domněnky je např.

17=2+2+ 13360= 2+ 5-53 = 2-11 + 47atd.,
podle Eulerovy domněnky je např.

10=3-+7=5-+48;100=3-+97=11-+ 89;
1000 — 3 + 997 = 17 -+ 983 = atd.

Obě domněnky byly numericky ověřeny pro všechna čísla až do
devíti miliónů, ale obecný důkaz dosud podán nebyl, i když se k němu
např. velmi důmyslným způsobem přiblížil v roce 1937 akademik I. M.
Vinogradov, který dokázal,že existuje takové přirozenéčíslo»,
že každé liché přirozené číslo větší než », je součtem tří prvočísel.
Číslo 9 je obrovské a k jeho napsání v desítkové soustavě by bylo
zapotřebí stovky triliónů číslic.

B. V oboru S snadno vyvrátíme analogii Goldbachovy domněnky
o možnosti rozkladu každého čísla s, většího než jisté číslo sp, v součet
tří prvočísel. Prvočísla oboru S jsou totiž lichá čísla tvaru 4n — 2
a součet tří z nich

(4m,—2) + (4n, —2)+ (4n3—2) = 4(m T m2T 2 —1)— 2
(není nutno, aby čísla n, byla navzájem různá) je opět čísloliché.

Nelze tedy v součet tří prvočísel rozložit v oboru S čísla sudá, nýbrž
jen čísla lichá, a to počínaje od jistého čísla s, (které je to číslo?). Roz
klad lze zřejmě provést tak, že např. dané liché číslo zmenšíme o 2,
a tím dostaneme číslo sudé, které ještě zbývá rozložit v součet dvou
prvočísel. To už je však analogie Eulerova problému, jejž lze v oboru S
vždy řešit, protože tu každé sudé číslo 41 můžeme psát jako součet
dvou prvočísel 41, — 2 a 4n, —2, kde 14 + n = n. Počínaje od n = 2
lze rozklad provést několika různými způsoby, pro jejichž počet k při

1

sudém » platí k —— , kdežto při lichém mje k = n (je míněna
sudost nebo lichost čísla n v oboru N). Obě možnosti lze zapsat jedinou
nerovností

Např. pro s = 28 je n = 7 a nerovnost
a sSks<S4

dává k — 4. Skutečně lze číslo 28 rozložit v oboru S v součet dvou
prvočísel čtyřmi různými způsoby

28 — 2 -+ 26 = 6 + 22 = 10 — 18 = 14 + 14.



7. Rozklad v prvočinitele.

A. Složená čísla rozkládáme v součin prvočinitelů. Úvahou, která se
rozsahem vymyká z rámce stručného článku, se dá dokázat, že takový
rozklad je jediný. Čtenář zná tuto skutečnost ze své počtářské zkuše
nosti a ví, že ať rozkládáme dané složené číslo, např. 60, v prvočinitele
jakýmkoli postupem, dospějeme vždy k jedinému výsledku

60—4.15 = (2.2).(3.5)—22.3.5,
60—6.10—=(2.3).(2.5)—22.3.5.

B. V oboru S lze složená čísla též rozkládat v prvočinitele, ale rozklad
je tu někdy jediný, např. 20 = 2.10, jindy nikoli, např. 36 —2. 18 =
—=6.6. Jediný rozklad je zřejmě jen tehdy, když složené číslo má
tvar

8=2.p,
kde n Z 2 a p je číslo 1 nebo prvočíslo oboru N. V ostatních případech
je více různých rozkladů. Složená čísla připouštějící více různých roz
kladů v prvočinitele mají tvar

8 = 2. DDaD3--- Dm
kde n Z 2 i m Z2 jsou přirozená,čísla a px lichá prvočísla oboru N.
Přitom můžep; = 9x pro j = k.

Cvičení. Jako vhodné cvičení doporučujeme čtenáři, aby problémy uve
dené v tomto článku řešil i v jiných číselných oborech, např. v oboru L

čísel lichých, v oboru T' násobků čísla 3, v oboru Z zlomků tvaru — apod.
Pro úplnost připojujeme množinový zápis uvedených oborů

L= 11,3,5,5,7,9,...),
T = 13,6,9,12, 15, -.),

Z = 12 l, lž, 2, 27, 8, -. +)

Některá zajímavá pozorování
v lichoběžníku

ZDENĚK MUDRÁK, Třebíč

Ve škole jsem navštěvoval nepovinnou matematiku. V jedné hodině
mě zaujal obrázek s kružnicemi vepsanými trojúhelníku a vztahy, které
zde platí. Doma jsem pak narýsoval lichoběžník, rozdělil jej úhlo
příčkami na trojúhelníky, opsal jim kružnice a hledal mezi nimi nějaké
zajímavé vztahy. Výsledek je věta, kterou zde uvádím.

Mějme nerovnoramenný hchoběžník ABCD. Siředy kružme opsaných
trojúhelnikům ABC, ABD, ACD, BCD označme po řadě Sy, 93, 9x, 81.
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Čtyřůhelnák S2S4S,S; je podobný danému lichoběžníku ABCD a poměr
podobnosti je

k= : ,a— c
— vecotg«

kde v je výška hchoběžníka, a, c jsou základny a « je úhel při vrcholu A.

0;
D „C

M /
M /

ZAV
O0, /

/ 2CT
“

ad A 3S
Důkaz (obr. 1). Předpokládejme,že a > c a že úhly «, $ při vrcho

lech A, B jsou ostré, nejvýše jeden z nich může být pravý. Pak
ANABČ © A 9919. (1)

Víme, že dva ostré úhly jsou shodné, jestliže jejich ramena jsou k sobě
kolmá a zde skutečně

BA| 8482,AC| 84,
a proto

XBAC= x S98.
Podobně se dá dokázat, že

X ABC = X 849,8,
a z toho plyne správnost vztahu (1).

Stejným způsobem se dá dokázat podobnost
A ACD — A 92948%;

tím máme dokázánu první část věty.
Poměr podobnosti obou lichoběžníků je roven poměru jejich výšek.

Výšku DK lichoběžníku ABCD označme v, výška v lichoběžníku
9291949; je EF — x. Dále označme

©BAD= x S88; =«,
AB=a,CD =c.



Jestliže osy stran AB, BC, CD, AD jsou po řadě 04, 02, 03, 0, a prů
sečík osy 03se stranou AB je E, průsečík osy 0, s toutéž stranou je F,
platí

o —BF—KF—KE—(5 —AK)
1“ vcot= — U.

2 8

Poměr podobnosti je tudíž
v vk= — = ,v yt U

9 6

jak jsme měli dokázat.
Za cvičení si může čtenář prozkoumat případ, kdy « >>90*. Mohou tu

nastat dva případy: a) bod K leží vně AB, F leží uvnitř AB; b) Ki F leží
vně AB.

UpravSt. Horák

FYZIKA

Pohybová neostrost
JIŘÍ STEJSKAL, Praha

Jedním z důležitých pojmů fotografické optiky hloubkou
ostrosti, jsmesejižzabývali).

Dalšímdůležitýmpojmemje pohybová neostrost. Pohy
bová neostrost vzniká při pohybu fotografovaného předmětu v době
osvitu, kdy se na výsledném obraze zobrazí změny polohy zobrazova

1) Jiří Stejskal, Hloubka ostrosti, Rozhledy (42), 1963—64, str. 423.



ného pohybujícího se předmětu. Při pohybové neostrosti se obrysy
předmětů, které jsou v době osvitu v pohybu jeví neostré, zatímco
předměty, které jsou v době osvitu v klidu mají uspokojující ostrost

IDo090
Obr. 1. Neostrost pohybujícího se předmětu.

(obr. 1). Pro pohybovou neostrost není vždy rozhodující rychlost foto
grafovaného objektu ve skutečnosti, ale rychlost jeho pohybu na citlivé
vrstvě filmu.

Bez pohybové neostrosti, která by byla příliš rušivá, můžeme na
příklad 1/1000 sekundy ze vzdálenosti 50 m fotografovat automobil
jedoucí kolmo k optické ose objektivu přístroje rychlostí 100 km/h
stejně jako brouka ve skutečné velikosti, který se pohybuje rychlostí
6 om/s.
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Vznik pohybové neostrosti bývá způsoben několika příčinami. Buď
je pohybující se předmět zaznamenán neostře mezi předměty, které
byly v klidu a jsou proto zaznamenány ostře, nebo jsou na snímku

Obr. 2. Fotopřístroj sleduje pohybující se předmět.

neostré všechny předměty, zpravidla tehdy, když se při snímku pohne
celý přístroj. Výjimkou jsou snímky pořízené při pohybu přístroje,
který sleduje pohybující se předmět; pak je předmět poměrně ostrý,
zatímco klidné okolí je neostré (obr. 2).

Z našich úvah vyloučíme otázky estetického charakteru fotografie,
kde se k vyjádření pohybu užívá mírné pohybové neostrosti. Tyto
otázky se vymykají z rámce našich úvah.
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Pohybová neostrost, jako každá jiná neostrost, nesmí přesáhnout
určitou hranici. Mezi rychlostí obrazu předmětu na citlivé vrstvě a do
bou osvitu musí být zachovány určité vztahy, které si nyní odvodíme.

Předpokládáme, že máme přístroj s ohniskovou vzdáleností f [mm],
kterým fotografujeme předmět ze vzdálenosti a, [m]. Předmět se pohy
buje rychlostí v [ma/s].Hledáme dobu osvitu f, [s] takovou, aby na
výsledném obraze m-krát zvětšeném (ve srovnání s negativem), který
budeme sledovat ze vzdálenosti X [mm] působil obraz ještě dojmem
ostrosti.

Za určitou dobu7, se bod A pohybujícího se předmětu přemístí do
polohy B (obr. 3) a urazí dráhu s, = v .t,. Za tutéž dobu 7, se i obraz A"
tohoto bodu přemístí do B" a urazí dráhu sg.

Platí AOABSAO0O4B
proto 81827241:4.

Vzhledem k tomu, že ve většině případů je a, > f, můžeme s dosta
tečnou přesností vyjádřit a, —f, kde a, je tzv. výtah přístroje.

Pak
91:84 —=UW:f

a pro dráhu s, obrazu tohoto bodu pohybujícího se předmětu
s

59= sj .
M

Dosadíme-li s, = vť, dostáváme

vůf$$=- 1= (L)
Chceme-li splnit požadavek dojmu úplné ostrosti výsledné zvětše

niny, pozorované ze vzdálenosti X, musí být dráha na snímku s; =
—=m.s, menší, nebo alespoň rovna velikosti rozptylového kroužku
d = X.r= X.0,006 (r je rozlišovacíschopnost oka, která je přibližně
asi l úhlová minuta; pro praxi uvažujeme asi 2 úhlové minuty - vy
jádřeno v obloukové míře r = 0,006 rad).

Z předchozího plyne
do X.0006672— —

2 m m 3

takže vzhledem k (1) můžeme psát

X.0,0006 —vů;f—3 c%
Z této rovnice je hledaný osvit

p — 00006 a X (©
' vf m

12



Všechny úvahy dosud uvedené platí pro předmět pohybující se kolmo
k optické ose objektivu. Směr pohybu předmětu svírá s optickou osou
úhela —“.

Uvažujme případ, kdy směr pohybu předmětu svírá s optickou osou
úhel 0“ < a < 907. V tomto případě odvodíme vzorec pro dobu osvitu
t„ podobnou úvahou jako v případě předcházejícím, pouze s tím roz
dílem, že uvažujeme průmět dráhy předmětu.

Pro dobu osvitu 7,v tomto případě platí

0,0006 a, X 1
= vfm sina (3)

Vzorec (3) přejde ve vzorec (2) je-li a — 90“, neboť sin 90“ = 1.
Pro úplnost uveďme ještě vzorec pro výpočet doby osvitu ř;, když se

předmět pohybuje po optické ose objektivu.
Platí

O 0,0012 aj X
9 ofmÝ

(Y je velikost předmětu v metrech).
Poznámka. Pro odvození doby osvitu ; nelze použít vzorce (3), neboť

pro « = ©je sin 0“ = 0 a výraz (3) by neměl smysl.
Příklad 1. Fotopřístrojem na kinofilm s ohniskovou vzdáleností f=

—=50 mm, máme pořídit snímek motocyklisty jedoucího rychlostí v =
—=90 km/h ve vzdálenosti aj — 15 m, kolmo k optické ose objektivu.

Předpokládáme, že snímek zvětšíme 5krát a budeme jej pozorovat z normální vzdálenosti X —250 mm. Jaká bude doba osvitu 7?
Podle vztahu (2) platí

0,0006a, X | 0,0006.15.. 250 — 0,000 036 s,vf m 25.50.5

bi= AL S2777

Vzhledem k tomu, že vypočtená doba osvitu ť;je příliš krátká a na našem

U =

přístroji je nejkratší doba osvitu s, musíme změnit např. vzdále

nost a., kterou vypočteme ze vztahu (2)

a, = výmů. < 25.50.5.0,001
700006 X 0,0006. 250

Vypočtená vzdálenost od předmětu je poměrně velká a předmět by byl
na výsledném obraze poněkud malý. Proto změníme úhel (při zachování
původní vzdálenosti a, — 15 m), který vypočteme ze vztahu (3)

0,0006a, X | 0,0006. 15.. 250
tavfm 0,001.25.50.5

Této hodnotě odpovídá úhel « — 21".
Příklad 2. Fotopřístrojem s objektivem o ohniskové vzdálenosti f =

= 135 mm máme pořídit snímek lyžaře na slalomové dráze, který se pohy

-—41,6 m.

sin « = — 0,36.
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buje v optické ose objektivu přibližnou rychlostí v — 22 m/s. Vzdálenost
našeho stanoviště od lyžaře je a; — 30 m, výška lyžaře Y — 1,7 m, zvětšovat
budeme 5krát (m —5) a snímek budeme pozorovat ze vzdálenosti X =
—=250 mm. Jaká bude doba osvitu 73?

Podle vztahu (3) platí
2

— 00012aj X | 0,0012.900. 250 = 0,018.ť vímY 22.135.5.1,7

Barometrické měření výšek
LUBOMÍR VAŠEK, Gottwaldov

S otázkou barometrického měření výšek se žáci seznamují pouze
stručnými poznámkami v učebnicích fyziky pro 7. post. ročník ZDŠ
a pro I. ročník SVVŠ [1].

V učebnici pro 7. post. ročník ZDŠ je uvedeno na str. 87: Stou
páme-li do výše, zmenšuje se atmosférický tlak na každých 12 m výšky
v průměru o 1 torr. V učebnici pro I. ročník SVVŠ je na str. 187 pouze
tato zmínka: Vystupujeme-li vzhůru, tlak vzduchu klesá. V blízkosti
zemského povrchu při výstupu o 100 m klesne tlak asi o 1 cm rtuťového
sloupce. Tohoto úkazu užíváme k měření výšek.

Ke zdůvodnění těchto poznámek chci v tomto článku ukázat, jak
závisí atmosférický tlak na výšce, a jak této závislosti můžeme užívat
k určování nadmořské výšky.

Potřebujeme k tomu znát pouze zákon Boyle-Mariotteův, který říká,
že za stejné teploty je součin z tlaku plynu p a jeho objemu V kon
stantní, tedy

p.V = konst. (1)
Poněvadž objem plynu V můžeme vyjádřit pomocí jeho hmotnosti m

a hustoty o vztahem

v —T
o 3

dostaneme po dosazení do (1)

p n" —konst., (la)
a poněvadž hmotnost m lze považovat za neměnnou, platí

p
O

l4



kde k je konstanta, jejíž hodnotu pro suchý vzduch můžeme určit
ze stavu vzduchu za normálních poměrů, tj. při teplotě tz —0 "Ca tlaku
Po = 760 torrů = 1,013. 105N.. m“?; hustota suchého vzduchu za nor
málních poměrů je 09 = 1,293 kg .m-*. Po dosazení do (1) obdržíme

Po- LOI8. 105N.m*“?
00. L293kg.m"*

Uvažujme nyní vzduchový sloupec o průřezu 1 m? a myslemesi jej
rozdělený na vrstvy výšky 1 m, takže každá vrstva obsahuje 1 m?
vzduchu (obr. 1). Předpokládejme k tomu ještě, že vzduch má ve všech
vrstvách stejnou teplotu a stejné složení. Po- .
dle tohoto předpokladu je v k-té vrstvě husto- © Pn3P |n-h
ta 0x, Stejná v celé vrstvě a tlak p,, který je
podle (2) rovněž v celé vrstvě stejný.

Za základní výšku zvolme vzdálenost h, od
středu Země a myslemesi, že je to výška moř
ské hladiny. Tlak na této hladině — a podle
předpokladu také v celé metrové vrstvě nad ní
— buď %.

Ve výšce 41,o I m vyšší než A, a v celé druhé
vrstvě bude tlak vzduchu p, nižší o tlak způso
bený tíhou 1 m* vzduchu tedy o

k = —=78 364,2 m? .s-ž.

Gx, Pr z

hy

p ©, p0.9579 M ha

takže ©,P, ,
sempom 1

Ve výšce h, bude tlak vzduchu p, nižší o tlak 9+Pe h,
způsobenýtíhou 1 m? vzduchu v druhé vrstvě“
než tlak ve výšce h,, tedy Obr. 1

2
— 9 9

Podobně ve výšce 4%,bude tlak
3

gp=m|i-2),
atd.

Ve výšce A, = h bude tedy tlak

p=p=m(1-4 (9)
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Poněvadž n — h — ho, můžeme rovnici (3) psát ve tvaru

g h—ho

Po=m| —£) (3a)
odtud plyne

h—hPolysV-4 6
Poměr tlaků na levé straně rovnice (4) měřených v N . m“*?nahraďme

poměrem barometrických tlaků 5 a byv torrech čtených na barometru
ve výšce 4 a ve výšce /, takže platí

b h—boa- 6)
Logaritmováním rovnice (5) obdržíme

logb —log by= (h —ho). log ( 4 ,
odkud

h— hh= K. (logdby—logb), (6)
kde K je konstanta, jejíž hodnota je

K = — 1
g

Po vyčíslení dostaneme K —20 000, takže přibližný vzorec pro vý
počet nadmořské výšky zní

hh— n = 20000 . (log by — log b). (7)
Přitom značí d barometrický tlak ve výšce h, bo barometrický tlak
ve výšce hg (při hladině mořské).

Rovnice (7) ukazuje, že rozdíl nadmořských výšek je přímo úměrný
rozdílulogaritmů barometrických tlaků.

Nesmíme všakzapomínat, že vztah (7) platí pouze za předpokladu,
že teplota je ve všech výškách stejná a atmosférický tlak je stejný
vždy v celé metrové vrstvě. Proto je uvedený vztah jen přibližný.

S použitím vyšší matematiky se dá odvodit přesnější vztah, v němž
se přihlíží ke skutečným poměrům, tj. k tomu, že tlaku vzduchu ubývá
spojitě s výškou, že v různých výškách je různá teplota a že tíhové
zrychlení se mění jednak s nadmořskou výškou, ale též se zeměpisnou
šířkou; přihlíží se i k vlhkosti vzduchu, kterou stanoví napětí. nasyce
ných vodních par obsažených ve vzduchu.

Opravený vzorec, jak se ho používá v geodézii, pak zní [2]

h —ho= K. (logdby—logb), (8)
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kde

K' = 18400.(1+ vt)| + Ph) (1+ 0,00259.
l. 20)——.

cos 29) 1 de (9)-08b
Ve vztahu (9) značí
y = 0,003 67 deg-* součinitel teplotní roztažnosti plynů,

h+h
2

průměrnou teplotu vypočtenou ze změřených teplot f, a i, ve výškách
ho a h, R = 6371 100 m střední hodnotu zemského poloměru, m země
pisnou šířku pozorovacího místa, e napětí vodních par obsažených
ve vzduchu, měřenév týchž jednotkách jako tlak b.

V korekčním členu

Ů

h+ ho
R

stačí za h a hopoložit jen zhruba odhadnuté hodnoty.

Příklady. 1. Jednoduchým výpočtem podle rovnic (7) a (8) se můžeme
přesvědčit, že jsou přibližně správná tvrzení uvedená v učebnicích pro
7. třídu ZDŠ a pro I. ročník SVVŠ, citovaná v úvodu tohoto článku.

2. Vzorce (7) a (8) byly ověřovány žáky SVVŠ v Gottwaldově při stavbě
komínu vysokého asi 140 m. Bylo změřeno: tlak u paty komínu d; =
= 740,0 torrů při teplotě 7, = 21,4?C, tlak na vrcholu komína 5 =
—=728,1 torrů při teplotě ř, — 19,8*C; průměrná teplota tedy byla č =
= 20,6*C.Nadmořská výška paty komínu 2 = 213 m byla zjištěna u pro
jektanta. Dále byla z tabulek určena zeměpisná šířka daného místa 9 =
—=49914“a napětí nasycených vodních par e = 18,22 torrů přiteplotě č.

Z těchto údajů byla vypočtena výška komínu
podle vzorce (7): 4 — ho = 140,8 m,
podle vzorce (8): A — z —=140,6m.

Souhlas obou vypočtených hodnot se skutečnou hodnotou je celkem dobrý.
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Ná—AW 156
ASTRONOMIE

Umělé družice v r. 1966

Dr. LADISLAV SEHNAL, Ondřejov

V dnešním článku pokračujeme v přehledech umělých družic, vy
pouštěných ve světě převážně k vědeckým účelům. Tentokráte to jsou
družice z r. 1966, z nichž některé patří již k typům starším, jiné však
byly vypuštěny na dráhy kolem Země poprvé.

V uplynulém roce býla celá řada družic Kosmos, celkem 34, které
zkoumaly prostor kolem Země nejrůznějšími vědeckými aparaturami.
Program výzkumů byl uveřejněn již před vypuštěním prvních družic
této série. Družice Kosmos 122 je snad zajímavá jinou okolností - jejího
vypuštění se zůčastnih představitelé jiného státu (pres. de Gaulle).
Družice Proton byly již také dříve v Sov. svazu vypouštěny; měří
intezitu kosmického záření.

Nové meteorologické družice, navazující na série Tiros, nesou název
ESSA a mají za účel pomáhat při zdokonalování předpovědi počasí.
Meteorologickými družicemi jsou také družice NIMBUS a také družice
Bluebell měla mít podobný účel, avšak brzy zanikla.

Diapason 1 je již třetí francouzskou družicí; je určena převážně ke
geodetickým účelům a jejím úkolem bylo též prověření činnosti nosné
rakety. Geodetickým účelům slouží též družice typu SECOR, a ryze
geodetické využití má družice PAGEOS, což je vlastně balón o průměru
30 m.

Družice Agena má těsný vztah ke družici Gemini 8. Posádka této
druhé družice (N. Armstrong, D. Scott) provedla během letu své kos
mické kabiny spojení s Agenou. Tento pokus byl opakován ještě dva
krát; pro posádku kabiny Gemini 9 (T. Stafford a E. Cernan) byla
cílovým tělesem družice ATDA a jiná raketa Agena sloužila za cíl
posádce kabiny Gemini 12 (J. Lovell, E. Aldrin).

Družice, označené zkratkami OV mají nejrůznější úkoly, od zkou
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Datum Hmot- Doba Výška SklonvypuštěníNázevnostoběhu| perigea| dráhy
1966 [kg] [min] [km] [1

7. 1. Kosmos 104 ? 90,2 193 65,0
22. 1. Kosmos 105 ? 89,6 204 65,0
25. 1. Kosmos 106 ? 92,8 281 48,4

3. 2. Essa 1 (Tiros 11) 138 100,4 702 97,9
10. 2. Kosmos 107 ? 89,6 204 65,0
11. 2. Kosmos 108 ? 95,3 219 48,9
15. 2. Bluebell 2, válec 8,7 88,1 115 96,5

Bluebell 2, koule 4,1 88,7 149 96,5
17. 2. Diapason 1 19 118,5 499 34,0
19. : 2. Kosmos 109 ? 89,5 202 64,9
22. 2. Kosmos 110 ? 95,3 190 51,928.2.Essa2(Tiros12)138113,61356| 101,0

1. 3. Kosmos 111 ? 88,2 182 51,8
16. 3. Agena 8 3 175 90,2 285 28,9
16. 3. Gemini 8 3 632 88,6 159 28,9
17. 3. Kosmos 112 ? 92,1 207 72,1
21. 3. Kosmos 113 89,7 207 64,930.3.OV1-4 87,687,6879| 144,5

6. 4. Kosmos 114 ? 90,1 210 72,9
8. 4. Centaur 8 2 000 89,4 165 30,7
8. 4. OAO 1 1 769 100,7 792 35,0

20. 4. Kosmos 115 ? 89,4 201 65,0
22. 4. OV 3-1 69 151,8 351 82,5
25. 4. Molnija 1 ? 91,1 186 64,9
26. 4. Kosmos 116 ? 92,0 288 48,4

6. 4. Kosmos 117 ? 89,6 205 64,9
11. 5. Kosmos 118 ? 97,1 589 65,015.5.Nimbus2 414108,11103| 100,4
24. 5. Kosmos 119 ? 99,8 208 48,4
25. 5. Explorer 32 225 116,0 289 64,7

1. 6. ATDA 794 90,2 292 28,9
3. 6. Gemini 9 3 680 89,8 270 | 28,9
7. 6. OGO 3 515 2 915,0 319 31,4
8. 6. Kosmos 120 ? 89,4 205 51,8
9. 6. Secor 6 17 125,1 168 90,0

10. 6. OV 3-4 718,5 143,0 641 40,8
16. 6. GGTS, IDCSP 1-7 45 1 335 33 690 0,1
17. 6. Kosmos 121 ? 89,8 200 72,8
24. 6. Pageos 56,7 181,4 4 049 86,9
25. 6. Kosmos 122 ? 97,1 550 65,1

1. 7. Explorer 33 93 19 488 30 532 29,0
6. 7. Proton 3 12 200 92,2 185 63,4
8. 7. Kosmos 123 ? 92,1 256 48,714.7.OV-8 50105,1998| 144,2

14. 7%. Kosmos 124 ? 89,4 205 51,7
18. 7. Gemini 10 3 630 95,0 298 28,8
20. 7. Kosmos 125 ? 89,1 205 65,0



(Pokračování)

Datum Hrmot- Doba Výška SklonvypuštěníNázevnostoběhu| perigea| dráhy
1966 [kg] [min] [km] [1]

28. 7 Kosmos 126 ? 90,0 204 51,8
4. 8 OV 3-3 70 137,0 360 81,4
8. 8. Kosmos 127 ? 89,1 201 51,8

19. 8. Šecor 7 20 167,6, 3680 90,1
27. 8. Kosmos 128 ? 90,0 213 65,0
12. 9. Gemini 11 3 630 100,1 653 28,82.10.Essa3 148114,61383| 101,1
5. 10. Secor 8 20 167,6 3 676 90,2

14. 10. Kosmos 129 ? 89,5 180 64,7
20. 10. Molnija 1 ? 714,4 505 65,4
20. 10. Kosmos 130 ? 89,7 208 65,0
26. 10. Intelsat 2 39 730,0 3 424 17,2
28. 10. OV 3-2 24 104,1 319 81,9

3. 11. OV 4-1 ? 90,3 291 32,8
11. 11. Gemini 12 3 630 89,9 243 28,8
12. 11. Kosmos 131 ? 89,9 204 72,9
19. 11. Kosmos 132 ? 89,4 210 65,0
28. 11. Kosmos 133 ? 88,4 171 51,8

3. 12. Kosmos 134 ? 89,5 201 65,0
7. 12. ATS 352 1 465,9| 35 852 0,23

11. 12. OV 1-9 ? 142,3 473 99,1
12. 12. Kosmos 135 ? 93,6 253 48,4
14. 12. Biosatellite A 200 89,7 250 33,5
19. 12. Kosmos 136 ? 89,2 188 64,7
21. 12. Kosmos 137 ? 104,4 219 48,8

mání atmosféry až po biologicképokusy. Název družice OAOje zkratkou
(za Orbiting Astronomical Observatory) a je to družice, vybavená velmi
složitými astronomickými přístroji, jejíž vypuštění a první okamžiky
existence byly zdařilé, avšak brzy vypověděly službu všechny baterie
a aparatura je tedy v nečinnosti. Podobnou zkratku má družice OGO,
obíhající geofyzikální observatoř.

Prostor mezi Zemí a Měsícemzkoumá důkladně družice Explorer 33,
která se dostává až za dráhu Měsíce.

Družice GGTS slouží k výzkumům stabilizace těles pomocí gravi
tačního pole. Společně s touto družicí bylo vypuštěno sedm vojenských
komunikačních družic IDCSP 1—7, jejichž dráhy se jen velmi málo liší
a jsou zajímavé tím, že leží téměř v rovině rovníku.

Název jedné z posledníchdružic loňskéhoroku Biosatellite
sám napovídá, že se jedná o družici pro biologický výzkum. Její pouzdro
neslo mnoho různých biologických zkušebních látek.
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Snímky Měsíce
6. listopadu minulého roku byla vypuštěna z mysu Kennedy na Floridě

(USA) umělá družice Měsíce, Lunar Orbiter 2, již druhá tohoto typu. Tyto
družice mají za účel snímkování měsíčního povrchu a dopravení snímků
k pozemským přijímacím stanicím. Snímky první družice nebyly zcela
dobré, avšak tato druhá družice vyslala snímky výborné kvality. Na snímku
1 je vidět celkový záběr širokoúhlou kamerou, kde na obzoru je známý
velký kráter Koperník, před ním pak menší, ale velmi výrazný kráter
Fauth. Detaily z kráteru Koperník jsou vidět na druhém snímku(obr. 2),
který je velmi názorný a silně připomíná pozemské „„letecké““snímky.

Výška družice byla 45,5 km nad měsíčním povrchem a její vzdálenost
od kráteru Koperník činila 240 km. Snímky byly pořízeny 24. listopadu
1966 ve 4 hodiny 5 minut našeho času.

L. S.
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XVII.ročník Matematické olympiády
V 10. čísle minulého ročníku tohoto časopisu byly otištěny přípravné

úlohy XVII. ročníku MO. V tomto čísle uvedeme texty soutěžních úloh
I. kola. V letošním ročníku jsou poněkud posunuty termíny odevzdání
řešeníúloh:

a) Rešení přípravných úloh odevzdejte svému učiteli matematiky nebo
referentu MO na škole do 15. listopadu 1967.

V letošním ročníku není opětpodmínkou pro účast v I.kole odevzdání
a úspěšné rozřešení přípravných úloh; doporučujeme, aby každý žák ve
vlastnám zájmu přípravné úlohy řešil.

b) Rešení soutěžníchúloh I. kola mají být odevzdána do 15. ledna 1968,
aby bylo možno uskutečnit dříve II. kolo- a aby závěrečné fáze MO
po III. kole neprobíhaly v období maturit. Také pro výběr účastníků
celostátního soustředění úspěšných řešitelů kategorie B zbude tím více
času.

Další podrobnosti o průběhu XVII. ročníku MO se dočtete v letáku
MO, který bude letos na školách snad již začátkem září.

Přejeme vám hodně úspěchu jak v soutěži MO tak při studiu mate
matiky vůbec.

Dále uvedeme texty soutěžních úloh I. kola všech čtyř kategorií.
Ústřední výbor MO

Kategorie A
1. Je dána úsečka AB. Množina bodů M je definována takto: a) obsahuje

body A, B; b) obsahuje-li body X, Y, obsahuje i bod Z úsečky XY, pro
který platí YZ — 3. XZ. Dokažte, že každá úsečka ležící v úsečce AB
obsahuje aspoň jeden bod množiny M.

2. Dokažte, že všechny nerovnosti
sin r S sin 27 S sin 37 S

platí jen pro čísla tvaru ©= k., kde k je celé číslo.
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3. Vyšetřte množinu M všech bodů roviny komplexních čísel, jež jsou
obrazy komplexních čísel z splňujících nerovnosti

1< — + k
|2|

< a.lz,

kde a je kladné číslo. Zjistěte, pro která čísla a je množina M prázdná.

4. Je dán čtyřstěn ABCD. Vyšetřte a popište množinu všech přímek z,
které procházejí vrcholem D a mají tuto vlastnost: rovnoběžka s přímkou «
vedená vhodným vrcholem čtyřstěnu ABCD protne jeho protější stěnu
v jejím vnitřním bodě.

Kategorie B

1. Pěticiferné číslo N, jehož zápis v desítkové soustavě obsahuje jednu
nulu a končí číslicí 1, dává při dělení číslem 43 trojciferný podíl a třikrát
za sebou se při algoritmu dělení opakuje týž zbytek. Určete N.

2. Jsou-li a, B, v velikosti vnitřních úhlů libovolného trojúhelníku ABC,
potom platí

cosa.cosb.cosySí;
dokažte.

3. Trojúhelník ABC má tu vlastnost, že kružnice procházející středy jeho
stran se dotýká kružnice opsané.

Dokažte, že bod dotyku je jedním vrcholem trojúhelníka A BC a že
vnitřní úhel při tomto vrcholu je pravý.

4. V prostoru jsou dány čtyři body A4, A;, A3, A,, které neleží v rovině.
Je-li X libovolný bod prostoru, označme X; patu kolmice spuštěné z X
na přímku A4,A;, X, patu kolmice z X na A; A3,X; patu kolmice z X na
A;A,, X, patu kolmice z X na A,A,.

Dokažte, že mezi všemi body X prostoru má střed kulové plochy pro
cházející body Ay, Az, A3,A, tu vlastnost, že součet
o (AX) + (AaXy)*+ (AsX)?+ (4X)
je minimální.

Kategorie C

1. Vyšetřte a načrtněte množinu všech bodů v rovině, jejichž pravoúhlé
souřadnice vyhovují nerovnosti

(«> — 13x? + 36x) (1* — Ix* + 16) < 0
(yš — I3y* + 36y) (y* — I7y* + 16) ©

2. Je dán pravoúhlý rovnoramenný trojúhelník ABC, jehož základna má
střed D a délku 2.

a) Dokažte, že pro každý bod M výšky CD platí
AM + BM + CM z21-+ 3.

b) Sestrojte ten bod M výšky CD, pro který je součet AM + BM +
+ CM nejmenší.

3. Určete délky stran všech pravoúhlých trojúhelníků, které mají tyto
vlastnosti:
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a) délky stran v centimetrech jsou celá čísla;
b) obvod trojúhelníka v cm je roven obsahu trojúhelníka v em?.
Návod: Označíme-lidélky odvěsen pravoúhlého trojúhelníka ABC

písmeny a, b a délku přepony písmenem c, lze délky těchto stran vyjádřit
ve tvaru

a—=Mm— Nn,b= 2mn,e=m+n?,
kde m, n jsou přirozenáčísla.

4. Je dán čtverec ABCD o straně délky 8 em, který je rozdělen na způsob
šachovnice na 16 shodných polí (čtverců). Sestrojte rovnoramenný troj
úhelník AXYtak, aby vrchol X ležel v rohovém poli přivrcholu B, vrchol Y
v rohovém poli při vrcholu Ď a aby délka jeho stran AX = XY = YA
byla co největší.

Kategorie D

1. Mirek dostal za domácí cvičení známouúlohu o nádržce a čtyřech
kohoutech, ale marně se snažil ji rozřešit. Uloha zněla:

Prvním a druhým kohoutem nateče dohromady za hodinu p hektolitrů
vody; druhým a třetím nateče za hodinu o 30 hl více. Třetím a čtvrtým
nateče za hodinu dvakrát více než druhým a třetím dohromady. Prvním
a čtvrtým kohoutem nateče za hodinu o 20 hl více než prvním a druhým.
Kolik hektolitrů nateče za hodinu každým kohoutem zvlášť?

Vyložte, proč Mirek nenašel řešení úlohy.

2. Určete čísla a, b tak, aby pro každé libovolně zvolené číslo z platilo

a—Db O oopm.„2— 2b(b— a) 2aro a)+b(x—b)] ad bla
3. V trojúhelníku ABC, v němž je úhel « = 90" a v němž C, značí patu

výšky ve,platí
AC?= AC,. AB.

a) Dokažte, že pak platí také buď c? = a? +- b*nebo c? ==a* — 3b?.
b) Vyslovte obrácenou větu a dokažte ji.

4. Je dán čtverec, jehož strana má délku 6 cm. Bod M má od dvou
sousedních stran čtverce vzdálenosti 15 mm a 20 mm.

Sestrojte lomenou čáru procházející bodem M, která se skládá ze středů
všech úsečekX Y navzájem rovnoběžných,jejichž krajní body leží na obvodu
čtverce. Vypočtěte její délku.

ÚV.MO

Doc. Dr. Miroslav Menšík a doc. Ota Setzer

děkují za projevená ústní i písemná blahopřání

k udělení státního vyznamenání Za vynikající práci.
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Seznam vítězů a úspěšných řešitelů
Il. kola MO v XVI, ročníku, kategorie A

VÍTĚZOVÉ

*1. Pavel Vejvoda, 3. roč. SVVŠ, W. Piecka, Praha 2
2. Martin Macháček, 3. roč. SVŠ, Novohradská, Bratislava

**3, Bohuš Sivák, 1. roč. SVŠ, Zvolen ©
*4, Radovan Gregor, 3. roč. SVVŠ, W. Piecka, Praha 2

**5, Petr Kůrka, 3. roč. SVVŠ, W. Piecka, Praha 2
*6, až 7. Jan Kastl, 3. roč. SVVŠ, J. Fučíka, Plzeň

Erich Wiszt, 3b. roč. SVŠ, Banská Bystrica
*8, až**9, Pavel Polcar, 2. roč. SVVŠ, Velké Meziříčí

Zdeněk Slanina, 4. roč. SPŠ chem., Vranovská ul., Brno
10.až **11. Josef Niederle, 3. roč. SVVŠ, Koněvova ul., Brno

Alica Pirická, 3. roč. SVŠ, Kovačská ul., Košice

ÚSPĚŠNÍ ŘEŠITELÉ

12. až 15. Roman Kotecký, 3. roč. SVVŠ, Šmeralova ul., Ostrava
Mojmír Obdržálek, 3. roč. SVVŠ, Koněvova ul., Brno

* Věra Pohlová, 3. roč. SVVŠ, W. Piecka, Praha 2
* Radovan Slouka, 4. roč. SPŠP, Leninova 40, Brno

16. až 19.* Martin Bukovčan, 2. roč. SVŠ, Novohradská, Bratislava
Jiří Fér, 1. roč. SVVŠ, W. Piecka, Praha 2
Tomáš Mašek, 1. roč. SVVŠ, W. Piecka, Praha 2
Jiři Vinárek, 1. roč. SVVŠ, W. Piecka, Praha 2

Ústřední výbor MO

Poznámka. Společná místa jsou uvedena v abecedním pořádku. Jednou
hvězdičkou jsou označeni letošní řešitelé soutěže Rozhledů, dvěma hvězdič
kami řešitelé lonští. Redakce.

O průběhu konkursu na úlohy pro MO

V květnu tomu byl právě -rok,
co bylyv Rozhledech matematicko. fyzikálních
uveřejněny podmínky konkursu na
návrhy úloh pro matematickou
olympiádu, který vyhlásila JČMF.

tenáře, zvláště účastníky olym
piády, bude možná zajímat, proč
bylo nutno ke konkursu přistoupit.
UV MO se totiž setkává s nemalými
potížemipři získávání nových ori
ginálních úloh pro soutěž. Důvody
jsou samozřejmé: tematika, tj. stře
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doškolské učivo, je dost omezená
a přitom se ve šk. roce 1967/68 po
řádá olympiáda už po sedmnácté.

Připomeňme si podmínky kon
kursu. Text a řešení každé úlohy je
třeba zaslat napsané na listu for
mátu A4, vždy originál a jeden opis.
Za každou přijatou úlohu je vyplá
cena odměna ve výši 50 Kčs v ka
tegoriích A, B a C a 30 Kčs v kate
gorii D. Při recenzi se přihlíží k pů
vodnosti úlohy a odměna může být
popřípadě zvýšena, např. úlohy pro



mezinárodní MO jsou odměňovány
částkou 80 Kčs. Úlohy, které ne
projdou úspěšně konkursním říze
ním, se autorům vrací. Přijaté úlohy
jsou zařazeny do archívu UV MO,
který vyplacením odměny autorovi
získává dispoziční právo, zejména
právo upravit text úlohy i autorské
řešení a použít úlohy třeba v po
zdějším vhodném termínu. Autor
samozřejmě na sebe bere závazek,
že přijatou úlohu utají, aby průběh
olympiády nebyl narušen.

Recenzování úloh se vedle členů
předsednictva UV MO účastní ze
jména také s. Jitka Kučerová a s.
MilanKoman z katedry matematiky
PF UK v Praze.

Potěšitelné je, že mezi autory
úloh je celá řada bývalých i sou
časných olympioniků (v následují
cím seznamu je u jmen současných
olympioniků a u olymp
dávných ročníků MO hvězdička).

Již v XVI. ročníku byly zařazeny
úlohy získané konkursem. Jde např.
o úlohy, které zaslali dr. Miroslav
Hlaváček, Praha; Ivan Chajda,
Přerov; Dalibor Kluzký a Jaromír
Krys, Olomouc; Petr Kůrka*,
Zbraslav; Štefan Porubský*, Zvo
len; Jaroslav Zemánek*, Slaný. Pro
letošní MMO do šestice úloh na
vržených Československem byly za
řazeny dvě úlohy z konkursu
autoři: Ladislav Beran, Praha a
Miloš Franek, Prievidza.

V XVII. ročníku mezi příprav
nými úlohami a úlohami I. kola
jsou např. úlohy, které zaslali Pavel
Bartoš, Bratislava; Leo Bukovský,
Košice; Miloš Franek, Prievidza;
Marian Fúrik*, Zvolen; Josef Gli
vický, Prostějov; Jaroslav Zemá
nek*, Slaný.

loniků z ne

Na závěr uveďme ještě několik
"zkušeností z prvního roku trvání
konkursu, které budou jistě zajímat
všechny, kteří úlohy do konkursu
buď poslali nebo chtějí poslat.

Naprostý nedostatek úloh je pro
kategorie C a D. Ovšem skutečně
originálních úloh není dostatek ani
pro kategorie A, B a pro MMO.

Pro účely MO se nehodí úlohy
vysloveně školského charakteru a
úlohy, k jejiž řešení je třeba užít
příliš umělých obratů.

Autorské řešení úloh je třeba do
provodit slovním výkladem, aby
bylo možno porozumět myšlenko
vému postupu.

Úspěch mají v konkursu bývalí
1 současní účastníci MO. Důvod je
snadno pochopitelný. Znají totiž
dobře charakter úloh, které se
v olympiádě vyskytují. Proto také
všem autorům doporučujeme, aby
se s olympiádou blíže seznámili,
např. z brožur Matematické olym
piády, které obsahují texty a řešení
úloh z jednoho ročníku soutěže.
Na podzim vyjde Patnáctýročník matematické
olympiády. Vedlelátky pro
bírané ve škole lze též v úlohách
předpokládat znalosti získané stu
diem knížek z edice Skola mla
dých matematiků.

O stavu konkursu bude veřejnost
nadále informována v časopisechRozhledy matematicko
fyzikální a Matematika
ve škole. Pro úplnost uveďme
ještě několik čísel: k 30. květnu 1967
došlo celkem 267 úloh od 53 autorů,
177 úloh bylo už recenzováno a 124
úlohy byly přijaty.

Redakční radu našeho časopisu opouští prof. K. ÚU.Emil Kraemer, aby mohl
vykonávat další funkce jimiž byl pověřen.Děkujeme mu za jeho jedenáctiletou
činnost, která zvláště při znovuzahájení vydávání Rozhledů matematicko-fyzi
kálních byla velmi rozsáhlá. Redakce.
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Devátý ročník soutěže
Fyzikální olympiáda

Žákům středních všeobecně vzdělávacích škol a středních odborných
škol!

V tomto školním roce se koná už devátý ročník soutěže Fyzi
kální olympiáda, kterou pořádáministerstvoškolství spolu
s Jednotou československých matematiků a fyziků a Československým
svazem mládeže. Soutěž má vyhledávat a podchytit talenty a dále je
vést tak, aby byli lépe připraveni pro studium fyziky na vysokých
školách.

Pokyny pro žáky středních škol jsou obsaženy v letáku pro kategorie
A, B a C, který vydává Státní pedagogické nakladatelství a který je
počátkem školního roku rozesílán na školy.

V Rozhledech byly v 10. čísle ročníku 45 (1966/67) uveřejněny první
tři příklady 1. kola kategorií A, B a C, v tomto čísle jsou otištěny
příklady 4 až 9 a studijní téma pro kategorii A. Studijní témata pro
další kategorie budou otištěna v dalších číslech.

Lhůty k odevzdání příkladů na škole pro 1. kolo FO jsou: příklad
l až 3do 30. listopadu 1967, příklad 4 až 6 do 10. ledna 1968, příklad
T až 9 do I5. února 19068.

ÚV FO přeje všem řešitelům hodně úspěchů v soutěži!
ÚVFO
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IX. ročník fyzikální olympiády
Příklady,1., 2., 3. byly otištěny v č. 10 tohoto časopisu.

Kategorie A

4. Elektron vnikne mezi desky kondenzátoru Braunovy trubice rych
lostí v podle obr. 1. Na fluorescenčním stínítku ve vzdálenosti a, od kon
denzátoru se vytvoří světelná stopa, která je vzdálena od středu stínítka
o délku

Obr. 1

Vzdálenost desek kondenzátoru je d a jejich délka l.
Vypočtěte intenzitu elektrického pole kondenzátoru, je-li jeho kapa

cita C.
ešte nejprve obecně, potom pro hodnoty: v = 1,50.. 107 m s-l; a, =

= 13,9 em; 44 = 4,0 cm; d = 16 mm; 7 = 5,0 em; ČC= 5 pF; e= — 1,6.
„10- C; m = 9411. 107%!kg, kde e je náboj elektronu a m jeho klidová
hmotnost.

5. Spirála zhotovená z ocelového drátu je připojena k stejnosměrnému
zdroji se stálým elektromotorickým napětím U. Jak velký proud bude
procházet spirálou v ustáleném stavu, má-li spirála při teplotě ?, odpor Ry.
Teplotní součinitel odporu je «, součinitel přestupu tepla do okolního pro
středí je P a teplota okolního prostředí je udržována na hodnotě f,.

Řešte nejprve obecně, potom pro hodnoty U = 6,0 V, t = 090, 4 =
= 20,0*C, R; = 12,0 O, « = 6,0. 107? deg-", B = 2,0. 107%J s-! deg-!.

6. Určení indexu lomu destilované vody. Určete index lomu destilované
vody dvěma metodami. Porovnejte výsledky a posuďte kterou metodou
dosáhnete větší přesnosti.

Metoda. první. Určete index lomu destilované vody použitím válcové
tenkostěnné nádoby s vodou. Popis metody viz V. Pilát, Pokusy z optiky,
SPN, Praha 1965, sir. 137, úl. 3.05.

Poznámka k provedení pokusu: Při použití zdroje světla podle návodu,
vsuňte mezi štěrbinu na povrchu nádoby a zdroj světla větší clonu se
svislou štěrbinou. Je výhodné použít jako zdroje světla lampy z žákovské
optické soupravy nebo jiné optické lampy s clonou se svislou štěrbinou.
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Ukoly.
a) Vysvětlete metodu měření; narýsujte paprsky v půdorysné rovině

a odvoďte z obrázku, ze kterých naměřených veličin se vypočítá index
lomu.

b) Proveďte měření s použitím červeného filtru upevněného ke štěrbině
clony. Velikost úhlů měřte v celých stupních; proveďte deset měření, pro
každé určete index lomu kapaliny a vypočítejte aritmetický průměr hodnot.
Tloušťku stěny nádoby zanedbejte.

c) Opakujte měření s použitím zeleného filtru. Porovnejte výslednou
hodnotu s hodnotou určenou podle bodu b).

Metoda druhá: Určete index lomu destilované vody jinou metodou podle
vlastní volby; např. použitím kyvety, v níž kapalina tvoří planparalelní
vrstvu; použitím nádoby tvaru poloválce, podle pokusu V. Pilát, Pokusy
z optiky, str. 150, pokus č. 3.16; použitím refraktometru aj. Viz také:
Z. Horák, Praktická fyzika, SNTL 1958, str. 535; Živný, Lepil, Praktická
cvičení z fyziky, SPN 1965, str. 159.

Úkoly a), b), c) jako při použití první metody.

Kategorie B

4. Na vodorovné podložce leží dřevěná cívka, např. od nití, jejíž kruhová
čela mají poloměr R. Válec, který čela spojuje, má poloměr r (obr. 3).

„n

Obr.27/7777 ll
Uprostřed válce je navinuta nit v několika závitech. Táhneme-li za nit
tak, že nit svírá s vodorovnou podložkou úhel «, koná cívka, valivýpohyb
bez klouzání. Vyšetřte pohyb cívky pro

0SaSsŽ.
"2

Po obecném vyšetření řešte pro číselné hodnoty r = 2,0 cm, R = 4,0 cm.

6. Plyn dané hmotnosti má teplotu ť;, tlak p, a objem Vy. Izotermickým
stlačením se změní jeho tlak na p, a objem na V; potom se izobarickým
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dějem sníží jeho teplota na ť;, přitom se objem změní na V;; nakonec se
izotermickým roztahováním změní objem na V,. Určete výsledný tlak
plynu P.. Kromě veličin počátečního stavu (P, Vy Ů) známe teplotu %;
a objem V,.

1. Rešte obecně.

2. Řešte pro hodnoty E = 1277C,py = 10 N m“?,V =,2,0.10-3 m?,bz— — 7390, V, = 107*m?;
a) výpočtem;
b) graficky v soustavě souřadnic: (V, p); (T, p); (T', y.

P

4
6. Určení poměru povrchového napětí vody a Bihu metodou vážení kapek.
Pomůcky. Dvě kapilární trubice různé světlosti s rovně zabroušeným

okrajem s hadičkou a tlačkou, stojan s držákem, kádinka, technické váhy,
sada závaží, destilovaná voda, líh.

Uvod. Do kapiláry nasajeme destilovanou vodu, upevníme ve svislé po
loze a necháme z ní volně odkapávat určitý počet kapek, např. n — 100 ka
pek. Kapky jímáme do kádinky, kterou jsme dříve vyvážili tárou na va
hách a zjistíme hmotnost m, zachycené vody. Totéž opakujeme pro líh
a zjistíme hmotnost m, stejného počtu » kapek lihu.

Úkoly. 1. Dokažte platnost vztahu
rI 7M
02|- Mm

kde 04,G,značí povrc hová napětí vody, popříp. lihu.
2. Měření hmotnosti zachycených kapek proveďte pětkrát pro různé

počty kapek a naměřenéhodnoty zapište do tabulky.
Určete podíl

3

kn2
02

jako aritmetický průměr nalezených hodnot.
Vypočtěte absolutní chybu hodnoty k a správně ji zaokrouhlete.
3. Opakujte měřenípodle úkolu 2 s kapilárou jiné světlosti.
Porovnejte oba výsledky. Ovlivňuje světlost kapiláry výsledky měření?

Vysvětlete.

Kategorie C

4. Muž hmotnosti m; stojaci na pokojnom člne hmotnosti m, sa nad
chádza vo vzdialenosti d od brehu. Urobí v člne » krokov smerom kolmo
k brehu a zastaví sa. Dlžka jedného krokuje a.

Aká bude vzdialenosť / muža od brehu v okamihu, keď sa zastaví?
Predpokladáme, že sa čln móže po vode pohybovať bez trenia.
Riešte najprv všeobecne, potom pre hodnoty ď = 10,0 m, a = 0,75 m,

m = 4, m = 75 kg, m; = 125 kg.

5. Z vrcholu věže, který je ve výši ho nad okolní vodorovnou rovinou
o, bylo vrženo katapultem těleso hmotnosti m v elevačním úhlu « rych
lostí v.

a) Najděte vztahy prozávislost rychlosti a dráhy tělesa na čase, a to
zvlášť pro složky ve směru vodorovném a zvlášť pro složky ve' směru
svislém.

b) Vypočítejte souřadnice (z, y) polohy tělesa na konci každé z prvních
deseti vteřin za předpokladu, že lze zanedbat odpor vzduchu. Vypočítané
hodnoty zaznamenejte do vhodné tabulky.
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c) Podle tabulky části b) úlohy najděte výšku % vrhu nad rovinou r
proloženou vrcholem věže.

d) Ze vztahů v části a) úlohy vypočítejte dobu 7, výstupu a dobu ž,
kdy těleso proletí rovinou z.

e) Vypočítejte tíhovou potenciální energii Wp vzhledem k rovině a kine
tickou energii Wktělesa při průchodu vrcholem dráhy.

f) Určete rychlost v“tělesa v čase 7.
g) Vypočítejte dobu č;, ve které těleso dopadne do vodorovné roviny o

M4polí věže, a vodorovnou vzdálenost ď místa dopadu od místa počátkuvrhu
h) Užitím výsledků části a) úlohy najděte vztah mezi výškou y tělesa

nad rovinou Ta vodorovnou vzdáleností z od místa startu.
Řešte nejprve obecně, potom pro hodnoty he = 100 m, a = 30, w =

= 80ms-!, m = 1kg.

6. Těleso visí na siloměru, jenž je připevněn ke stropu výtahu.
a) Výtah stoupá se zrychlením a > 0. Sloměr je napínán silou F.
Jaká je tíha G tělesa?
b) Siloměr ukazuje sílu F" < G. Jak se výtah pohybuje? ©
c) Jaký by byl údaj siloměru, kdyby nosné lano výtahu se přetrhlo?
Řešte nejprve obecně, potom pro hodnoty F —=225 N, a = 1,25 ma,

F“ = I175N.
(Dokončení)

Magnetické obvody
Točivé magnetické pole
KONRÁD HOFMAN, PF,České Budějovice

Téma k prostudování pro IX. ročnák FO, kategorie A

Magnetické pole, jak je v učebnici fyziky pro III. ročník SVVŠ
vyloženo, se znázorňuje pomocí indukčních čar a kvantitativně se po
pisuje pomocí vektoru magnetické indukce B. Magnetická indukce B
je přímo úměrná hustotě indukčních čar, tj. množství indukčních čar
jdoucích kolmo jednotkovou plochou. Je-li magnetické pole homogenní,
je indukční tok © — BS, pro nehomogenní pole je AB .—BAS, kde
ploška AS musí být tak malá, aby magnetické pole jdoucí kolmo
ploškou AS bylo možno -považovat za homogenní. Jednotka pro mag

netickou indukci v Je tesla [T] a pro indukční tok je jednotkouweber [Wb|=
Mezi nimi platím Wb = T m?. Magneticképole můžeme zná

zornit také pomocí magnetických siločar a kvantitativně popsat pomocí
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vektoru magnetické intenzity JH, jež je nezávislá na magnetických
vlastnostech prostředí a pro kterou je

l
Ho Hr

H = B,

kde permeabilita vakua
lHo=4x1077Hm-'—S 10*Hm,

U, (číslo bez rozměru) charakterizuje prostředí a nazývá se relativní
permeabilita. Součin 4, W,= 4 je permeabilita prostředí!).

Pro magnetické pole ve vakuu (a prakticky také ve vzduchu), kde
u = Lje

H=Ž.
Ho

Magnetickou indukci ve vakuu značíme B;. Vektory H a B mají stejný
směr a proto také siločáry mají stejný průběh jako indukční čáry.

Uvažujme v dalším magnetické pole ve vakuu.
Potom vzorcům uvedeným v učebnici pro magnetickou

indukci B;: odpovídají vzorce pro H:
přímkový velmi dlouhý vodič.

I I
BomHop? E mr

střed kruhového vodiče
I I

Bo= 6 9r ; H = 2r ;
střed dlouhého a tenkého solenoidu

NI NI
Bo= HoT , H = T .

Jednotka pro intenzitu magnetického pole H plynoucí z předešlých
vztahů je Am".

Magnetomotorické napětí a magnetické napětí

Intenzita magnetického pole H (obr. 1) ve vzdálenosti r od velmi
dlouhého přímkového vodiče s proudem I je

I
Der

——

1) V učebnici fyziky pro III. ročník SVVŠ je uveden rozměr permeability
NA7?.Dosadíme-lido zákonnéjednotky H m“ za H = VsA“" jeHm'! == VsA-Tm-' = VAsm-t A7?= VCm-t Až = Im- A- =NA7
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Z toho
H.2r=I=EÉ,. (1)

SoučinH .2mr, rovnají se proudu I, nazývá se magnetomo
torické napětí En. Jednotkou magnetomotorickéhonapětí je
tedy ampér.

Dá se dokázat, že vztah (1) lze zobecnit pro libovolnou uzavřenou
křivku. V tomto případě (obr. 2) musíme křivku rozdělit na elementy
dl, dis, tak malé, že intenzita JHje ve všech bodech určitého ele

i

Obr. 1

mentu konstantní, v místě elementu stanovit intenzitu H,, Hg, ... a za
magnetomotorické napětí musíme vzít součet skalárních součinů

H, dh+Hz.dk+ =I=Én, (2)
přičemž sčítání musíme provést podél celé uzavřené křivky.

Prochází-li uzavřenou křivkou více proudů, je magnetomotorické na
pětí rovno součtu těchto proudů čili

En= XI.
šeMagnetomototické napětí E, dané součtem skalárních součinů Hp.
di, je pro libovolnou uzavřenou křivku rovno součtu všech proudů
procházejících vnitřkem křivky.

Násobíme-li rovnici (1) zlomkem

7
27
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získáme

—1k
H.rý—= I dn?

čili H.ÁB=Iž.2
Součin HH.AB = U,, je magnetické napětí mezi body A, B (obr. 1).

Prstencová cívka (toroiď)

V prstencové cívce (obr. 3) s N závity rovnoměrně rozloženými se
středním poloměrem prstence R značně větším než je poloměr závitů r,

Obr. 3

vzniká homogenní magnetické pole s intenzitou JH, prochází-li cívkou
proud Z.Aplikujme na toroid větu o magnetomotorickém napětí. Uzavře
nou křivkou je kružnice s poloměrem R délky / = 27R. Protože H
má směr tečny k této kružnici, je magnetomotorické napětí

Bxn=H.5=NI.
Kružnice totiž obepíná N vodičů s proudem I. Z toho plyne pro toroid

H=E=1 B=o =Mola,

kde z = > udává počet závitů na jednotce délky.
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Solenoid

Uprostřed velmi dlouhého a tenkého solenoidu je homogenní magne
tické pole, prochází-li závity proud Z. Abychom odvodili vzorec pro
intenzitu, postupujeme takto (obr. 4).

l

prM
if

G

Aoo|s000cloc ceu

o0000 00000000 Ob.:
l/2 n 2 |

Ao000 000c00cce
| [© Obr.5
|

Zvolíme obdélník“délky Za"šířky a, který obepíná N závitů a stano
víme magnetomotorické napětí

Ex=H.W+0.a-+0.1+0.a= NI.
Složka intenzity H ve směru délky a se rovná nule a intenzita vně
solenoidu je také nulová. Z předešlé rovnice je

H=T=k.
Při odvození byla délka Zmalou částí délky celého solenoidu a N byl
počet závitů na této délce. Snadno nahlédneme, že za délku můžeme
vzít délku solenoidu, vezmeme-li za N počet závitů celého solenoidu.
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Vztah

H = = = Iz [A/m]
platí pro solenoid u něhož / > r, kde r je poloměr závitů.

Intenzitu magnetického pole na konci solenoidu stanovíme touto
úvahou:

Intenzita H je uprostřed solenoidu (obr. 5) vektorovým součtem
intenzit buzených všemi záviby. Myslíme-li si solenoid rozpůlen na části
A, B, potom obě části mají stejný podíl na výsledné intenzitě, tedy
levá polovina budí v S intenzitu H —=ž Iz. Odstraníme-li pravou polo
vinu solenoidu, stane se bod 8 středem koncového závitu solenoidu.
Na konci velmi dlouhého a tenkého solenoidu je tedy

H=iT=12.
Magnetické obvody. Hopkinsonův zákon

Magnetický obvod je cesta,kterou se uzavírámagnetický
indukční tok.

Z větší části je zpravidla tvořen feromagnetickou látkou. Mějme
prázdnou prstencovou cívku (toroid) s NWzávity, kdy R > r. R je
střední poloměr prstence, r je poloměr závitů (obr. 3). Uvnitř cívky je
homogenní magnetické pole s intezitou

„NICE
a indukcí

NI
Bo= MoT

Indukční tok
NI

Á=m= S,
je-li S plocha řezu.

Dáme-li do cívky jádro z feromagnetické látky, intenzita H buzená
proudem I se nezmění, ale indukce B, se u,-krát zvětší. Ve feromagne
tiku je tedy indukce

NI
B=U,BoNN l .

2) Vzorce pro solenoid platí přesně jén pro "Bolenoldvelmi dlouhý a"velmi
tenký, tedy pro ideální podmínky, které prakticky jsou nerealizovatelné.Podobně je tomu i u jinýeh vzorců.
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Charakteristickou vlastností feromagnetických látek je závislost u,
a tudíž také u na intenzitě magnetického pole H a na předcházejícím
stavu magnetickém. O tom je pojednáno v učebnici fyziky pro III. roč.
SVVŠ. Při řešení příkladů se proto většinou neobejdeme bez magneti
zační křivky (obr. 6).

B[T)
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Obr. 6

8 Hlam)
40001 50

Indukční tok v toroidu s feromagnetickým jádrem je
NI NI

B=KWTŠ =TT km
Hour 8

kde E,, —NI je magnetomotorické napětí,„ML
7 ore S u 8

je magnetický odpor.
Vztah

EmSR,
senazýváHopkinsonův zákon; jeto vlastněobdobaOhmova
zákona pro uzavřený magnetický obvod“).

3) Jednotka pro magnetický odpor je AV-! s-! —H"!.
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Magnetomotorické napětí E,, odpovídá elektromotorickému napětí K,
magnetický tok B odpovídá elektrickému proudu Z a magnetický odpor
R,, odpovídá elektrickému odporu R. Vztah (3) pro magnetický odpor
má stejný tvar jako vztah pro odpor vodičeRL

v 8
kde y je měrná vodivost. Ze srovnání plyne, že permeabilitu prostředí u.
lze považovat za jakousi měrnou magnetickou vodivost. Mezi měrnou
magnetickou a elektrickou vodivostí, pokud se týká látek, jsou však
značné rozdíly. Neexistují např. magnetické izolátory, což má za násle
dek rozptyl indukčních čar, látky diamagnetické a paramagnetické mají
== 1, existuje proto velké množství látek s prakticky stejnou mag
netickou vodivostí jakou má vakuum, látky feromagnetické jsou dobrý
mi magnetickými vodiči, ale jejich magnetický odpor je značně závislý
na H.

Úloha 1. Na prstencovém jádře z ocelolitiny se střední délkou indukční
čáry l — 0,8 m, průřezu S —=107? m? je navinuto N = 1000 závitů.

Jaký proud je třeba k vytvoření indukčního toku a) © = 107? Wb,
b) $ = 1,5. 107*Wb. Jakou hodnotu má relativní permeabilita u, v těchtoPo

ešení.
a)

S © 10%m?
Z magnetizační křivky najdeme pro B = 1 T potřebné H = 420 A m“!.
Ze vztahu

u-M
l

je
1-H- 420Am-*.0,8m - 0,336A.

N 1000
Ze vztahu

B=uu H
plyne

Hr = B
Ho FH

Dosadíme-li za
„I -1

Po 5105
je

11T 3 Vsm*7?m =19.10RAm37— ZHm.420Amit
8. 10%

Vs=1,9.109-= 1900.
VsA-LA
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b) Podobně stanovíme I —=1,44 A, ur = 0,67. 10%— 670.
V tomto případě se stává jádro nasyceným, proto je potřebný proud

velký a relativní permeabilita je značně menší než v a).

Složené magnetické obvody

Pro složené magnetické obvody platí zákony obdobné zákonům
Kirchhoffovým a jejich důsledkům. Tak pro magnetické odpory zapojené
sériově je výsledný odpor rovný součtu jednotlivých odporů čili

Ryn= ZR.
Mějme toroid složený ze tří různých feromagnetických materiálů

stejného průřezu S (obr. 7) ovinutý N závity s proudem I.

Uit;

Obr. 7

Délky středních indukčních čar a relativní permeability jednotlivých
materiálů jsou l, Wp,;lz, Wr,; lg Ur, 

Indukční tok © v magnetických odporech zapojených za sebou,
zanedbáme-li rozptyl, je stejný, indukční čáry jsou vždy uzavřené. Je
proto

Em = D (Km,T Rm, T Em) —

- s| Lh Lk, LHolm S Hor, © Holin, ©

B B B
M T bo+ l =

o HoHr, Hor, o r,
= H+ H,l;+ Hil —

— NI — Um, T Um, T Um, >
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protože
HU — Um, >H, l, = Um, Hg lb;— Um,

jsou magnetická napětí.
Úloha 2. Polovina prstence je z litiny, druhá polovina z ocelolitiny.

Prstenec má průřez S = 107? m?, střední délku / = 0,6 m a N = 480 zá
vitů. Jak velký je proud I, je-li indukční tok PB= 0,6. 107* Wb. Jak
velká jsou magnetická napětí na litině a na ocelolitině?

Řešení. Indukce v prstenci

p—B- 46.107Wb=06T.
S 107% m?

Z magnetizačních křivek najdeme pro litinu H; = 1400A m"", pro ocelo
litinu H; = 200A m“..

Magnetická napětí

Um,= H,. L = 1400A m-1.0,3m = 420 A,2
Um,—Hy. 4 —200 A m). 0,8 m = 60 A,Um,+Um,© 480AEm=NI=Um,+ Um,> I—LtUm —MOAÁA

" mb Um N 480
Potřebný proud I = 1 A. Magnetické napětí na litině je sedmkrát větší
než na ocelolitině.

Magnetický obvod se vzduchovou mezerou

Prstencové jádro stálého průřezu S z feromagnetické látky s N závity
je přerušeno vzduchovou mezerou (obr. 8). Délka střední indukční čáry
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ve feromagnetiku je /,; ve vzduchové mezeře ď. Rozptyl, který vzniká
v okolí vzduchové mezery, zanedbáme.

Pro tento magnetický obvod je
1 l d

Bn—NI=9Rn—O(Ray+ Rong)= BS(E E +L5)
B B

= + —4 = Hzly Hod,
Holtr Ho

kde

H; = B
Hor

je magnetická intenzita ve feromagnetiku,
B B

H == -——Zm . — H
0oBoltrHr= Hr

je magnetická intenzita ve vzduchu.
Zatímco magnetické indukční čáry jsou vždy uzavřené, všude spo

jité, jsou siločáry v tomto případě na rozhraní feromagnetika a vzduchu
nespojité, intenzita H, ve vzduchu je u,-krát větší než ve feromagne
tiku čili ve vzduchu je u,-krát více siločar než ve feromagnetiku. Proto
na koncích feromagnetika vzniknou magnetické póly.

Poměr magnetických odporů je 4
Rm,:Rn,=d: u“— = ud:l,

a protože u, feromagnetických látek dosahuje velkých hodnot, dokud
nenastal stav nasycení, je Em, > Emy. Magnetomotorické napětí se

VPOVO
z větší části spotřebuje na odporu vzduchové mezery, i když je ď jen
několik milimetrů. Uvedený případ můžeme chápat tak, že feromagne
tikum s N závity s proudem f je zdrojem magnetomotorického napětí
Em —=NI a vnitřním odporem R,. Vzduchová mezera s magnetickým
odporem R, představuje spotřebič.

Úloha 3. V toroidu z ocelolitiny střední délky / = 0,5 m se vzduchovou
mezerou tloušťky ď — 1 cm je magnetická indukce B = 1,2 T. Jaký proud
vybudí tuto indukci, je-li N —=500 závitů a nepřihlížíme-li k magnetické
mu rozptylu ve vzduchové mezeře. Kolik procent magnetomotorického
napětí Em je magnetické napětí na ocelolitině.

ešení. Z magnetizační křivky pro ocelolitinu najdeme pro B = 1,2 T
intenzitu Hz — 600 A m“"!a výpočtem získáme

H, = = 12.8.105 Am-! = 9,6. 105Am-!.
Ho

Magnetické napětí
Um — 600 A m-t. 0,5 m = 300 A,

Um,= 96.105 A m-1.10-*m = 9600A,
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Em= Um;+ Um,= 900 A =NI,

pm 900A195;
500

U 100%—30 100%8%.
Em 9900

Při paralelním spojení magnetických odporů platí podobně jako v elektřině
1 1 1

Bm Rm. Rm.
Tím se ale dále zabývat nebudeme.

Točivé magnetické pole

<—>
Mějme dva točivé vektory A, A stejně velké, z nichž první se otáčí

úhlovou rychlostí o v kladném smyslu, druhý úhlovou rychlostí —«
v záporném smyslu. Na obr. 9 jsou tyto točivé vektory znázorněny

Y

A
Ň

X
X

X x
X

X
XOot A

NyYŤ P
„P„á

P
VA

PL„/
A

KO Obr.9

v čase f. Stanovme jejich vektorový součet. Složky točivých vektorů
do osy y se ruší, složky obou vektorů ve směru osy « jsou stejně velké
a mají hodnotu A cos ot, takže výslednice

M — <— ->
x = 2Ao0sut= A+ A. (4)

Rovnice z —2 A cosořt je rovnicí harmonických kmitů s amplitudou
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2 A. Kmity jsou v ose zr.Obvykle se ve vztazích pro harmonické kmity
vyskytuje funkce sinus, zde je kosinus, ale to na věci nic nemění.

<— —>

Z rovnice (4) plyne, že složením dvou točivých vektorů A, A vznikne
harmonické kmitání ve směru osy z s amplitudou 2 A. Větu můžeme
obrátit. Harmonické kmity ve směru osy ©dané vztahem x = A cost

<— ->
můžeme nahradit dvěma točivými vektory ž A a 3 A.

Rovnici (4) píšeme přesněji
—>— <—

©= A cos(ot + 0)= 3(4,+ 4),
kde značka „ udává počáteční fázi točivých vektorů vzhledem ke klad
nému směru osy r a 0 je současně počáteční fáze harmonického kmi
tání. Obecně můžeme psát

o <— ->
£ = Acos(wi + e) = š (Ap+ A).

Na obr. 10 je tento vztah zná
Y zorněn v čase f = 0.

JA
R

X
X

X
X

X
X

y X +XI —> Pů

y) „/„/„/
„

1 —
> A

Obr. 10

Otočíme-li přímku, v níž probíhá harmonické kmitání, o úhel «,
<—

musíme o úhel « otočit také točivé vektory, vektor A má nyní počá
—>

teční fázi o +- «, vektor A má však počáteční fázi © — «, jak je patrno
z obr. 11.

Je tedy
—>— <

A, cos(of + P) = Ž (Ap+uT Ag) (5)
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Mějme nyní tři cívky navzájem posunuté o úhel « = 57 (obr. 12)
a veďme do nich trojfázový proud

i = Incosoť, Yo
i, = Imncosl(ot+-37), Aya
iz = Imcos (ot + 31)

l —

| Av

|x
| ©

2 +X

Ya Aya

Obr. 11 A,2

—— Y

i X

Obr. 12
= Z r

První cívka s proudem %,budí v S magnetickou indukci B, cos oť,
která se harmonicky mění a kterou můžeme podle (5) nahradit dvěma
točivými vektory

— <— ->
B, cosot = 3 (B, + Bg).
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Podobně druhá cívka budí v S magnetickou indukci, která podle (5),
protože e = 51, « = 3%, je dána vztahem

<— |
Ba008 (ot + $ 31)= ž (Bsx+ Bo).Podobněprotřetícívkujep=31,au=517a tudíž
— <— —

Bas,cos (ot + 5) —ž (Ban+ Bo) =
<— —

= Ž (Bz21+ Bo)

B;Jx
/ B7//////

c alo ě,
N

N
N

N
N /

A Obr. 13Nr
Výsledná indukce B v bodě S je určena šesti točivými vektory, z nichž
tři se otáčejí v kladném, tři v záporném smyslu. Vektory otáčející se
v stejném smyslu lze vektorově sečíst

= s, E < — —
B=+%(B, + Byn+ Ban+ Bo+ Bo+ Bo)=2 B,

protože
<— < <—

Bo+ Ba1+ Bsx = 0,
jak snadno zjistíme vektorovým sčítáním (obr. 13). V bodě S vzniká

—
tedy točivé magnetické pole s magnetickou indukcí B = $ B,.

Úloha 4. Vrcholy rovnostranného trojúhelníka o straně a jsou vedeny
kolmo k ploše trojúhelníka velmi dlouhé přímé vodiče. Prochází-li vodiči
trojfázový proud, jaká magnetická indukce vznikne ve středu trojúhelníka,
půlí-li rovina trojúhelníka přímé vodiče? Co se stane, zaměníme-li mezi
sebou dvě fáze?
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Řešení. Proudy, které jdou jednotlivými vodiči, jsou (obr. 14)

ia —Imcosoat,

iB = Im0os (oi + 31),
ic = Imcos(ot + 1).

Zvolíme-li bod S za počátek a kladný směr
osy « ve směru indukce Ba, je

Ba = Bocos oť = 3 (Bo + Bo),

o o <— —
BB —=Ban 608 (ot + 3 r) — %(Bín + Bo),

Obr. 14

— — < —> <— —>
Bc = Bzno00s (wť+ 31) = $ (Bsn + Bo) = 1 (B21 + Bo).

Výsledná indukce v bodě Sa<—| <<—>>=—
Bs = 3 (Bo + Bzn + Bin + Bo + Bo + Bo) = %Bo,

protože
< < <—
Bo + Bzn + Btn = 0.

—>

V bodě S vzniká tedy točivé magnetické pole ž Bo, kde

Zaměníme-li druhou fázi s třetí, je

A = Imcoswt,

aB= Imcos(ot + n),

4 = Imcos(ot+ 1).
Pro indukce nyníje

O o <— ->
Ba = Bo cos ot = > (Bo + Bo),

o o <— —> <— ->
Bg = Bsncos (wt + 51) — ž (Bzn + Bzn) — %(Bo + Bzx),
— — a- —
Bc = Bzn cos (wt +- 31) — %(Ban + B-2n) — $ (Bo + Bán).

Výsledná indukce
— < < <— —> —> — K
Bs = %(Bo + Bo + Bo + Bo + Bzn + Bsn) = %Bo.

Zaměníme-li mezi sebou dvě fáze, změní točivé pole směr rotace.
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RŮZNÉ

Siemensův princip dynamoelektrický
(K 100. výročí)

Před 100 lety bylo ve světě
techniky rušno. Doba rychle zrála
k tomu, aby byly sestrojeny vý
datné zdroje elektrické energie a
aby ještě v 19. století mohl být
uskutečněn dálkový přenos elek
trické energie'), technický zázrak
elektrifikace celých států. Síla vo
dopádů pohání dnes továrny vzdá
lené od řeky mnoho kilometrů;
neviditelně a bleskurychle letí po
drátech dálkového vedení výkon
tisíce koní tam, kde ho člověk
potřebuje.

1) První velkolepý přenos elek
trické energie proudem střídavým,
transformuje-li se na vysoké napětí
podle průkopnické myšlenky ruskéhoelektrotechnikaMichaila Osi
poviče Dolivo-Dobro
volského (1862—1919),bylpro
veden roku 1891 z Lauffenu nad
Neckarem na výstavu do Frank
furtu nad Mohanem na vzdálenost
175 km.
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PROF. JOSEF KOTYK, Pardubice

U prvních"generátorů proudu,
jež byly sestrojovány od třicátých
let minulého století*) a nazývány
zpravidla stroji magnetoelektric
kými,bylo ke vzbuzení magnetic
kého pole užíváno perma
nentních (trvalých)
magnetů, jak se děje ještě
dnes, např. u klikového indukto
ru, u zapalovačů výbušných mo
torů, u dynama jízdního kola a
jinde. Jestliže získaný proud má
však mít velikou elektromotoric
kou sílu, musí se rotor stroje
otáčet v silném magnetickém
poli velkou rychlostí. Od roku 1866
užívalo se proto ke vzbuzení sil
nějšího magnetického pole
elektromagnetů; jejich
další výhodou je, že u nich mag
netizaci Ize snadno měnit; jsou

2) Jako první stroj toho druhu
bývá nejčastěji uváděn generátor
Dal Negrův zroku 1832.



také lacinější než permanentní
magnety ocelové. K jejich zmag
netování je ovšem třeba elektric
kého proudu; zprvu se užívalo buď
článků, nebo jiného pomocného
zdroje, např. samostatného men
šího stroje magnetoelektrického.
Situace, která tak nastala, byla
ovšem mimořádná a zcela zvláštní
v tom, že stroj, který měl elek
trický proud vyrábět, byl odkázán
na přívod proudu odjinud (buzení
cizí).

Záhy (během jednoho roku) po
znal však Siemens*“) a skoro
současně Wheatstone*"), že
to není nutné, a prohlásil, že
k buzení magnetického
pole u generátorů na
proud stejnosměrný ne
ní zvláštního. zdroje
vůbec třeba. Poukázalna
okolnost, že železná jádra elektro
magnetů mají od dřívějška zpra
vidla jakýsi magnetický
zbytek, slabý magnetis
mus zv. remanentní,

3)Werner von Siemens
(1816—1892) založil roku 1847
s Halskem společnost pro stavbu
telegrafů. Roku 1869 vybudoval
telegrafické vedení z Anglie přes
Německo, Rusko a Persii do Indie,
zmechanizované tak, že na lince
dlouhé 10000 km nebylo (kromě
konečných stanic) lidí třeba.44Charles Wheatstone
(1802—1875) vynalezl známý můs
tek k měřeníodporů vodičů (Wheat
stonův můstek), vlnostroj aj.

5) Lat. remaneo = zůstávám.

magnetické residuum,
které však stačí k tomu, aby při
vodilo v armatuře stroje slabý
indukční tok a tím i vznik nej
prve zcela slabého indukovaného
proudu. Je pak důležité, aby od
kartáčků šlo spojení do závitů
elektromagnetu a teprve potom
dál do vnějšího vedení. Tak lze
k napájení elektromagnetu a k bu
zení magnetického pole s výhodou
použít přímo proudu ve stroji
vznikajícího. Stroj si tvoří své
magnetické pole sám (buzení
vlastní). Projde-li totiž proud
v armatuře indukovaný závity
cívek elektromagnetu, zesílí se
magnetické pole, může pak indu
kovat proudy také silnější, ty se
opět vedou do vinutí elektro
magnetu, jenž se tím zesílí ještě
více atd. Děj se opakuje a účinek
stupňuje tak dlouho, až elektro
magnet je nasycen, intenzita mag
netického pole dostoupí maxima,
napětí proudu odváděného kar
táčky z armatury dostoupí plné
hodnoty a stroj dosáhne při daném
počtu otáček zároveň největšího
výkonu.

Popsaný postup (myšlenka) se
nazývádynamoelektrioc
kým principem. Štrojena
něm založené se jmenují rovněž
dynamoelektrické nebo
stručnědynama.

Siemensův principdy
namoelektrický přispěl
neobyčejně k velkolepému rozvoji
elektrotechniky.
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RECENZE

Teória čísel,

základné pojmy a zbierka úloh
U. B. DAVYDOV — Š ZNÁM

Slovenské pedagogické naklada
telstvo vydalo koneom roku 1966
zaujímavů knižku o teórii čísel, na
ktorú chceme upozornit našich či
tatelov. RNDr. Š.Znám, CSc., pre
ložil z ruského originálu zbierku
úloh U. S. Davydova. Zbierka obsa
huje 355 príkladov. Na konci sú
uvedené výsledky a riešenia úloh.
Pretože na našich stredných školách
sa teória čísel nevyučuje, preklada
tel napísal prvů časť knižky ako
teoretický úvod, aby žiaci mohli
získať znalosti potrebné na riešenie
úloh. Výklad je vždy elementárny
a jednoduchý. Móžeme sa tu zozná
miť so základnými vecami z delitel
nosti čísel, najdóležitejšími číselne
teoretickými funkciami, tzv. doko
nalými a spriatelenými číslami,
Eulerovou funkciou a jej použitím
atď. Potom sa autor zaoberá ne
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určitými rovnicami (aj vyšších stup
ňov), číselnýmisústavami a napokon
vysvetluje niektoré užitočné metódy
na riešenie úloh. V tejto úvodnej
časti je 50 riešených príkladov ako
iustrácie preberanej látky.

Na Matematickej olympiáde sa
objavujúí tiež príklady z teórie
čísel.Niektoré kapitoly tejto zbierky
móžu byť osožné našim čitatelom
v ich priprave na olympiádu a dalej
neskoršie ako poslucháči vysokých
škól nájdu v nej vhodné príklady
z kapitol ťažších; teória čísel je za
radená do prednášok z algebry na
našich univerzitách. Knižka móže
slůžiť aj učitelom stredných škól
ako pomócka pre matematické
krůžky.

Kniha má 184 strán vreckového
formátu a stojí 8 Kčs.

Jaroslav Zemánek



Technické kreslení

M. MENŠÍK, J. KOCHMAN, O. SCHMIDT

Učebnice pro I. a II. ročník
středních uměleckoprůmyslových
škol. Vydalo SPN, Praha, 19067;
stran 172, obr. 276, cena váz.
výtisku 21 Kčs.

Podstatnou část knihy (kap.
1—7) napsal doc. dr. Miroslav
Menšík, kap. 8 (0 strojnickém
rýsování) prof. ing. Josef Koch
man a kap. 9 (stavitelské kreslení)
prof. ing. arch. Otakar Schmidt.

Po zajímavém úvodu, osvětlují
cím nutnost deskriptivní geometrie
pro praktické použití na školách
uměleckého zaměření je v kostce
podán historický vývoj geometrie.

V 1. kapitole jsou podrobně
popsány pomůcky pro technické
kreslení 1 způsob práce s nimi;
vedle méně užívaného elipsografu
by bylo účelné se alespoň zmínit
o perspektografu československé
výroby — Prema. Doufejme, že
žáci dostanou v odborných obcho
dech vždy v kvalitním provedení
doporučované pomůcky, např. pa
pír, rýsovadla, trubičková pera.

Kap. 2 je průpravou pro vlastní
zobrazování. Čtenář se v ní doví
o základních geometrických pří
buznostech, souměrnosti, podob
nosti, stejnolehlosti, afinitě s prak
tickým užitím i provedenými pří
klady. Z dalších konstrukcí je
vysvětlen zlatý řez a sestrojování
pravidelných mnohoúhelníků.
U kuželoseček jsou solidně pro

brány fokální vlastnosti. Z jiných
křivek jsou vysvětleny nejdůleži
tější, sinusoida, kruhová evolven
ta, spirály, cykloidy a šroubovice.

Nejrozsáhlejší kap. 3 vysvětluje
pravoúhlé promitání na dvě a tři
kolmé průmětny; zavádí levotoči
vý souřadnicový systém, probírá
promítání bodů, přímek i rovin
v obecných i zvláštních polohách,
vysvětluje jejich vzájemnou polo
hu, užívá důsledně stopních ele
mentů, všímá si rovinných útvarů
v obecné poloze, užívá třetí prů
mětny i otáčení. Dále jsou popsá
ny základní plochy a tělesa, hlavně
rotační. Zvláštní pozornost je vě
nována šroubovým plochám.

Kap. 4 seznamuje čtenáře s vel
mi názornou projekcí — koso
úhlým promítáním. Jsou v něm
zobrazeny rovinné útvary 1 tělesa
technické praxe v základních po
lohách.

Kap. 5 je věnována řezům a prů
nikům těles a ploch. Vedle řezů
a sítí na hranatých tělesech je
probrán řez mna rotačním válol
a kuželi s příslušnou větou Dan
delinovou. Rovinný řez rotační
plochou je vysvětlen na anuloidu.
Před průniky těles je zařazena
konstrukce průsečíků přímky s tě
lesy.

V kap. 6 jsou dány základy
rovnoběžného osvětlení většinou
pro technické osvětlení. S výhodou
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se tu používá Pilletovy roviny.
Dále se provádí osvětlení skupin
těles i jejich dutin.

Kap. 7 se zabývá perspektivou.
Po vysvětlení základních pojmů
přistupuje autor k výkladu prů
sečné metody, užívá distančníků
a jejich redukce, konstruuje per
spektivu kružnice, vysvětluje me
todu sítí a ukazuje, jak se v perspektivě© provádí© rovnoběžné
osvětlení. Žel, že autorem uváděné
bloky sítí s předtištěnými per
spektivami krychlí — dříve hojně
užívané — se nyní v našich obcho
dech již nevyskytují.

Kap. 8 uvádí čtenáře do stroj
nického kreslení, seznamuje jej se
státními normami, mluví o kresle
ní čar, formátech výkresů, mě
řítcích, učí kreslit řezy tělesy 1 je
jich průníky. Vysvětluje principy
kótování, označování materiálu,
normalizovaných součástí, ozube
ných kol i sestavení výkresu.

Kap. 9 je věnována technickým
výkresům ve stavebnictví. Popl
suje konstrukční systémy budov,
vykládá státní normy o kótování
stavebních výkresů, mluví o půdo
rysných, svislých 1 sklopených ře
zech, situačních výkresech i pro
jektové dokumentaci.

Recenzovaná kniha je dobrou
ukázkou, jak má vypadat učeb
nice pro školy uměleckého směru.
Proti vžitému názoru, že umělec
výtvarník není vázán vědeckou
přesností a má pracovat spíše
intuitivně, ukázali autoři, že kon
strukci obrazců (hlavně perspek
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tiv) je nutno dát solidní geo
metrický základ. Vyhýbají se však
všem složitým důkazům, někdy se
dokonce spokojí jen uvedením
konstrukce, výklady doplňují čet.
nými názornými obrázky, jež čte
náři celou látku velmi přibližují.
Vhodný výběr příkladů z praxe
činí text zábavnějším a srozumi
telnějším. Také příklady k pro
cvičení jsou voleny účelně a upevní
čtenářovy vědomosti.

Závažná nedopatření se nevyý
skytují; z menších přehlédnutí
uvádím, že např. obr. 120a před
stavuje otevřenou (nikoli uzavře
nou) šroubovou plochu, obr. 180
technické osvětlení trochilu (nikoli
trochoidu), výslovnost na str. 98
pod čarou neodpovídá textu. ©

Výklad je prováděn vědecky
přesně, metodicky i terminolo
gicky správně s přihlédnutím na
ty, jimž je kniha určena.

Zvláštní pozornost si zasluhuje
technické vybavení knihy. Obráz
ky jsou rýsovány vzorně, popis
normalizovaným písmem je i ve
složitých případech proveden vel
mi čitelně. Umístění obrázků, vol
ba typů písma, estetické rozvržení
plochy svědčí o kvalitní práci vý
tvarnice, která pomohla knize
k ještě větší přehlednosti. Při
počteme-li k tomu i graficky
pěkně vypracovanou obálku, mů
žeme knihu vřele doporučit ne
jen studentům uměleckoprůmys
lových škol, nýbrž i všem pra
covníkům výtvarných oborů.

Ota Setzer



MATEMATIKA

Metrické prostory
FRANTIŠEK KUŘINA, PF, Hradec Králové

Pokusmesenejprveodpovědětna otázku „Co je vzdálenost
dvou bodů ?“ V denním životě rozumíme obyčejně vzdálenosti
dvou míst „„velikostnejkratší spojnice“ těchto míst. Taková formulace,
přijatelná v praxi, je z hlediska matematiky naivní, pokud nevíme, jak
rozumět slovům spojnice dvou míst a velikost spojnice. Místo abychom
tyto pomocné pojmy upřesnili, ukažme, jaké požadavky vyplývají
z takto názorně chápané vzdálenosti-na matematický pojem vzdálenosti
dvou bodů.

Především budeme patrně vzdáleností rozumět číslo vzniklé měřením,
tedy kladné číslo. Jedině vzdálenost místa A od téhož místa A budeme
považovat za nulovou.

Další přirozený požadavek je, že vzdálenost míst A, B, je táž jako
vzdálenost míst B, A.

Protože vzdálenost míst A, C, je velikostí nejkratší spojnice těchto
míst, musí pro libovolná tři místa A, B, C platit, že součet vzdáleností
míst A, B a B, C je aspoň tak velký jako vzdálenost míst A, C. V opač
ném případě by totiž vzdálenost nebyla velikostí nejkratší spojnice.

V praxi mluvíme o vzdálenosti dvou míst ve městě, o vzdálenosti dvou
bodů na součástce atp. V matematice budeme nazývat každou množinu,
ve které bude definována vzdálenost jejích prvků, metrickým prostorem
(metrein — měřiti).

Z praxe víte, že ,,„vrovném terénu bez překážek““jsou úsečky nejkratší
spojnice. Vzdálenost jejich krajních bodů může být určena různě, např.
počtem zvolených jednotek délky, kterými lze úsečku ,,změřit““,ale třeba
také časem, potřebným k přemístění z jednoho krajního bodu do druhého
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při dohodnutých podmínkách. V praxi ovšem nebývá „rovný terén bez
překážek“ Vzdálenost vaší cesty z domova do školy patrně nebudete
měřit jako velikost úsečky s krajními „body“ „„domov““,„škola““, ale
jako velikost skutečné nejkratší cesty, kterou musíte při cestě do školy
urazit. Každá dvě místa mají jistou vzdálenost, a patrně jedinou ve
smyslu velikosti nejkratší spojnice. Matematický pojem vzdálenosti
musí mít tedy charakter funkce na množině dvojic prvků metrického
prostoru.

V tomto článku podáme výklad o pojmu vzdálenost a ukážeme několik
modelů metrického prostoru. Problémy měřenívzdálenosti se nebudeme
zabývat.

V souladu s připomenutýmijiž souvislostmi formulujme nyní definici
vzdálenosti a definici metrického prostoru.

Nechť M = 1A,B,C, ) je libovolná množina obsahující aspoň dva
prvky. Je-li každým dvěma prvkům A, B, množiny M přiřazenojediné
reálné číslou (A, B) tak, že

I. Pro hbovolnédva prvky A, Be M platí
u(A,B)z0; (1)

II. u(A,B)=0, (2)
právěkdyžje A=B;

IIT. Pro libovolnédva prvky A, B, e M platí
u (4, B) =u (B,A); (3)

IV. Pro libovolnétřiprvky A, B, C e M plati

u (A,B)+ n(B,C) Zul(A,C), (£)
říkáme, že je na množině M definována vzdálenost u. Množina M tvoří
s funkcíu metrický prostor M=(W;u). PrvkymnožinyM
se nazývajíbody metrického prostoru, číslou (A,B) se
nazývávzdálenost bodů A,B.

Metrický prostor M je tedy uspořádaná dvojice (M; u), jejíž prvá slož
ka je množina M, druhá složka je vzdálenost u definovaná na množině W.

Množina M a funkce u mohou být zcela libovolné. Stačí, splňují-li
požadavky definicemetrického prostoru. Je-li M; daná množina, u; daná
funkce, které tyto požadavky splňují, nazývá se dvojice M; = (W;;u;)
interpretací nebolimodelem metrickéhoprostoru.Vdalším
se budeme zabývat konstrukcí několika takových modelů.

Příležitostně připomeneme i některé pojmy tradiční geometrie, které
v podmínkách různých metrických prostorů mohou nabývat podivuhod
ných a nečekaných „tváří“ Označení u (A, B) pro vzdálenost bodů
A, B odpovídá představě, že vzdálenost je v názorném smyslu „„mírou
velikosti“ nejkratší spojnice bodů A, B.

Model M, V euklidovskérovině z s kartézským systémem souřad
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nic (obr. 1), která je vám dobře známa ze školní geometrie, se vypočte
vzdálenost libovolných bodů A = (%4;44), B = (£2;42)podle vzorce

tm(A,B) = Je —z? + (y— 4) (5)

Čtenář si sám může ověřit, že takto definovaná vzdálenost splňuje
podmínky I—IV z výše uvedené Obr. 1
definice. Y

N á vod. Přidokazovánívlastnosti y
IV pro libovolné tři body A = :
(213Y1) B = (X3 4), Ú = (Y3;3Y3) O
značte si X1 — X —=A1) La — Fa — As,
m — ba = AT 8 AW — W =by y,
Ya — 41 — By Y1— Ya— b1+ dy. Z geo- |
metrického hlediska je ovšem splnění i
podmínky IV zřejmé.Vzdálenost u; je |
totiž velikostí úsečky a jedná se tedy o ————známou„trojúhelníkovounerovnost“.© P,%: X2X

M, = (7;4) je tedy model metrického prostoru.
Tento model vznikl abstrakcí ze situace, kterou jsme v úvodních

poznámkách popsali slovy „rovný terén bez překážek““.Podívejme se
nyní na situaci, kdy je sice „terén rovný“, ale tvoří v něm překážky
např. domy ve městě. V takové „„městskégeometrii“ nebudou nejkratší
spojnice úsečky, ale lomené čáry podle obr. 2. Jak definovat zde vzdále
nost dvou míst? Odpověďna tuto otázku je lehká a dámeji v následují
cím modelu.

Z Z 9
“ Z ZZ ZZ

OZ 7 Z
Z ZAZZ VAZ277Z Z G

Obr. 2 Obr. 3

Model M,V roviněz s kartézským souřadnýmsystémem definuje
me pro libovolnou dvojici bodů A = (x;y1), B= (%; 4) funkci Wu,
vzorcem

Ha(A, B) = (u — ©|+ (W—4 (6)
Dokažme,že u, splňuje všechny vlastnosti vzdálenosti podle naší definice.
U vlastností I, II, III, je to na prvý pohled patrné. Dokazujme vlastnost
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IV. Pro body A, B, ČC= (%3;43) má nerovnost (4) tvar
LA—| T W —Yo)+ | —| T 42 —Ys|= [71—| T 4 —Ys|-(7)
Protože pro libovolná, reálná čísla a, b platí

aj + bis laTdj, (8)
je 7 —M| + [ta —dl Z (1 —4),

W — Y| T 42 — Ys|= W — sl
Sečtením těchto nerovností dostáváme nerovnost (7).

Rovina z se vzdáleností u, je tedy metrickým prostorem M; = (7; W).
Představme si v „,městské geometrii“ z modelu M, toto omezení:

Můžeme se pohybovat jen v ulicích jednoho směru (libovolně kterého),
ne však v obou směrech k sobě kolmých při jedné cestě. Velikost cesty,
kterou potřebujeme k tomu, abychom se co nejvíce přiblížili popsaným
způsobem od křižovatky A ke křižovatce B, budeme považovat za vzdá
lenost v novém modelu. Vzdáleností křižovatek A, B je tedy maximální
ze sčítanců ve vzorci (6) (obr. 3).

(Pokračování)

Zlatý slavík a matematika
MILOŠ MATULA, Praha

Hudba, zejména hudba tzv. malých žánrů, nás dnes obklopuje na
každém kroku. Její autořia interpreti patří dnes všude k nejpopulárnějším
osobnostem,zejména u mládeže.Soutěž o Zlatého slavíka,
kterou pořádá redakce Mladého světa a v níž se soutěží o zpěváka a zpě
vačku číslo jedna v této oblasti, se těší značnému zájmu jak pro oblibu
celého oboru, tak pro poměrně značnou objektivnost svých výsledků.
Nebude tedy možná pro mladé čtenáře bez zajímavosti, že i na tomto
poli se uplatní matematika. V tomto článku uvedu takový příklad.

V posledním Zlatém slavíku vzbudilo určitou pozornost také rozložení
prvých, druhých a třetích míst, která získali jednotliví zpěváci. Bylo
například konstatováno, že vítězka soutěže.zpěvaček Marta Kubišová
získala nejvyšší počet bodů a nejvyšší celkový počet hlasů, nikoli však
nejvyšší počet prvních míst, a vyhrála prakticky velkým počtem druhých
míst. V tomto konkrétním případě je důvodem zřejměprostě to, že po
pularita vítězky v široké veřejnosti je značně mladého data, takže si
leckteří účastníci ankety ještě „netroufli“ dát ji na prvé místo. Ale
v leckterých případech lze třeba z velkého počtu prvých míst ve srovnání
s celkovým výsledkem usuzovat, že příslušný zpěvák se líbí lidem určité
ho vyhraněného vkusu apod.
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Vzniká tedy otázka, která se ovšem neomezuje na Zlatého slavíka
a zpěváky, ale má obecnou zajímavost: je-li znám výsledek nějakého
hodnocení nějakých jevů na základě určitého bodování pořadí, dá se pro
jednotlivé jevy matematicky stanovit, jaké rozložení pořadí na různých
místech by tomu mělo teoreticky odpovídat, tedy jaké je „„pravděpodob
né““,„očekávané“ rozložení míst (s nímž by bylo možno skutečné rozlo
žení srovnat a případně se ptát na důvody větších odchylek)?

V přesnějšíformulaci zní otázka takto: Je dán určitý soubor hodnoce
ných prvků Z4, Z2,.... Dále je určitý počet, řekněmeN hodnotitelů,
kteří sestavují své pořadí prvých g prvků Z;. Je stanoveno bodování
takové, že m-tému místu je přiřazenahodnota 5(") bodů. Jestliže prvek
Z; dostane od Nf“ hodnotitelů první místo, od.NP hodnotitelů druhé
místo atd., pak získá celkem

B; = 6 ND + p“2)NÝ + + 60 Nj?

bodů. Předpokládejme nyní, že je dána tabulka všech výsledných bodo
vých hodnot B; (proČšechny hodnocené prvky Z;). Jaké jsou teoreticky
odpovídající počty ní"? hodnotitelů dávajících prvek Z; na m-té místo
(kteréžto počty ovšem musí být takové, aby

BDyBp... 46940 —By?
V případě soutěže o Zlatého slavíka udávají účastníci ankety prvá tři

místa, přičemž bodové hodnoty míst jsou 3, 2, 1, tj. dt) — 3,502 —=2,
b(3)— 1. Je-li N účastníků ankety, pak ovšem pro očekávané rozložení
musí platit

ZoWD= Ym(2)©=>i=1

kde r je počet zpěváků, resp. zpěvaček, kteří vůbec dostali nějaký hlas.
Podobně pro skutečné rozložení platí

T r r

ZN =D2N?=2N"=N;
$=1 i=l $=l1

r

a dále Ž B; = 6N. Očekávaný celkový počet hlasů odevzdaných proi=1

zpěváka Z; je ovšem nD +ne + np skutečný počet odevzdaných
hlasů je NPD-+ NS -+ NP.

Bude účelné místo s hodnotami ný") počítat s příslušnými pravdě
(1)

podobnostmi,které dostanemedělenímčíslemN; tedy p = r bude
pravděpodobnost umístění zpěváka Z; na prvém místě, p;“, resp. pj“
pravděpodobnost jeho umístění na druhém, resp. třetím místě. Za bodo
vou hodnotou budeme pak místo B; brát
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b;== =6DYDD2 B)1
Zřejmě

ZPDB=Zp? = Zp? —1, Zb;=6
(obecněpři bodování b(D,. ., bí? je ovšem Zb; —bD+.. + 5ť9d).

Ukážeme nyní, že na položenou otázku je kladná odpověd, tedy že lze
skutečně udat „„matematicky očekávané““rozložení hlasů na jednotlivých
místech pořadí. Základní myšlenka řešení je tato:

Pravděpodobnost p; = pí“ umístění prvku (zpěváka) Z; na prvém
místě můžeme považovat za pravděpodobnost volby prvku Z; (zapravdě
podobnost, že si hodnotitel zvolí právě prvek Z;, má-li zvolit jen jeden).
Pravděpodobnost Pý, že se prvek Z; umístí na prvém nebo druhém
místě, je pak pravděpodobnost, že při volbě dvou navzájem různých
prvků bude mezi zvolenými prvky také Z;, a obecně pravděpodobnost
P. že se prvek Z; umístí na jednom z prvních k míst, je pravděpodob
nost, že při volbě k navzájem různých prvků bude mezi zvolenými prvky

také Z; (přičemžovšem PD —18). Pravděpodobnosti P* ) br uvidíme, dovedemevyjádřit pomocí „základní“ pravděpodobnostip = p
Můžeme tedy také pomocí základní pravděpodobnosti p; postupně vy
jádřit pravděpodobnosti jednotlivých míst pro prvek (zpěváka) Z;:

PŘ —PD PDPŘ = PD POatd.,
kde p je pravděpodobnostumístění prvku Z; na m-tém místě. Spe
ciálně můžeme tedy udat závislost počtu bodů

b;= oD l + + p(Dpl?
na základní pravděpodobnostip; a odtud můžemepřidaných d; obráceně
počítat pravděpodobnosti p;, a tudíž také všechny pravděpodobnosti

(zn)B
Půjde nyní o to, vyjádřit pomocízákladní pravděpodobnosti p; pravdě

podobnost PŘ=php,
že prvek (zpěvák) Z; se vyskytne ve zvolené k-tici různých prvků. Snadno
vidíme, že tato pravděpodobnost je rovna zlomku, jehož čitatelem je
pravděpodobnost volby k různých prvků, z nichž jedním je Z;, a jmeno
vatelem pravděpodobnost volby k různých prvků vůbec.

Vypočítejme si nejprve konkrétně případ k = 2, tj. pravděpodobnost,
že např. prvek Z, se umístí na jednom z prvých dvou míst. Dostaneme
(s přihlédnutím k pořadí prvků ve zvolených dvojicích)

(2) 2D1Pa+ 2PiP3-+ -+ 2PPr O
„m 2D1Da+ 2P1P3T -+ T 21Pr + 2PoD3 +

+ 2P2Dr+ 2Py—1 Pr

58



m 2D(PaT -+ Pr)
(PitPa+ + p)—(pít pi + + př)

a protože P1T Pz + + p, = 1, dostaneme
2D4 (L — P)

=

1—29)
j=1

Zřejmě stejným způsobem můžeme počítat u kteréhokoli jiného Z;,
takže platí

a 2Pi(L—Pi)
P; 77 1 o A; 3

r

jestliže položíme A; = > Dj
j=1

Obecně označme pro k Z 1 symbolem G, pravděpodobnost, že zvolená

k-tice prvků bude obsahovat prvky vesměs různé a symbolem o
pravděpodobnost, že zvolená k-tice prvků bude obsahovat vesměs různé
prvky, z nichž žádným není Z;. Položme dále 0, = 1.

Případy, že zvolená k-tice prvků obsahuje vesměs různé prvky, může
me rozdělit na případy, že obsahuje na prvém místě prvek Z, a mimoto
k — 1 prvků různých navzájem i od Zg, dále na případy, že obsahuje na
prvém místě prvek Z, a mimoto k — 1 prvků různých navzájem i od Zz,
atd. Proto

Ok=PAe1+pí + +P (1)
Na druhé straně je možno při každém +rozdělit uvedené případy na

takové, kde zvolená k-tice neobsahuje prvek Z; a na takové, kde zvolená
k-tice obsahuje prvek Z; a současně obsahuje k — 1 prvků různých
navzájem i od Z; (přičemžje k možností pro pořadí prvku Z;). Proto

Ok—A + kp 0,
neboli

e —A —ks 0 (2)
Zřejmě je

(iPD=pDL Gp piO (3)= 4 nDokážemenyníindukcí,žeprokZ1 je
k = A4—bpsO1 + k (k— V)př O2 —

—k(k— 1)(k—2)přAa+ +

+(-VD-ER—VD 2 l. (4)
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Prok=1 jetopravda.Dostávámetotižo=0,—p;©,přičemž
OG=1la zřejmě platí 0, = 1, 9 — 1 —9;. Učiňme tedy indukční
předpoklad, že (4) platí, když místo k píšeme k — 1. Z (2) pak plyne

O — Ox — kpi Ok21 — Ok — kp (Oki — (k — 1) ps Ona +

+ (k—V(k—2)pi-3— T
+(-V"" (k—1)(k—2). .2.1.p)

a odtud dostáváme přímo vztah (4).
Z (1) a (4) plyne pro k 21Or=P+P + +1%=

= p — kpžOky+ k(b—1)pš Ora— +
+ (-1BZ(k—1.. .2.1.pí +

+ Poe —kpžOx + k(k— 1)p3 A2 — +
+ (—-VWDěk(k—1...21m" +...

+ Pprk —kpřA1 + klk— 1)přA2 — +
+(=IěR(E—1. „21pět“=

= (pi+.. + pMM—kl(pí+ -+PD- +
+ k(k—1(pít -+ př)ez2— +

+ (—1BR(k—1)...2.1.(pít5+ + pět).
r

Označíme-liA = pí + + Př = > P, mámetedy
j=1

A+=A —PV +k(k—1)A2 —T+ (—W*k(k—1)...2.1. 4x41 (5)
(přičemžovšem A, = I).

Vztahy (3), (4), (5) nám umožňují postupně vyjadřovat pravděpodob
nosti P. PÉ) pomocí základní pravděpodobnostip = p;. Na
příklad pro k = 2 dostaneme (vynechávám zde index %),jak jsme už
předtím vypočetli,

2p (L1—7)

(2)—L U.4
F 1— A, ©

pro k = 3 dostaneme

Po) — 3p (© am2PA T 2p)
O,= ZA T 2A;%

a protože ©, = 1 —43, ©, = ©, = I, máme

po) PL —Ax—2 + 2p?)
1 —34, + 24;
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atd. Snadno vidíme, že obecně Pk) je polynom k-tého stupně v 9 (s nulo
vým absolutním členem), jehož koeficienty závisejí na hodnotách
As, A3, ««+,Ap. Proto také totéž platí o pravděpodobnostech jednotlivých
míst pí*),a tudíž nakonec počet bodů 6= 6(Dy(W-| $(2(2) | + bdpo
je polynom g-tého stupně v p (s nulovým absolutním členem), jehož
koeficienty závisejí na hodnotách A2, ., Ag. Označme tento polynom
symbolem S(p).

Celý problém tedy spočívá v tom, na základě vztahů b; = S(p;), při
čemž výrazy Az, .., A, vyskytující se v koeficientech polynomu ©
nejsou na začátku známé, vypočítat k daným bodovým hodnotám b;
základnípravděpodobnostip; tak, aby byly splněnypodmínky Z p; =,
S p? = I...., Zp = I (coždává g —1 podmínekpro g —1 zpo
čátku neurčenýchčísel A;, ..,.A,). I když principiálně je celá věc jedno
duchá, numerické řešení v konkrétních případech bude zřejmě značně
pracné.

Jak to konkrétně vypadá v případě Zlatého slavíka? V této soutěži se
tipují prvá tři místa, při čemž hodnocení míst je 3, 2, 1. Je tedy

b—390+ 2pD+ p = p + (p+ p) +
+ (pb + p? + 23) —PW| Pí) 1 Po)

Podle toho, co jsme nahoře vypočetli, je zde tedyb=p+2p(1—p), SpL—A—2p+27)
1— A4 1—3A4+2B

píšeme-li pro pohodlí A; —A, A; = B. Po úpravě dostaneme
(6 — 64)p? — (8 — 1244- 4B)p? + (6 — 164 + 6Až + 6B — 2A4B)p=

= b(1—44 +34 + 2B—24b)
Hodnoty b pro jednotlivé zpěváky jsou dány ve výsledcích soutěže
a z této rovnice k nim máme počítat odpovídající hodnoty p tak, aby

2p(1— 2)= I PA — Y———— =2Zp —> Z CA
Druhou podmínku můžeme ovšem nahradit podmínkou Xp? = A.
Pro druhá místa dostaneme pak samozřejmě

2p (1— 9)(2)—PD -< p—BLU LEO

pro třetí místa

8p(1—4—2p+ 2p?)| 2pll—p)
1— 34 +2B 1— A

Poznamenejme ještě, že prakticky pochopitelně jen malý počet zpěvá
ků dostal v anketě značný počet bodů. U většiny zpěváků je bodová hod
nota b, a tím spíše pravděpodobnost prvého místa p malá, takže pro ně
prakticky přibližněbude

p9 —PB —PO —
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2 3 (I—A4) po 2 iI—A' 1—34+42Bpm.1-—A
p -— 3(1— A) 2
po 1—3A442B. 1—A4

Ukazuje se, že skutečné hodnoty v anketě jsou poněkud větší, tj.
účastníci ankety dávali „,slabším““zpěvákům menší počet prvních míst,
než by odpovídalo očekávaným hodnotám.

Pro zajímavost uvedu v následující tabulce výsledek přibližného vý
počtu pro prvých deset zpěváků a zpěvaček, přičemž tento výsledek
(který tedy ukazuje teoreticky předpokládané rozloženíprvých, druhých
a třetích míst pro dané rozložení celkového počtu bodů) je v tabulce
(viz předchozí stránka) srovnán se skutečnými výsledky soutěže o Zla
tého slavíka za rok 19606.

Bo%
P

u

K logice
IVO ZAPLETAL, výzk. ústav 401, Praha

V článku, který je první částí pro Rozhledy připravovaného souboru
volně na sebe navazujících článků, pokouším se ukázat nutnost vytvoření
„speciálního“ jazyka pro logiku a buduji část elementární pojmové
aparatury logiky.

Doufám, že tento a další články souboru přispějí studentům 1profeso
rům k orientaci v novém učebním předmětu, v logice.

1. Základní úvahy
Každý z nás, ať si to uvědomuje či ne, zpracovává v množství denních

situací různé informace. Jestliže máme množinu (soubor) informací
(poznatků) a z nich vyvozujeme operací, které říkáme usuzování, další
informace, říkáme, že jsme z jistých předpokladů (premis) vytvořili
usuzováním závěry - provedli jsme úsudek.
Např.:z informací (předpokladů)

Třídní profesor je dnes nemocen.
[Dnes má být třídní schůzka.")
Třídní schůzku vede vždy jen třídní profesor.

Vyvozujeme závěr. Třídníschůzkadnesnebude.
Logika?) se zabývá usuzováním jistého druhu, přičemž abstrahuje od

psychologických a invenčních zvláštností a odlišností u různých lidí.
Studuje vlastně jen schémata (kostry) usuzování, klade tedy důraz na
formu při odhlédnutí od konkrétního obsahu.

1)Jak čtenář snadno nahlédne, je tento předpoklad nadbytečný.
2) Logikou se bude vždy rozumět logika, která bývá uváděna přívlastkysymbolická, matematická, moderní.
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Usuzování, které zajímá logiku je obvykle formulováno v jazykové
podobě. Někdy bývá nazýváno odvozování a dává se mu přívlastek
„správné““, neboť logiku zajímá usuzování (odvozování), které dovoluje
přechod od správných (platných) předpokladů ke správným (platným)
závěrům.

Logika se tedy zabývá obecnými způsoby, jak lze správně usuzovat.
Mějme tyto jednoduché úsudky (dvě premisy a závěr):

I. Marie je příbuzná Bedřicha.
Bedřich je příbuzný Zdeňky.

Závěr: Marie je příbuzná Zdeňky.
II. Marie je příbuzná někoho.

Někdo je příbuzný královny.
Závěr: Marie je příbuzná královny.

Všimneme-li si obou úsudků, zdá se jejich forma stejná (konstrukce
závěrů je zdůrazněna podtrhnutím), ale přitom je zřejmé, že úsudek I.
je správný a úsudek II. nesprávný. Oba úsudky mají sice stejnou jazyko
vouformu, ale jejich logickáforma stejná být nemůže. Proto logika, aby
se vyhnula obtížím plynoucím z nepřiměřenosti(neadekvátnosti) jazyko
vé formy, vzhledem k formě logické, konstruuje speciální jazyk, tzv.
formalizovaný (formální) jazyk, který by při totožnosti jazykové formy
zaručil v obou případech současně správnost či nesprávnost úsudků
(totožnost formy logické).V našem případě by do tohoto jazyka nepatřil
výraz „„někdo““a „někoho““,který by musel být v IT. nahrazen jménem
jisté osoby (s přísl. vlastností) a teprve potom by se hovořilo o stejné
formě úsudků a oba úsudky by již byly správné v důsledku své formy
(předešleme, že mají formu jednoho ze zákonů logiky - hypothetického
sylogismu).

Formalizovaný jazyk se obvykle tvoří z přirozeného jazyka tak, že se
z něho přenášejí jisté pojmy, např. pojem jména. „„Jménem““se pak
rozumí poněkud více než v běžném jazyce. Jména jsou např. Petr,
Vltava, deset, autor Prodané nevěsty, devadesát šest atd. Jméno
tedy označujenějaký předmět?) (věc, osobu atd.) bezprostředně viz Petr,
Vltava, deset nebo se ve jméně odráží způsob, jakým tato jména označují
předměty (viz autor Prodané nevěsty, devadesát šest). Nutnost rozlišení
jména a předmětu, který je tím jménem označován, je možno snadno
ilustrovat tím, že nelze, aby např. v úsudcích I., resp. II., vystupovaly
přímo osoby a ne jejich jména.

Do formalizovaného jazyka (dále f. j.) dále přeneseme pojmy kon
stanta a proměnná. Konstantabudetakovéjméno,kterébude
mít právě jeden den otát (tj. předmět,který je tímto jménemozna
čen), např. dvacet.“) Petr I. apod. Proměnná bude jistý symbol, který
bude zastupovat konstantu, tedy jméno.

*) Před mět je chápán dostatečněobecně.
4) „Dvacet“ je v tomto pojetí chápáno jako jméno abstraktního předmětu.
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Např. v úsudku I. je „„Marie““konstanta (jméno mající denotát).
Jestliže tuto konstantu nahradíme symbolemz (proměnnou),dostaneme:

I. x je setra Bedřicha
Bedřichje bratr Zdeňky
x je sestra Zdeňky.

O proměnné říkáme, že nabývá (můženabývat) různých hodnotz jisté
ho oboru (množiny). Aby úsudek I. měl „„smysl“,oborem hodnot proměn
né z budou zřejmě osoby ženského rodu [úsudek bude správný, jestliže
např. za r dosadíme jméno některé (jisté) sestry Bedřicha].

Výrazy, ve kterých se vyskytují proměnné (vesmyslu volné proměnné),
se nazývají formy (např.x je sestra Zdeňky). Forma nabývá hodnotu pro
jisté hodnoty proměnných, které se ve formě vyskytují.

Mějme formu
Autor opery «.

Jestliže proměnnou „r“ nahradíme konstantou „„Prodaná nevěsta“,
která označuje známou operu, dostaneme hodnotu formy pro danou
hodnotu proměnné, dostaneme výraz (konstantu)

autor opery Prodaná nevěsta,
čili hodnotou formy pro tuto hodnotu proměnné je osoba nesoucí jméno
Bedřich Smetana.
Dále např. forma x —y nabývá pro hodnotu proměnné,

x = 7 a hodnotu proměnné y = 5 hodnotu 12.
2. Výrok a výr. proměnná
Nyní si všimněme úsudku I. Věty tohoto úsudku jsou oznamovací

a má o nich smysl říci, jsou-li pravdivé nebo nepravdivé. Takovéto věty
nazýváme v logice obvykle výroky.

Výrok je tvrzení (oznamovací věta), o kterém má smysl říci, je-li
pravdivé nebo nepravdivé.

Příklad: a) Praha je na Moravě
b)7>3
c) Neexistuje žádné přirozené číslo n a žádná přirozená čísla

a, b, c tak, že platí
a"+-bř=c* pron>2.

d) Půjdeš do kina?
e) Jdi se učit!
f) Číslo Karel je malé.

Věty a), b), c) jsou výroky, neboť má smysl uvažovat o jejich pravdi
vosti. Výrok a) je nepravdivý, b) je pravdivý, c) je nutně pravdivý anebo
nepravdivý, ale důkaz jeho pravdivosti ještě nebyl podán.

Věty d) e) £) nejsou výroky, neboť nemá smysl uvažovat o jejich
pravdivosti.

Jelikož jména a výroky jsou v tomto pojetí jazykové útvary, nabízí se
možnost považovat výroky za zvláštní jména (jména sui generis) mající
samozřejmědenotát; při čemž denotátem výroku bude abstraktní před
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mět,tzv.pravdivostní hodnota. Pravdivostníhodnotybude
memítdvě:pravdivostní hodnotu pravda a pravdi
vostní hodnotu nepravda.

Nepravdivévýrokypak označujípravdivostníhodnotu nepravda
(dále ©). Říkáme, že výrok nabývá (má) hodnotu nepravda.

Pravdivé výroky označují pravdivostní hodnotu pravda (dále 1).
Říkáme, že výrok nabývá (má) hodnotu pravda.

Výroky budeme v dalším značit zkratkami
a,b,c,d,e,
A1, by, Cy, dy, ©,

A, by, Cs, Uz, 69,

A3, Da,

„a = 1“ budemečíst „výrok a je pravdivý“,
„5 = 0 budemečíst „„výrok5 je nepravdivý“ atd.
Výroky (podobně jako jména, konstanty) lze zastoupit jistými sym
boly. Týto symboly nazýváme výrokovéproměnné.

Výrokové proměnné zastupují výroky a nabývají (mohou nabývat)
hodnot z jistého oboru hodnot výrokové proměnné (zde 1 a 0).

Výrokové proměnné označíme
P, d,T, 8,0
PLdb"LS ,
Pa9

„p = 1“ budeme číst „„výrokováproměnná p nabývá pravdivostní hod
notu pravda“ atd.

(Pokračování)

+1000% 'e
REBUS m REBUS m REBUS m REBUS m REBUS z REBUSBRREBUSBREBUSBREBUS

© ©



FYZIKA

Vznik střídavého proudu
a jeho důležité hodnoty
ING. LADISLAV SMRŽ, Praha

U ustáleného stejnosměrného proudu určité neproměnné velikosti se.
dá závislost uvažované elektrické veličiny (napětí, proudu) na čase
znázornit přímkou rovnoběžnou s časovou osou.

U střídavého proudu mění však elektrické veličiny v závislosti na čase
jak svou velikost, tak i směr. Opakují-li se tyto změny vždy po uplynutí
určitého stálého časového úseku, nazývaného periodou T, mluvíme
o periodickém střídavém proudu. Převrácenou hodnotou periody T je
kmitočetf, představující tedy počet period za jednotku času, za sekundu.

Nejjednodušší a při tom v elek
trotechnice nejdůležitější periodic- |
kou funkcí je funkce sinusová. Proto
se snažíme při výrobě střídavého S
proudu, aby získaný proud a ostat
ní elektrické veličiny měly průběh
pokud možno čistě sinusový. Mlu
víme pak o harmonických střída- |
vých veličinách. <ď

Obvyklýmzdrojemharmonické- BLA —.
ho střídavého napětí je generátor. XX |6. (MSN

a

B
ď

bo

Schematicky je znázorněn v obr. 1.
U generátoru je prakticky využito | |
Faradayova objevu, že v proudovém |
obvodu, protínaném proměnlivým
magnetickým tokem Ď, vzniká elektromotorickénapětí,atímvuzavře-© Obr.1
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ném proudovém obvodu elektrický proud. V obr. 1 je tento obvod před
stavován jediným závitem, točícím se v magnetickém poli směru S-J.
Podle své okamžité polohy je závit protínán větším nebo menším počtem
silových čar pole Ď. Je tedy splněna základní podmínka, aby protínající
magnetický tok byl proměnlivý (zde relativně vůči závitu). Dějí-li se tyto
změny periodicky (což se dociluje rovnoměrnou rotací závitu, např.
poháněním generátoru turbinou apod.) a podle sinusového zákona
(dociluje se vhodnou konstrukcí generátoru, předevšímvhodným tvarem
pólových nástavců v obvodu toku ©), je vzniklé elektromotorické
napětí rovněž sinusové. Jeho směr, vyplývající ze směru pole a směru
rotace, je v obr. 1 znázorněn obvyklými značkami: X a e v průřezu
závitu. Značka X značí konec šipky, určující směr napětí a značka epak
hlavu šipky.

Podle indukčního zákonaplatí pro jeden závit, pro okamžitou hodnotu
indukovaného napětí u a pro tok Ď vztah

dd 1

Výraz dĎ můžeme nahradit indukcí B v ploše závitu S a funkcí
úhlu «. Indukce B je zde konstantní, poněvadž předpokládáme homo
genní pole a úhel « je stejný pro všechny části roviny, v níž leží závit.
Za těchto předpokladů platí pro magnetický tok Ď

ĎD— BSocos«, (2)

a tedy pro indukované napětí podle vztahu (1)

d (BScos«) „da
u = — a —BSsina. (3)

Výraz do/df není nic jiného než úhlová rychlost závitu. Platí tedy
da
—=čilida =UW,Čda= adt,

z čehož integrací můžeme určit úhel «
a=awi-+ Č

Integrační konstanta C představuje konstantní fázový úhel p, závise
jící na začátku počítání času. Když uvažujeme začátek průběhu sinusové
veličiny pro čas ť — 0, je počáteční fáze w rovněž rovná nule.

Dosazením za úhel « dostaneme vztah (2) ve tvaru
Ď —BSeos (ot + ) (4)

a pro indukované napětí u pak platí
d

= —r = weBSsin (ot + p) = 2nf Ď,„ sin (ot + e) voltů. (5)
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Úhlovou rychlost w můžeme si také vyjádřit podle známého vztahu
z mechaniky

(úhlová) dráha — úhlová rychlost čas
20 = W T

výrazem
1

w= 21vm 20 (6)

V rovnici (5) je ©, —BS, je to maximální hodnota magnetického
toku B a výraz 21fD,, — U,je pak největší hodnotou indukovaného
napětí, nazývanou napěťovou amplitudou.

Okamžitá hodnota indukovaného napětí je pak dána vztahem
u = Usin (ot + ©) (7)

Obdobný výraz dostaneme i pro jiné elektrické veličiny se sinusovým
průběhem; např. pro okamžitou hodnotu proudu platí

4 = I, sin (ot + ©)
Sinusovou funkci můžeme znázornit vektorem (obr. 2) absolutní

velikosti V, který rotuje stálou úhlovou rychlostí e kolem bodu Ó

"1/02 1

——-A

© <
-—

7©

1 h

9 B 9 T= 1perioda B
Obr. 2

a Sosou ťsvírá úhel x. Směrjeho pohybu považujemeza kladný, když se
vektor otáčí proti: směru hodinových ručiček.

Analogicky můžeme uvažovat také u elektrických veličin. Znázorňu
jemeje rovněž vektory, které jsou zde však pouhými symboly. Proto je.
pro rozlišení od skutečných vektorů nazýváme rovinnými, nebočastějí.
časovými vektory. Obvykle je označujeme tučným písmem doplněným

dX

znakem „N(např. časový vektor proudu značíme I). V.obr. 2.je znázor-*

něn časový vektor napětí U, jehož absolutní velikost se rovná amplitudě
U„ uvažovaného nápětí. Okamžité hodnoty napětí dostaneme projekcí
časového vektoru na osu pořadnic A—B. Sinusový průběh zobrazíme

p.



časovým rozvinutím, jehož konstrukce je patrná z obr. 2. Pro jasnější
AX

představu se zde vychází ze vztahu u = U, sin ot, časový vektor U se
na začátku počítání doby uvažuje tedy ve směru časové osy ť, a proto

PZO

počáteční fáze m — 0. Podle vztahu (7) byl by časový vektor U na
začátku počítání doby obecně v poloze, v níž by s osou ť svíral fázový
úhel w.

Střední hodnoty simusového průběhu elektrických veličin. Okamžitých
hodnot elektrických veličin se používá v teoretických pracích, pro praxi
mají důležitost jednak maximální hodnoty (amplitudy), jednak tzv.
střední hodnoty elektrických veličin (napětí, proudu, magnetického
toku aj.).

u Obr.3 Utvoříme-li střední hodno
tu z libovolného počtu pe
riod sinusové křivky, je vždy
nulová, poněvadž kladné a záZN

7 7 porné půlvlny mají stejnou
/ / T velikost(obr.2).StředníhodUstř nota z jedné půlvlny může

Z | 4 však nabývat různé velikosti
Ó T podle volby začátku.

Největší je tato hodnota (zjedné půlvlny) mezi dvěma průchody nulou,
jak je znázorněno v obr. 3. Tuto hodnotu, označenou v obr. 3 pro napětí
symbolem U, nazýváme aritmetickou střední hodnotou,nebo častěji jen
střední hodnotou. Je dána výškou obdélníka, který má stejnou plochu
s plochou uvažované půlvlny.

Platí zde tedy vztah

Up. = | Umsinadu, (8)
0

z čehož po integrování a úpravě dostáváme výraz pro střední hodnotu
Us

U = Um- 0,637U. (9)

Střední hodnoty mají význam např. při usměrňování střídavého proudu
nebo v elektrochemii.

Mnohem důležitější je však druhá střední hodnota, tzv. kvadratická,
nebo častěji efektivní hodnota, která ani pro libovolný počet period
nenabývá nulové hodnoty. Podle obr. 4 určíme efektivní hodnotu stří
davé elektrické veličiny (v obr. 4 efektivní hodnotu proudu) opět z rov
nosti ploch, a to jednak plochy obou půlvln ??,jednak plochy obdélníka
o výšce I*,a základně 27. Křivku %*sestrojíme např. vynesením kvadrátů
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jednotlivých okamžitých hodnot (v obr. 4 nejsou pro úsporu místa tyto
hodnoty přesně v měřítku).

Zde platí vztah
2m

I,.2x = | Isin ada. (10)
0

, U
V“ “ In 24 Z yh

TC 2x

V “ 6 0, kTE,/ o“SM
T

Obr. 4

Po integrování a celkové úpravě výrazu dostaneme vztah pro efektivní
hodnotu proudu, označovanou obvykle / místo I,,

Iy=I= Jm 707 Im. (11)zo
Efektivní hodnoty ukazuje většina elektrických měřicích přístrojů

používaných v praxi, proto mají mimořádnou důležitost. Také ztráty
teplem vyvolané efektivní hodnotou elektrického proudu jsou stejně
velké jako u stejnosměrného proudu stejné velikosti. Tato skutečnost je
využita u řady měřicích zařízení, která slouží k přesnému definování
střídavých veličin porovnáním s odpovídajícími veličinami stejnosměr
ného proudu.

Vztahy (8) až (11) platí obdobně i pro jiné elektrické veličiny sinuso
vého průběhu. Např. vztah (9) má stejný tvar pro I;

2
Ig = 7 m= 0,637Im,

nebo vztah (11) pro napětí U

Um.W
a podobně pro další střídavé elektrické veličiny, pokud mají sinusový
průběh.

U = 0,707 Um
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Použití obálek k řešení

některých extremálních úloh
ŠTEFAN JÁNOŠ, ČVUT Praha

Úvod

Cílem tohoto článku je vysvětlit a použít jednu z metod, pomocí které
se v mnohých případech vyhneme zdlouhavému počítání a konstrukci
řešení provedeme rychlou geometrickou metodou. Z důvodu názornosti
zformulujeme a vyřešíme úlohy, které jsou základním kamenem ke
konstrukci řešení složitějších problémů. Výhoda této metody spočívá
v tom, že u čtenáře nepředpokládáme znalosti diferenciálního počtu,
a tím méně teorii podmíněného extrému. K jejímu pochopení stačí
znalosti elementární matematiky.

I. Defimce a označení

Dříve než přistoupíme k samotným úlohám, uvedeme několik pojmů,
kterých budeme často používat v dalším postupu.

V celém článku pracujeme s pravoúhlým systémem souřadnic s osami
x, 4, z. Souhrn všech bodů tohoto systému nazýváme prostorem Ej.
Hmotným bodem nazýváme takové těleso hmoty m, jehož rozměry
a tvar v dané úloze můžeme zanedbat. Pod pohybem hmotného bodu
rozumíme změnu jeho prostorových souřadnic v závislosti na čase.
Vektorem nazývámeveličinu, která je úplně určená svou číselnouhodno
tou a směrem v prostoru. Symboly i, j, k označují po řadě jednotkové
vektory na osách souřadnic r, y, z. Homogenní gravitační pole charakte
rizujeme vektorem intenzity g — — gk. Říkáme, že v přímce p se reali
zuje pohyb hmotného bodu působením gravitačního pole, když hmotný
bod s nulovou počáteční rychlostí působením zrychlení g dostane se do
pohybu v jejím směru se zrychlením g (kp) = gcos (kp). Zde je kp
odchylka směru přímky p od směru zrychlení gravitačního pole k.

II.

Nechť je dán bod A e Ej. Z bodu A v jistém časovém okamžiku t dají
se do pohybu hmotné body s nulovou počáteční rychlostí, pohybující se
po polopřímkách procházejících bodem A, které realizují pohyb půso
bením g. Po uplynutí časového intervalu At nechť se pohybující body
zastaví. Zjistíme, že všechny body leží na povrchu koule, která se dotýká
rovina 9, o ||ry, A€o a prochází bodem A. Nyní si tuto skutečnost
exaktně dokážeme. Z důvodu přehlednosti provedeme důkaz jen pro
případ, že všechny polopřímky, po kterých se hmotné body pohybují,
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leží v rovině xz. Pak stačí provést rotaci této roviny kolem osy z a dosta
neme úplné řešení.
Podle obr. 1 platí tyto relace

S = sin2«,> = cos« > =- 2sin« =>BÁ= 2BSsina,
BS=r

Doba, za kterou hmotný bod projde vzdálenost AB, je2 E
a g

kde a je zrychlení. Z posledního vztahu je tedy vidět, že f£nezávisí na
úhlu « a čas ť, potřebný k dosažení kružnice £, je pro všechny hmotné

lz Obr. 1A

->|
5„o Ja

07 X
body stejný. Rotací této kružnice kolem osy z dostaneme úplné prostoro
vé řešení, tedy povrch koule.

Pomocí tohoto jednoduchého poznatku se nám podaří, jak uvidíme
dále, vyřešit dosti složité extremální úlohy. Nyní přistoupíme k formu
laci první základní úlohy.

Uloha 1. Nechť je dána přímka p a bod A tak, že A € p (A neleží na p).
Určete přímku g, která má tyto vlastnosti

1. A eg(A leží na 9).
2. G X P (g je různoběžnás 9).
3. Hmotný bod pohybující se z bodu A po přímceg s nulovou počáteční

rychlostí, působením g dosáhne přímky p v nejkratším možném čase.
Předpokládejme, že přímka p i bod A leží v rovině zz. Tento zdánlivě

speciální případ však nic nemění na myšlence metody a princip jejího
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e

použití není žádným způsobem omezen ani obecnou polohou přímky »
a bodu A v prostoru Ej.

Konstrukce řešení.Bodem A vedeme přímkur || x. Sestrojíme kružnici
k, která má dotykový bod s přímkou r v bodě A a dotýká se přímky p.
Pak přímka určená body A, B je řešení úlohy. Geometricky existují dvě
kružnice, které mají výše popsanou vlastnost. Fyzikální smysl má však
jenom ta, u které přímka AB realizuje pohyb hmotného bodu působením
g, takže fyzikální řešení je jednoznačné. Důkaz konstrukce plyne z před
cházející úvahy (obr. 2).

zi

AX /

p

k

B

ZÁ

k =>" „Jie Obr. 2O' X
Úloha 2. V rovině wzjsou dány kružnice k, k, tak, že k,Nk,= ©

(k,a k, nemají společnýžádný bod). Určete body Aek,, Bek, tak,
aby přímka, určená těmito body, realizovala pohyb hmotného bodu
působením g v nejkratším čase.

Konstrukce řešení. Z každého bodu kružnice k,, v čase ť;, dají se do
pohybu všemi směry hmotné body s nulovou počáteční rychlostí, pohybu
jící se působením gravitačního pole g. V čase ? >>ft,budou se nacházet
na kružnicích s průměrem % g (ť' — t)?. Obálka těchto kružnic je opět
kružnice s průměrem g (ť — t)2 % + dy, kde d, je průměr kružnice k,.
V jistém okamžiku ď" se tato kružnice dotkne kružnice k;. Tím dostává
me hledaný bod -B. V tomto bodě sestrojíme normálu » ke kružnici kz.
Množina středů kružnic, z kterých je vytvořena obálka v čase ?“",je kruž
nice k; s průměrem d,. Z průsečíku n a k; sestrojíme kružnici k, s průmě
rem g(ť" —t,)ž 3, která protne kružnici k, ve dvou bodech, z nichž
jenom jeden má fyzikální význam pro naši úlohu. Tím je určena přímka

AB (obr. 3).
Uloha3. V rovině *z jsou dány přímkap a kružnice k tak, že p k =

= ©. Určete body Ae p, Bek, a to tak, aby přímka, určená těmito
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body, realizovala pohyb hmotného bodu z přímky p na kružnici k, půso
bením g v nejkratším možném čase.

Konstrukce řešení. Postupujeme úplně analogicky podle úlohy 2.
V tomto případě bude obálkou přímka, která se posouvá současně s po

zh

Obr. 3

hybem hmotných bodů. Její dotykový bod s'kružnicí k je hledaným
bodem B. Pak sestrojíme množinu středů kružnic, vytvářejících obálku
v čase,odpovídajícím dotyku obálky a kružnice. Tato množina je přímka
a její průsečík s normálou, vedenou ke kružnici v bodě B dává střed
kružnice, která protíná přímkup ve dvou bodech. Fyzikální význam má
však jenom jeden, který poznáme na základě konstrukce obálky.

Závěr

Na těchto třech základních úlohách jsme vysvětlili podstatu metody,
jejíž myšlenka je zcela neobvyklá a na první pohled nelogická, protože
místo jednoho hmotného bodu zkoumáme souhrnný pohyb všech hmot
ných bodů a studujeme geometrii jimi vytvořeného obrazu. Pak na zá
kladě zkoumání souhrnného pohybu vybíráme z nekonečného počtu
hmotných bodů právě ten, který má vlastnosti vyhovující extremální
úloze. Graficky můžeme tuto metodu znázornit takto (obr. 4):

e*
1 e * 1

© ————- ee ———> eo
o e
Obr. 4
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Čtenář, který zná metodu podmíněného extrému, může se přesvědčit,
ká

že řešení libovolné z úloh, které jsme uvedli, je dosti pracné a určitě dá
v

přednost geometrické konstrukci. Pochopitelně, že touto metodou se dá
řešit jenom jistá třída problémů a záleží jénom na fantazii řešitele, do
jaké míry dokáže tuto třídu rozšířit. Nutno zdůraznit, že v obecnějších
úlohách není na první pohled zřejmé, jaký geometrický útvar bude
obálka; její rovnici musíme hledat řešením diferenciální rovnice, což
není vždy nejjednodušší. Vevětšině případů však určení obálky nedělá
zvláštní potíže a použití této metody je značně efektivní. V našich úlo
hách jsme zkoumali pohyby hmotnéhofbodu působením g po přímkách.
Je možné se zabývat např. pohyby po parabolách a místo homogenního
gravitačního pole uvažovat třeba intenzitu závislou na čtverci rychlosti
hmotného bodu. Dále tato metoda není omezenajenom na fyzikální
objekt - hmotný bod. Se stejnýmúspěchem“jí lze"použít při zkoumání
procesus různými objekty, jejichž vlastnosti"nejsou žádným způsobem
metodou požadovány. Metoda se zakládá na přesném určení pohybu
jednotlivého objektu v jistém časovémintervalu a na souhrnných pohy
bových vlastnostech nekonečného počtu objektů. Pak místo obálek
vlastnost, vytvořená nekonečným počtem objektů - je nutné studovat
obecnější útvary s různou strukturou. Bylo by namístě, kdybychom
obálky v našich úlohách nazvali ekvitemporálními (izochronními) hladi
nami, analogicky hladinám ekvipotenciálním.

Ty, kteří mají zájem se seznámit s teorií obálek, odkazujeme na hezkou
knížkuBoltjanského,Ogibajuščaja.

ASTRONOMIE

Kosmické rychlosti Elementárníodvození

JOSEF ŠOLER, Č. Budějovice

V době, kdy se vysílají rakety nejen k Luně, nýbrž i k Venuši a Mar
tovi, připomeneme si, jak se dají nejsnáz odvodit kosmické rychlosti.
Pro ty čtenáře, jimž se zdá obtížným postup, uveřejněný v Rozhledech
v ročníku 1957/58, podaváme zjednodušený výpočet. Odkazujeme ty,
kdo se o ten problém zajímají hlouběji, na onen podrobnější článek.

Budeme předpokládat, že těleso hmotnosti m je vrženo vodorovně
na rovníku ve směru rotace Země. Zanedbáme odpor vzduchu.
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První kosmická rychlost C

Těleso obíhá kolem Země po kružnici poloměru R = 6,378 . 10%km.
Odstředivá síla se ruší s tíhou,tj.

(2

== m
m—- =

R
kde

o = |(Rg= 6,378. 10*.9,78. 107%= 7,90km .s
(9g—9,78 10-* km .s“?).

Druhá kosmická rychlost cz

Je to parabolická rychlost vzhledem k Zemi. Při odvození užijeme
Keplerova zákona, že střed Země je ohniskem parabolické dráhy. Proto
parametr paraboly p —2R. Při vodorovném vrhu rychlostí c, platí,
volíme-li osu r vodorovně ve směru vrhu a osu y svisle dolů, rovnice

z=Í, =igř,
tedy

X2 2c3— i — 2— O2
J 29 a X g Y

Srovnáním s rovnicí paraboly x*= 2py plyne

0;
g

Dosadím-li za p = 2R, dostanu

ca= |29R= 4 |2=11,3km.s-t.
Oskulační kružnice ve vrcholu paraboly, jak se dokazuje v geometrii

má poloměr r rovný parametru paraboly p. Je tedy p = r = 2R. Její
poloměr se tedy rovná průměru Země a má střed v místě protilehlém
bodu, z něhož byla raketa vypuštěna.

Druhé odvození kosmické rychlosti, při němž není třeba znát vlast
nosti paraboly:

V bodu By, vzdáleném o délku 7, od středu koule hmotnosti m, a
poloměru R působí na hmotnost m podle Newtonova gravitačního
zákona síla

kmF="
"i

Ve vzdálenějším bodě B,, ve vzdálenosti r, > ry, je tato síla rovna
km

F9—780
Ta
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Za průměrnou sílu lze vzít jejich geometrický průměr
kmm

T173

Práce, vykonaná při přenesení hmotnosti 1 kg z bodu B; do B, tj.
rozdíl potenciálních energií, je, jak víme z fyziky

Aby raketa unikla z gravitačního pole Země, musíme hmotnosti 1 kg
dodat takovou kinetickou energii, aby se rovnala práci, potřebné k pře
nesení z povrchu Země (r, —R) do „nekonečna“, tj.

l— = 0.
72

km 2km1%- 0—V
Avšak síla, kterou je hmotnost 1 kg přitahována na rovníku k Zemi, je

km
J —R?

kde m; je hmotnost Země. Je tedy
kmRUM,

C,= V29R= C1V2= 11,3km.s-*.
Výhodou tohoto odvození je, že nemusíme znát tvar dráhy a lze ho

užít i v následujícím výpočtu.

Třetí kosmická rychlost cz

Je parabolická vzhledem ke Slunci. Úniková rychlost musí být tak
velká, aby kinetická energie každého 1 kg rakety ž czse rovnala práci,
potřebné k tomu, aby

l. z gravitačního pole na povrchu Země unikla do „„nekonečna“,
K tomu je podle posledního odstavce zapotřebí vykonat práci

komRU,
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2. aby unikla z gravitačního pole Slu"“3 ve vzdálenosti Země od„sw

Slunce (a). Je-li », hmotnost Slunce, je potřebná práce

kmZ
Protože „Sm
lze tuto práci psát ve tvaru

gm;
AM

Proto
R m1,2 — 2

zla = g9R+gk a 1m
R m R m2= —ŽÍ = ll- .Í.

C3uRli+Ž. ) | 7 7)
Podle tabulek je

m = 331 950, R = 6,378.. 10?km , a — 149,5. 105km,

1,495 '

= 11,315,1 = 43,5km.s-t.
Poněvadž střední hodnota rychlosti, kterou obíhá Země kolem Slunce,

je 29,8 km ..s-*, využijeme toho tak, že odpálíme raketu ve směru
revolučního oběhu Země. Vzhledem k Zemi stačí úniková rychlost cz =
—=43,5 — 29,8 — 13,7 km .s-+. Skutečná hodnota je o něco větší. Za
nedbali jsme přitažlivé síly Měsíce a ostatních planet. Náš značně
zjednodušený výpočet stačí jen pro odhad.

03= 6 18 + BSS 1-5,3,8195. 105= ©WW+u=

Starší čísla Rozhledů matematicko-fyzikálních.
K. Drábek, ČSc, Praha 2, Trojanova 13, hledá č. 3. a 4., roč. 35 (1957) a č. 5.
a 7., roč. 36 (1958). Ivo Řezniček, Brno, Květná 24, nabízí celý ročník 43
(1964/65); čís. 1., 4. až 10., roč. 44 (1965/66) a čís. 1. až 4. a 7. až 9., roč.
45 (1966/67).

O prava. V čís. 1., str. 26, má být mezi úspěšnýmiřešiteli správně uve
den Stanislav Slouka, IV. A SPŠE, Brno.

Řešení rébusů. Čís. L.,str. 22: GustavRobertKirchhoff(1824—1887);
Christian Huygens (1629—1695). Čís. 2., str. 66: Adrien- Marie Ampěre
(1775— 1836).

Redakce
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SSNAŠESOUTĚŽE
Závěrečné poznámky k loňské soutěži Rozhledů

Do loňské soutěže zaslalo 47 řešitelů - mezi nimi 8 dívek - celkem 564 řeše
ných příkladů, z toho 332 z matematiky, 165 z fyziky a 67 z konstruktivní
geometrie. Rádi jsme mezi svými řešiteli uvítali žáka J. Bureše z 9. třídy
ZDŠ v Šumperku a několik žáků 1. a 2. tříd SVVŠ,byť s ojedinělýmipříklady.
Těší nás zájem některých - i menších - škol o soutěž, zato Praha (až na SVVŠ
W. Piecka) spí, asi tu chybí pedagogicky dobřefundovaní, nadšení a podnětní
učitelé. Jak jsme se přesvědčili,žactvo na některých pražských školách ani
neví o existenci Rozhledů.

Úroveň zaslaných řešení je celkem uspokojivá. Ve snaze zaslat řešení
„vědecky“ správná, uchylují se rešitelé k mnohomluvným, nežádoucím,
frázovitým úvahám - snad podle vzorů, jež často vidí kolem sebe - místo, aby
příklad vyřešili co nejekonomičtěji. Uprava odevzdaných řešeníje na některé
škole tradičně špatná, nečitelný rukopis je doprovázen kostrbatým obrazcem
S popisem ještě horším. Nechyběla ovšem ani vzorně upravená řešení, která
jsou dobrou vizitkou žáka i jeho vychovatelů.

Výsledkyv matematice:
1. Marian Fúrik, III.C SVŠ, Zvolen. . 72 bodů
2. Martin Bukovčan, II.A SVŠ, Bratislava. 71 bodů
3. Jan Kastl, III.F SVVŠ,Plzeň 68 bodů
4. Jan Louda, III.F SVVŠ,Plzeň. . . 67 bodů
5.—6. Milan Číha, III.A SVVŠ, Rakovník. 66 bodů
5.—6. Stanislav Slouka, IV.A SPŠE, Brno. . 66 bodů
7. Věra Jaroňová, III.B SVVŠ,Nový Bohumín 64 bodů
8. Tomáš Duby, IV.O SPŠE, Bratislava. 63 bodů

Jména nejlepších řešitelů z fyziky a konstruktivní geometrie uveřejníme
příště, celkové umístění, přehled vítězů ve všech kategoriích i absolutních
vítězů se dovíte v prosincovém čísle.

Soutěž pro školní rok 1967/68

Také v tomto školním roce vypisujeme soutěž v řešenípříkladů z matema

6 fyzikya konstruktivnígeometrie.ešení každého příkladu pište čitelně na papír formátu A4 (nečitelná řešení
letos budeme automaticky vyřazovat) po jedné stránce, vpravo dole uveďte
plné své jméno, třídu, školu a své bydliště.

Příklady řešte samostatně, věcně, přitom odborně správně, ekonomicky
s užitím platné symboliky. Na rozdíl od minulých let se mohou letos soutěže
zúčastnit i kolektivy -nejvýše trojčlenné- z téže třídy. Jména členůkolektivu
a jejich adresy napište na nepopsanou druhou stránku papíru. Kolektiv má
ovšem nárok při event. umístění na jedinou cenu.

Rešení první části soutěžních příkladů z matematiky a konstruktivní
geometrie, otištěných v tomto čísle, zašlete nejpozději do 10. ledna 1968 na
adresu výkonného redaktora: Doe. Ota Setzer, Praha 2, Trojanova 13.
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Matematika:

1. Nad stranami trojúhelníka ABC jsou sestrojeny vně čtverce, jejichž
plošné obsahy mají daný součet P;. Nad stranami trojúhelníka, jehož vrcholy
S, S, S, jsou středy těchto čtverců, jsou sestrojeny další tři čtvrece, jejichž
plošnéobsahy mají daný součetP, > Py.Určete plošný obsah P trojúhelníka
ABC.

Josef Brejcha
2. Je dán rovnoramenný trojúhelník ABC, jehož vnitřní úhel při základně

AB je «. Na rameni AC sestrojme vnitřní bod D tak, aby BD = BA, na
rameni BC vnitřní bod E tak, aby DE —BA. Jak velký musí být úhel «,
aby CE = AB?

Stanislav Horák

3. Pro která přirozená čísla « je rozdíl 3" — «* dělitelný jedenácti?
František Kejla

4. Jsou dány dvě rovnoběžné tečny ť,ť kružnice k. Průměr kružnice, který
je k těmto tečnám kolmýa další libovolná tečna g kružnice vytínají na teč
nách 7, ť“úsečky velikosti m, m“. Dokažte, že m .m“ = r?, kde r je poloměr
kružnice k.

Josef Novák
5. Určete všechna přirozená čísla r, pro něž platí

n(Bx — 1; 5x +- 7)= 17 + 2 — 38,
kde n (a; b) značí nejmenší společný násobek čísel a, b.

Jiří Sedláček

6. Určete součet prvních » členů posloupnosti
25, 77, 153, 253, 377, 525, ...

Matematickou indukcí se přesvěděte o správnosti nalezeného výsledku.
Ota Selzer

Konstruktivní geometrie:
1. Jsou dány různoběžné roviny «, B,v rovině « bod A neležící na průseč

nici obou rovin. Sestrojte pravidelný šestiúhelník ABCDEF, jehož strana
má danou délku a tak, aby strana AB ležela v rovině « a strana CD v rovině
B. Prostorové řešení proveďte obecně, graficky rozřešte úlohu pro případ,
že«=n, B= v,A (0;6;0),a = 4,5.

Stanislav Horák

2. Body A, B, C tvoří vrcholy rovnostranného trojúhelníka a leží na hlavní
kružnici kulové plochy daného poloměru 7. Sestrojte průměty této kulové
plochy, je-li dán bod A, nárys bodu B a souřadnicez bodu C.

Stantslav Horák

3. Je dána rovina o, bod M mimo ni a přímka M // o jdoucí bodem M.
Bod M je společným vrcholem podobných rovnoramenných trojúhelníků,
které leží v rovinách procházejících přímkou m a jejichž základny leží v ro
vině o. Co vytvoří vrcholy základen těchto trojúhelníků ?

Josef Novák
4. V kótovaném promítání zobrazte nad průměrem AB kružnici, jejíž

eliptický průmět má numerickou výstřednost e—=3. A (—4;4;1),
B (4;0; 3).

Ota Setzer
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Rešení úloh z minulého ročníku
Matematika

6. Sestrojte trojúhelník, jsou-li dány poloměry 044 0+ 03 Kružnic vně
vepsaných. (Úžiite vztahů odvozených v autorově článku v 8. čísleloňských
Rozhledů.)

Josef Glivický
(Došlo 26 řešení.)
Řešil Stanislav Slouka, M4.a SPŠE Brno:

Rozbor. Předpokládejme,že jsme již sestrojili trojúhelník, jehož vně
vepsané kružnice mají poloměry 04, ©2+03.Použijeme označení podle obr. 1
v sedmém čísle 44. ročníku Rozhledů matematicko-fyzikálních 1965—66,
str. 294.

Poněvadž
CIT, —GCIT,,BlT; = B!T,, A'T; = d!T;,

je postupně
AC+ GT, = AC+ GT = AB+ BW, = AB+ BT..

Avšak
AC+ CIT; + AB + BIT, = B.

Proto 
AIT; = AC+ C'T = AB+ BT, = s.

V trojúhelníku

ATS, je wu=ate ;
podobně

vo=ste a6=stě
V trojúhelníku B!T;,S,, kdež B'T; = s— c je

8— = A8 9 s tg 9 g 9

a cyklickou záměnou

— = steBte X, —b= ste2 tes—a—stětě-> 8 stetě
Sečtením těchto rovností

s—a+o—d+s—o=sfisbw7 HeBt +5) 2
čili 1=tePtg2+teZtel+ tgčteP.

8% 8% T873 8% T867% 8%
Dosadíme-li za tangenty je

— ©0 010. 010184 88+B,
neboli

s = V010 T 0103 T 0203
Konstrukce. Odvozenývztahpro s pišmeve tvaru

8 = Vo (02 + 03) + 0203;
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položme pak Olo+o)=?, mn=Y.
Konstrukci výrazů ©a y provedeme pomocí věty Euklidovy, pak bude s

přeponou pravoúhlého trojúhelníka o odvěsnách «, y.
Zvolme pak polopřímku o počátku A a určeme A !T'; = s. Sestrojme pak

kružnici k; = (S91,0x),která se dotýká A !T'; v bodě !T';. Veďme pak z bodu
A druhou tečnu, bod dotyku je *T',.V polorovině A *T',S; a současně v polo
rovině opačné k A !T',S, sestrojíme kružnici k; = (S92,0,), která se dotýká
přímek A T; a A !T', po řadě v bodech ?T';,*T',. Sestrojíme druhou vnitřní
tečnu kružnic /g, kp."Tatotečna protne.A T, v bodě C a AT v bodě B.

Důkaz správnosti. Podlekonstrukcemá trojúhelníkABCdvě
kružnice vně vepsané o poloměrech 04, 02. Označme 0; poloměr třetí vně
vepsané kružnice. Podle konstrukce je A !T; — V010 + ©03 + 0203.Podle
rozboru však pro trojúhelník ABC platí A'T; = V00x + A0; +003
Je tedy 0102+ 0103 T 0403 — ©02 + 0103T 020%,odtud 0; —=0. Trojúhel
ník ABC má tedy požadované vlastnosti. >

Diskuse. Výraz s je jednoznačněurčen. Také sestrojení kružnic k, a k;
je jednoznačné a vždy možné. Druhá vnitřní tečka ke kružnicím k, a k, pro
tíná úsečku A !T', tehdy,je-li A T, > A4*T',.Trojúhelníky A *T;S, a S,!T, A
jsou podobné proto S, A; : AT; —A*T; : S,?T;, to jest

0:8 = A*T;: ©, odtud AT; = A?T, = WB,
8

Dále jest A !T, —A!T; = s. Po dosazení do uvedené nerovnosti je

8 > sí „ čili musí platit sž = 0103+ 0103+ 0203> 0102 což je splněno
vždy. Úloha má tedy vždy jediné řešení.

7. Riešte sůstavu rovníc
£TYT 2EryJ=5
(E347)1 —y—z2 = l,
z —y+ 2=4.

Stanislav Horák
(Došlo 34 riešenie) . .
Riešil Juraj Černák, II.A SVŠ, Turčianske Teplice.

Pri riešení vychádzame z rovnice (2), z ktorej vyplývajů dve možnosti:
I. X+y—2=4— 4- 2,

čiže
y=0.

Dosadením za y do rovnice (1) a (3) dostaneme sústavu rovníc
£+ Z

l: —2 = 1,
1+2 =4.

Odtialto máme
4(4).£—2
4

Táto rovnica nemá riešenie, lebo | z) < 15.
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II. ©+ y —z je zatial neurčité, ale
1 —yY—2=0.

Túto rovnicu spojíme s rovnicou (3) a dostaneme
2=A2.

Dosadením do (1) máme ssTj+y-a7
čiže

X 2(P+)s,
Táto rovnice je splnená iba pre jedinů hodnotuaty +2=6.
Ďalším riešením dostaneme výsledok

1=3 „, HY=1 „ = 2.
To je tiež jediné riešenie danej sústavy.

8. V intervale < 0", 360"> najdite všetky uhly, vyhovujúce rovnici
tg3u.tgau cotg3u.cotga

te3a+ tg«a cotg3a + cotg«
Stanislav Horák

(Došlo 26 řešení)
Riešil Marian Fúrik, III.C SVŠ, Zvolen:

Menovatele zlomkov v danej rovnici musia byť rózne od nuly a preto
a) tg3a + tea 350, cotg3«a+-cotga 3:0;
b) « 3 k. 180",kde k je lubovolnécelé číslo.

Za týchto predpokladov sa rovnica dá upravit na tvar
tg 3u.tga 1 —

ta3au-+ tg« tg 3u + tg«
Po odstránení zlomkov a malej úprave

(tg 3x —1)(tga— 1)=0.
I. tg3x = 1.

da = 45?+ k. 180,
a = 15*+ k.60?

Odtialto máme
a — 15*, 75", 135“, 195, 255"“, 315"

Un 135*,315“s ohladom na podmienku a) úlohe nevyhovují.ó tg a = 1 ;
čiže

« — 45", 225".

Tieto uhly tiež nevyhovojúůs ohladom na podmienkua).
Odpoveď: Úlohe vyhovujů uhly « = 15“, 75“, 195*, 255.

(Pokračování)
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Hudební akustika
FRANTIŠEK ČERNICKÝ, Praha

Studijní textpro kategori B Fyzikálná olympiády.

Z obecné nauky o zvuku čili akustiky zopakujeme některé základní
pojmy a vztahy a vybudujeme na nich soustavu pravidel a jevů z hudební
akustiky. Pak si všimneme blíže některých hudebních nástrojů.

I. Zvuk mající jen výšku a Wntenzituje jednoduchý zvuk. Vzniká jednodu
chými kmity pružných těles. Může být vyjádřen např. výrazem

u = úm sin ZE 4 — um sin 2mýt— úm sin 0 (1)

Zde je: u okamžitá akustická výchylka z rovnovážné polohy, um amplituda
výchylky (rovná polovině rozkmitu), T perioda čili doba kmitu, f kmitočet
čili frekvence, e úhlový kmitočet.Absolutní výška tónu je rovna frekvenci f.
Jednotkou pro měřenífrekvence je hertz,značka Hz; (1 Hz — 1s-!). Intenzita
zvuku je přímo úměrná um.

Skutečná zvučící tělesa vydávají zpravidla zvuky složené. Kmitočty jed
notlivých složek tu lze považovat za celistvé násobky jistého kmitočtu nej
menšího, což je žákladnákmitočetf,. Podle toho, jak jsou zastoupeny jednotli
vé jednoduché zvuky ve zvuku složeném, posuzujeme jeho barvu. V dalším
budeme pro složený zvuk užívat názvu tón. Stejně vysoké a stejně intenzivní
tóny hrané na housle nebo flétnu či trubku se odlišují právě barvou.

Příbuznost tónů

Z pokusů se sirénami zjišťujeme, že příbuznost tónů mezi sebou je dána
nikoli rozdílem jejich absolutních výšek, nýbrž jejich poměrem.Pro určitost
mějme na mysli sirénu Seebeckovu, v jejíž soustředných kružnicích jsou
otvory; jejich počet v jednotlivých kružnicích je

24 27 30 32 36 40 45 48 (2)
Ať ji rozezvučíme při malém nebo při velkém počtu obrátek za sekundu,
příbuznost vzniklých osmi tónů zůstává zachována. Vznikající tóny můžeme
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swe
sledovat v posloupnosti od nižších k vyšším (fr > fk—1)nebo obráceně od
vyšších k nižším; zde budeme předpokládat vždy posloupnost stoupající.
Pro takovou řadu tónů se ujalo označení stupnice dur (stupnice tvrdá).
V hudbě tu přistupuje ještě označení počátečního tónu, např. C, příslušná
stupnice je C dur. Pro jednotlivé stupně byly zavedeny názvy

CO D E F G A H c (3)
Osmý tón má ve svém označení totéž písmeno jako počáteční tón, je oklávou
tónu základního: f = 2/1. Názvu oktáva se v hudbě užívá ještě v jiném
významu; značí skupinu tónů s frekvencemi v rozsahu od některého tónu C
(c, c“ atp.) až do následujícího e (c“, e““atp.); tato horní mez sama už patří
do oktávy následující. Tak všechny tóny od C do H tvoří tzv. velkouoktávu,
konec řady (3) je začátkem malé oktávy atd. Jednotlivé stupně stupnice se
zpravidla označují latinskými řadovými číslovkami: prýma, = kunda, tercie,
kvarta, kvinta, sexta, septima, oktáva nebo římskými číslicemi I, II, III, IV,
V, VI, VII, VIII.

Skutečnost, že příbuznost tónů tvrdé stupnice je nezávislá na výšce po
čátečního tónu a je dána poměrem příslušných kmitočtů, umožňuje jedno
duché číselné vyjádření výšek tónů libovolné tvrdé stupnice. Tzv. relativná

výškatónu je poměr kmitočtu daného tónu stupnice ke kmitočtu tónu základo

zde je 24počet otvorů"v k-té kružnici, » počet otáček sirényza sekundu,
Můžemetedy sestavit tabulku I:
Zk 24.27. 30. 32 36. 40. 45. 48
relativní výška tónu 1 3 í $ 3 3 > 2
stupeň I II III IV V VI VII VIII

Je účelné rozdělit celou stupnici na dvě poloviny zvané četrachordya všim
nout s1tntervalů (odlehlostí) každých dvou sousedních tónů.
Prodolnítetrachordmáme 3 :l1= 3,5 :8= +4, ž = řf,
prohornítetrachordmáme3 ž= 9, š= 3,2 jj = T.
Mezi koncem dolního zetrachordu a začátkem horního je interval $ . Inter
valy dané zlomky 3 a *%*se od sebe liší poměrně málo,*) v hudbě se ozna
čují jako celé tóny (3 je velký celý tón, %* je malý celý tón). Poslední
interval 15 v každém z těch dvou tetrachordů je výrazně odlišný. V hudbě
se označujenázvem půltón (resp.zde přesněji velký půltón). SŠpouži
tím těchto označení vyjadřuje schéma: 1 1 ž shodně stavbu dolního
1horního tetrachordu tvrdé stupnice.

Jestliže nyní vytvoříme novou tvrdou stupnici tak, že k hornímu tetra
chordu základní stupnice C dur jako spodnímu přidáme další tetrachord se
shodnou stavbou jakožto tetrachord horní, dostaneme stupnici G dur:
G A H c d e fis g. Zde jsme musili nahradit fón f tónem vyšším,
aby byl druhý půltón ve stupnici až na konci horního tetrachordu. Toto
zvýšení se v hudbě značí křížkem před notou a připojením přípony -is
k původnímu jménu tónu, zde tedy fis, v notách s basovým klíčem(obr. la).

(psaná stupnice G dur mátři tóny z velké oktávy a pět tónů z oktávy malé(obr. lb, lc).
Tóny v hudbě užívané se řadí do osmi oktáv, nejhlubší je subkontraoktáva

od C; do Hg, pak následuje kontraoktáva od C; do Hy, dále velká oktáva od C1)Interval5| %*—=3%jetzv.syntonickékomma.
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do H, malá oktáva od c do h, pak jednočárkovaná od c, do h,, dvoučárkovaná
c, až h;, obdobně c; až h; a c, až h,. Na klavíru je nejnižší tón A;, nejvyšší a,.
Mužský hlas obsahuje především tóny malé oktávy, doplněné menší nebo
větší částí velké oktávy u hlubokého hlasu (bas) nebo oktávy čárkované
u vysokého hlasu (tenor). Ženský hlas zní o oktávu výše než mužský; hluboký
ženský hlas je alť,vysoký se nazývá soprán.

ab) c) d) e) H g)

fis

Obr. 1

Citlivost našeho ucha je různá pro tóny různých výšek; jako dolní mez se
udává frekvence 16 Hz (frekvence nižší označujeme jako %nfrazvuk),horní
hranice je různá u různých lidí a mění se s věkem, nejvyšší slyšitelné frekven
ce se blíží mezi 20 000 Hz (frekvence vyšší označujeme jako ultrazvuk).

Hudební skladba může např. obsahovat jen tóny vybrané z tónů stupnice
G dur (obr. Ib, c) a všech stupnic z ní vzniklých zvýšením, resp. snížením
všech stupňů o jednu nebo více oktáv. Taková skladba je v tónině G dur,
tj. má všude fis místo f, fis, místo f, atd. Zpravidla se tento předpis v notách
vyznačí hned za tzv. klíčemna začátku skladby nebo na začátků části sklad
by; obyčejně se toto tzv. předznamenání (v našem případě +) opakuje na
začátku každého řádku této části. To znamená, že každé psané f (ve všech
oktávách) se hraje či zpívá o půl tónu výše, dokud není předepsána změna
u jednotlivé noty - ta pak platí pro celou následující část taktu - nebo dokud
se nezmění předznamenání přechodem skladby do jiné tóniny.

Kličů se v hudbě užívá několik. Klíč basový (F) (obr. ld) stanoví, že tón
daný notou na lince čtvrté zdola je malé f. Klíč houslový(G) (obr. le) stanoví,
že tón daný notou na lince druhé zdola je jednou čárkované g, tedy g“,což se
častěji píše g' nebo g,. Méně často se vyskytuje klíč C, užívaný v několika
polohách. Zde uvedeme jen C klíč vzolovýčili altový (obr. 1f), který stanoví,
že tón daný notou na střední lince osnovy je jednou čárkovanéc, tedy c“ (©g).

Shoda v absolutních výškách užívaných tónů se zaručí definicí určitého
tónu jako normálního. R. 1885bylo mezinárodní dohodou stanoveno, že tón
a, - komorné a - má mít frekvenci 435 Hz. Nyní platí (od r. 1953) norma,
podle níž má základní ladicí tón frekvenci 440 Hz. Podle tohoto normálu se
ladí všechny hudební nástroje s předem připravenými výškami tónu, např.
klávesové.Pro c, z toho dostaneme č

Ja . 3 = fa , tj. fe = š fa = 0,6 . 440Hz —264 Hz.
Podle starší normy bylo fe; = 0,6.. 435 Hz — 261 Hz. Někdy se ještě užívá
tzv. fyzikálního ladění, v němž fe — 256 Hz — 2*Hz; podle tohoto normálu
příslušíkaždému tónu Č v kterékoli z užívaných oktáv frekvence daná celým
číslem.

Všimněme si ještě dalších běžně užívaných tvrdých stupnic. Vezmeme-li
spodní tetrachord základní stupnice C dur za horní tetrachord nové stupnice
a doplníme jej novým tetrachordem spodním, musíme zde upravit polohu
půltónu snížením tónu H, na Hes,, což se zpravidla píše B,.*) Tak vznikne
stupnice F dur: F, G, A, B, C D E F. Její předznamenání je jedno )

2)Původně se rozlišovalo v abecedním sledu písmen a až g dvojí b: ) rotun
dum a Hguadratum; z tohoto se pak vytvořilo h.
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(obr. lg). Touto značkou se v notách vyjadřuje snížení o půl tónu; snížený
tón dostává k základnímu jménu příponu -es, snížené e je es, snížené a je as.

Analogicky můžeme vytvořit další tvrdé stupnice s libovolným tónem
počátečním. V přirozeném ladění je potřebné zvýšení nebo snížení o půltón
dáno poměrem ží . Zrušení platného zvýšení nebo snížení se v notách vy
značuje další posuvkou H,které se říká odrážka.

Užívané stupnice a jejich předznamenání si snadno zapamatujeme podle
schématu zvaného kvintovýkruh v podobě hodinového ciferníku (obr. 2).

Stupnice C dur se umístí v poloze 0. Ve smyslu oběhu hodinových ruček
pak následují stupnice vždy o kvintu vyšší, tj. G dur s jedním křížkem,
D dur se dvěma atd. až Fis dur se šesti křížky. Opačným směrem se umístí
stupnice vždy o kvintu nižší, tedy F dur s jedním bé, B dur se dvěma atd.
až Gesdur se šesti bé. Tímto způsobemse stupnice Gesdur dostane ve sché
matu na totéž místo jako Fis dur.

Při tvoření tónu podle sluchu (na smyčcovýchnástrojích apři zpěvu) se
uplatňuje tzv. přirozené ladění, odpovídající naší základní řadě čísel, resp.
relativních výšek tónu v tab. I. Hudební nástroje s tóny předem připrave
nými(klavír, varhany atd.) musí být laděny podle tzv. čemperovanéholadění,
při němžse stírá rozdíl mezi cis a des, dis a es atd. Mezi 8 tóny tvrdé stupnice
je 7 intervalů, z toho 2 půltónové. V každém z ostatních pěti intervalů se
umístí tón nový (cis—des, dis= es, fis—=ges, gis—as, ais—b), takže v rozmezí
oktávy je celkem 12 intervalů. V temperovaném ladění má každý z nich
stejnou velikost z, takže pro oktávu platí

2= 2, tj. z = VŽ = L0595.
Výpočty se provádějí loearitrnicky

log ©= ř log2 = *%.0,301 03 = 0,025 09.
Zavedením temperovaného ladění se mění všechny intervaly tvrdé stup

nice (kromě oktávy) proti ladění přirozenému. Vypočtěme kvintu. Od primy
ke kvintě je 7 půltónů, proto log y = 7 .log r = 7. 0,025 09 = 0,175 63,
kdežto v ladění přirozeném je kvinta dána relativní výškou z = 1,5, tj.
log z = 0,176 09. Znamená tedy zavedení temperovaného ladění jisté zhor
šení libozvučnosti akordů. Přesto je však velmi účelné a umožňuje jednak
konstrukci složitých hudebních nástrojů a usnadňuje jejich použití, jednak
umožňuje mnohotvárnost harmonie při kompozici tzv. enharmonickou zámě
nou, tj. vyjádřením téhož tónu dvojím způsobem, např. cis —des apod.

Kvintový kruh (obr. 2) ukazůje
v temperovaném ladění správně všech
ny možné tóniny dur a jejich předzna
menání. Shoda stupnice Ges dur o 6h
se stupnicí Fis dur o 6f je prostě en
harmonická záměna dvou stejně znějí
cích, ale odlišně psaných tónů Ges a
Fis. Také další myslitelné tvrdé tóni
ny jsou na obr. 2 již zastoupeny svou
enharmonicky změněnou podobou: Cis
dur se 7%není nic jiného než Des důr
s 5h, stejně Ces dur se 7b spadáv jed
no s H duro 5f.

bok
Obr. 2
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Všimněme si ještě jednou relativních výšek tónů tvrdé stupnice v tab. I.
Zvýšením o oktávu, tj. násobením dvěma dostaneme z posloupnosti tam
uvedené - zde ji označíme P, - posloupnost P;, z ní dalším násobením dvěma
P; a stejně P,. Tak vznikne tabulka IIPol ěšž 4 4 32,

Poo2 2 % 38 BOM 4,Ppo4 ž 56 K M 8,
P,... 8 9 10. 32 12 42 15 16.

Tóny vyjádřené zde celý mi čísly jsou tzv. alikvotní tóny základního
tónu, ve fyzice je nazýváme tóny harmomické.Zaznívají zpravidla zároveň
s tónem základním a dodávají mu určitou barvu různou podle toho, s jakou
intenzitou je ten který harmonický tón přítomen. Barva závisí na tom,
v kterém místě a jak byla struna rozechvěna (smyčcem,drnknutím, kladív
kem) či jakého je píšťala typu (retná či jazýčková, kovová či dřevěná,
otevřená či krytá, široká čiúzká) atp. U píšťal se dá provést tzv. přefouknutí,
takže se základní tón neozývá, silně se ozve některý z harmonických tónů.

Z táb. II s řadami P;, P;, P;, P, se můžeme ještě dodatečně poučit o tom,
proč byla zvolena právě řada čísel(2) pro vytvoření tvrdé stupnice, základ
ního to útvaru v hudbě vyspělých"národů. Vidíme, že celá čísla v tab. II se
vyskytující tvoří přirozenýzáklad pro tvorbu intervalů. S tímsouvisí pocit
uspokojení při současném znění některých dvojicči trojic tónů. Mluvíme
okonsonanci (Mbozvuku).

Souzvuk oktávy 8 primou (2:1) už ani nepociťtujeme jako dvojzvuk;
současný zpěv téže melodie hlasem mužským a ženským lze považovat za
unisono.Po oktávě nejlépe splývá v jednotný zvuk dvojzvuk kvinty s primou
(3:2), pak kvarty s primou (4 : 3). Můžeme tak za konsonanci považovat
souznění takových dvou tónů, jichž frekvence jsou v poměru malých
celých čísel. Souzvuk sekundy nebo septimy považujeme za disonanci (nelibo
zvuk).

Zaznívají-li současně tři tóny, mluvíme o trojzvuku, obecně o akordu.
Stupně I, III, V tvrdé stupnice mají frekvence v poměru 4 : 5 : 6 (srovnej P;)
a tvoří tzv. terckvintovýakord, obyčejně nazývaný jen kvintový akord resp.
dur akord. S jeho vynikající konsonancí je v souhlasu skutečnost, že je dán
poměrem tří nejmenších celých čísel (v rozmezí téže oktávy). Přeložíme-li
kvintu o oktávu níže, dostaneme jeden z jeho převratů, tzv. kvart-sext-akord
(3:4 :5). Přeložíme-linaopak primu o oktávu výše,dostaneme jiný převrat
základního dur-akordu, tzv. sextakordď(5 : 6 : 8). :

Vybudujeme:litrojzvuk na V. stupni, dostanemež': $* : 1—4:5:6,
tedy zase dur akord, podobně na IV. stupni. Soustava trojzvuků na I., IV.
a V. stupni zahrnuje v sobě všechny stupně tvrdé stupnice. Má základní
význam pro harmonii jednoduché skladby. První stupeň se nazývá tónika,
pátý dominanta a čtvrtý subdominanta, zkratkami T, D, S.
» V hudbě se užívá běžně také tónin měkkých(moll). Proti stejnojmenným
tvrdým stupnicím mají měkké stupnice tři stupně snížené o malý půltón.
ž$ (v přirozeném ladění): tercii, sextu a septimu, v číslech $, 5, %.
Harmonie tu není již tak jednoduchá. Kvintakord moll je dán poměr
1: : 3 —10:12:15. V melodii se tu užívá nezměněnéstupnice moll
zpravidla jen sestupně, při stoupání melodie se sexta a septima o půltón
zvyšují. Grafické znázornění kvintovým kruhem je pro stupnice moll
otočeno 090" proti obrazustupnic dur, takže tónina c mollmá 3 h, tóni-.
na a moll je bez předznamenání atd. Blíže se měkkými tóninami zabývat.
nebudeme. o

Jak tvrdá, tak měkká stupnice patří mezi stupnice diatonické. Od nich se
odlišuje stupnice chromatická;postupuje kroky půltónovými.
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Všimněmesi ještě charakteru trojzvuků vytvořených na ostatních stup
ních tvrdé stupnice, různých od T, D, S. Obě části trojzvuku jsou tercie.
Na II. stupni je dolní tercie malá, horní velká, jje to trojzvuk moll; rovněž tak
na stupni III. a VI. Trojzvuk vytvořený na VII. stupni není ani dur, an1
moll, je to trojzvuk zmenšený,tvořený dvěma malými terciemi. Má výrazný
charakter disonance s tendencí po »„usmiření““rozvedením do konsonantní
tercie na VIII. stupni.

Z číselv dosavadním textu uvedených by se dala odvodit ještě četná další
pravidla hudební teorie, ale tím se zabývat nebudeme. Vedle zmíněných
stupnic a intervalů se vyskytovaly a vyskytují u různých národů na různých
stupních kulturního vývoje ještě četné jiné intervaly a stupnice, např. inter
valy čtvrttónové, šestinotónové aj. Mezi českými skladateli je např. i sklada
tel a teoretik hudby čvrttónové prof. Alois Hába. Pro zajímavost uveďme
jen způsob konstrukce a hry na čtvrttónový klavír. Má dvě normální kla
viatury nad sebou,j jež jsou proti soběladěním posunuty o čtvrt tónu tempe
rované stupnice (x“-2 2).Hraje tu podstatně "obtížnějšínež v soustavách
obvyklých. Také označeníjednotlivých stupňů je složité: a, vyšší a, ais,
vyšší ais, h . . ., resp. a, nižší a, as, nižší as, g.
s Poznámka.*V hudbě má velký význam i trvání daného tónu (hudební
metrika). Od toho v tomto textu odhlížíme.

II. V této části studijního textu si všimneme některých vlastností hudeb
ních nástrojů jako zdrojů zvuku. Rozdělujeme je do několika skupin. Nejdů
jší jsou nástrojestrunovéa nástroje dechové,méněse užívánástrojůicích

Ve skupině nástrojů strunovýchjsou
nástroje smyčcové: housle,viola,violoncello,kontrabas,
nástroje drnkací: harfa,kytara, citera,mandolínaatd.,nástrojekladívkové: klavír,cimbál.

Zdrojem zvukuje tu rozechvěná struna, tj. napjaté vlákno kovové, střevo
vé, hedvábné apod., v četných případech vlákno opředené. Vzniklé stojaté
vlnění má uzly na obou koncích struny. Vedle základního tónu se vytvářejí
též tóny harmonickés frekvencemif= k. fy kde k = 2,3,4,5... a f; je
výška tónu základního, při:němž se na struně vytvoří jediná půlvlna.

Při ladění nástroje se mění kolíčkem napětí struny. Pro výšku tónu zá
kladního platí vzorec

1 F= 2. <, 5= V (5)
kde čje délka chvějící struny, F je síla strunu napínající a m je hmotnost
délkové jednotky struny. Tento vzorec lze také psát ve tvaru

=I., 5“
j z V:c 6)

kde o je napětí struny a o její hustota.

A. Nástroje smyčcové

Při tahu smyčcemvznikají vlastně kmity netlumené, struně se běhemtahu
stále dodává energie.

Nejznámější ze smyčcových nástrojů jsou housle.Mají čtyřistruny napjaté
nad hmatníkem přeskobylku na ozvučné skřínce.Jsou naladěny v kvintách
€, dy, A4,©, (obr. 3a). Houslista hraje normálně tak, že zkracuje příslušnou
strunu přitlačenímněkterým prstem levé ruky v poloze základní (první) nebo
v některé poloze vyšší, takže smyčcem rozechvívá část struny mezi prstem
a kobylkou. Můževšak hráti tak, že se struny na vhodném místě.prstem jen
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lehce dotýká, takže zní celá struna, rozdělená podle místa dotyku na 2 polo
viny nebo 3 třetiny, 4 čvrtiny atd. Ozývají se tu tedy tóny harmonické;
v hudebním názvosloví se jmenují tóny flažoletové.

Trochu větší rozměry než housle má vola. S houslemi má 3 struny stejné,
čtvrtá je nižší: c, g, dy, a4 (obr. 3b). Hra na violu je zcela obdobná hře na
housle.

Violoncello(stručně: cello)má čtyři struny stejně laděné jako viola, avšak
o oktávu níže: C, G, d, a (obr. 3c). Ozvučná skříň nástroje má už větší rozmě
ry; hráč při hře sedí.

Kontrabas čili basa je největší ze smyčcových nástrojů. Basista hraje

a) b) c) dď)

908 ae c 9 da CGda E Ad g

Obr. 3

zpravidla vstoje. Čtyři struny basy jsou laděny v kvartách E,, A,, D, G.
Noty pro kontrabas jsou psány o oktávu výše, tedy pro prázdné struny E,
A, d, g (obr. 3d).

Kontrabasu se dnes hojně používá i bez smyčce. I na ostatní smyčcové
nástroje se někdy část skladby hraje drnkáním - pizzicato.

B. Nástroje drnkact (trsac)
Strunové nástroje rozechvívané drnkáním byly známy už v nejstarších

dobách historie lidstva. Dnes se užívá celé řady takových nástrojů. Uvedeme
pouze typické představitele.

Harfa má buď diatonickou soustavu strun a 7 pedálů pro zvýšení tónu
(harfa pedálová) nebo větší množství strun pevně naladěných (harfa chro
matická). Struny se rozechvívají prsty pravé i levéruky.

Kytara má 6 strun (E, A, d, g, h, e,), Stiskem prstů levé ruky se struna
zkrátí a dává příslušný vyšší tón. Rozechvívání se děje prsty pravé ruky.
Kytary se hojně užívá k doprovodu zpěvu. Opatřena elektronickým zesilo
vačem má široké využití v moderních hudebních souborech.

Citera má dva druhy strun: jednak struny napjaté podél hmatníku s ve
stavěnými příčkamipro hraní melodie, jednak celou soustavu strun s pevný
mi kmitočty pro doprovod.

Mandolina má systém čtyř strun podobný jako housle, struny jsou však
zdvojené; rozechvívají se tzv. trsátkem. Na stejném principu je založena celá
skupina tzv. tamburašskýchnástrojů. Zvuk strun rozechvívaných trsátkem
má ostřejší charakter pro větší zastoupení vyšších tónů harmonických.

C. Nástroje kladivkové

Sem patří předevšímklavír. Má struny napjaty na litinovém rámu. Struny
pro hluboké tóny jsou opředeny drátkem, aby jejich délka nepřesáhla přija
telnou mez. Rozsah je od A, do a4, tedy sedm oktáv. Struny se rozechvívají
kladivky, zpravidla dřevěnými s plstěným obalem, úderem prstů hráče do
příslušných kláves. Rozechvěné struny se utlumí po uvolnění příslušných
kláves. Systém tlumítek lze zdvihnout pedálem, takže pak rozechvěné struny
volně doznívají. Klavír je jeden z nejdůležitějších hudebních nástrojů.
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Ke kladívkovým strunovým nástrojům patří též cimbál.Hráč má v každé
ruce jednu paličku, jejímž úderem rozechvívá tu či onu ze strun pevně na
laděných.

Dechové hudební nástroje
Podstatou dechového nástroje je píšťala retná nebo jazýčková. (Viz

učebnice F 2 str. 147 a 148.)

D. Dřevěné dechové nástroje

Flétma je píšťala retná; zvuk tu vzniká v podobě tzv. třecíchtónů tím, že
hráč fouká vzduch z úst ve směru tečny k válcové trubici přesokrouhlý otvor
(ozvučný). Resonancí vzduchového sloupce zaznívá hlasitě tón tím hlubší,
čím je tento sloupec delší, tj. čím více postranních otvorů hráč svými prsty
uzavře. Klapky kryjící otvory umístěné mezi otvory hlavní řady umožňují
zvednutím vznik tónů o půltón vyšších. Přefukování do vyšších tónů harmo
nických se provádí jednak změnou způsobu foukání, jednak vhodnou kombi
nací odkrytých a zakrytých otvorů. Rozsah je zpravidla od c, do h;.

Poznámka: Flétna se počítá i nadále mezi tzv. „„dřeva““,i když se nyní
vyrábí většinou z kovu.

Pikola je vlastně „„malá““flétna; hraje o oktávu výše, její zvuk je nápadně
pronikavý.

Zvláštním typem flétny je flétna zobcová.Hráč nefouká příčněpřesnástroj,
nýbrž ve směru délky nástroje.

L Ostatní dřevěnénástroje dechové jsou svou podstatou píšťaly jazý čové.
Hobojmá jako zdroj zvuku tzv. strojek,tvořený dvěma prohnutými plátky

třtinovými. Hráč svírá strojek svými rty. Vlastní těleso píšťaly - tzv. korpus 
je u hoboje mírně kuželovité. Je opatřen řadou otvorů a systémem klapek.
Vedle základního tónu znějí u hoboje liché i sudé tóny harmonické. Přefukuje
se pomocí „„oktávové““klapky. Rozsah hoboje je od h do f;.

Anglickýroh je nástroj typu hoboje s rozsahem e až b,. Konec korpusu má
hruškovitý tvar.

Fagot má dvojitý strojek jako hoboj. Má funkci basového nástroje. Abý
jeho skutečná délka nepřesáhla přijatelnou mez, je korpus v polovici pomocí
U-trubice obrácen do opačného směru. Rozsah B, až b;.

Do skupiny těchto dechových nástrojů patří svou povahou také dudy.
Vlastní píšťala má zase řadu otvorů, jež dudák střídavě prsty odkrýváa za
krývá. Proud vzduchu se vhání do píšťaly z měchu. Zvláštností hry na dudy
je okolnost, že proud vzduchu je nepřerušovaný. Oddělené tóny téže výšky
se tvoří vkládáním tónu jiného. Hluboký stále znějící tón basové píšťaly dud
se nazývá bručák nebo huk.

Poněkud odlišnou konstrukci má klarinet. Má korpus válcovitého tvaru
s rozšířeným koncem. Zvuk u něho vzniká chvěním jednoduchého třtinového
plátku jako nárazného jazýčku na obdélníkovém otvoru zobcovité hubičky.
Klarinet má tu vlastnost, že vydává jen liché tóny harmonické. Pře
fouknutím (s pomocí zvláštní klapky) dostává hráč tón o duodecimu, tj.
oktávu a kvintu vyšší. Rozsah ©až Ag.

Saxofonmá za zdroj zvuku rovněž jednoduchý třtinový plátek jako klari
net. Kovový jeho korpus má tvar kuželovitý, takže se ozývají 1 sudé tóny
harmonické. V moderní hudbě se ho užívá běžně v několika laděních pod
názvy saxofon sopránový, altový, tenorový, basový.

Všeobecně je třeba říci, že u jazýčkových píšťal někdy převládá vliv veli
kosti a tvaru jazýčku (např.u harmoniky)a harmontia,jindy vliv spřaže
ného sloupce vzduchového (např.u žrumpet).ÚUdřevěnýchdecho
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©2"
C

resp. kryté f = -I nevyhovuje. Čísla 2 resp. 4 je třeba nahradit čísly

vých nástrojů zpravidla vzorec pro výšku tónu píšťaly otevřené f =

opravenými.
U píšťalvůbec má velký význam též tzv. menzura, tj. poměr délky píšťaly č

k jejímu rozměru příčnému, např. průměru v případě píšťaly váleové. Zpra
. v v Zd h.4 wo » . . . k l

vidla se však v hudbě mluví o menzuře „„sStroké““,je-li nápř. m = A rovno
9 až 14, nebo „„úzké““,je-li např. m — 25. Při menzuře široké převládá tón
základní, při úzké se více uplatňují vyšší tóny harmonické.

E. Varhany
Mnoho zajímavého by se dalo říci o tomto největším hudebním nástroji.

Má větší nebo menší počet rejstříků (hlasů). Každý rejstřík je samostatná
soustava píšťal určité barvy zvuku od nejnižších do nejvyšších. U většiny
rejstříků se ozývají tóny té výšky, která je dána stlačenou klávesou. Pro
takové je ustálené označení 89- rejstříky osmistopové.Jméno to je odvozeno
otevřené píšťaly pro velké C, která činila ve staré míře osm stop. Velké C je
zpravidla nejhlubší tón jak tzv. manuálu, tj. klávesnice stejného vzhledu
jako u klavíru, tak i pedálu, což zde znamená klávesnici, na které hraje
varhaník nohama.

Rejstříky označené 4" - rejstříky čtyřstopové- znějí o oktávu výše než je
psáno v notách, podobně rejstříky 16“znějí o oktávu níže. Vyskytují se též
rejstříky dvoustopové, avšak rejstřík 32“ je vzácný. Tzv. mixtury jsou rej
stříky, které mají místo jednoduchých píšťalskupiny dvou čitří (ažpěti) píšťal
k sobě patřících podle přirozeného ladění (např. v kvintě). Jinak je ovšem
ladění každé sady píšťal temperované.

Táž klávesa uvádí v činnost jí náležející píšťalu ve všech zapojených
rejstřících příslušné klávesnice. Přenos pohybu od klávesy hracího stolu až
k ventilu vpouštějícímu vzdušný proud do určené píšťaly je proveden u nej
starších strojů mechamckypomocí drátů, dřevěných táhel a dalších zářízení.
Pokrokem bylo zavedení trakturýy pneumatické. Moderní stroje mají zpra
vidla ovládání elektromagnetické.

Různé barvy hlasů se u varhan dosahuje druhem píšťal; jsou otevřené
nebo kryté, dřevěné nebo kovové (cín), retné nebo jazýčkové, s úzkou či
širokou menzurou atp. U vícemanuálových varhan lze kombinovat určitou
barvu, resp. směs barev pro melodii hranou na jednom manuálu s jinou
barvou (směsí)pro doprovod hranou na manuálu druhém. Basové rejstříky
jsou napojeny na klávesnici pedálovou.

Varhany mívají také větší či menší počet spojek, tj. zařízení, která na da
nou klávesu napojí klávesu o oktávu (či dvě oktávy) vyšší nebo nižší, nebo
zařízení, které napojí celou jednu klaviaturu (manuál I. či II. či pedál) na
klaviaturu jinou.

Dynamické odstíny není u varhan možné realizovat na téže píšťale přímo
regulací vzduchového proudu. U slabších rejstříků se proto někdy užívá
žaluzi. Zpravidla se však u varhan mění intenzita zvuku skokem, zapínáním
a vypínáním silnějších rejstříků. To se děje buď individuálně přímým výbě
rem varhaníkem nebo se užívá soustavy spojek zařazujícíchskupiny rejstříků
v určitém sledu; celek se někdy ovládá jednoduchým pohybem, např. otáče
ním válce nohou.
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P. Plechové (žesťové) dechové nástroje
V podstatějsou to zasepíšťalyjazýčkové;zvuk tu vzniká přerušová

ním vzduchovéhoproudu z plic hudebníka jeho sevřenýmirty vpravenými
do tzv. nátrubku na vstupu do nástroje. Rty tu fungují jako dvojitý blanitý
(membranosní) jazýček. Výšku tónu tu určuje délka resonujícího sloupce
vzduchového. Mosaznýkorpus nástroje má u trubek a lesních rohů tvar velmi
úzkého kužele stočeného do oválu, resp. kruhu. Přefukování do vyšších tónů
harmonických je tu pravidlem, základní tón nástroje se nedá vyloudit.
U přirozených trubek a přirozených lesních rohů je soubor možných tónů
omezen (fanfárové trubky, polmice, stgnálná rohy). Chromatickou řadu tónů
tu umožnilov 19.století zavedení ventilů.Zpravidla má nástroj tři ventily,
jimiž se prodlužuje znějící sloupec vzduchu tak, že zaznívá tón nižší
o celý tón (ventil č. 1) nebo o půltón (ventil č. 2) nebo o 1ž tónu (ventil č. 3).

Pozoun (tahový pozoun) poskytuje možnost spojité změny délky
píšťaly vytahováním U-trubice spojující dvě části nástroje. Nástroj mající
místo posuvné trubice systém ventilů je žrombon.Užívá se pozounu (trombo
nu) čenorovéhos rozsahem B; až d, a basového s rozsahem F, až f1.

V „dechovce““ se užívá celé řady plechových hudebních nástrojů od
křidlovkyaž do basového helikonu, jehož veliký stočený korpus spočívá na
rameni hráče. V symfonickém orchestru je nejhlubší žesťový nástroj tuba.

G. Bicí hudební nástroje
U některých bicíchnástrojů je zdrojem zvuku napjatá blána rozkmi

távaná paličkou. U bubnů a bubínkůjsou kůží potaženy oběpodstavy válcové
kostry. Ladění nástroje se tu během hry nemění. Tympány čili kotle mají
napjatou kůži jen na horním okraji, naspodu kovového kotle je otvor pro
vyrovnávání tlaku vzduchu. Tympány se během hry přeladují vhodným
zařízením pro změnu napětí koženého potahu.

Jindy se využívá chvění desek. Čínely jsou kruhové mosazné poklice,
mírně vyklenuté. Rozechvívají se zpravidla vzájemnými nárazy, někdy též
paličkou. Zvony jsou masivní prohnuté desky rozechvívané údery kladiva
(u hodin) nebo tzv. srdcem (u zvonů kostelních). Umění zvonařské je v tom,
docílit vhodným tvarem zvonu lahodné plnosti zvuku. Obecně totiž nejsou
spoluznějící vrchní tóny desek a blan příčněchvějících harmonické. Desky je
možno rozechvívat též smyčcem. Varietní charakter má hra smyčcem na
kanadskou pilu. Ohýbáním široké pily rozechvívané smyčcem se spojitě mění
výška jejího tónu. Soustava krátkých kovových destiček nahrazuje někdy
v hudebních souborech malé zvony (zvonkováhra).

Tyče, resp. trubice kovové příčněchvějícínahrazují ve velkém
symfonickém orchestru zvony.Speciální význam má ladička, ohnutá ocelová
tyč tvaru U s nožkou. Její vrchní tóny (jsou neharmonické) brzypo úderu
paličkouzaniknoua ladičkapak vydává prakticky jednoduchý tón
dané frekvence. Dřevěnépříčněchvějící tyče jsou podstatou zylofonu. Triangl
je do trojúhelníka zahnutá příčně rozechvívaná ocelová tyčka s vysokým
cinkavým zvukem.

Užívá se ještě řady méně obvyklých hudebních nástrojů, o nichž se tu
nebudeme zmiňovat. Rovněž lidský hlas a jeho orgány nebudou předmětem
našich úvah v tomto studijním textu.

V moderní době je významným zdrojem zvuku též membrána telefonu
a ampliónu. Může se rozechvět těměř na každý myslitelný způsob a reproďu
kuje s menším či větším zkreslením pomocístřídavých proudů vhodně zesíle
ných zvuk současně snímaný mikrofonem nebo zachycený na gramofonové
desce či filmovém pásu nebo pásku magnetofonovém.

Klasickým hudebním nástrojům vyvstává v moderní době jakási konku
rence používáním hudebních nástrojů elektrofomckých.
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Obohacením naší hudby se stávají kombinace elektronkových tónových
generátorů, jak je často slýcháme ve filmu, v rozhlase nebo v televizi. Zde
vůbec schází obvyklý zdroj zvuku (struna, jazýček apod.), příslušné
frekvence vznikají přímo jako elektrické kmity, jež uvádějí po zesílení v čin
nost vhodné reproduktory. Dosahují se tím nové neobvyklé zvuky zajíma
vého zabarvení.

IX. ročník fyzikální olympiády
Příklady 1., 2., 3. byly otištěny v č. 10 tohoto časopisu,

příklady 4., 5., 6. byly otištěny v č. 1

Kategorie A

7. Dva stejné prstence z ocelolitiny střední délky Z— 40 cm mají po
N = 200 závitech. Jeden má vzduchovou mezeru tloušťky ď —=1,0 mm,
druhý je bez mezery. Vinutím plného prstence jde proud I, = 1,0 A. Jak
velký proud musí procházet vinutím druhého prstence, aby v něm vznikla
stejná magnetická indukce,

8. Je dán čtverec o straně a s vrcho- BlyAMBN(obr.3).VrcholyA,B. NN. 
procházejí kolmo k rovině čtverce ——- i ©
velmi dlouhé přímé vodiče, kterými
jdou proudy

da= Imcosut,

4B= Imos C -+ =) .
a) Stanovte magnetickou indukci

v bodech M, N, jsou-li body A, B
uprostřed přímých vodičů.

b) Jaká bude indukce v bodech dí a |
M, N, jsou-li body A, B na koncích Mpřímýchvodičů.Řešteužitímtočivých| A
vektorů. Obr. 3

9. Merame teplotného súčinitela elektrického odporu kovovéhovoďiča.
Pomócky. Kůpel s transformátorovým olejom, plynový kahan alebo

elektrický varič, izolovaný drót navinutý na nevodivom valci (cievka),
zdroj jednosměrného elektromotorického napátia (batéria), regulačný reo
stat, teplomer, sůúborprístrojov na meranie odporu priamou alebo mósti
kovou metódou.

Uvoď.Elektrický odpor R; kovového vodiča v rozmedzí stredných teplót
(napr. 0*C až 100 *C)je lineárnou funkeiou teploty č

Rr= M(l+ ot),
kde R; je odpor tohoto vodiča pri teplote %— 070 a « je teplotný sůčinitel
odporu materiálu vodiča.
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Z dvoch známych hodnót odporu R, a R, daného vodiča pri teplotách
Ů, a t, móžeme vypočítat súčinitel «

a—R- m.. (1)
Ritz - Rob

Grafickým obrazom funkcie R = f (ť)je priamka, ktorá s osou teplót zviera
uhol gy.Smernica tejto priamky predelená odporom R; určuje súčinitel

—ge 9= (2)
Prevedente. Do olejového kůpela ponorte cievku a pripojte ju na meracie

zariadenie tak, abyste mohli kedykolvek odmerať jej odpor. Kůpel zohrie
vajte vhodným tepelným zdrojom a teplomerom stále kontrolujte jeho
teplotu. Po zvýšení teploty kúpela o 4 až 50 odstavte tepelný zdroj
a počkajte, až sa teplota kúpela ustáli, potom odmerajte odpor ponorenej
ciovky pri tejto teplote. Po ďalšom zohriatí kúpela meranie opakujte.

Úlohy.

a) Zvolte si vhodnů metódu na meranie odporu, nakreslite schému za
pojenia a realizujte meracie zariadenie.

b) Odmerajte odpor cievky pri 10 rozličných, postupně sa zvyšujúcich
teplotách v intervale 0 C až 100C. Namerané hodnoty zapíšte do vhodnej
tabulky.

c) Podla vzťahu (1) vypočítajte súčinitel « z každých dvoch po sebe
idúcich nameraných hodnot odporu a zapíšte do tabulky.

d) Najpravdepodobnejšiu hodnotu «; určte ako aritmetický priemer hodnot
vypočítaných v c). Vypočítajte absolůtnu a relatívnu chybu veličiny G5.

e) Do grafu závislosti odporu od teploty zakreslite body odpovedajůce
nameraným hodnotám a narysujte priamku, ktorá sa najviac približuje
týmto bodom. Určte jej smernicu, odčítajte hodnotu R, a z týchto hodnót
vypočítajte súčinitel podla vzťahu (2). Vysvetlite, ako ste určili smernicu
priamky z grafu.

f) Porovnajte výsledky získané v d) a e) aj s ohladom na velkost abso
lútnej chyby as.

Kategorie B

7. Velikost půltónu v rovnoměrně temperovaném ladění je
= 1,0595 (x1 = 2).

a) Určete relativní výšky velké tercie a zvětšené kvinty.
b) Přidejte ke zvětšené kvintě další interval velké tercie a stanovte

jméno a frekvenci dosaženého tónu, je-li základním tónem c, (ve fyzikálním
ladění).

c) Zmenšený čtverozvuk je dán třemi stejnými intervaly velikosti «£*.
Napište jména jeho čtyř tónů, je-li spodním tónem «) cis, B)d, y) dis.

8. Do kalorimetru dáme vodu o hmotnosti m, a teplotě ř, a led o hmot
nosti 7, a teplotě 7.

1. Které změny v kalorimetru mohou nastat a k jakému výslednému
stavu látky v kalorimetru vedou?

2. Mm= 2,0 kg, 4 — 5,070. Která změna nastane v případech:
a) 7%= 0,40 kg, t, = — 9090; c) m = 0,10 kg, ř; = — 109C;
b) m = 0,20 kg, t; = —250; d) m; = 4,0 kg, tz = — 10070.
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Měrnéteplo vody c, = 1 kcal kg- deg-", ledu c, = 0,5 kcal kg-t. deg-",
měrné skupenské teplo tání ledu (tuhnutí vody) č= 80 kcal kg -!, teplota
tání ledu (tuhnutí vody) je 0?C.

V každém případěvypočítejte výslednou teplotu, hmotnost vody a hmot
nost ledu při této teplotě.

Tepelné ztráty ani tepelnou kapacitu kalorimetru neuvažuje me.

9. Určení závislosti periody harmonického pohybu tělesa zavěšeného na pru
žině na jeho hmotnosti; určená tuhosti pružiny.

1. Těleso o hmotnosti m, zavěšené na pružině, jejíž hmotnost m, je
velmi malá vzhledem k hmotnosti m, koná harmonický pohyb; perioda
tohoto pohybu

T=mn"7
kde k je tuhost pružiny.

Úkol. Odvoďte tento vztah. Není-li splněna podmínka m%£ m, je pe
rioda pohybu

T =2 — >.
“ k

Odvození viz Fyzika ve škole IV, 1966, č. 7, str. 302.

2. Úkol. Sestavte pokus, kterým ověříte závislost T'o (m. Použijte' po
stupně závaží různé hmotnosti (např. 100g, 200 g, 300g ... 1000g), pokud
prodloužení pružiny splňuje zákon Hookův. Změřte pokaždé dobu, např.
20 kmitů; čas začněte měřit vždy ve stejné fázi pohybu při průchodu závaží
rovnovážnou polohou.

Vypočítejte periodu.
Pro každou hodnotu m vypočítejte

Zjm)
určete aritmetický průměr k.

3. Úkol. Určete hmotnost pružiny m, zvážením; pro každou hodnotu m
vypočítejte

m=m+ B.
4. Úkol.a) Narýsujte graf závislosti T'na m. Ve kterém rozsahu hodnot

m lze považovat tuto závislost jako přímou úměrnost? b) Narýsujte graf
závislosti 7' na | m“.Jak se liší od grafu a)?

5. Úkol. Jak ověříte správnost hodnoty k, určené v úkolu 2, statickou
metodou? Navrhněte příslušný pokus, popište postup a proveďte měření k,
v rozsahu změn hmotnosti m v úkolu 2. Vypočítejte aritmetický průměr k.
Kterou metodou určíte tuhost pružiny přesněji? Odůvodněte odhadem re
lativní chyby.

97



Kategorie Č

7. Na naklonenej rovine, která zviera s horizontálnou rovinou uhol «,
je hranol o hmotnosti m, a opiera sa o zarážku Z (viď obr. 4).

Hranol je zasiahnutý strelou hmotnosti %,, ktorá letela rýchlostou v;
rovnobežne s naklonenou rovinou zdola nahor, pričom uviazla v hranole.

a) Do akej výšky hranol vystůpi?
b) Akú dobu trvá, kým sa opáť vráti k zarážke?

Súčinitel trenia medzi hranolom a naklonenou rovinou je f. Hrmotnosť
branola je podstatne váčšia ako hmotnosť strelýy,takže posunutie hranola
počas vnikania strely je nepatrné. Trenie statické a dynamické považujeme
približne za rovnaké.

8. Dva kotouče upevněné na společné ose, kolmé k rovinám kotoučů
konají rovnoměrný otáčivý pohyb s frekvencí f. Vystřelíme proti nim ve
směru rovnoběžném s osou rotace. Střela proletí prvním kotoučem a než
proletí vzdálenost / mezi kotouči, otočí se kotouče o úhel «. M84 n

Pohyb střely po dráze ? je rovnoměrný. Silové působení rotujícího ko
touče na pronikající střelu je zanedbatelně malé, neboť střela pronikne
kotoučem za nepatrný zlomek sekundy. Určete rychlost střely.

Řešte nejprve obecně, potom pro hodnoty 7 = 2,0 m, f = 50 s7, «aj=
= 45".

9.*Určenie súčimtela vnůtorného trenia kvapaliny Stokesovou metodou.
Pomócky. Vysoký sklený valec s kvapalinou (napríklad odmerný valec

asií50 cm vysoký, naplnený transformátorovým olejomalebo inou vhodnou
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viskóznou kvapalinou), hustomer, mikrometer, stopky, váhy so záv ažím
ocelové gulóčky o priemere 1 mm až 1,5 mm, milimetrové meradlo.

Úvod. Na gulu, ktorá sa pohybuje vo viskóznej kvapaline, pósobí sila
tieže, vztlaková sila podla Archimedovho zákona a sila odporu prostredia
vyjadrená Stokesovým vzťahom

F=ónnrv,
kde 1 je súčinitel vnůtorného trenia kvapaliny, r je polomer pohybujúcej
sa gulóčky a v je jej rýchlosť. Ak necháme v kvapaline gulóčku padať
dosiahne maximálnu rýchlosť Vmax,keď sů všetky tieto tri sily pósobiace
na gulóčku v rovnováhe. Gulóčka sa dalej pohybuje rovnomerným pohybom
touto maximálnou rýchlostou.

Ulohy.
1. Z podmienky rovnováhy síl odvoďte vzťah pre výpočet súčinitela

vnútorného trenia pomocou známej rýchlosti Vmax.
2. Preveďte merania:
a) Určte hmotnosť jednej gulóčky odvážením určitého počtu gulóčiek.

Opakujte váženie aspoň páťkrát, vždy s iným počtom gulóčiek.
b) Odmerajte priemer gulóčky (mikrometrom). Opakujte meranie aspoňťkrát.

F c) Odmerajte hustotu kvapaliny (meranie opakujte aspoň páťkrát).
d) Ohraničte na valci s kvapalinou značkami určitů dráhu s, začiatok

ktorej je aspoň10 cm pod povrchom kvapaliny.
Odmerajte dlžku dráhy s (meranie opakujte aspoň páťkrát).
e) Vpusťte gulóčku do kvapaliny a odmerajte čas, za ktorý gulóčka

prejde dráhu s (meranie opakujte aspo páťkrát). Zapíšte namerané hodnoty
do tabulky, vypočítajte aritmetické priemery z opakovaných meraní a ich
absolúůtne a relatívne chyby. Z meraní d) a ©)určte Vmaxza predpokladu,
že pohyb gulóčky je na celej dráhe s rovnomerný.

3. Vypočítajte súčinitel vnůtorného trenia kvapalny.
Uvážte, ktorá z nameraných hodnót ovplyvní najviac presnosť vypočí

tanej hodnoty.
ÚV FO

RŮZNÉ « různé « RŮZNÉ - různé « RŮZNÉ

Marie Curie- Sklodowská
(1867 —1967)

JARMILA KUPKOVÁ, SEŠGottwaldov

Již sto let uplynulo od narození geniální ženy, nositelky Nobelovy ceny
a mnoha jiných vyznamenání, členky mnoha vědeckých společností,
první ženy, kterou Sorbonna zařadila mezi své profesory - Marie Curie
Sklodowské.

Narodila se 7. listopadu 1867 v rodině polského středoškolského pro
fesora Wladyslawa Sklodowského. Ač nejmladší, začala chodit do školy
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zároveň se svou o dva roky starší sestrou Helenou, poněvadž se již ve
čtyřech letech sama naučila číst. Ve třídě pak ve škole je stále nejlepší
žačkou, přestože je zde také samozřejmě nejmladší. Má úžasnou paměť,
lehce se učí, nic nezapomíná. Má vzácný zvláštní dar - soustředit se tak,
že nic kolem nevnímá. Při svém nadání a touze dovědět se z knih a od
svých učitelů co nejvíc, zůstává obyčejným veselým dítětem. Prázdniny
prožívá bez myšlenek na školu, dovádí, vesele skotačí na venkově u pří
buzných. Ve Varšavě již tak veselo není. Všechny děti vědí, že maminka
je velmi vážně nemocná a že ani jejich hluboká láska a vroucí modlitby
neodvrátí od ní smrt. A Máňa (jak Marii domaříkají) to ví také. Navíc je
v rodině profesora Sklodowského často citelně znát nedostatek peněz
a nad tím vším visí hrozivé strašidlo ruského cara a jeho slídilů.

Se zlatým vyznamenáním končí svá středoškolská studia 12. června
1883na státním gymnasiu ve Varšavě. Je to už třetí zlatá medaile uděle
ná čtyřem Sklodowským. Jediný však Josef může jít studovat dále na
universitu. Obě sestry - Marie a Broňa proklínají řád Varšavské univer
sity, kde nesmějí studovat ženy. Obě sní o pařížské Sorbonně, která dává
vzdělání i ženám. Ale jak překlenout ty tisíce kilometrů, z čeho vydržet
pět 1více roků studia. Těch několik rublů za kondice stačí právě na jídlo
a nutné oblečení. Nakonec našla východisko nejmladší Marie. Rozhodla
se přijmout místo domácí učitelky s platem 400 rublů ročně, ze kterých
míní podporovat Broňu v Paříži. Až tato dostuduje, pomůže zase jí.

Rok za rokem utíká. Marie už třetí rok učí na venkovském sídle daleko
od Varšavy. Broňa se v Paříži zatím vdala a jednoho dne dostává Marie
od ní dopis: „„Nastřádáš-liza tento rok pár set rublů, můžeš příštího roku
přijet do Paříže a bydlet u nás, kde najdeš byt a stravu. Jen si musíš
přivést těch pár set rublů na zápis na Sorbonnu.““Marie však už nechce
odjet, a proto odepisuje: „,. . „Snila jsem o Paříži jako o své spáse, ale už
dávno jsem ztratila naději. A teď, když se mi ta možnost nabízí, nevím co
dělat . . . Bojím se promluvit o studiích s otcem, myslím, že už mu přirostl
k srdci náš plán na společné bydlení, že se ho nebude chtít vzdát. Ráda
bych mu trochu zpříjemnila stáří. Na druhé straně mi puká srdce.po
myšlením nad promarněnými schopnostmi. Snad bych přece jen něco
dokázala.““ Marie je rozpolcena; jet či nejet. Láká ji svět zkumavek
a přístrojů a nakonec zvítězí. A tak na podzim roku 1891nasedá do vlaku,
netušíc, že ji odváží navždy.

První měsíce v Paříži Marie nevychází z okouzlení nad volným svo
bodným životem. Každý může mluvit rodnou řečí, všude se prodávají
knihy ze všech zemí a na universitě se přednáší všem dychtivým mladým
lidem. Z počátku bydlí u Broni, ale brzy se jí zdá, že promarní příliš času
cestou přes celé město a rozhovory se sestrou a švagrem. A tak se z po
hostinného bytu odstěhuje do chudičkého podkroví blízko university,
odkud může chodit pěšky - ušetří a získá čas. Téměř nejí, nespí, aby
dohonila, co jiní studenti získali v řádných školách. Chodí na přednášky
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matematiky, fyziky a chemie. Její ocelová vůle a tvrdohlavost ji stále
nutí vpřed. Při diplomových zkouškách z fyziky v roce 1893 je první.
Marie.je naprosto v zajetí vědy, nevnímá hlad, zimu, celou svou bídu.
Je šťastná, že se může vzdělávat. Chce rychle dostudovat a vrátit se do
Varšavy. Z programu svého života vyloučila naprosto lásku a sňatek,
a přesto se jí tyto postavily nesmlouvavě do cesty.

Na začátku roku 1894 poznává francouzského vědce Pierre Curieho.
Pierre je hned napoprvé zcela zaujat inteligentní hezkou Polkou. Obdi
vuje se jejím správným vědeckým názorům a brzy po prvním setkáníji
sám vyhledává. Vzájemnou úctou, obdivem a důvěrou sílí jejich přátel
ství. Vědce vábí k Marii láska a vysoká úcta zároveň. Marie však tvrdo
šíjně odmítá jeho nabídnutí k sňatku. Vdát se za Francouze, nevrátit se
do vlasti, to považuje za zradu. Pierre Curie je však stejně tvrdohlavý.
Nevzdává se, hledá všechny možné cesty k Marii, dokonce se rozhoduje
odjet s ní do Polska. To však Marie také nemůže přijmout a nakonec se
rozhodne mezi rodinou, vlastí a Pierrem - zůstává s Pierrem v Paříži.
A tak 26. července 1895 se stává paní Curieovou.

Marie by potřebovala, aby den měl dvakrát tolik hodin, neboť nestačí
ji na vše - laboratoř, domácnost, dítě. Píše a v roce 1897 vydává svou
první práci; při tom skládá zkoušky, aby získala učitelský diplom.
A další plány má před sebou -doktorát. Námět si vybrala opravdu nový,
Becauerelovy paprsky a jejich tajemné záření.Když dochází k výsledku,
že uvnitř zkoumaného smolince musí být mimo uran ještě jiný neznámý
prvek, rozhoduje se i Pierre přerušit svou práci v krystalografii a připojit
se k jejímu úsilí. Bez laboratoře, s nevyhovujícími přístroji hledají dva
mozky ačtyři ruce neznámý prvek. A objeví nakonec dva. Roku 1898
polonium a rok nato radium. Nelidská dřina, kterou vyvíjejí při získává
ní čistého radia zanechává hluboké stopy na zdraví obou. Ocenění při
chází zase z ciziny. Konečně po pětileté dřině, během které vydali Cu
rieovi dvaatřicet vědeckých prací, skládá Marie doktorát a opět jako
všechny své zkoušky s vyznamenáním. Svět se začíná zajímat o Curieovy
- Anglie a Amerika je zve na přednášky, Ženeva nabízí Pierrovi místo na
universitě, nejvyšší vyznamenání přichází ze Švédska. Roku 1903 jim
švédská Akademie věd uděluje Nobelovu cenu. Pierre a Marie podávají
nezištně zprávy o svém objevu všem, kdo o ně požádají, nedají si nic
patentovat a dále žijí v prostých poměrech. Slávě utíkají, neúčastní se
oslav a recepcí konaných na jejich počest. Marie dál nosí své staré obno
šené šaty, doma zašívá na své dvě dcery - Irenu a Evu. V laboratoři a ve
své malé vilce je šťastna, ostatní svět ji nezajímá.

Konečně i Francie přichází s uznáním: Pierre je jmenován profesorem
na Sorbonně, ale s ubohou nevyhovující laboratoří! Nikdy se už nedočkal
pořádné laboratoře. Strašlivá katastrofa 19. dubna 1906přetrhla navždy
jeho vědeckou práci. Jeho geniální mozek se rozstříkl do beztvaré hmoty
pod koly těžkého dostavníku. Svůj strašný žal nedovede Marie Curieová
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s nikým sdilet, je jako bez duše, bez citu, jako kámen. Chtěla by také
zemřít, ale ví, že se musí starat o děti, cítí, že musí pokračovat v načatém
výzkumu. Proto také přijímá, když ji Sorbonna nabídne místo po
Pierrovi.

I když již Marie netrpí nouzí, nikdy nedovolí svým dcerám přepych.
Vychovává je v prostotě, otužuje je sportem, vzděláním. Přebytečné pe
níze rozdává vždy potřebnějším, nebo věnuje výzkumu. Chce, aby si
dcery musely později samy vydělávat na živobytí.

Proslulost paní Curieovése šíříjako požár. Vedle obdivovatelů a ctitelů
jejího génia se objevují ve Francii i závistiví pomlouvači, kteří rozpoutá
vají proti ní špinavou bitvu. A v té těžké době, jako výsměch Francii,
přichází velké ocenění z ciziny. Stockholmská Akademie ji znovu vyzna
menává Nobelovou cenou. Marie Curie se tak stává prvním dvojnásob
nou nositelkou tohoto vysokého vyznamenání. Její zdraví je však podlo
meno a velmi vážně onemocní. Ale za necelý rok se znovu objevuje na
svém místě. Vrtkavá Francie ji zas již přijímá s poctami. V nové ulici
Pierre Curieho se pro ni staví radiologický ústav. Slavnostní otevření
ústavu oddálí však válka. Marie Curie zůstává v Paříži rozhodnuta pra
covat i nyní. Vybudovává spoustu rentgenologických stanic a sama
zajíždí s pojízdným rentgenologickým vozem přímo na frontu. Ani svým
dcerám nebrání pomáhat. Neschovává je do krytů, neboť je vždy učila
nebát se.

Mír přivítala pilnou prací v laboratoři. Po bokují již pracovala jeden
advacetiletá Irena, která si zvolila cestu svých rodičů; chtěla studovat
fyziku. Z matky a dcer se stávají přítelkyně. Společněprožívají nádherné
prázdniny v Larcouestu, kde denně pořádají závody v plavání. A dva
apadesátiletá Marie se drží statečně, koupací čepice zakrývá její šediny
a štíhlé pružné tělo, udržované sportem, neprozrazuje nic o jejím věku.

Prostá, vždy se obávající oslav, přece jen jim neujde. Je pozvána do
Ameriky. Poněvadž jí americký president má předat gram radia, dar
amerických žen, které chtějí splnit její jediné přání, pozvání přijímá,
1když se bojí oslav lačné Ameriky. A skutečně Amerika ji přivítá velko
lepě. Avšak veškeré ovace, návštěvy, recepce křehkou paní Curieovou
tak unaví, že musí přerušit další cestu a po krátkém zotavení se vrací
do Francie. Unavena, ale vcelku spokojena, jen s hořkostí v srdci při
vzpomínce kolik amerických nemocnic je vybaveno pro léčení curietera
pií. Ve Francii zatím ani jedna. A rozhoduje se vystoupit ze své samoty
a využít své pověsti, svého jména. V Americe poznala, že svět se zajímá
o věci. Navštěvuje různé kongresy po celém světě, vymáhá nadace, vše
pro obohacení vědeckých institucí. Sama pro sebe si vždy odnáší jen
krásy krajiny, uspokojuje svou věčnou dychtivou lásku k přírodě.

Léta usilovné práce paní Curieovouzmáhají, i kdyžsi to nechce přiznat
a stále pracuje dvanáct, čtrnáct hodin denně, a to přes den v laboratoři
nebo v Akademii, doma ještě dlouho do noci. Práce ji zmáhá čím dále tím
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více a oči se zamžívají zrádným šedým zákalem. V červenci 1923 pod
stupuje operaci, ale uzdravení se protahuje, druží se komplikace. Ani
další dvě operace neuspěly. Teprve poslední roku 1930 překonala zákal,
ale oči již nejsou schopny akomodace. To však Marii stačí, naučí se po
užívat svých očí, jen když je temnota pryč.

Ještě čtyři roky pracuje ve svých laboratořích a i když sama říká:
„Je zřejmé, že už mnoho let žít nebudu,““ odmítá ve skutečnosti každou
myšlenku na smrt. Záhadná nerozlišitelná nemoc ji přes její vůli odloučí
od práce a upoutá na lůžko. Nejlepší lékaři Francie i cizíji léčí, ale život
nesmlouvavě prchá z unaveného organismu. Dne 4. července 1934v sana
toriu v Sankallemonzu se její šlechetné srdce zastavilo, ne bez boje a
zápasu.

Lékaři přec jen určili původce záhadné nemoci paní Curieové, který
nedovolil reagovat jejich injekcím a lékům. který nad ní zvítězil. Radium!
To radium, které sama v roce 1898 objevila a s nímž téměř třicet pět let
pracovala.

IX.Mezinárodní matematická olympiáda
VLASTIMIL MACHÁČEK, Praha

Letošní Mezinárodní matematická olympiáda se konala od 3. do
12. července 1967 v Jugoslávii blízko pobřeží Jaderského moře v černo
horském městě Cetinji. Soutěže se zúčastnilo devět zemí socialistického
tábora (Bulharsko, Československo, Jugoslávie, Maďarsko, Mongolsko,
Německá demokratická republika, Polsko, Rumunsko a Sovětský svaz)
a letos poprvé ve větší míře západní státy: Anghe, Francie, Itálie
a Švédsko.

Jugoslávský svazový sekretariát pro vzdělání a kulturu pověřil po
řádáním olympiády jugoslávskou matematickou společnost (Savez
društava matematičara, fizičara 1 astronoma Jugoslavije). Předsedou
této společnosti je akademik Danilo Blanuša, generálním sekretářem
dr. Vojín Dajovié, profesor bělehradské university. Předsedkyní mezi
národní komise byla dr. Milica IhčéDajovič, která rovněž působí v Běle
hradě jako profesorka university. IX. MMO se konala pod protekto
rátem presidenta federace J. B. Tita a za spolupráce ministerstva
školství černohorské republiky. Soutěž byla vhodně umístěna do klid
ného prostředí v Cetinji, obklopené krásnou černohorskou krajinou.
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Vedoucím čs. delegace byl opět předseda ÚVMO doc. Jan Vyšínm.
Jeho zástupcem byl člen ÚVMO dr. František Zítek. Družstvo tvořili
tito žáci (uvedeme je v pořadí, které měli při soutěži): 1. Petr Kůrka,
3. r. SVVŠ W. Piecka, Praha, 2. Pavel Polcar, 2. r. SVVŠ Velké Mezi
říčí, 3. Bohuš Sivák, 1. r. SVŠ Zvolen, 4. Tomáš Mašek, 1. roč. SVVŠ
W. Piecka, Praha, 5. Erich Wiszt, 3. r. SVŠ Banská Bystrica, 6. Martin
Macháček, 3. r. SVŠ Novohradská Bratislava, 7. Jan Kastl, 3. r. SVVŠ
J. Fučíka, Plzeň, 8. Radovam Gregor, 3. r. SVVŠ W. Piecka, Praha.

Vlastní soutěž se konala ve dnech 5. a 6. července 1967. Uvedeme
nyní texty úloh, zemí, která úlohu navrhla a nejvyšší počet bodů,
jímž mohlo být řešení úlohy oceněno.

1. den

I. Budiž ABCD rovnoběžník, jehož strany AB, AD mají po řadě délkya,
l a jehož úhel « DAB má velikost «. Trojúhelník ABD nechť je ostro
úhlý. Pak jednotkové kruhy se středy A, B, C, D, pokrývají!) rovnoběžník
ABCD právě tehdy, když platí

a < cosa+ |3.sin«.
Dokažte!

(Polsko, 6 b.)

2. Má-li jediná hrana čtyřstěnu délku větší než !. pak je jeho objem
menší nebo roven 3. Dokažte! o

(Československo, 1 b.)

J. Buďte k, m, n přirozená čísla taková, že m + k + L je prvočíslo větší
než % -+ 1. Budiž cz —=s (8 -+ 1). Pak součin(cm+1—Ck)(Cm+2—0k)| (čm+n—©)
je dělitelný součinem cyc;<.. čn. Dokažte!

(Anglhke, 8 b.)

2. den

4. Jsou dány dva ostroúhlé trojúhelníky A,B;C; a A3ByC;. Sestrojte
některý z trojúhelníků ABC, podobných trojúhelníku A4,B;C;(tak, že vrcho
lům A+, By, Ci odpovídají po řadě vrcholy A, B, C) a opsaných trojúhel
níku ABÚ, tak, že strany AB, BC, CA procházejí po řadě body Cý,Ag, Bg.
Ze všech takových trojúhelníků ABC určete pak trojúhelník maximálního

obsahua sestrojte jej. b(Itálie, 6 b.)

1) To znamená, že každý bod rovnoběžníka náleží aspoň jednomuz těchto
kruhů.

(Pokračování)

104



MATEMATIKA

u

K [ogiCE cozročovsný

IVO ZAPLETAL, výzkumnýústav 401, Fraha

3. Negace výroku a výroková spojení

Mějme výroky
Antonín má 13. června svátek (1)

5<3 (2)
a výroky

Není pravda, že Antonín má 13. června svátek. (3)

Není pravda, že5 < 3. (4)
O výroku (3) říkáme, že je negací výroku (1), výrok (4) je obdobně

negací výroku (2).
Negace jistého výroku je tedy výrok, který dostaneme pomocí úsloví

„není pravda, že ...““, kde do prázdného místa napíšeme daný
výrok.

Všimněmesi nyní pravdivostní hodnoty výroku a jeho negace.
Platí: Negací pravdivého výroku dostaneme výrok nepravdivý a ne

gací nepravdivého výroku dostaneme výrok pravdivý. Srovnej (1), (3)
a (2), (4). 4

Závislost pravdivostních hodnot zapíšeme do tzv. tabulky (matice
pravdivostních hodnot (tab. 1).

Poznámka I. Místo „není pravda, že píšeme symbol „m“
a čteme „negace“.
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| p | =D Čteme: Prop=lje< p=0,
l 0 prop= Oje—p=1
0 l a naopak.

Výroky (3), (4) lze psát také takto
Antonín nemá 13. června svátek. (a)

5 není menší než 3. (b)

Čili negace výroku lze také tvořit pomocí částice ne-.
Všimněme si výroku (b); lze totiž napsat také symbolicky

523,
i když svádí psát jen 5 > 3.

Provedeme-li negaci výroků (a) a (b), dostaneme výroky, které budou
mít stejnou pravdivostní hodnotu jako výroky původní (1)a (2) (tab. 2).

Obecně

Tab. 2

p | Pp | —(<p)
1 0 1
0 1 0

Výroky mezi sebou spojujeme pomocí výrokových spojek „;a““,„„nebo“,
„anebo““, „jestliže — pak —“, „tehdy a jen tehdy, když“. Vznikají
výroky, jejichž pravdivostní hodnota je závislá na pravdivostní hod
notě dílčích výroků a na použité spojce.

Jestliže dva výroky spojíme pomocí „,a““,dostaneme výrok, kterému
budeme říkat konjunkce výroků.

Např. z výroků

Dnes půjdu na koncert. (c;)
Zítra se budu učit. (c)

Dostaneme výrok
Dnes půjdu na koncert a zítra se budu učit. (c)

Tento výrok bude pravdivý jen v tom případě, jestliže oba sliby
splním (dnes půjdu na koncert a také se budu zítra učit).

Platí: Konjunkce dvou výroků je pravdivá, jestliže jsou pravdivé
oba výroky a naopak oba výroky jsou pravdivé, jestliže je pravdivá
jejich konjunkce. V ostatních případech je konjunkce těchto výroků
nepravdivá.
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Je zřejmé, že zde mohou nastat (mimo případ, že jsou oba výroky
pravdivé) právě tyto případy

První výrok pravdivý, druhý nepravdivý,
první výrok nepravdivý, druhý pravdivý,
oba výroky nepravdivé.
Ve všech těchto případech je konjunkce výroků nepravdivá.
Poznámka 2. Místo „,a““píšeme symbolicky ,„„X“.
Uvedené závěry shrneme do tabulky pravdivostních hodnot (tab. 3).

Tab. 3

p g DPAd Čteme:Prop= Il,g=1
1 1 1 je (konjunkce)
1 0 0 Pog= Uprop=l,g=0
0 l 0 je (konjunkce)
0 0 0 Pg = 0atd.

Jestliže dva výroky spojíme pomocí „nebo““,dostaneme výrok, kte
rému budeme říkat disjunkce výroků.

Např. z výroků (c;) a (c,) obdržíme výrok

Dnes půjdu na koncert nebo zítra se budu učit. (d)

Tento výrok je pravdivý, jestliže splníme jeden z těch slibů, ale
také, jestliže splním oba sliby, nepravdivý, jestliže nesplním žádný
z nich.

Poznámka 3. Místo „„nebo““píšeme symbolicky „V “.

Tab. 4

p g PYG

1 ji 1

1 0 l
0 1 l
0 0 0

Plati: Disjunkce dvou výroků je nepravdivá, jestliže jsou nepravdivé
oba výroky a naopak oba výroky jsou nepravdivé, jestliže je nepravdivá
jejich disjunkce. V ostatních případech je disjunkce těchto výroků
(tab. 4).

Spojíme-li dva výroky pomocí „anebo“, obdržíme výrok, kterému
budeme říkat alternativa (neekvivalence) výroků.
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Např. z výroků (c,) a (02)dostaneme výrok

Dnes půjdu na koncert anebo zítra se budu učit. (a)

Výrok (a) je pravdivý, jestliže splníme jediný z obou slibů, jindy je
nepravdivý.

Poznámka 4. Místo „anebo“ píšeme symbolicky „N““ (někdy také„“).
Tab. 5

3 S K

OOOr-r OrH-oOr Orr-O

Platí: Alternativa dvou výroků je nepravdivá, jestliže oba výroky
mají stejnou pravdivostní hodnotu a naopak oba výroky mají stejnou
pravdivostní hodnotu, jestliže je alternativa nepravdivá. V ostatních
případech je alternativa výroků pravdivá (tab. 5).

Spojením dvou výroků pomocí „jestliže — pak —“' obdržíme, výrok
kterému říkáme tmplikace výroků.

Např. z výroků (c;) a (c,) dostaneme výrok

Jestliže dnes půjdu na konosrt, pak zítra se budu učit. (b)

Výrok (b) bude nepravdivý pouze v případě, že dnes půjdu na koncert,
ale zítra slib o učení nesplním, jindy je pravdivý.

Poznámka 5. Místo „jestliže — pak —“' píšeme mezi oba výroky
symbol „—>““a čteme „implikuje“

Tab. 6

3 O DP>4

OOr-F O-Hor aOr

Platí: Implikace dvou výroků je nepravdivá, jestliže první výrok je
pravdivý a současně druhý nepravdivý a naopak první výrok je prav
divý a druhý nepravdivý, jestliže je nepravdivá implikace. V ostatních
případech je implikace výroků pravdivá (tab. 6).
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Spojíme-li dva výroky pomocí „tehdy a jen tehdy, když“ (,,právě
tehdy, když““), dostaneme výrok, kterému říkáme ekvivalence výroků.

Např. z výroků (0;) a (c) dostaneme výrok
Dnes půjdu na koncert tehdy a jen tehdy, když zítra se budu učit. (e)

Výrok (e) bude pravdivý pouze v tom případě, když splníme, resp.
nesplníme oba sliby současně, jindy bude nepravdivý.

Poznámka 6. Místo „tehdy a jen tehdy“ píšeme ,„„<>“, někdy „=“
a čteme „,jeekvivalentní“

Platí: Ekvivalence dvou výroků je pravdivá, jestliže oba výroky
mají stejnou pravdivostní hodnotu a naopak oba výroky mají stejnou
pravdivostní hodnotu, jestliže je pravdivá ekvivalence. V ostatních
případech je ekvivalence nepravdivá (tab. 7).

Tab. 7

P | g | p<>Y
1 1 1
l 0 0
U I 0
0 U ji

Shrneme-li pak výroky (c), (d), (a), (b), (©),můžeme je po řadě napsat
(pomineme-li závorky) pomocí c, 0, takto(©)| Un%(c,a0),
(d) UV% (c, nebo cz),
(a) GAY% (c, anebo cz),
(b) >% (c, implikujecz),(e)| Cx<>G,(6,jeekvivalentní©).

Výrok < c, by byl výrok
Není pravda, že dnes půjdu na koncert

Resp.
Dnes nepůjdu na koncert.

Rozdíl mezi výrazem ,,c; N ©“ a výrazem „„pNg“ je ten, že první
z nich je výrok, konjunkce, druhý pak má tvar (formu) konjunkce
(obsahuje výrokové proměnné). Obvykle se však konjunkce říká i této
formě (formuli), která konjunkci jen zastupuje (reprezentuje).

Dosud jsme spojovali pouze dva výroky, ale je možné i spojení více
výroků, dostáváme pak výrazy např. tohoto tvaru

(p—>4]Vr,
(p—>4)—>D,

[(p—>a)X(g> 1)]<> (Pxd),
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(TV s)AXG,
<> (pl g)

atd.
Nyní je čtenář schopen provést si samostatně příklady. Velmi důle

žité je pak používání závorek; je rozdíl mezi výrazem
(p<>]Vr (8)

a výrazem
p <> (av1). (4)

Proveďme si nyní tzv. „„pravdivostní ohodnocení“, je to uspořádáná
n-tice nul a jedniček (dále ,,p. 0.““)formulí (3) a (4).

Mezi pravdivostí tří výroků může být 2%možností. Jelikož umíme
provést p. o. implikace a disjunkce, provedeme je v pořadí určeném
závorkami (tab. 8).

Tab. 8

p g r 01) |(pe>dvyr| (2) (pax (av)
p<>]g(V)r gvr| pe)

1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 1
1 0 1 0 1 1 1
1 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0 1 0 0 0 1 0
0 0 1 1 1 1 0
0 0 0 1 1 0 1

Tab. 8 ukazuje, že formule mají pro jistá udělení hodnot jejim pro
měnným různé hodnoty. Například pro p = 0, g= I, r—=1 má for
mule (3) hodnotu 1 a formule (4) hodnotu 0 (viz 5. řádek tab. 8).
Pravdivostní ohodnocení (p. 0.) formulí (3) a (4) je (1, 1, 1,0, 1, 0, 1, 1)
a (1,1, 1,0,0,0,0,1).

Jestliže dvě formule mají stejná pravdivostní ohodnocení,nazývámeje
ekvivalentními formulemi a naopak, jestliže jsou formule valentní pak,
mají stejné pravdivostní hodnoty pro všechna udělení hodnot jejim pro
měnným.
Např.

(p—>4)A (4)

pPp<>g
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Sestavme si tabulku pravdivostních hodnot pro tyto formule

Tab. 9

p | g | P>d g>P (p>a)N(a> 2) D<>g

1 1 | 1 1 1 11 0 0 1 0 0
0 1 1 0 0 0
0 0 1 1 1 1

Z tab. 9 je vidět, že obě formule jsou ekvivalentní, p. o. mají stejné
(1, 0, 0, 1). Formule, které nabývají pro všechna udělení hodnot svým
proměnným pravdivostní hodnotu pravda (nepravda), se nazývají tau.
tologie (kontradikce).

Tautologiemi, neboli zákony výrokového počtu, se budeme zabývat
v dalším článku.

Oprava. Na str. 64 v minulém čísle 15. řádka shora místo „„podtrhnu
tím““ budiž „„kurzivou““.

Metricképrostory ozn
FRANTIŠEK KUŘINA, PF,Hradec Králové

Model M3. Je dána rovina z s kartézským systémem souřadnic
a funkce us

Ha(A, B) = max (2 — ml, |W<—M1), (9)
kde A = (%; 41),B = (%2;y»).")Dokažme, že u; je vzdáleností na množi
ně zz.

Vlastnosti I—III jsou opět bezprostředně patrné. Nerovnost IV na
bývá pro body A, B, Č = (r3;43)tvar
max (| — %|» [Ya—yl) + max (jez—m|, |ya—4|) Z

< max (23 — ©] ; 45 — 1|) . (10)
Rozlišením podle vzájemné velikosti čísel |; — y;|, |yk — 41| V zá

vorkách nerovnosti (10) nabývá tato nerovnost osmi různých tvarů.
Např. platí-li nerovnosti

[7 —vy = [4 = | ; [X2— | = 42 —Y ; [73— T] < VA—| „ (11)

1) Symbol max (a, b) znamená číslo a, je-li a = d, číslo b, je-li b > a.
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je max (|13— 21, (ya— 4l) = |t2— A|, max (|z3— %|, [Wa— 4) =
= |£2— 43|, max (|X3— %|, |Y3— 41|) = |Ys— 44| a nerovnost (10) má
Úvar

ta —T| + It —2 Z (43—41] (10)
Sečtením prvých dvou z nerovností (11) a úpravou podle (9) je správ

nost nerovnosti (10) dokázána.
Analogicky lze postupovat ve zbývajících sedmi případech.
Funkce u; je tedy vzdáleností a M; = (7; u;) je modelem metrického

prostoru.
Na modelech M,, M,, M; jsme sledovali tři různé způsoby definice

vzdálenosti na téže množiněz. Je otázka, jak budou vypadat v různých
metrických prostorech pojmy, které jsou založeny na pojmu vzdálenosti.
Jedním z nich je pojem kružnice. Upřesněme nejdříve známou definici.

V metrickém prostoru M; = (M;;u;) je dán bod O množiny W; a klad
né číslor. Kružnicí k; metrického prostoru M; o středu O a polo
měru 7 rozumíme množinu všech bodů X množiny M;, pro které platí
W (0; X) = 1.

Příklad. V roviněz je dán kartézský systém souřadnics počátkem
O. Sestrojte kružnici o středu O a poloměru 1 v metrických prostorech
M,, M, M.

< <

7

BR

a) b) c)
Obr.4

V metrickém prostoru M, dostáváme kružnici k, známou ze školní
geometrie (obr. 4a).

V metrickém prostoru M, je jednotková kružnice k, množinou všech
bodů, pro které platí |x| + |y| = 1.

Tato množina, jak snadno ověříte, má tvar čtverce podle obr. 4b.
V metrickém prostoru M; je jednotková kružnice množina všech bodů

roviny, pro jejich souřadnice platí max (|x|, |y|) = 1.
Kružnice k; má tvar čtverce podle obr. 4c.
Dalšími modely poukážeme na možnost studia metrických prostorů

1 v jiných oborech než je geometrie. A protože to budou modely vzaté
Z praxe, připomeneme tím i aplikabilitu studované problematiky v ne
matematických oborech.
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M odel M,. Je dán slovník S. Považujme tento slovník za množinu
slov, která je uspořádána (např. abecedně - jak to ve slovnících bývá).
Lze na této množině definovat vzdálenost slov? Vzhledem k uspořádání
to je možné přirozeným způsobem taktó. Očíslujeme slova indexy, takže
první slovo množiny S označíme č,, druhé é,, n-té E, a definujeme

M (65 8x) = i— k (12)

Funkce u, splňuje nejen požadavky I—II z definice vzdálenosti,
avšak vzhledem k nerovnosti (8), i požadavek IV, který zní (podle defini
ce 12): s—k|+|k-z i
M, = (S; ua) je tedy metrickým prostorem, jeho body jsou slova slovní
ku S

Na množině S konstruujme další metrický vzorec.
M odel M.. Je dán slovník S. Slova která obsahuje, považujme za

uspořádané n-tice písmen. Před dalšími úvahami „upravme“' slovník tak,
aby všechna slova obsahovala týž počet „„písmen““K tomu stačí zjistit
nejdelší slovo slovníku a všechna kratší doplnit dohodnutými znaky
(např. tečkami) připsanými za slovo do patřičné délky. Tak např. má-li
nejdelší slovo slovníku 10 písmen, budeme považovat i slovo PES za
slovo o 10 písmenech: PES....... Vzdálenosti u; (8; 1) rozumějme počet
míst, na kterých jsou ve slovech č a 1 různá písmena. Tak např. u;
(KORYTO...., KOPYTO...) = 1, u; (RAK....... „,RAKOVINA..) = 5,
Us (VZDÁLENOST, LENOST....) = 10. Funkce u; má zřejmě vlastnosti
I, II, ITI z definice vzdálenosti. Platí pro libovolná tři slova č, », Č ne
rovnost

Us (č, 1) + Us (g, Č) Z Us lé, č)

Jistěže ano, neboťslova č a Č se mohoulišit jen v těch místech, ve kterých
se lišila buď č a w nebo » a č (jestliže se totiž shodují v místě m; slova
E a mim ač, shodují se v něm i slova č a č).

Dvojice M; = (8345) je tedy modelem metrického prostoru. Kon
struujme v tomto modelu např. kružnici o poloměru 2 a středu MÍRA.
Tato kružnice se bude skládat z bodů: KÁRA, MÁMA, MANA, MAPA,
MARS, MOKA, MÓDA, NORA, PÁRA, PÍKA, PÍPA, ŘÍPA, SÍLA,
TÁRA, TÍHA, TÚRA, VĚRA a patrně dalších, která zjistíme zevrubnou
prohlídkou slovníku S.

Na prvý pohled kuriózní metrický prostor M; = (8; u) není bezcenný.
Pomocí vzdálenosti u; lze např. formulovat obecný princip konstrukce
kódů tak, aby bylo možno studovat výskyt chyb při předávání infor
mací.?)

2)Šrejder,Čto takoje rasstojanija, Moskva1963,HammingR.W. Error-detecting and error-correcting codes,
ruský překlad Moskva 1965.
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M odel M, Při zkoumání určitého pojmu např. přírodovědy rozdě
lujeme množinu studovaných předmětů do disjunktních podmnožin,
které se nazývají druhy. Při tom je důležitá otázka vzdálenosti
druhů. Označme a počet podstatných znaků druhu A, b počet podstat
ných znaků druhů B, D množinu všech studovaných druhů. Vzdálenost
druhů bude patrně záležet na tom, kolik znaků je společných druhu A
1 B. Tento počet označme s. Při tom musíme uvážit, že číslo s samo ne
bude stačit charakterizovat vzdálenost druhů, že bude podstatně záležet
i na tom, zda společné znaky mají menší či větší „„váhu““vzhledem k cel
kovému počtu znaků v obou druzích. Vzdálenost druhů A, B definujme
vzorcem

a+b—2s
a- Bb-s

Číslo u (4; B) je poměr počtu znaků, které má druh A nebo B, ne však
oba druhy současně,k počtu znaků, které má buď druh A nebo druh B.
Toto tvrzení si snadno ověříme znázorněním jednotlivých druhů sché
maty podle obr. 5.*)

He (A, B) = (15)

Důkaz, že M; = (D;us) je model metrického prostoru nebudeme pro
vádět.

Vzdálenostu; pochází od polského matematika H. Steinhause, který ji
zavedl při studiu problematiky lesních kultur.“)

A nakonec jeden „triviální“ metrický prostor.
M odel M,. Nalibovolné množiněM,, která má aspoň dva prvky,

můžeme definovat vzdálenost u; takto
u (A,B)=1, jeli A= B
Uz(A,A)=0.

Všechny vlastnosti vzdálenosti jsou zřejmě splněny a dvojice
M, = (W;;z) je metrickým prostorem.

3) Čtenář znalý základů teorie množin ovšem ví, že se jedná o poměr mo
hutností symetrického rozdílu A —B a sjednocení A UB množin A, B.

4)E. Marczewski,H. Steinhaus,O odleglošci systematycz
nej biotopów, ZastosowaniaMatematyki4 (1959).
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Čílemnašehočlánkubylo seznámenís pojmem metrický přó
s tor, který byl do matematiky zaveden na začátku 20. století francouz
ským matematikemM. Fréchetem. Toto seznamováníprobíhalo
na dvou „frontách“ Jednak abstraktní definicí uvedenou po úvodních
poznámkáchyzjednak ukázkou sedmi modelů-metrického- prostoru. Po
suďte sami, který z postupů vám lépe vyhovoval. Ještě si však uvědo
míme, že definice metrického prostoru, uvedená na začátku, byla možná
jen díky vysokému stupni abstrakce, který je pro matematiku charakte
ristický. Abstraktní pojem metrického prostoru přitom nejen obráží
důležité souvislosti z praxe, ale popisuje i velmi mnoho „matematických
situaci“', jejichž podstata je táž (sedmi modely, které jsme uvedli, není
vůbec „zásoba“ modelů metrických prostorů vyčerpána). Na základě
uvedených příkladů však můžeme vytušit sílu matematiky. Všechny
důsledky vlastností I, II, III, IV lze aplikovat na libovolné interpretaci
metrického prostoru. Opíráme-li se při studiu metrických prostorů jen
o základní vlastnosti I—IV, říkáme, že studujeme metrické prostory
axiomaticky. Vlastnosti I—IV jsou axiómy metrického prostoru.

0 některých vztazích v trojúhelníku
FRANTIŠEK JANEČEK, Broumov

V tomto článku odvodíme některé vztahy o poloměrech kružnic vně
vepsaných danému trojúhelníku a poloměremkružnice vepsané. Úvodem
zopakujeme základní pojmy.

Definice. Buď dán trojúhelník ABC (obr. 1). Kružnice, která se
dotýká všech tří přímek AB, BC, CA, se nazývá kružnice trojúhelníku
ABC vepsaná. Jestliže střed vepsané kružnice leží uvnitř trojúhelníka
ABC, pak se kružnice nazývá vepsaná. Jestliže střed vepsané kružnice
leží vně trojúhelníka, nazývá se kružnice vepsaná vně (připsaná).

Věta 1. Každému trojúhelníku ABC lze vepsat jedinou kružmca
k = (8, o) a dále tři kružmce kz = (94, 04), k+= (S84,09), ke = (8%,0)
vepsané vně. Bod S je společným bodem os vnitřních úhlů trojúhelníka
ABC; bod S; je společným bodem osy vnitřního úhlu a os vnějších úhlů
trojúhelníka při vrcholech B, C atd. (obr. 1).

Poznámky. l. Z obr. 1 je patrno, že bod S je orthocentrem (průsečí
kem výšek) v trojúhelníku S2S+9S;,neboť je např. AS% | S59; (osy vedlej
ších úhlů). Toho se dá výhodně použít při konstrukci.

2. Každá ze tří kružnic vně vepsaných leží tedy uvnitř jednoho úhlu
vnitřního a dotýká se jemu příslušné strany trojúhelníka; dále leží uvnitř
dvou vnějších úhlů, k uvažovanému vnitřnímu nepříslušných a dotýká se

115



přímek, v nichž leží zbývající dvě strany; např. kružnice kz se středem S4
leží v úhlu «, dotýká se strany a, leží uvnitř vnějších úhlů GB“,y“ a dotýká se
přímek AB, AC, v nichž leží strany bd,c.

Dále dokážeme pomocnou větu:
Délka tečen, vedených z vrcholu trojúhelníka k příslušné kružnici vně

vepsané je rovna polovině obvodu trojúhelníka. Délka tečen vedených
z vrcholu trojúhelníka k nepřislušné kružnici vně vepsané je rovna délce
tečen vedených z druhého takového vrcholu ke kružnici vepsané.

Přitom vrchol A je příslušný ke kružnici k; atd., je nepříslušný ke
kružnicím Kg,k..

Obr. 1

Důkaz. Označme A", B", C*body, ve kterých se kružnice k dotýká
stran trojúhelníka ABC, dotykové bodý kružnice k; vně vepsané se
středem S, obdobně A", B", C" Protože velikosti tečen vedených z bodu
ke kružnici jsou shodné, platí

AB = AC BC = BA (CA=CB
Označme

AB=x, BC=y, ČA=z
Z obr. 1 je patrno, že

yh 2=a,2-+ a=b,a+w=0 (1)
To jsou tři lineární rovnice o třech neznámých «, y, z. Jejich sečtením
dostaneme

2x+ 2y4 2 =a+b+ c
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Označíme-li a + b + c = 2s (s je tedy poloviční obvod trojúhelníka),
obdržíme

zhy+2=s
Odečtením vždy jedné z hořejších rovnic (1) dostaneme

£=S—a,y=s8-d8,z2=S- C (2)
Dále platí

AB" = AC" BC" = BA" GA" = CB"
Položme

AB" =% BC" =y CA" =7Z
Z obr. 1 je vidět, že

+8 =a, U—my=c, ď—Z=
Sečtením dostaneme

2x —a-B+ c,
tedy

v — 6 (3)
dále je

yY=s—0(c,z2 =s-—b (4)
Porovnáním výsledků (2), (3) a (4) dostáváme konečně

X=8,Wy=2,2 =,
odtud plyne správnost dokazované věty.

Nyní již můžeme přikročit k důkazu hlavní věty.
Věta 2. Jsou-li 04, 04, 0, poloměry kružnic vně vepsaných danému

trojúhelníku, o poloměr kružnice vepsané, r poloměr kružmce opsané a P
obsah tohoto trojúhelníka, potom plati

a) P= (8— a) 04 = (s— b) 04 = (8— 0) 0x; (5)

1 1bbo=—+-+-; (6)
o 04 05 0

c) P=/Ve 0405©; (7)
d) a bw +e—eo=+ (8)

Důkaz. a)Naobr.1je SA' = SB“= 8 = 6,8,A" = SC" = u.
Podle pomocné věty je AB— AC =s— a, BA = BC =s—b,
CA = CB= s— ec,AC" = s.

Z obr. 1 je patrno, že
NACS X ANAG"

Proto
AC" SG" = AC SC

po dosazení
S Pam (8— a) 0,

čili

08 = 04 (S — a)
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Poněvadž, jak známo, ps = P, dostáváme

P= 0a (s — a) ů |
což jsme měli dokázat. Další vzorce z (5) odvodíme cyklickou záměnou

b) Podle části a) platí
-PB -B „Pa Blzlg27m%

takže
l l l s— a s— 0 s— c1, L, 16-4d+6-4+6-9.
0 © © P

O 38—(a+8-+-0) ( 88—2s. s. I© P -BBR e'
což je vztah (6).

c) Znásobením rovnic
P= os, P=e(s— a), P=©el(s—b), P= 0%(s—c)

dostaneme

Pt = 0.040 0.s(s— a) (s— b)(s— ec).
Výraz s (s — a) (s — b) (s — c) je podle Heronova vrorce roven P?, takže

PS= 0.040 00P"
a odtud

P= Vo +O4050e
d) S použitím předchozích výsledků dostáváme

P P P PBaT6TREST S37 smes
Zavedeme-lioznačenís — 3 (a +b-c), je

s—a=š(-atb+9,
s—d= kla—d+9,
S—(= 3 (a -+b—o0.

Poslední výraz pak nabude postupně tvaru
04 T © -T Oe— 0 =

s (s — b)(s— c) + s(s— a) (s— c) s(s— a) (s — db)—
— (s — a)(s— 5) (s— c)

— P =

s(s— c) c+ c(s— a)(s—b) —
P =

apo TT 9)(arb—0)T-(—aTd+90(a—5+9)
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Č C abo
8 pánem 2 ee v a p do Ž == m, = — M .=zplla+d)O-+č (a— 5b)]1P4abP 4r

O poloměrech kružnic vně vepsaných a kružnice vepsané platí ještě
další vztahy. Uvedemesi některé z nich bez důkazů, které přenechávám
čtenáři. —sto Z—arsin©cos Lcos L

02= stg 9 = 4rsin 9 cos 9 Cos 9?

« « i
©= tr 00s5- sin5 cosZ, o= 4rcos5 cosE-sin Z, (9)

' l l l 1l l l
0% Vu % u. © % Ve

l 1 l l= —+5- (10)
0e Va V v

— += =—+> + (11)

Zlatý slavík a matematika cozončeny
MILOŠ MATULA, Praha

Matematik si ovšem položí otázku existence a jednoznačnosti řešení,
tj. otázku, zda ke každému možnému rozložení počtu bodů (splňujícímu
podmínku X b = 6) je uvedeným postupem určeno rozložení základních
pravděpodobností p a zda takové řešení (resp. monotonní řešení, při
němž větším hodnotám b odpovídají větší hodnoty p) je jednoznačně
určeno. Zásadně by bylo myslitelné, že například existují různé dvojice
hodnot A, B tak, že hodnoty p vypočtené z naší rovnice vyhovují
podmínkám Xp = I, Xp? = A. Rozebereme zde tuto otázku jen pro
nejjednodušší případ, že se bodují prvá dvě místa a nerozlišuje se
jejich bodová hodnota [takže můžeme klást např. 6) — 6(2)— 1],
jinak řečeno, že jsou dány celkové počty hlasů pro jednotlivé zpěváky
a máme určit pravděpodobné rozložení prvních a druhých míst. V tomto
případě je

2p(1— 2)

—Pů)—I2
== 1—4 3

přičemž
Z= VpW+ Zp%=2.
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Protože budeme (viz dále) předpokládat r > 2, je samozřejmě 6; < 1
pro každé 2.

Pro p dostáváme pak kvadratickou rovnici

a odtud

l1— A
p=4+1-3 S0=1n4+|IT20=A0, (6)

přičemž A je takové, aby
,

2m=1
j=1

Poznamenejme nejprve, že je-li r = 2, tj. dostanou-li v anketě hlasy
pouze dva zpěváci, podílejí se tito zpěváci o obě prvá místa a každý
z nich má právě tolik prvých míst, kolik druhý má míst druhých.
V tomto případě je nutně pz — 1 — p, a vychází db,— db,= 1 (oba
dostanou stejný počet hlasů a tudíž v tomto případě, při bodování 1,
1, také stejný počet bodů), ať jsou 94, P, jakékoli. V tomto triviálním
případě nelze samozřejmě o rozložení prvých a druhých míst říci nic.
Budeme proto předpokládat, že r > 2.

Za druhé poznamenejme, že existují rozložení, při nichž ve vztahu
(6) lze vzít vesměs znamení ,„minus““ (když žádné p nepřesáhne hod
notu 1/2), ale také rozložení, kde pro některé Z; je nutno vzít znamení
„plus“ Takové Z; však potom zřejmě může být pouze jedno (u zpě
váka na prvním místě), protože nanejvýš jedno p může přesáhnout
hodnotu 1/2. V prvém případě budeme mluvit o řešení prvého druhu,
v druhém případě o řešení druhého druhu.

Ukážeme si nyní, že odpověď na otázku existence řešení je kladná.
I. Předpokládejme nejprve, že c < 1/2, kde c znamená největší z daných

bodových hodnot bz.Je-li dáno nějaké číslo A, počítejme hodnoty

po=šli— V1—2(1— 4) bi] (*)
hledejme řešení prvého druhu. Jak je známo (a dá se snadno ukázat),
pro 0 < z%< 1/2 platí nerovnosti

Vi-2 < lmx< Vi- z.
Je-li tedy A —=0, dostaneme výpočtem ze vzorce (*) hodnoty

pi= 1V2(1—|1— 2b) > 1/2[1— (1—b)] = 12b,
a protože X bz= 2, je pak Z pz > 1. Pro A = 1/2 dostaneme

p=12(1—'1—b)<1W2[1— (1—b)]= 12b,
a tedy X%pi < 1. Protože však Z pz při hodnotách p; počítaných z (*)
zřejmě spojitě závisí na A, existuje v intervalu (0, 1/2) číslo A takové,
že Z pi = L.Tedy v případě c < 1/2skutečně existuje řešení, a to dokonce
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řešení prvého druhu (zřejmě pouze jediné takové řešení, protože každé pz,
a tedy také Z p; klesá s rostoucím A).

Jestliže c = 1/2, pak buď všechna b; = 1/2, a pak je r = 4 a existuje
řešení takové, že všechna p; = 1/4, nebo pro nějaké 7 je b; < 1/2, a pak
atačí nepatrná modifikace předchozí úvahy, kterou pro úsporu místa vy

ustím.
r II. Předpokládejme nyní, že 1/2 < e < 1. Zvětšujme 1 —A od 0 do
1/(2c) a počítejme p; podle vzorce (*). Pro 1 —A = 0 dostáváme p; = 0
a při zvětšování 1 —A se zvětšují pi. Jestliže pro některé A S 1/(2c),
dostaneme Ž p; = 1, pak mámeřešení (prvého druhu).

Jestliže však zůstává stále i pro 1 —A = 1/(2c) Zp; < 1, pak hledáme
řešení druhého druhu, tj. počítáme p, odpovídající hodnotě d = c podle
vzorce

Po= V201+ 1—2(1— A)d,
ostatní pi podle vzorce (*). Nechť nyní 1 — A klesá od 1/(2c) (při němž
je P, nezávislé na volbě znamení u odmocniny, která má v tomto případě
hodnotu 0) do 2 (1 — c). Snadno ověříme, že 2 (1 — c) < 1/(2c). Uvažujme
případ 1 — A = 2(1 — c). Ze vztahu b = 2p (1 —p)/(1 — A) v tomto pří
padě vyplývá p(l— p) =—b(l1—c). Protože 1— p< 1, je tedy p >
> b(1— c), a protože Zb = 2, a tedy Z b=2— c, je Zp= ZD+

be DÉDo
+ Po > (L— 0) (2 — ©) + Po, při čemž

Po= V201+ Vi- 4(I— 9]=1/2[1+|(20— Př]=c,
tedy Zp > 1+ (1 —e)?. Tento výraz stoupá od 1 do 5/4, když c klesá
od 1 do 1/2. Pro jakékoli c takové, že 1/2 < c < 1, je tedy při A = 2(1 — o)
nutně Z p > 1. To znamená, že při přechodu od 1 —A = 1/(2c) do l —A =
—=2(1— c) se Z p mění od hodnoty menší než 1.k hodnotě větší než 1.
Existuje tedy vzhledem k spojité závislosti Z p na A opět taková hodnota
A, pro kterou Z p = 1 a která tedy dává řešení.

Konečně ukážeme, že také odpověď na otázku jednoznačnosti řešení
je kladná.

Snadno vidíme, že různá řešení jsou možná jen při různých hodnotách A.
Předpokládejme, že existují dvě různá řešení pz, Di s odpovídajícími hod
notami A, A*. Ze vzorce (*) je vidět, že když například (jak budeme před
pokládat) A < A*, pak pi > př pro všechna „„normální““4, pro něž se pi
počítá podle (*). Protože b; — b*, platí

2pi (1 —pi)/(1 —A) = 2př (1— př)/(L— A*),
takže

ml— p)=Tma+Pé 1—m),
a označíme-li

A
A%

J-Á K,l
je

pi (1 —pi) = Kpř (1— př),
kde K > 1. Označme nyní b, největší z bodových hodnot 0;, takže %=
= I,2, ..., r — 1 jsou „„normální“'případy. Protože

pr=l— (P+ + Pr-1),
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máme vztahy
Pl(l— py)= Kpř (1— Př),

pra (1— pr-1) = Kpř-1 (1 —př-1),(—p—"=p-idímfo +pr-D==K(l-pf——př-D(PÍ+| +pr-1).
Sečteme-li tyto vztahy pro %= I, ..., 7 — 1 a odečtemeposlední "vztáh
(pro 4 = r), dostaneme nalevo(m++pr-dD—(pi+.+př-D—(m+.o +Ppr-D+

+ (pm+ + Pr-1)? = 2 (P1PaT P1Pa + + Pr—2Pr—1)

a obdobný výraz napravo, takže

Pia + + Pr-epr-1 = K(pipž + + př-2Př-1) (7)
Na druhé straně ze vztahů

př (L— pi) = Kpř (L— př),

pi (L —p;) = Kpř (1— př)
dostaneme násobením

WL—pě )(L—př)
(1 — ps) (1 —p;)

Pipi = K*pěpý

Pro4r je pi> př„pi > p , tedyzřejměpip;> K*pěpi„Tudíž

P1ba+ + pr-2Pr-1> K (pivž + -+pPř-2př-1) ,
Což je ve- sporu s (7).

Jiným problémem je otázka existenee případné (aspoň teoretické)
zákonitosti rozložení třeba pravděpodobností p; samých, např. způ
sobu závislosti hodnoty 9; na pořadí %(seřadíme-li hodnocené prvky
podle velikosti p;). Zase tu ovšem jde o obecnější otázku, která se
netýká zrovna jen hodnocení zpěváků ve Zlatém slavíku. To ovšem
už není jen záležitost pravděpodobnostních úvah. Poznamenám jen,
že považuji za dosti pravděpodobné, že v obdobných případech jde
o zákonitost v podstatě matematicky podobného typu jako v případě
závislosti pravděpodobnosti výskytu ú-tého nejčastějšího slova v Jázyce
na pořadí (která se studuje v matematické lingvistice) a že motivace
pro takovou domněnku je značně obdobná motivaci obvyklé v oblasti
výzkumu frekvence slov. Číselný materiál ze skutečných hodnocení typu
Zlatého slavíka není ovšem dost rozsáhlý jako empirický podklad pro
bližší studiumtéto otázky. Tím se už. pochopitelně v tomto článku.
nebudeme zabývat. |
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DESKRIPTIVNÍ
GEOMETRIE

Svazky kružnic
KAREL DRÁBEK CSc. ČVUT Praha

Při hledání bodů, které mají ke dvěma daným (nesoustředným) kruž
nicím touž mocnost, jsme zjistili, že množinou takových bodů je přímka,
tzv. chordála*).Tato přímka je pro dané dvě kružnice buď nesečnou —
obě kružnice leží jedna vně druhé (S4S; >>74+ 72), nebo jedna uvnitř
druhé (S,S; < |r1—7+|), nebo je sečnou (jr —r < 8492< 1+ 72),
nebo je tečnou. Obě kružnice se dotýkají vně (S19; = 74+ 72) nebo
uvnitř (S49, = |1— 72).

Všechny kružnice, které mají středy na přímce c, tzv. centrále a mají
touž přímku ch | c za chordálu, tvoří svazekkružnic.

Průsečík C centrály a chordály, tzv. centrální boď svazku kružnic,
má vzhledem k určenému svazku kružnic vždy jednu ze tří možných
mocností:

a) Je-li chordála ch nesečnou kružnic svazku, je centrální bod C
vnějším bodem pro všechny kružnice svazku a jeho mocnost je kladná
(obr. 1). Jestliže kružnice k;, k2, ... svazku protínají centrálu c v bo
dech K1, Ly; K2, Lo; pak pro orientované úsečky platí

—> -> —>CK,Ci=CK,.Cla=© =R,k>0,
1)Viznapř.článekJ. Šedivý, Mocnost bodu ke kružnici,

Rozhledy (40), 1961—62, str. 207.
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tedy na přímce c existují dva body N, N"',pro které

CN%= CN?=

Oba body N, N", které jsou také průsečíky kružnice o středu v cen
trálním bodě C protínají pravoúhle všechny kružnice daného svazku,
považujeme za středy kružnic svazku, které mají poloměr rovný nule
a nazýváme je také nulovýmikružncem.

Tento svazek kružnic můžeme proto určit dvěma body N, N' jako
nulovými kružnicemi, nebo jedním z nich a chordálou ch. Svazek tohoto
druhu nazýváme hyperbolickýmsvazkemkružnic.)

Poznámka. Připomeňmesi, co
rozumíme pod pojmem „úhel
dvou křivek“ ky,k. Jako v pří
padě přímky zvolme na křivce
orientaci (zpravidla vyznače
nou šipkou). U křivek, které
jsou předem dány parametric
kými rovnicemi nebo které lze
parametrizovat, je po úmluvě
kladný smysl dán směrem ros
toucího parametru. Tak např.
u kružnice©= rcost,y = rsinč
je parametrem úhel ť spojnice
středu kružnice a jejího bodu
s kladným směrem osy «. Ve

Obr. I společném bodě 7T' orientova
ných křivek k, k, sestrojme
k nim tečny 71,ť, (samozřejmě,
pokud je to možné). Orientace
na těchto tečnách je již dána
zvolenou orientací na křivkách
ky, k, (obr. 2a). Uhel w těchto
tečen, který získáme otočením
kolem bodu T' jedné tečny do
druhé, přičemž tedy 0 S vwS
S 180“, nazýváme úhlem kři
vek k;, k, ve společném bodě
T. V obr. 2b jsou zobrazeny
kružnice ky, k„, které se v bodě
T protínají pod úhlem v = 30.
Je-li g — 907, pak se dané křiv

Obr. 2 ky ky, k, protínají pravoúhle.

2) Zdůvodnění názvu svazku kružnic se najde v projektivní geometrii
v souvislosti s vyšetřováním speciální projektivnosti, tzv. involuce.
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b) Je-li chordála ch sečnou jedné kružnice k; svazku a protíná ji
tedy ve dvou bodech A, B (obr. 3), je sečnou všech kružnic svazku,
které procházejí oběma body A, B dané chordály ch.

Tyto dva body A, B se nazývají základní body eliptického svazku
kružnic. Centrální bod C je nyní vnitřním bodem všech kružnic tako
vého svazku.

Jestliže kružnice k,, ks, svazku protínají centrálu c ve dvojicích
Ky, Ly; Ks, Lo; pak pro orientované úsečky platí

— —> —> —CK,CE,=CK,Cla=© =-B,k<o
Eliptický svazek kružnic určujeme obvykle oběma základními body

A, Bna chordále ch. Centrála c je pak osou souměrnosti úsečky omezené
základními body A, B.

Poznámka. Jestliže pro daný hyperbolický (eliptický) svazek kružnic
sestrojíme kružnice, které protínají pravoúhle všechny kružnice svazku
a mají tedy středy na chordále svazku, dostaneme eliptický (hyperbolický)
svazek kružnic, který má v nulových kružnicích (základních bodech) své
základní body (nulové kružnice). Centrála nového svazku je chordála pů
vodního svazku kružnic. Dva svazky kružnic s uvedenou vlastností se
nazývají sdružené.

Obr. 3 Obr. 4

c) Je-li konečně chordála ch tečnou jedné kružnice k, svazku (obr. 4),
a tedy centrální bod C je bodem dotyku tečny ch s kružnicí k,, platí
tato vlastnost opět pro všechny kružnice tohoto svazku, který se nazývá
parabohcký svazek kružnic.

Tento svazek kružnic určíme např. chordálou ch a centrálním bo
dem C.

K parabolickému svazku sdružený svazek je opět parabolický.



Přiklad. Sestrojte kružnici, která prochází dvěma body M, M, a protíná
pravoúhle danou kružnici k“ (S“, r").

Při konstrukci použijeme vlastnosti sdružených svazků kružnic.
Určíme svazek kružnic s centrálou c, která je osou úsečky M,M, a chor

dálou ch, která prochází bodem S“ kolmo k c.

Obr. 5

Je-li centrální bod C = c.ch vnější bod pro k“ (obr. 5a), je tento svazek
eliptický a jeho základními body A, B prochází hledaná kružnice k. Body
A, B jsou průsečíky kružnice o středu C, která protíná pravoúhle danou
kružnici k“.

Je-li bod C vnitřním bodem kružnice k“ (obr. 5b), je tento svazek hyper
bolický, průsečíky N, N“ (od N“ není v obr. označen) kružnice k“, která
patří do sdruženého svazku, s centrálou c jsou příslušné nulové kružnice.
Z vlastnosti mocnosti bodu ke kružnici sestrojíme pro hledanou kružnici k

—> >,
její další bod z podmínky CN? = CM; .CM1. Další postup při konstrukci
kružnice k je zřejmý.

Je-li c tečnou kružnice k“, a tedy C bodem kružnice k“, pak hledaná
kružnice k (obr. 5c) musí procházet centrálním bodem C.

Svazky kružnic mají mnoho zajímavých vlastností, které lze v geo
metrii využívat různými způsoby. V některém z příštích článků uká
žeme vlastnost, která vede k vytvoření kuželoseček.

Rebus. Str. 143: Ch. Coulomb (1736—1806). Str. 155: J. P. Joule (1818—
1889).

Oprava. V úloze č. 3 na str. 81 druhého čísla čtěte 3“ místo 3".
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FYZIKA

Energie soustavy
pružina - tuhé těleso
DR. OLDŘICH PIVNIČKA, SVVŠ,Znojmo

Při úvahách o energii soustavy, skládající se z pružné spirály a tělesa
připevněného k této spirále, můžeme dojít k některým zajímavým
výsledkům.

V dalším budeme předpokládat, že při deformaci je vždy splněn
Hookův zákon pružné deformace, ať se jedná o prodlužování či zkraco
vání pružiny, tj. že platí vztah

F=K.8Al,
kde K je tuhost pružiny, F síla a A! prodloužení.

1. Uvažujme nejprve o situaci, znázorněné na obr. 1. Těleso o hmot
nosti m (tvaru dutého válce) zde koná kmity kolem rovnovážné po
lohy O mezi body obratu A, B s amplitudou r. Předpokládáme, že
pohyb tělesa po vodicí tyči se děje bez tření a že hmotnost pružiny je
zanedbatelná.

Pro libovolnou polohu, určenou okamžitou výchylkou y, je kinetická
energie.tělesa. W, = ž%me? a elastická energie pružiny W,— %Ky?. Uvá

„žíme-li, že podle zákonů harmonického pohybu je —
v= řw.eosot,y= r.snot, ma = K,

dostáváme pro energii kmitů
W= ž mr. cosžet+ Žmr*ež. sinžof =

= z Mo*r?—3 Kr.
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Docházíme k výsledku, který bylo možno očekávat, že totiž celková
energie kmitající soustavy je stálá a nezávislá na okamžité výchylce w.
Přitom poslední výraz udává elastickou energii v krajních polohách,
kdy okamžitá rychlost je nulová, výraz předposlední kinetickou energii
při průchodu rovnovážnou polohou, kdy pružina není deformována.
Při průchodu rovnovážnou polohou je totiž |cost| = 1, takže v == kor.

o

Obr.2

a——4

I

2. Uvažujme nyní o případě, kdy těleso je na pružině zavěšeno
(obr. 2). Zde se situace poněkud komplikuje, neboť při kmitech se mění
výška tělesa, tedy i jeho potenciální energie tíhová, ke které nemůžeme
a priori nepřihlížet.

Označme délku nezatížené pružiny /. Zavěsíme-li na ni těleso hmot
nosti m, prodlouží se o délku Al, pro niž platí podle (1)

mg= K.Al, (2)
kde g je místní tíhové zrychlení. Rozkmitáme-li soustavu, pak pro
libovolnou polohu, určenou okamžitou výchylkou (elongací) y, platí pro
kinetickou a tíhovou energii tělesa a pro elastickou energii pružiny

Wy=žnm?,
W,= my,

W, =%K(Al— y?
Elongaci y bereme kladně ve směru vzhůru. Přitom nevylučujeme mož
nost y > Al; v tom případě je pružina stlačena a výraz pro W, zůstává
v platnosti. Tíhové energii v rovnovážné poloze O přisoudíme nulovou
hodnotu.

Celková energie je tedy
W= mě?+ mgy+ ž KA? —K.Al.y+ 3Ký.
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Dosadíme-li sem podobně jako v předcházející úvaze příslušné výrazy
za 4, v a K, dostáváme po úpravě

= 3 mřaž + 3 ma? (Al)?+ my (g— ež. Al). (3)

Podle tohoto výsledku by se zdálo, že celková energie závisí na
okamžité výchylce y, která se objevuje jako součinitel v posledním
sčítanci. Avšak dosadíme-li do (2)

K = mo,
dostáváme po zkrácení

g=e*.Al,
takže poslední sčítanec je roven nule. Celková energie soustavy je tedy

W—3Kr-+ 3 K (Až. (4)
Jestliže soustava nekmitá, přísluší jí pouze elastická energie pružiny
protažené o délku Al

Je-li soustava rozkmitána, vzroste její energie podle (4) o ž Kr*. Je
tedy celková energie kmitů stejně jako v prvním případě dána výrazem
z Kr.

3. Jestliže se při kmitech nemá pružina stlačovat, (to nastane na
příklad tehdy, když nedeformovaná pružina má závity těsně u sebe),
je energie kmitů omezena podmínkou

r<Ař.
Dosadíme-li sem za A! podle (2), dostaneme

m<
"ST (5)

Pro energii kmitů pak dostáváme

Jestliže tedy na pružinu upevníme těleso hmotnosti m a pružinu
uvolníme (před uvolněním byla pružina nedeformovaná), kmitá sou
stava s energií

(6)

V tomto případě závisí energie kmitů i na tíhovém zrychlení.

4. Doposud jsme předpokládali, že hmotnost pružiny je zanedbatelná.
Uvažujme nyní, jaký vliv má při kmitech vlastní hmotnost pružiny.
Závity se při kmitání pohybují, a proto se pružina podílí na kmitové
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energii nejen energií elastickou, ale i energií kinetickou. (K tíhové
energii závitů není třeba přihlížet vzhledem k výsledku úvahy uvedené
v odstavci 2.)

Představme si pružinu rozdělenou na velký počet » stejných částí.
Jen část poslední má stejnou rychlost v jako připevněné těleso. Část
k-tá (počítáno shora) má rychlost

k
Vvy—=D.—.

Označíme-liu hmotnost pružiny, pak kinetická energie k-té části je14a1
Šn m 9ně

Kinetická energie všech částí je pak
2

Wi=4 G B+2+ +m. (7)
n3

Úplnou indukcí lze dokázat, že
12+22+ + n=3n.(n+1).(2n1+1),

čili

1242 pn=lE+B+gn3 2 6

Dosazením do (7) dostáváme

Wim4 ze+ee)
Jestliže je » veliké, můžeme zanedbat poslední dva členy v závorce

a pro kinetickou energii pružiny dostáváme
Wi=.kuv. (8)

Pro kinetickou energii celé soustavy pak platí

Wadmě+ii ežim Ee.
Není-li hmotnost pružiny zanedbatelná, musíme k hmotnosti upev

něného tělesa připočítat jednu třetinu hmotnosti pružiny.
Kdo zná základy integrálního počtu, dospěje k tomuto výsledku

rychleji a přesněji:
Označíme délkový element pružiny dr, l délku, u hmotnost pružiny.

Hmotnost délkové jednotky je pak = , Je-li okamžitá rychlost volného
konce pružiny v, pak délkový element ve vzdálenosti r od pevného
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konce má rychlost v. Kinetická energie délkového elementu je

xž vžbp“ do=t. x*dz.
Celková kinetická energie pružiny je

l
, l uv?

W —J 2 = a*dr= S20,o

což se shoduje se vztahem (8).

Grafické zobrazování veličin

střídavého proudu
ING. LADISLAV SMRŽ

Při sinusovém průběhu veličin střídavého proudu, který můžeme
v běžné elektrotechnické praxi předpokládat, používáme obvykle k je
jich výpočtům trigonometrických funkcí a diferenciálních rovnic. Pro
zjednodušení poměrně obtížného a časově náročného počtu a pro pře
hledné znázornění vzájemných poměrů veličin ve střídavém elektrickém
obvodu je velmi vhodné grafické zobrazení. Bývá zde zvykem mluvit
o tak zvaných vektorových diagramech střídavých veličin, což však
není pojmově zcela přesné.

Vektory jsou matematické (fyzikální) veličiny, u nichž musíme při
výpočtu uvažovat nejen jejich velikost, ale i směr v trojrozměrové
soustavě. Pouze u tak zvaných skalárů vystačíme k jejich určení jen
s jejich číselnými hodnotami. Veličiny střídavého proudu nemohou být
považovány za vektory (1když jsou jim podobné), poněvadž jsou pouze
časově proměnné. Tato závislost na čase může být zobrazena v dvou
rozměrové soustavě, tedy v rovině. Proto je jejich správný název ro
vinné vektory nebo častěji užívaný název časové vektory (točivé nebo
rotační vektory).

Při grafickém zobrazování časových vektorů si představujeme, že
veličina sinusově se měnící je znázorněna časovým vektorem stálé veli
kosti, rotujícím stálou úhlovou rychlostí w. Jeho velikost odpovídá
amplitudě příslušné sinusové funkce. Fázový posun mezi dvěma veliči
nami je pak představován úhlem mezi příslušnými časovými vektory.
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A A
V obr. 1 je grafické zobrazení časových vektorů napětí U a proudu I.

ZÚ

Vidíme, že předcházející časový vektor proudu | je pootočen o větší
Pú

úhel w, vůči vztažné ose než časový vektor napětí U (úhel ,). Vzá
jemný posun mezi nimi je pak vyjádřen úhlem ©; — W = 9.

vztažná osa

Obr. 1

Oběh časových vektorů, pokud se jedná o veličiny se stejnou fre
kvencí, v diagramu neuvažujeme. Pracujeme zde tedy s tak zvanými
stojícími časovými vektory. To však plně vyhovuje, poněvadž nás za
jímá pouze jejich velikost a vzájemný fázový posun.

R L C

U, „LH L U
i

A“©
Obr.2

K sčítání nebo odčítání dvou nebo více veličin vyjádřených sinuso
vými funkcemi používáme v diagramu vektorového součtu nebo rozdílu
odpovídajících časových vektorů. Derivování sinusové veličiny zobra
zíme v diagramu časovým vektorem, který předchází o 90“ výchozí
časový vektor, integrování pak časovým vektorem o 90“ za ním zpoždě
ným. Proto tedy v diagramu znázorňujícím obvod pouze s ohmickýmPOZ
odporem R budou časové vektory U a I ve fázi, jde-li o obvod pouze
s indukčností L, bude časový vektor proudu zpožděn o 90“ za časovým
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vektorem napětí. U obvodu s kapacitou C bude naopak časový vektor
proudu o 90“ předcházet časový vektor napětí.

V obr. 2 je schématicky naznačen obvod střídavého proudu s ohmic
kým odporem R v sérii s indukčností L a kapacitou C. Příslušný dia
gram časových vektorů je v obr. 3. Z něho je patrná poloha jednotli

Zú
vých časových vektorů vůči sobě a vůči společnému proudu I, pro
tékajícímu celým obvodem. V diagramu jsou vynesena dílčí napětí
A A 4
Up, Uz a U, a postupným vektorovým skládáním je graficky určeno

LY Zá
výsledné napětí U, předcházející proud | v obvodu o úhel g.

U A

Ú=Je+1+

|

|

Ay u /
Ů, | =

Uz+U. |
|

|x |
VA

Obr.3

Diagramy časových vektorů dávají dobrý přehled o vzájemných po
měrech zúčastněných veličin co do fáze a velikosti a umožňují použití
geometrických vztahů k výpočtu výsledné veličiny. Často však využí
váme diagramů jen k názorné představě a výpočet provádíme komplex
ním počtem.
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==NAŠE SOUTĚŽ
Řešení úloh minulého ročníku
Matematika

4. Určete součet nekonečné řady
l 1 1

1.2.3.4 T 2.3.4.5 Ť 3.4.5.6 + T
l+ Tnn+bDn+2)(n+3 oJan Fráňa

(Došlo 26 řešení)
Řešil Jan Červenka, IIT.A SVVŠ, HavlíčkůvBrod.
Položíme

l „A B C DATEMI"nil nržní8
Po vynásobení společným jmenovatelem a po úpravě máme rovnici:

A(m+6nž+ZE E o E ©GP7 dm+šm)+D (n* —+3n* + 2n) =1;
nA B+ 0+ D)s nů(644 5B4.40 + 3D)+

+ n(ILA + 6B + 3C + 2D) + 6A =1.
Porovnáním koeficientů u mocnin stejného stupně dostaneme rovnice:

A+ B49GC+D=0,
6A+5B+44C+3D=0,
114 + 6B+ 3C+ 2D=0,

6A = 1; odtud A = %
Dosadíme-li za A do zbývajících tří rovnic a soustavu řešíme, vychází

B=— %, G=%, D=-— %.
Vztah I 11-1 -žlpnín+1)(n+2(n+3) 6n n+3/ 2+3 +2
pro rozklad n-tého členu řady v parciální zlomy užijeme k úpravě jednotli
vých členů řady:

1 -1(1.1) 1(1.1
1.2.3461. 4/22. 3/'

1 OL1(1I, 1,1 I
2.3.4.5..642. 67 243.. 4)

L -1(1-1)11.1
3.4.5.6.63. 6 24. 5)
L -1(1 1) -1(1 1

4.5.6.7 64. 7 215.67

-134



1 | 1 1 o(n—4)(n-—3)(n—2(n—-1. 6|n-4. n-1

(I 1 1 )o2ln-3 n-2

1 =5(z5 -)-(z jí
(n—3)(n-23(n—-1.n6in-3 n) 2in-2 n-l

1 =5 1 )- lk- l(n—2(n-Dn.n+l6-2 n+2 2. n+l
1 1 1 )- (E 1(n—Unín+1).(n+2).6 I n+2 2ln. n+l
l „1(1

nín+- I1)(n+ 2) (n+ 3)

Sečtením levých stran a pravých
šily, máme vztah:

slE-zja)-353T-a.
stran, kde> vynechám, členy, které se zru

n

S 1= nm+Din+2)(n+3)
=114141- 1- L- oj- 2- 1

611. 2. 3 on+l. 1+2. n+3 2 (2

Součet nekonečné řady 2 1
S=im 21m1Dn13%130

1 1 1 1 1 l ll 1 2
—- ji —7 —— — — — 7" — * —— —Z — 3

| T T | 2 2 6 6 4 36

s= L.
18

5. V rovnici 4* — Ila?* + 4x? + kr — 36 = 0 určete k tak, aby platilo
T + 42= 0. Řešte rovnici.

Jan Fráňa
(Došlo 33 řešení.)
Řešil Pavel Polcar, II.B SVVŠ, VelkéMeziříčí:

Podle vztahů mezi kořeny a koeficienty algebraické rovnice platí:
(1)T + 4 T 43T UT 4 =0

(2) ja + XY TÁ T £1ď5+ Rab + DalaT Wal5T XaWa+ X3ď5+TT; = —
(3) T1TX3+ TXT + UTY5 + Dala + Mtals T Fats T X2KaT4+

+ Bbals + T TalabsT D40% = — 4,
(4) T1RT3T+ TTMaď5+ Tls + Tibalats+ XalaTg = k,
(5) TTT0T; =
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Ze vztahu (1) a z dané podmínky g3 + x, = 0 plyne: X3+ I%+ T%= Ů.
Upravme (3):

T; (X3+ Ta + €5) + Tady(X1+ X) + X3T5(X1+ €z) + R% (X1+ 4) +
+ Kataď5s — — ,

což dá po dosazení: 937445= — 4.
Užitím vztahů T; = — T718X374X;— — 4 dostaneme vztah (5):x7 — 9a ztohom=t3, m=3)
Pro g = <- 3 vychází z dané rovnice k = 18.
Dělíme-li mnohočlen («* — lla* + 4x? + 18r — 36) činitelem (x«*— 9),
dostáváme pro kořeny X3,X4,£+ rovnici:

«— 22-+4 =0,
kterou píšeme ve tvaru:

(x*+ 8)— 22 —4 =0,
(x + 2) (13—2+ 4—2) = 0.

Odtud kořeny:
R = —2; AMag=la.

PON

p je DAVD

Vnútorné trenie v kvapalinách
Doc. Dr. |VAN NÁTER, Bratislava

Téma na preštudovanie vIX. ročníku FO pre kategóriu C

V rámci stredoškolského učiva zoznamujů sa žiaci v mechanike kva
palín (hydromechanike) s vlastnosťami tzv. ideálnej kvapaliny a so
zákonitosťami vzťahujúůcimi sa na pokoj (rovnovážny stav) a pohyb
(průdenie) takejto kvapaliny. U ideálnej kvapaliny predpokladáme také
vlastnosti, ktoré umožňujů v jej vnůtri existenciu len normálových
napátí (tlakov), tj. napátí kolmých na Iubovolne orientovanů plošku
v kvapaline. Hovoríme tiež, že takéto kvapaliny sů dokonale tekuté.
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Na zmenu tvaru (odpovedajůcu deformácii v šmyku tuhého telesa)
takejto kvapaliny netreba vynaložiť nijaků prácu, a to ani vtedy, ak
táto zmena prebieha lubovolne rýchlo.

Skutočné kvapaliny sa od ideálnej líšia najmá tým, že nie sů doko
nale tekuté. Nedokonalá tekutosť prejavuje sa u reálných kvapalín
tým, že v průdiacej kvapaline vznikajů tangenciálne napátia na plo
chách, ktoré sú rovnobežné s průdnicami, teda so smerom rýchlosti
průdenia kvapaliny. Existencia týchto tangenciálnych napětí je pod
mienená tzv. vnůtorným trením alebo viskozitou (vázkosťou) kvapa
liny.

Pojem vnůtorného trenia objasníme si nasledujúcou úvahou: Úva
žujme kvapalinu průdiacu v dostatočne širokom vodorovnom žlabe.
V určitom zvislom priečnom reze bude rýchlosť průdenia kvapaliny
konštantná vo vodorovnom smere (v bodoch, ktoré majů rovnaků výšku
nad dnom žlabu), najváčšie zmeny bude však táto rýchlosť vykazovat
vo zvislom smere. Príčinou zmeny rýchlosti průdenia kvapaliny vo
zvislom smere je už napr. skutočnosť, že tenká vrstva kvapaliny tesne
priliehajúůcaku dnu žlabu sa prakticky nepohybuje v dósledku prilna
vosti kvapaliny k pevnému dnu žlabu. Celů kvapalinu v žlabe si mó
žeme predstavit rozdelenů na tenké vodorovné vrstvy, pričom rýchlosť
průdenia jednotlivých vrstiev vo zvislom smere nahor rastie (obr. 1).de "I

<

|
STTTTÍ T777TT9TTTTTTT9ITTT2,

<|
Obr. 1 Obr. 2

V dotykovej ploche dvoch susedných vrstiev, ktoré sa pohybujú ne
rovnakými rýchlosťami a teda po sebe klžu, vznikajů trecie sily. Tieto
rýchlejšiu (hornů) vrstvu brzdia a pomalšiu (spodnů) vrstvu urýchlujů.
Priíčinou uvedených trecích síl v kvapaline je práve vnůtorné trenie.

Zaveďme si v uvedenom príklade pravouhlů sůstavu súradnic pevne
spojenů so stenami žlabu tak, aby os z bola orientovaná rovnobežne
s rýchlosťou průdenia kvapaliny a ležala v rovine dna žlabu, os y nech
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je zvislá a oš ž vodorovná, ale kolmá na rýchlosť průdenia kvapaliný
(obr. 2). Vo výške y, nad dnom nech kvapalina průdi rýchlosťou v,
vo výške y, rýchlosťou v,. Medzi dvoma susednými vrstvami vzniká
na dotykovej ploche S tangenciálna trecia sila F (na obr. 2 zakreslená
ako sila urýchlujúca pomalšiu spodnů vrstvu), ktorá je tolkokrát váčšia,
kolkokrát váčšia je zvolená dotyková plocha S; dalej závisí táto sila
aj od toho, do akem miery sa mení rýchlosť průdenia kvapaliny pri
prechode od jednej vrstvy k druhej. Na vzdialenosť Jy = 44—4, pri
padá prírastok rýchlosti 4v = v —vy.Veličinav

y
udáva, ako rýchlo sa mení rýchlosť průdenia pri prechode od vrstvy
k vrstve a nazýva sa gradient rýchlosti. Číselne je rovná prírastku
rýchlosti průdenia, pripadajúcemu na jednotkovů vzdialenosť v Šmere
najváčšieho vzrastu rýchlosti a má jednotku

Sila F' vnůtorného trenia je úmerná aj gradientu rýchlosti, takže
Jv
Jy

Konštanta úmernosti1 vo vzťahu(1) sa nazýva súčinitel vnů
torného trenia (koeficientviskozity,dynamickáviskozita)kva
paliny. Jeho prevrátená hodnota

F=1. 8- 0)

1=
9)

je tekutost (fuidita) kvapaliny.Čím váčšiaje hodnotasúčinitela1,
tým viac sa daná kvapalina líši od kvapaliny ideálnej.

Kedže sila vnůtornéhotrenia závisí aj od velkosti plochy S, na ktorej
ju uvažujeme (meriame), je výhodnejšiecharakterizovať vnůtorné trenia
v kvapaline tangenciálnýym napátím r vznikajúcim medzi susednými
vrstvami kvapaliny. Napátie je všeobecne definované podielom silý
a plochy, na ktorů táto sila pósobí. Podla (1) je teda

F Jv= =n.“-. 2= (2)
Súčinitel 1 je doležitou látkovou konštantou, charakterizujúcou vnú

torné trenie v kvapaline. Jeho jednotka v súůstaveSI je
NsO F y M N m O o An [Some =měokem
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Jednotka súčinitela vnůtorného trenia v sústave SI sa nazýva new.
tonsekunda na štvorcovýmeter. V praxi sa dodnespoužívajed
notka viskozity zo sůstavy CGS, ktorej rozmer je g cm“*s-1 a ktorá
má názov poise (čítajpoáz)

1 poise — 1 P= 10-1Nsm“7ž.
Vnůtorné trenie hrá velmi dóležitů úlohu u mazadiel, ktorými ma

žeme napr. čapy v ložiskách. Použitím mazadla mení sa pomerne velké
suché trenie medzi čapom a ložiskom na omnoho menšie vnůtorné
trenie v mazadle (oleji, vazelíne). O tom, aké mazadlo je v danom
prípade najvýhodnejšie (s ohladom na hodnotu sůúčinitelaviskozity),
rozhodujů dva faktory: tlak čapu na ložisko a rýchlosť otáčania sa
čapu.

Pri malom tlaku čapu na ložisko a velkej rýchlosti otáčania sa čapu
vytvori sa medzi čapom a ložiskom vrstva mazadla takmer všade rov
nakej hrůbky. V dósledku prilnavosti je tesne pri obvodovej stene
ložiska tenučká vrstva mazadla, ktorá je voči ložisku v pokoji (nepo
hybuje sa), tesne pri obvode čapu zas tenučká vrstva mazadla, ktorá
sa pohybuje (otáča) spolu s čapom rovnakou uhlovou rýchlosťou. Tan
genciálne napátie na obvode čapu, vyvolané vnůtorným trením v ma
zadle, je preto priamo úmerné sůčinitefu vnůtorného trenia mazadla.

Pri velkom tlaku čapu na ložisko leží čap, pokial sa neotáča, jednou
povrchovou priamkou priamo na ložisku. Pri roztáčaní vzniká v tomto
mieste takmer len suché trenie. Priinavosťou sa však pri otáčaní čapů
privádza mazadlo aj dotýchto miest a hrůbka jeho vrstvy tu závisí
od viskozity mazadla. Čím viskóznejšie je mazadlo a čím váčšia je
rýchlosť otáčania sa čapu, tým rovnomernejšia je vrstva mazadla medzi
čapom a ložiskom. Aby bolo trenie medzi čapom a ložiskom čo naj
menšie, treba pri velkom tlaku na ložisko a malej rýchlosti otáčania
sa čapu použit mazadlá s velkou hodnotou sůčinitela vnůtorného
trenia.

Uvažujme teraz průdeniekvapaliny potrubím kruhového prierezu
o polomere r. Ideálna kvapalina by v tomto potrubí průdila tak, že
v rovinnom reze kolmom na os potrubia bola by rýchlosť v průdenia
konštantná. Objem V kvapaliny, ktorý prierezom potrubia pretečie
za Čas t, určuje v tomto prípade jednoduchý vzťah

V=nř.v.t.
Ak je však kvapalina viskózna, bude sa rýchlosť průdenia od stien

potrubia (tu je táto rýchlosť nulová) k jeho osi zváčšovať a najváčšiu
hodnotu dosiahne v strede potrubia.

'Abý sme zistili, akou rýchlostou prúdi viskózna kvapalina priamym
kruhovýmpotrubím polomeru r, uvažujme vnůtri průdiacej kvapaliny
v potrubí valček dížky Al s polomerom y, ktorého pozdížna os je zhodná
s osou potrubia(obr.3).

199



Ak majů čiastočkykvapaliny pretekať týmto valčekom od podstavy I
k podstave 2 rovnomerným pohybom, musí byť rozdiel F" tlakových
síl pósobiacich na obidve podstavy v rovnováhe s'trecou silou F póso
bjacou na plášt tohoto valčeka,

-.

— RU

n“
|Š

-=

+

Ť-=

-»

Obr.3

Sila P = ny (Pi—Pz)= 14 Ap, kde Ap je pokles tlaku pripada
júci na dížku 47 potrubia pozdíž jeho osi, zapríčinený energetickými
úbytkami pri prekonávaní vnůtorného trenia v průdiacej kvapaline.
Sila F podla vzťahov (2) a (1) má velkosť

F=tT s=ný „2nydl.
Platí teda rovnica 0

ny Ap= 2nadly —,
Y Jp " y Jy

takže

1. Ap

kde Av je úbytok rýchlosti průdiacej kvapaliny pri zváčšení vzdiale.
nosti od osi potrubia o hodnotu Jy a

oz- Ar (3a)
Výraz

1. Ap
21dí

ktorý je konštantný, označme k, takže z — k.w. Veličiny z a y sú
premenlivé, y je nezávisle premenná (mení sa v hraniciach OS ySr);
z je jej funkcia (závisle premenná). Z rovnice z — k.y vidieť, že veli
čina z je priamo úmerná veličine y. Grafickým obrazom funkcie

1 4,2nV
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je teda priamka, ktorá prechádza začiatkom sůradnicovej sůstavy yz.
Pri hodnote y —0 má aj z nulovů hodnotu, pri hodnote y = r má z
najváčšiu hodnotu

1 4

max —21
M 3R

(obr. 4).
Pretože ide o priamu úmernosť, je priemerná hodnota 2, veličiny z

rovná aritmetickému priemeru jej najváčšej a najmenšej hodnoty,
takže

l 1. Ap
kp = 79: Šmax— r4mAd

— MAA

(O r Y

Obr. 4 Obr. 5

Podla vzťahu (3) vyjadruje Áv = zp r úbytok rýchlosti prúdiacej
kvapaliny odpovedajůci prírastku vzdialenosti y od osi potrubia o hod
notu r. V tejto vzdialenosti od osi potrubia je však rýchlosť průdiacej
kvapaliny nulová. Preto výraz 2p.r = v, určuje rýchlosť čiastočiek
kvapaliny, ktoré sa pohybujú po osi potrubia. Je teda

1 Ap,ray a ; (4)
a vo vzdialenosti y od osi valca má preto rýchlosť průdiacej kvapaliny
hodnotu

-1 dp, Ldr, L
>| „(rE— 42). (4a)

141



Ak považujeme « za nezávisle premennů a y za závisle premennů,
je grafickým obrazom rovnice

v súradnicovej sústave x, y parabola. Preto vyplňujů koncové body
vektorov rýchlostí, vynesených zo všetkých bodov priesečnice osového
a kolmého rezu potrubím, parabolu (obr. 5) a koncové body vektorov
príslušných rýchlostí vynesených zo všetkých bodov kolmého rezu potru
bím rotačný paraboloid.

Pomocou integrálneho počtu, ktorý žiaci preberajů v matematike
v III. triede SVŠ, možno vypočítat, že za čas t pretečie prierezom
S = zr? kruhového potrubia kvapalina objemu

m* Ap= a (5)
Zo vzťahu (5) je zrejmé, že objem V velmi rýchlo rastie s rastůcim

polomerom potrubia, je priamo úmerný štvrtej mocninetohoto polo
meru.

Vnůtorné trenie v kvapaline sa uplatňuje aj vtedy, ak sa v kvapa
lme pohybuje cudzie teleso. Vrstva kvapaliny priliehajúca k telesu
prifďne k jeho povrchu. a je úplne unášaná telesom. Susedná vrstva
kvapalinyje unášaná:za telesom menšourýchlostou atak vzniká medzi
vrstvami trenie. Výsledkom týchto procesov je odpor, ktorý kvapaliná
kladie pohybujúcemu sa telesu. Velkosť tohoto odporu závisí podstatne
od tvaru a rozmerov telesa a, samozrejme, od viskozity kvapaliny.
Ak sa v kvapaline viskozity 1 pohybuje gula polomeru r rýchlosťou v,
pósobí proti nej odporovásila

Fg= 6.x.n.r.v. (6)

"Těntovzťah'téoreticky odvodilStokes,pretosa nazýva Stokeso
vým vzťahom“ Nagulóčku volne padajúců v-Kvapalinepósobia
tak celkom tri sily: tiaž G gulóčky, vztlaková sila Fx podla Archime
dovho zákona a odporová sila Stokesova F. Prvá z uvedených síl
má smer zvislý nadol, zbývajůce dve smerujúůzvislo hore. Pritom Sto
kesova sila je priamo úmerná rýchlosti padania gulóčky a teda na
rastá pri zrýchlovaní sa gulóčky. V okamihu, keď nastane rovnováha
síl posobiacich na gulóčku, platí rovnica Fy + F's = Ga od tohoto
okamihu sa gulóčka pohybuje bez zrýchlenia konštantnou rýchlosťou
Um,pri ktorej práve nastala rovnováha síl. To je maximálna rýchlosť,
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aků móže volne padajůca gulóčka v kvapaline dosiahnuťt. Ák o je
hustota kvapaliny a o' hustota gulóčky, sú
Fa=3.n.7 0.9, Fg=6.n.ng.r.v, G=$.n.r.0'.g
Z podmienky rovnováhy týchto síl, vyjadrenej rovnicou

3.1.7% 0.9+6.x.1.7r Vm=5.1.7 o.g,
móžeme vypočítať maximálnu rýchlosť gulóčky

2.7%.(o'— 0).
— 8 o) -9 (7-hh

Zo vzťahu (7) je zrejmé, že maximálna rýchlosť padania gulóčky
vo vázkej kvapaline je priamo úmerná štvorou polomeru gule. Čím
menšia gulóčka, tým pomalšie v kvapaline padá.

Stokesov vzťah móžeme použiť aj pri vyšetrovaní pohybu malých
gulóčiek v plynnom prostredí, ktoré možno v tomto prípade považovat
za vázků kvapalinu.

Ak nejakým vhodným spósobom odmeriame rýchlosť vy, padania
gulóčky, móžeme zo vzťahu (7) vypočítať sůčinitel vnůtorného trenia
kvapaliny

Vy

„ A.nlé— e).g (8)1 9 m
Zo vzťahu (8) vychádzame pri meraní súčinitela vnůtorného trenia

kvapalín Stokesovou metódou.

I
REBUS « REBUS « REBUS
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sj 4

CONE /

MMO

IX.mezinárodní matematická olympiáda
VLASTIMIL MACHÁČEK, Praha (Pokračování)

98.Budiž dána posloupnost
C= U Ta + T 4,
Coo=atat T 0%

n n nCnZA TA T T 4,

kde ay, a», —-.,as jsou reálná čísla, ne všechna rovná nule. Nechť dále
nekonečně mnoho členů posloupnosti £cm)je rovno nule. Určete všecka
přirozená čísla n, pro která je cn = 0

(Sovětský svaz, 7 b.t

6. Při sportovní soutěži bylo rozděleno v » po sobě jdoucích dnech
(n > 1) celkem m medailí. Prvního dne byla udělena 1 medaile a '/, ze
zbývajících m — 1 medailí. Druhého dne byly uděleny 2 medaile a '/,
ze zbývajících atd. Posledního dne bylo uděleno posledních n medailí.
Kol k dní trvala soutěž a kolik medailí bylo celkem rozděeno?

(Madarsko, 8 b.)

Řešení úloh a příslušný komentář přineseme v dalším čísle tohoto
časopisu. Nyní se omezíme jen na uvedení výsledků soutěže. V ta
bulce 1 jsou uvedeny počty bodů, které získali jednotliví žáci i součet
bodů získaných jednotlivými státy — i když MMO je soutěž jednotliv
ců. Počet členů italského a francouzského družstva byl nižší než osm
a Francouzi se zúčastnili soutěže až druhý den; proto je nutno vý
sledky těchto družstev vzít v úvahu s příslušnými korekturami. Z ta
bulky 1 je též vidět, že jeden z nových účastníků — Anglie — bude
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patřit mezi nejlepších pět družstev. Československé družstvo své umís
tění letos poněkud zlepšilo a dostalo se do čela skupiny slabších
družstev.

Maximální počet bodů, které mohl získat jeden žák, byl 42. Ceny
byly uděleny v těchto rozmezích: první cena byla za 38 až 42 bodů,
druhá cena za 30 až 37 bodů a třetí cena za 22 až 29 bodů. Na závěr
dnešní zprávy uvedeme ještě tabulku 2, z níž je vidět počet získaných
cen reprezentantů jednotlivých států.

Tabulka 1. Počty získaných bodů

: 2, ' Celkový
Počet bodů žákač. početZemě o

102 83 4 5 6 7 8 bodůzemě

Sovětský svaz 37.35. 32 42 27. 38 39 25 275
Něm. dem. rep. 42 30 23 42 39 35 13 3 257
Maďarsko 34.31.38 33 23 26 38 28 251
Anglie 24 28 18 36. 34 28 41 22 231
Rumunsko 84.42 22 17 29 19 28 3 214
Ceskoslovensko 16. 27 30 24 9.13 Il 29 159
Bulharsko 7.14 24 20.20. 1 2 A 159
Jugoslávie 13.18 11 18 26 22 6 22 136
Švédsko 16 10 15 28. 9 20 14 32 135
Itálie 20 35 19 7.26 8. — — 110
Polsko 22 8.12 7.18 5 9 20 101
Mongolsko 10 Il 26 5 6 9 7.13 87
Francie 4 10 9 6 12. ..— — — 41

Tabulka 2. Přehled udělených cen

Cena
elkemZemě IL IM ml

Anglie l 2 4 ď
Bulharsko 1 — l 2
Ceskoslovensko — l 3 4
Itálie — l l 2
Jugoslávie — — 3 3
Maďarsko 2 3 3 8
Mongolsko — — l 1
Německá

demokratická
republika 3 3 l 7

Polsko — — l 1
Rumunsko 1 l 4 6
Sovětský svaz 3 3 2 8
Švédsko — — 2 2

Celkem 11 14 26 51
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MATEMATICKÉ ZÁBAVY

O jedné kombinatorické úloze
FRANTIŠEK ZÍTEK, Praha

V 9. čísle ročníku 44 (1965/66) Rozhledů jsme předložili k řešení jednu
slovní úlohu z kombinatoriky:

K úschově tajné dokumentace st chce ředitelství velkého podmku pořídit
zvláštní sejf opatřený větším počtem zámků. Klíče od těchto zámků mají být
rozděleny mezi ředitele,jeho tři náměstky a pět dalších úředníků tak, aby se
sejf mohl otevřitjedině tehdy, jsou-li přítomní (samozřejměse svým klíči)
buď 1. ředitel a alespoň jeden jeho náměstek, nebo 2. všichni tři náměstci,
nebo 3. dva náměstci a aspoň dva z pěti úředníků. Kolika zámky minimálně
bude třeba sejf opatřit, kolik kličů od jednotlivých zámků bude třeba a jak
maji být kliče rozděleny ?

Zdá, se, že naši čtenáři shledali úlohu buď málo zajímavou, nebo příliš
obtížnou: jenom tři z nich nám zaslali řešení.

Kromě toho se ukázalo, že takto formulovaná úloha připouští dvojí
výklad. Existují totiž dva druhy zámků, které se liší tím, zda je nebo není
možné klíč z otevřeného zámku vytáhnout. V prvním případě, a tak byla
také úloha původně míněna, nemá smysl, aby na sejfu bylo několik stej
ných zámků (ke kterým se hodí stejný klíč): kdo klíč má, otevře je vše
chny, kdo ho nemá, neotevře ani jediný. Ve druhém případě však naopak
stačí opatřit sejf větším počtem exemplářů jediného typu zámku a oso
bám oprávněným otevírat sejf přidělit klíče (všechny stejné!) v takovém
počtu,abybylypodmínkyúlohysplněny.Praktickou nevýho
dou tohoto uspořádání je, že si kterýkoliv vlastník klíčů může sejf
otevřít sám, jestliže si opatří dostatečný počet kopií klíčů, které sám
vlastní. Tuto možnost lze ovšem poněkud omezit, nebude-li na sejfu jen
jeden typ zámků, avšak v obecném případě je nutno ji brát v úvahu.
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Ponechme pro jednoduchost zcela stranou 1možnosti kombinací obou
druhů zámků, „„universálních““klíčů, které se hodí k několika různým
zámkům a přirozeně též celou technickou stránku problému, a všimněme
si tu jen obou „čistých““ úloh.

Vezměmenejdříveprvní případ, kdy klíče lze po
otevření opět vytáhnout. Taktopojatouúlohuřešila- jako
jediná- RenátaŽaludová,studující SVVŠ ve Znojmě. Její
řešení je správné. Je potřeba (minimálně) celkem 19 zámků,jejichž klíče
jsou (při vhodném očíslování zámků) rozděleny takto:
ředitel: 1 až 18;l.náměstek| I,2,3,4,5,16,17,19;2.náměstek| 6,7,8,9,10,16,18,19;3.náměstek© 11,12,13,14,15,17,18,19;
1. úředník 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 13, 14;
2. úředník 1, 2, 3, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 13, 15;
3. úředník 1, 2, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 11, 12, 14, 15;
4. úředník 1, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11, 13, 14, 15;
5. úředník 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 14, 15.

Neuvedeme si zde explicitně řešení R. Žaludové v plném rozsahu (je
ostatně trochu zbytečně zdlouhavé) a spokojíme se s naznačením obec
ného principu řešení, jehož řešitelka v podstatě rovněž používala.

Uvažujme všechny skupiny osob, jež Ize utvořit z ředitele, náměstků
a úředníků. Některé z nich jsou schopny sejf otevřít, jiné nikoliv.
Nazvěme maximální každou takovou skupinu osob, která sice
sama není schopna sejf otevřít, avšak bude moci tak učinit, jakmile se
k ní připojí kterákoliv ze zbývajících osob. Takové maximální skupiny
tvoří: ředitel se všemi pěti úředníky, nebo jeden (kterýkoliv) náměstek se
všemi pěti úředníky, anebo dva náměstci s jedním úředníkem.

Je zřejmé, že každé této maximální skupině chybí klíč alespoň od
jednoho zámku a přitom všichni ostatní tento klíč mají. Minimálního
počtu zámků dosáhneme tak, že každé maximální skupině přiřadíme
jeden zámeka klíče od něho dáme právě těm osobám, které k této skupi
ně nepatří. Dostaneme jak hledané minimum, tak i explicitní rozdělení
klíčů jednotlivým osobám. Počty potřebných exemplářů klíčů je rovněž
vidět z jejich rozdělení.

Danou úlohu lze přirozeně ještě dále zobecňovat. Také o to se R.
Žaludová pokusila. Úlohu řešila s obecnými počty náměstků a úředníků.
To však zdaleka není konec všech možností. Patrně nejobecnější možná
formulace úlohy je tato: všechny možné skupiny osob, jež lze tvořit
z dané konečné množiny osob majících přístup k sejfu, jsou rozděleny do
dvou tříd: skupiny z první třídy jsou schopny sejf otevřít, skupiny
z druhé třídy nikoliv. Rozdělení skupin do těchto dvou tříd je zcela
libovolné s jedinou podmínkou konsistence: je-li některá skupina ne
schopna sama sejf otevřít, musí být neschopna i každá její podskupina.
Princip řešenízůstává stále stejný.
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Obraťmesenyníkedruhému pojetíúlohy, kdy jedním
klíčem lze otevřít jen jeden zámek (klíčlzevytáhnout
jen ze zavřeného zámku). Začneme s jednoduchým případem, kdy vše
chny zámky (a tedy také všechny klíče) jsou stejné. Záleží na celkovém
počtu klíčů přítomných osob.

Řešení této úlohy zaslal VlastimilBartoš, studující SVVŠ
v Bystřici p. Hostýnem. K zajištěnípodmínekúlohy je
potřeba minimálně 14 zámků a 31 klíčů. Při tom ředitel má osm klíčů,
náměstci po šesti a úředníci po jednom klíči.

Srovnání s prvním pojetím úlohy ukazuje, že toto druhé uspořádáníje
pro uživatele sejfu pohodlnější. Nosí s sebou podstatně méně klíčů,
ačkoliv zámků je jen o pět méně.

K uvedenému řešení lze dospět tímto postupem. Především je ze
symetrického postavení náměstků i úředníků vidět, že všichni náměstci
(a podobně i všichni úředníci) mají stejný počet klíčů. Označmesi r počet
klíčů ředitele, m počet klíčů, jež má každý náměstek, a u počet klíčů
každého úředníka; dále buď z počet zámků na seifu. O tom, zda určitá
skupina je nebo není schopna sejí otevřít, rozhoduje nyní jen celkový
počet klíčů, které dohromady vlastní: je-li tento počet alespoň roven z,
skupina sejf otevře, je-li počet klíčů menší než z, skupina sejf neotevře.
Z daných podmínek úlohy tak dostáváme ihned nerovnosti

r+ nač,
dnZz,

an + DuZ z.
Avšak pro skupiny neschopné sejf otevřít lze napsat nerovnosti opačné,
např.

r + Bu< 2,
2n+ u <,
n+ Bu< z.

Setkali jsme se tu opět s „„maximálními““neschopnými skupinamiz prv
ního řešení.

Řešení naší úlohy se tak zredukovalo na tuto úlohu: Najít přirozená
čísla 7, n, u, z vyhovující daným nerovnostem tak, aby z bylo minimální.
Postupným kombinováním daných nerovností dojdeme k nerovnostem

DUL NLN U<LT"T,
takže ke zřejménerovnosti u Z 1 dostanemeještě n = 6, r = 8. Snadno
si však ověříme,že existuje řešení,pro něž platí rovnosti u = l, n =6,
r = 8, 2 — 14; minimalita je zřejmá.

Celou tuto úlohu je možno interpretovat ještě jiným zajímavým způ
sobem. Představme si, že se v daném kolektivu osob přijímají rozhodnutí
hlasováním. K přijetí je potřeba určitého stanoveného minimálního
počtu hlasů. Přitom členové kolektivu mohou mít i jiný počet hlasů než
jeden. Nazvěme dostatečnou každou skupinu,která má dohro
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mady počet hlasů potřebný k prosazení rozhodnutí. Naše úloha o klíčích
je pak ekvivalentní následující úloze: V daném kolektivu jsou stanoveny
skupiny osob, které mají být dostatečné; kolik hlasů mají mít jednotlivé
osoby a kolik hlasů má tvořit minimum potřebné k odhlasování, aby toto
minimum bylo co nejmenší.

Problémy tohoto druhu byly již často studovány. Pro další poučení o nich
můžeme odkázat čtenářena literaturu; např. na velmi zajímavou knihu J. G.
Kemeny,J. L. Snell,G.L. Thompson,Introduction to Finite
Mathematics, jež je u nás dostupnáv ruskémpřekladu(Dž.Kemeni,
Dž.Snell,Dž.Tompson,Vvedenije v konečnuju mate matl
k u, Moskva 1963).

Vraťme se však ještě na okamžik k původní úloze se zámky a klíči
(ve druhém pojetí). Připustíme-li více typů zámků nežli jen jeden, úloha
se značně zkomplikuje. Dá se ovšem očekávat, že při tom klesne potřebný
počet zámků. Tak např. pro dva týpy zámků uvádí V.Bartoš (bezdůkazu)
toto řešení:
ředitel má 4 klíče typu 1 a 1 klíč typu 2,
každý náměstek má 2 klíče typu 1 a 1 klíč typu 2,
každý úředník má 1 klíč typu I;
na sejfu je celkem 6 zámků typu 1 a 2 zámky typu 2.

Úlohu lze řešit obdobně jako v případě jednoho typu zámků, tj. po
mocí nerovností; postup je však o to složitější, že nerovnosti druhého
druhu (pro skupiny neschopné sejf otevřít) tu vystupují v alternativách.
V našem konkrétním případě však Ize nepříliš dlouhou diskusí dokázat,
že řešení podané V Bartošem je skutečně minimální.

Také úlohu se dvěma typy zámků lze interpretovat v termínech
hlasovacích koalicí: hlasování se koná odděleně ve dvou shromážděních
(a rozhodnutí musí být schváleno v obou), v nichž jsou (s různým počtem
hlasů) stejné osoby.

Jiná možná interpretace je geometrická, pomocí skládání vektorů
(s celočíselnými nezápornými souřadnicemi) v rovině.

Z matematického hlediska mnohem zajímavější je ovšem hledání
obecných algoritmů řešení takových úloh při libovolně stanovených sku
pinách, jež mají být schopny sejf otevřít. Jestliže připustíme ještě větší
počet typů zámků (hlasuje se odděleně ve více shromážděních; skládáme
vektory ve vícerozměrném prostoru), úloha se značně zkomplikuje a její
obecné řešení bude asi skutečně dosti obtížné. S podnětným nápadem
zde přišeltřetíz řešitelůTomášDubyze SPŠE v Bratislavě
využít k řešení aparátu Booleových algeber.
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Vzpomínka na Michaela Faradaye

Dne 25. srpna 1967 uplynulo
100 let od úmrtí jednoho z nej
větších fyziků XIX. století Mi
chaela Faradaye. Připomeňme si
v této krátké vzpomínce několik
údajů z jeho života. Faraday se
narodil r. 1791 v Newington Butts
u Londýna. Jeho otec byl ková
řem, ale chlapce nechal učit va
začem knih. To bylo štěstí, pro
tože mistr dovolil Faradayovi číst
po práci knihy, které svázal. Tak
se mu také dostaly do ruky knihy
o chemii, fyzice a elektřině. Začal
si podle nich dělat pokusy. Později
navštěvoval večerní přednášký vý
znamného chemika sira H. Davy
ho,;nanichž si doplňoval vzdělání.
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Po vyučení knihařem požádal H
Davyho o přijetí do jeho vědecké
laboratoře v londýnské Královské
společnosti. Byl přijat na podřadné
místo, ale brzy se stal Davyho
asistentem a r. 1825 teprve 34letý
jeho nástupcem ve funkci ředitele
laboratoře.

V té době měl už za sebou
mnoho vlastních výzkumů z oboru
chemie i fyziky. Např. r. 1821 se
mu podařilo uvést do otáčivého
pohybu pohyblivé části proudové
ho obvodu účinkem permanentní
ho magnetu a podobně roztočil
1 magnety účinkem proudů. Po
séru význačných objevů zejména
francouzských fyziků Araga, Gay



Lussaca, Biota, Savarta, Ampéra,
Ohma a dalších, dosáhl Faraday
svou nesmírnou houževnatostí a
půlí patrně největšího úspěchu fy
ziky XIX. století — když objevil
elektromagnetickou indukci. V Tr.
1833 byl povolán na profesorský
stolec v londýnském Royal Insti
tution. Ve své výzkumné činnosti
však neustal. Pokračoval v práci
svého učitele Davyho na výzkumu
elektrolýzy a r. 1834 stanovil tzv.
elektrolytické zákony. Roku 1837
objevil působení dielektrika na
elektrostatické procesy, v r. 1843
dokázal větu o zachování náboje
a r. 1846 diamagnetismus.

Celý život plnil Faraday své
heslo „„work, finish, publish“ —
„pracuj, dokonči, uveřejni“.

Faradayovo dílo obdivoval vý

značný fyzik J. C. Maxwell a
s obzvláštním porozuměním je
zpracoval v ucelený teoretický
základ dalšího bádání — teorů
elektromagnetickéhopole, kterou pak
dále rozvíjeli Poyinting, Lorentz,
Poincaré, Hertz a další. Maxwell
poznamenal o své vlastní práci
skromně „Podnikl jsem
tuto práci výhradně
v naději, že se mi snad
podaří vyjádřit Fara
dayovy myšlenky a me
tody teoreticky.“

Když předsto lety v Hampton
Court u Londýna dne 25. srp
na 1867 zavřela smrt Faradayovy
oči, pak zavřela oči člověka, kte
rému bylo dopřáno vidět a poznat
mnoho z tajů přírody jako první
mu z lidí.

Inž. Jiřá Machalický, CSc.
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Josef Božek

JOSEF KOTYK, Pardubice

„Máme právo být hrdinanášvklad do pokroku
vědy a techniky,“. napsal
Václav Kopecký. „Pyšní
me se proto před svě
tem jmény našich vynálezců...“

Jedním z nich, mužem vysoce
talentovaným, jenž za příznivých
okolností se mohl stát vynálezcem
lokomotivy, byl Josef Božek. S jeho
jménem se čtenáři našeho časopisu
setkají jen zřídka, záslužné činnosti
tohoto zapomínaného pionýra tech
nického pokroku a jeho průkop
nického díla vzpomínáme proto
u příležitosti letošního 150. vý
ročí jeho památných pokusů.

KOKOTINŽEN

Josef Božek se narodil28.
února 1782 v Bírově (pol. Bierów)
ve Slezsku. Již za studií v Těšíně
a v Brně se pilně zabýval matema
tikou a fyzikou, zvláště mechanikou.
Snášeje trpký úděl chudého studen
ta, živil se opravováním hodinek
a soukromým vyučováním. Nevlídné
životní podmínky se zlepšily teprve
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za jeho pobytu v Praze, kde Božek
přijal místo vychovatele v rodině
hraběte Clam-Martinice, později
místo mechanika tehdy vznikající
vysoké školy technické.) Pro ni vy
konal Božek mnoho zdařilých prací
a konstrukcí (připomíná se mj. na
25 modelů různých strojů); hodiny
na pražské hvězdárně, umělá ruka
pro rumunského knížete Ypsilantiho,
umělé nohy pro ruského důstojníka
Danielowského a jiná díla umělecké
mechaniky dokumentovaly před ce
lou Prahou jeho neobyčejné nadání,
vynalézavost a dovednost tou mě
rou, že Božkovo jméno se brzo
stalo i v nejvyšších kruzích zná
mým. A na přízni české šlechty
a nutném porozumění Božkovi, jenž
sl přes nedostatek potřebných pro
středků vytyčil úkoly tak smělé
a náročné, ovšem velmi záleželo.

Pozornost fyziků a techniků upou
távala v době, o níž píši, stále většíměrounová hnací síla, sta
páry. Zdařilé pokusy AmeričanaRoberta Fultona (čtiFalt
na), jenž použil parního stroje po
prvé roku 1807 k pohonu lodi,aAngličana© George.Ste
p hen sona (čtiDžordžeStývnsna)
roku 1814 s první lokomotivou, jež
mohla tzv. zvratným rozvodem jet
dopředu i dozadu, dávaly tušit, že
nové století XIX. se stane skutečně
stoletim páry. Ani náš malý národ
neměl zůstat bez účasti na tomto
vývoji. Shledáváme pak, že již dne
17. září 1815 předvedl Božek
v Praze ve Stromovce parní

l) Pražská polytechnika vznikla
roku 1803 z veřejné stavovské školy
inženýrské, zřízené reskriptem císaře
Josefa I. již roku 1707.



vůz vlastní konstrukce, jehož po
hyb osobně řídil.?) O dvě léta
později oznamoval Pražanům prostý
plakátek,že „podepsaný Josef Božek, první mechanikna pražské polytech
nice, bude mít s výsost
ným povolením nesmírnou čest představit na
rameni Vltavy v Buben
či v neděli dne L. červ
na 1817 (když to počasí
dovolí) vysoké šlechtě
a ctihodnému publiku
svou první parní lod),sedm sáhů dlouhou a de
vět stop širokou.. “*)

Naděje, které Božek s touto pro
dukcí spojoval, byly veliké. Pokusy,
které předem vykonal s lodkou
menších rozměrů (délky 5 stop) na
rybníce zahrady Valdštejnského pa
láce v Praze, byly všechny úspěšné.
Nejistou zůstávela tedy jen pod
mínka příznivého počasí.

Neděle 1. června 1817 nastala
vskutku jako krásný letní den, jenž
od časného rána sliboval velikou
účast předních reprezentantů české
šlechty Nostice, Kolovrata a Kou
nice, kteří Božka osobně poznali za
jeho nedávných pokusů s parním
vozem ve Smečně a k dalším úspě

2)Obrázek Božkova par
ního vozu. (podle současné
kresby) mohou čtenáři nalézt např.v díle Devatenácté sto
letí slovem 1 obrazem,
JI. (svazek prvý), str. 4.

38)Obrázek Božkovy par
ní lodi (podle současné kresby)
přinášírovněž Devatenáctéstoletí slovem... obra
zem, l. c.

4) Sáhu a stopy bylo v té době
užíváno jako měr délkových této
velikosti: 1 sáh ——1,896 m, 1 sto
pa == 0,316 m.

chům ho povzbuzovali. Božek ne
potřeboval však ničeho více než
peněz. V památnou červnovou ne
děl před 150 lety bylaproto
1 panská přízeň vystavena zkoušce.
V ní neobstála. Stačilo, aby obloha
náhle ztemněla a nastal prudký
lhják. Panští kočí práskli do koní,
šlechta odjela a z ostatního „cti
hodného publika““ zůstala hrstka
lidí. Ve zmatku, který za deště
nastal, bylo Božkovi ukradeno i vy
brané vstupné, jehož chtěl použít
k zlepšení svého vynálezu.

Duševní stav vynálezcův byl ža
lostný. Roztrpčen, zklamán, Božek
upadl přímo v zoufalství.

To byla jeho odplata!
Nevděk ho mučil, hrozný nevděk

za jeho veliké dílo.
I sebral své poslední síly. Chvěl

se na celém těle. Vztáhl však pra
vlci — s těžkým kladivem. Držel ji
okamžik nad strojem, ještě váhal,
ale pak — udeřil. Zděšený lid něco
zmateně volal. Avšak Božek, nedba
je, udeřil stroj kladivem znovu,
znovu a znovu, až bušením své dílo,
jemuž léta obětavě žil, otec a mistr
jeho, docela zničil...

Božek zemřel v Praze 21. října
1835.

Jméno Josef Božek, které
má na své přídi nová motorová loď
plující z Děčína do Hamburku, je
jen malou splátkou naší doby na
velký dluh tomuto velikánu našich
dějin.

Tragiku nadějného vynálezce J 0
sefa Božka, jehožtehdejšíspo
lečnost nechala zapadnout, přibli
žuje člověku nové doby film „Po
sel úsvitu““. Také stejnojmen
ná románová biografie od Jaroslava
R. Vávry zasluhuje pozornosti čte
nářů.

PortrétJosefa Božkastal
se takó námětem poštovní známky
(viz obr.); byla vydána roku 1957
u příležitosu 175. výročí Božkova
narození (zároveň 250 let trvání
inženýrských škol v Praze) k uctění
jeho památky.
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Fyzika rekreačne

DANIELKLUVANEC, Nitra

Rekreačné stredisko Západoslo
venských elektrární v Obyciach,
postavené v malebnom prostredí
hór v severnej časti nitrianskeho
okresu, privítalo v predposledný jú
nový týždeň najlepších žiakov —
fyzikov z radov absolventov 9. roč
níkov ZDŠ Západoslovenského kraja
na seminári Fyzikálnej olympiády.
Usporiadatelia tohto seminára —
pobočka Jednoty československých
matematikov a fyzikov v Nitre
a odbor školstva Zs KNV —si určili
za ciel prehíbit odborné vedomosti
účastníkov seminára, získať ich pre
systematické štůdium fyziky a vo
volnom čase seminára sa nádejným
adeptom fyziky odvďačiť za ich do
terajšlu prácu športom, turistikou
a zábavou a povzbudiť ich do ďalšej
aktivity vo FO.

IL napriek tomu, že pobočka
JCMF v Nitre bola prvýkrát uspo
riadatelom takéhoto seminára, mož
no povedať, že vytýčený ciel bol
splnený. Učastníci seminára od
chádzali z Obýc s plným uspokoje
ním, niektorí snáď s dojmom, že
odborná časť seminára bola rozsa
hovo velká, a teda aj mimoriadne
náročná.

Odborne bol seminár zameraný
na mechaniku hmotného bodu (ki
nematika priamočiarych a krivo
člarych pohybov, základné zákony
dynamiky hmotného bodu). Pra
covný deň sa skladal zo 4hodinovej
prednášky, 2Zhodinového seminára
a z 2 hodín samostatného štůdia.
K učebnej problematike boli pre
mietané filmy (Ulohy o pohybe I
a II, Pohyby v gravitačnom poli
apod.). Velký rozruch medzi účast
níkmi seminára spósobil skůúšací
stroj, ktorý vedenie seminára po
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užilo na preverenie žiakov, ako po
chopili prednášanů látku. Záverom
seminára sa uskutočnila súťaž v rie
šení príkladov, ktorů vyhral naj
mladší účastník seminára K. Šafa
řik, žiak 8. roč. ZDŠ na Košickej
ulici v Bratislave s plným bodovým
hodnotením. Na ďalších miestach sa
umiestnili VI. Černý zo ZDŠ na
Košickej ulici v Bratislave a V.
Szčes zo slov. ZDŠ v Šamoríine.
Reprezentanti Bratislava-mesto (IK.
Šafařik a J. Šafařik, VI. Černý;
všetci zo ZDŠ na Košickej ulici)
sůhrnne získali 137 bodov, kým
družstvo okresu Dunajská Streda,
ktoré skončilo na 2. mieste, získalo
len 82 bodov. Všeobecne sa ukázala
vyššla úroveň vedomostí žiakov
z okresu Bratislava-mesto, a to
pravdepodobne zásluhou ZDŠ na
Košickej ulici.

Velmi užitočné, podla nášho ná.
zoru, by bolo zavedenie krajského
kola v D-kategóri FO. Zároveň dú
fame, že pri budůcich prijímacích
skúškach za stredné školy bude
úspešný riešitel z FO rovnocenný
s úspešným riešitelom z MO (hoci
váčšinou ide o tých istých žiakov)
a bude prijatý bez prijímacej skúšky
z matematiky.

Pred odchodom do Obýc si účast
níci seminára prezreli krásne ob
jekty areálu Vysokej školy polno
hospodárskej v Nitre.

Volný čas v samotných Obyciach
trávili vychádzkami do okolia, ků
paním, športovými hrami, chyta
ním rakov v blízkom potóčku apod.
Dobrí futbalisti P. Urbánek z Tren
čína G. Sajdák zo Senca a P. Čvik
zo Šurian mali permanentných sú
perov vedúcich seminára, s ktorými
dosahovali striedavo úspechý a ne



Obr. 1. Účastníci seminára na Inovci (901 m n. m.)

úspechy. Večer v družnom kolektíve
vedeli všetkých zabavit gitaristi J.
Ráchela z Dunajskej Stredy a L.
Bunta z Trnavy.

Pri táboráku a opekaní slaninky
skupinové piesne sa striedali so só
lovým spevom najlepších spevákov
seminára E. Feherovej zo Selíc a J.
Garmáňa z Komárna.

Na záver si dovolíme citovat slová
účastníka seminára, ktorý v ano
nymnej ankete na otázku ,,Co na
vrhujete na zlepšenie podobných
seminárov konaných v budúcnosti“
odpovedal: „„Nič, len s tou istou
svedomitosťou ich opakovatť.““

Velků zásluhu na zdarnom prie
behu seminára mal tajomník po
bočky JČMF v Nitre doc. RNDr.
Ladislav Dunajský, CSc. a odborní
asistenti z katedry fyziky Pedago
gickej fakulty v Nitre ss.: T. Kor
cová, T. Gál, D. Kluvanec. Napriek
určitým tažkostiam, najmá v prí
pravnej časti, radosť z dosiahnutých
výsledkov a určité skúsenosti nás
podporili v myšlienke, že tento se
minár položil základ pre tradíciu
stretnutia najlepších riešitelov D-ka
tegórie Fyzikálnej olympiády Zápa
doslovenského kraja v Obyciach pri
Nitre.

REBUS snáaid
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RECENZE

Sbírka úloh z matematiky
ČERMÁK -KAMARÝT -KOŘÍNKOVÁ

SNTL vydalo tuto knížku jako
pomůcku absolventům středních
škol, ale také, a to je hlavní účel,jakvyplývázpředmluvy© jako
pomůcku těm, kteří chtějí studo
vat na vysoké škole technického
zaměření při zaměstnání. Jde tu
tedy o studující na dálkovém nebo
večerním studiu. Knížka je rozdě
lena do několika kapitol, v nichž
jsou na začátku uvedeny potřebné
vzorce, pak následují řešenépříkla
dy a konečně cvičení, která obsa
hují vždy dost příkladů pro samo
statnou práci. Na konciknížky jsou
připojeny výsledky. Výběr příkla
dů je vhodně volen, takže je tím
zachycena všechna potřebná látka
pro vysokou školu a příručka se tím
stává vítaným (a bude jistě 1hleda
ným) pomocníkem.

Knížce, která je sepsána pečlivě
a odpovědně, se nedá mnoho
vytknout. Já bych však rád na
začátku každé kapitoly měl obecný
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návod k řešení příkladů. Abych
mluvil konkrétně. Na str. 16 a 18
by měl být návod, jak najdeme D
a n. Na str. 57 zase návod k řešení
rovnic (odstranění zlomků, nezná
má na jednu a známé na druhou
stranu rovnice). Na str. 72 návod
k řešení exponenciálních rovnic.
Pravidla používaná při úpravě
nerovností. Na str. 112 by měl být
ke vzorcům připojen obrázek, z ně
hož by bylo patrno, co znamenají
Ca,Coatd. Podobně v trigonometrii
(str. 141) vztah (1) potřebuje něja
ké vysvětlení. Při uvádění úplné
kvadratické rovnice (str. 55) je
nutné připojit abc 7 0 a podobně
u normované pg 7 0.

I když jsou v knížce celkem
drobné nedostatky, má přece tolik
předností, že se stane jistě dobrou
pomůckou všech, kteří hodlají při
zaměstnání studovat na vysoké
škole.

S.H.
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MATEMATIKA

Směrové pole
Dr. STANISLAV TRÁVNÍČEK, Olomouc

Uvažujme rovinu, v níž je osou « a osou y dán pravoúhlý souřadnicový
systém. Každý bod v této rovině je dán dvěma souřadnicemi, takže
body roviny lze zapisovat jako uspořádané dvojice čísel (z, y). Nechť
je nyní ke každému bodu («, y) přiřazen jednoznačně určitý směr,
a to číslem z, které má význam směrnice. Víme, že pro dané z svírá
příslušný směr s kladnou částí osy £ orientovaný úhel «, kde z = tg«.
Jestliže tedy jistým předpisem f přiřadíme každému bodu (x, 4) směr
nici z, píšeme

2= (vy) (1)
Znamená, to, že z je funkcí dvou proměnných — souřadnic bodů v ro
vině.

Množina všech bodů a příslušných směrů, tj. množina všech uspořá
daných trojic (x; y; 2), se nazývá směrové pole a každý prvek
(x;y; z) směrovéhopolese nazývá lineární element. Směrové
pole znázorníme tak, že vyznačíme v rovině větší počet bodů uspo
řádaných do několika řad (např. vodorovných a svislých) a v každém
z těchto bodů zakreslíme malou úsečku mající příslušný směr. Tyto
úsečky pak znázorňují jednotlivé lineární elementy.

Příklad 1. Znázorníme směrové pole dané rovnicí

z=ÍŽ. (2)J
Řešení. Nejprve sestavíme tabulku. K tomu, aby vznikl názorný

obrázek, zvolíme body, jejichž obě souřadnice jsou postupně —4; —3,5;
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—3; .3 3; 3,5; 4. Pro všechny tyto body vypočteme z rovnice (2) (pokud
to lze provést) příslušné hodnoty z a zapíšeme je do tabulky (tab. 1).
Vidíme např., že pro « = 0 (tedy na ose y), y 7 0, jsou všechny lineární
elementy rovnoběžné s osou z. Je-li y = 0, «£7 0, není z rovnicí (2) defi
nováno, avšak v tomto případě je vhodné definovat rovněž lineární ele
menty, a to tak, že jim přiřadíme směr kolmý k ose r a symbol co jako
„hodnotu směrnice““.V bodě (0,0) v našem případě lineární element ne
definujeme. Podle tabulky nyní znázorníme směrové pole graficky (obr. 1)1).

Y yz=l „1' | 4 =NMNNANNÝNŇNS u 222 y T zz1
MNNNNNÝOZ, X +MNMNNNYÝJŠXo £ — 27 ha TMUSNSN 22222 X T zz2
WVNXNNYVNYXN22 Ť
PLULVVN“ —2227221 S zzVVVVVANNNXnn r- -©vl NN 2-HZ —4 BVELGLX
KELT LLET2LTINVVHV
LIT L T SVVVI / —KZEPTT L =TSNÁAÁNŘG170202re -NN 44 4 z
11 a 0 re —T + SN XSNN 4
4 70 P n 2 —T HS NN UN4 4
4 0,2 om —+2 AVNANN 4
PO, 0. P -o p ANN ANNUANA - Z=-1

5-0) z=-2“ 2
Obr. 1 Obr. 2

Praktickou interpretací směrového pole je např. ustálený proud vody
v řeceuvažovaný v nějaké rovině (třeba na hladině): každému místu
v řece odpovídá jistý směr proudu. Jiným příkladem je magneticképole
na listu papíru, pod nějž umístíme magnet. Nasypeme-li na tento papír
železné piliny, pak každou pilinu lze považovat za lineární element
daného směrového (magnetického) pole, neboť víte z fyziky, že každá
pilina se natočí ve směru magnetického pole magnetu.

Položme si nyní otázku, co je množinou bodů, jimž přísluší týž směr.
Je-li směr dán opět hodnotou k směrnice, pak množina bodů, kterým
přísluší daný směr, je dána jako množina bodů, jež vyhovují rovnici

f(wy)=k. (5)
Pro dané k je rovnice tvaru (3) zpravidlarovnicí nějaké křivky a tyto
křivky(existují-litedy)nazývámeisokliny směrového pole
příslušné ke směrnici k.

U směrového pole v příkladě 1 jsou isokliny dány rovnicí % = k,
tj. pro k 7 0 rovnicí

1) Viz str. 208.
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a pro k = 0 rovnicí x — 0. Vidíme, že isoklinami směrového pole (2)
jsou, přímky procházející počátkem, z nichž je však počátek vyňat.
Také přímku y = 0, na níž jsou lineární elementy kolmé k ose z, lze
považovat pro « 7 0 za isoklinu (obr. 2).

Dalším důležitým problémem je nalezení křivky, která prochází zvo
leným bodem (%, 49) a která v každém svém bodě sleduje směr směro
vého pole, tj. v každém jejím bodě má lineární element směr tečny
k této křivce.Jestliže takovékřivkyexistují,pak jenazýváme křivky
integrální. Ve výše uvedenýchpraktických příkladechjsou to
v prvním případě proudnice, ve druhém případě siločáry magnetického
pole.

Použitím vyšší matematiky lze vypočítat, že ke směrovému poli (2)
přísluší integrální křivky dané rovnicí

y— a =O, (4)
kde C je libovolná konstanta, což jsou pro ČC350 hyperboly a pro
C = 0 osy kvadrantů (obr. 3). Má-li integrální křivka procházet bodem
(X9,Yo),pak musí souřadnice tohoto bodu vyhovovat rovnici (4), odkud
C = 5 —%, takže příslušná integrální křivka má rovnici

pm =y—m.
Čtenář, který dosud nezná pojem derivace, může tento odstavec při

čtení vynechat. Předpokládejme, že integrální křivka je grafem funkce
y = y(x). Podle definice integrální křivky platí pro derivaci y' funkce
y (x) rovnost y' = (2=)f (z, y). Rovnice y' = f (r, y) se nazývá rov
nice diferenciální a každáfunkcey = y (r),kterájí vyhovuje,
řešení diferenciální rovnice. Integrálníkřivkaje tedy
grafem řešení diferenciální rovnice. Problémy, zda daným bodem (%, %)
prochází nějaká integrální křivka, zda je právě jedna a problém jejího
nalezení —to jsou významné úlohy teorie diferenciálních rovnic, k jejichž
řešení je zapotřebí hlubších znalostí vyšší matematiky a s nimiž se
seznamují studenti v matematice na vysoké škole. S diferenciálními
rovnicemi se můžete blíže seznámit v knížce [1], která je v poslední
době v prodeji (ale ve které je mnoho tiskových chyb), kde zájemce
najde i seznam další literatury.

Výpočty vedoucí k nalezení integrálních křivek mohou být však i za
použití prostředků vyšší matematiky velmi obtížné, nebo je prakticky
ani nelze provést, ale protože je v tomto problému skryta řada velmi
významných praktických úloh (viz např. [1]), je důležité znát nějakou
metodu, která by umožnila zjistit alespoň přibližný průběh integrální
křivky vycházející z daného bodu směrového pole.

Popíšeme si tzv. Hulerovu metodu, a to nejprve obecně a pak jí po
užijeme na konkrétní příklad. Předpokládejme dále, že funkce f (z, y)
je definována v každém bodě uvažované části roviny a že každým
bodem této části roviny prochází právě jedna integrální křivka.

VMAFP
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Vyhledáme přibližný průběh integrální křivky, která vychází z bodu
(x, Yo),například v intervalu Cx, %9+ a», a > 0. Tento interval roz
dělíme dělicími body x < T1< T3< ... L Xn= X4+ a na n částí (na
příklad stejných). Každým bodem «; (? = 1, 2, ..., n) vedeme přímku
X = %;(rovnoběžku s osou y). Nejprve zakreslíme bod M; (T, 4) (dě
lejte si náčrtek) a doprava polopřímku s počátkem M; a se směrem
lineárního elementu v bodě W', tj. se směrnicí f (x, 49). Bod, v němž
tato polopřímka protne přímku « = «,, označíme M, (x+,y,). Nyní opět
sestrojíme doprava polopřímku, která vychází z bodu WM,a má směr
lineárního elementu v bodě M1, tj. směrnici f (z, y;). Bod, v němž
tato polopřímka protne přímku z = «»,označíme M;(x, 42).Tak určíme
postupně lomenou čáru s vrcholy Mg, My, ..., My, které odpovídají
dělicím bodům %, X) «.., X1= X4+ a. Je zřejmé, že pro dané M,
závisítato lomenáčára (zvanátéž Eulerův polygon) na vzdá
lenosti dělicích bodů, že v bodech Mg, Mi, ..., M, sleduje přesně
a v ostatních bodech přibližně směr směrového pole a že je tedy pro
dosti jemné dělení intervalu <%, X9+ a» jistou aproximací integrální
křivky vycházející z bodu W;. Podobně bychom mohli vytvořit Eulerův
polygon i doleva od daného bodu M,.

Popsanou konstrukci Eulerova polygonu lze provést 1 početně. Rov
nice přímky, jež prochází daným bodem M; (x, 4;) a má danou směrnici
f (X54), je (jak znáte z analytické geometrie)

y—u=flu u)(t— m). (5)
Ježto souřadnicer; vrcholů Eulerova polygonu známe, využijeme rovnic
(5) (pro %= 1, 2, ..., n) k výpočtu souřadnic y;. Postupným dosazo
váním do (5) dostáváme

Y1— Yo= Í (X4) (11— ©),
takže

Y1= 4 T S (X4) (11—%),

Ya— W =Í (Ty 4) (X2— T) >
takže

Yz= U T (z, 41)(Tx— X)
atd.,

Yn — Yn—1 = JÍ (Tn—1, Yn—1) (In — Tn-1) >
takže

Yn — Yn-1 + S (t-—1, Yn—1)(Xn 7 Xn—1).
Příklad 2. Najdema Eulerův polygon smšrového pole (2) vycházející

z bodu (0,2) pro z € (0,3).
Rešení. Interval (0,3) rozdšlímanapř.na 6 intervalů, a to <0; 0,5),

<0,5; 1>, ..., (2,5; 3), takže budem> hledat souřadnice bodů My,M;, ...,
Mg; bod M; (0,2) je dán. Dostáváme postupně (zaokrouhlujemo na dvě
desetinná místa)

m= 05,4 =2+505=2,
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T«=1,=

3 = L5,w = 213+ hos 0,5—2,36,

7 = 2, W4=236 + 50 0,5 — 2,68,

W = 25, 45= 2,68+ z 0,5 — 3,05,

wg—3, v = 3,05 + zz 0,5 = 3,46,
takže máme M; (0; 2), M; (0,5; 2), M; (13 2,13), M3 (1,5; 2,36), M, (2; 2,68),
M5 (2,5; 3,05), Mg (33 3,46). Výslednou lomenou čáru M;M;y ... Mg vidíme
na obr. 4. (Srovnejte její průběh s příslušnou integrální křivkou, tj. pro
C = 4, na obr. 3!).

Obr. 3 Obr. 4

Úloha. Sestrojte směrové pole dané rovnicí

Z = J 3ZTY

sestrojte několik jeho isoklin a, vyňvořto Eulerův polygon vycházející z boduMý (—4; 1,5) pro re <—1,2

Literatura
[1]RichardRychnovský,Obyčejné diferenciální rovnice

a jejich řešení. Polytechnickáknižnice,II. řada, 30. svazek,
SNTL Praha 1963.
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„MAGICKÁMETODA“pro převod čísel
Z jedné soustavy do druhé
JIŘÍ FIALA, Praha

Samočinné počítače provádějí výpočty ve dvojkové soustavě; ovšem
čísla, se kterými vstupujeme do počítače, jsou obvykle vyjádřena v sou
stavě desítkové. Proto je nutné převést tato čísla do soustavy, ve které
počítá stroj. A obráceně výsledky, které stroj získal ve dvojkové sou
stavě, je třeba převést do desítkové soustavy, aby se nám stalý srozu

VSV,
mitelnějšími.

Ukážeme si jednu zajímavou metodu pro převádění čísel z jedné
soustavy do druhé, která pro svou zdánlivě záhadnou podobu má
v literatuře název magická. Od čtenáře předpokládám, že je se
známen aspoň se základními pojmy týkajícími se počítání v jiných
soustavách než je desítková!).

Máme převést číslo 5125; z osmičkové soustavy do desítkové. Mů
žeme použít různých způsobů. Tak například vyjdeme přímo z definice
a počítáme

5125,—5.8% 1.834 2.8145.89—5.512 + 1.64
+ 2.845 = 26565,,.

Vyčíslení uvedeného rozvoje je vlastně výpočet hodnoty polynomu,
a proto je můžeme zjednodušit pomocí Hornerova schématu

o l 2 5
40 328 2640

8 | 5 41 330 2645

Této metody se používá častěji.
Hornerova schéma se používá pro výpočet hodnoty polynomu. V našem

příkladě počítáme hodnotu polynomu
ba> + ď* + 22 + 5

pro £ = 8. Princip Hornerova schématu je jednoduchý. Ukažme si ho na
našem polynomu. Je možno jej zřejměpřepsat do tvaru

[(5x + 1)e + 2]e T685,
takže hodnotu polynomu v čísle r můžeme vypočítat tímto početním po
stupem: koeficient u nejvyšší mocniny násobíme r a přičteme koeficient

„ *) Je možno se s nimi seznámit například v článku Vlastimila Mráze,
Císelné soustavy, Rozhledymatematicko-fyzikální,roč. 44 (1965
až 1966), číslo 4, str. 145—150.
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u další mocniny. Takto získaný výsledek násobíme opět z a přičteme další
koeficient atd. Tento postup se snadno provede pomocí tohoto schématu
(Hornerovo schéma)

5 1 2 5 koeficienty
polynomu

5X (5x+ l)z [(5x+ l)z + 2] X
« 9 St -+1 (bz +Dxz+2 [(b5r+ 1)a + 2] x+ 5 sloupcové

součty

Zkuste si Hornerovo schéma na jiných polynomech!
sve

Ukažme si teď jiný způsob. Bude sice „záhadnější“ (a o to snad
zajímavější), ale zato méně pracný. První cifru našeho čísla násobíme
2 (= 10 — 8), tedy rozdílem základů soustav a výsledek napíšeme tak,
aby jeho jednotky přišly pod druhou cifru převáděného čísla a ode
čteme (desítkově!)

5125
2 5=10 — 10

4125
S takto získaným číslem provedeme stejnou proceduru, ale budeme
nyní brát ne pouze první cifru, ale první dvě cifry a jednotky sepíšeme
pod třetí cifru

4125
2.41= 8 — 82

3305
Ještě jednou vše zopakujeme (teď už se třemi ciframi)

3305
2.330 —660 — 660

2645
ale to již je převedené číslo. Zkusme to ještě jednou na jiném příkladu
bez dlouhého vysvětlování

25735
— 4

21735
— 42

17535
: |:

— 350
14035m *

— 2806
11229
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Prověřte si hned výsledek pro porovnání pomocí Hornerova sché
matu! Celý postup je jistě dost záhadný: s číslem 5125, které je osmič
kové, zacházíme jako by bylo desítkové. Ve Spojených státech označují
tuto metodu jako magickou (MAGIC)a používají ji k převodům
čísel na některých samočinných počítačích. Rozdíl soustav 10 — 8 se
nazývámagické číslo.

Musíme ovšem zjistit, jak je možné, že takový postup může dát
správný výsledek. Zkusme si proto podrobně rozepsat jednotlivé kroky.

Nejprve se na číslo 5125 díváme jako na číslo desítkové, tj. vychá
zíme ze součtu

5 109-1 10342 1015 109
První krok. Odečítáme číslo

5.(10— 8) 10*,
výsledek

(5.8+ 1) 10242 10:—5.100
Druhý krok. Odečítáme

(5 8+1) (10—8) 10,
výsledek

(5.82 +-1.8-4-2) 10145 100
Třetí krok. Odečítáme

(5.82+ 1.842) (10—8),
výsledek

5.85[1.824 2.814 5.80.
Všechny výpočty provádíme desítkově, a proto i výsledek je de

sítkový. Zkuste si sami tentýž rozbor na druhém příkladu!
Již vidíme do postupu přesněji a můžeme se pokusit o obecný důkaz.

Převádíme číslo

Uy Un—1An—2 E

které je vyjádřeno v osmičkové soustavě. Vyjdeme z výrazu
n

> a;10:
i=0

První krok. Odečteme

an (10 — 8) 10171,
výsledek

n—2

(an8+ an) 10771+ X a; 10?
i=0

Druhý krok. Odečítáme

(zn 8 + an-1) (10 — 8) 10177,
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výsledek
n—3

(an 8? + an—18 + an-—2)10772 + > a; 10*
i=0

Třetí krok. Odečítáme

(an 8" + a1—18 + an—2)(10 — 8) 10"73,
výsledek 9

n—4

(Un 8* T An—18? T An—28 + an—3) 10173 T Ž U 10* ;
i=0

atd. Teď již je jasné, že po celkem » krocích dostaneme desítkově
provedený součet

1

> U8.
i=0

Všimněte si, že tento součet jsme pořizovali bez ohledu na nějaká
omezení koeficientů a;. Stejnou metodou můžeme tedy získat například
1 součet

3.82+-2.81 419.8329
—6

269E
— 52

217
Také výběr soustav o základech 10 a 8 není podstatný. Touto me

todou můžeme provést převod ze soustavy o základu p do soustavy
o základu g, kde p a g jsou nějaká přirozená čísla. Přitom ovšem
všechny výpočty musíme provádět v aritmetice o základu g (tedy
v aritmetice soustavy do které převádíme). Magickým číslem bude
v tomto případě rozdíl g —v.

Pocvičme se v osmičkovém počítání a převeďme desítkové číslo 2645
zpět do osmičkové soustavy. Magické číslo je 8 — 10 — — 2. Všechny
operace je nutno provádět osmičkově

2645
—2.2=—4 + 4

83245
—2.32 ——64 + 7644105
—2.410 = —1020 +1T0205125
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A ještě jeden příklad. Provedeme převod ze soustavy šestnáctkové
(hexadecimální) do soustavy desítkové. Sestnáctková soustava je sou
stava o základu 16 a má tyto cifry

Tato soustava (podobně jako soustava osmičková) souvisí úzce se sou
stavou dvojkovou (jak“) a u některých počítačů se jí používá k vy
jádření čísel.

Převeďme číslo 10 13 7, tj.
10 162+13 16+7

Magické číslo pro převod ze šestnáctkové do desítkové soustavy je
10 — 16 = — 6. Převod

10 13 7
+ 6.0

17. 3 7 (řádový přenos, proč*)
+ 10. 3 8

27.7 5
Výsledek je tedy 2775. Rozeberte si tento převod stejně podrobně

jako první příklad!
Dokažte obecně algoritmus MAGIC pro převod ze soustavy o zá

kladu p do soustavy o základu g!

Obsah tětivového a tečnového

čtyřúhelníka

Čtyřůhelník je obrazec, který patřil vždy mezi nejrozšířenější geo
metrické útvary. Čtyřúhelník a jeho nejdůležitější vlastnosti velmi
dobře znali již Egypťané, Řekové, Indové a Číňané, protože se s ním
neustále setkávali ve stavebnictví a zeměměřictví.

Potřeba umět určit obsah rovinného obrazce (nejčastěji právě čtyř
úhelníka), jakožto výměru pole, se objevuje velmi dávno. Jak se do
vídáme z babylónského seznamu polí z doby asi r. 2000 př. n. l., byl
již tehdy znám předpis pro určení obsahu rovnoramenného licho
běžníka.

Jiná z dochovaných písemností, která rovněž obsahuje zmínku
o čtyřůhelnících,je A hmesova sbírka matematických příkladů.
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V literatuře je běžnějl označovaná jako Rhindův papyrus, a to
podle prvního novověkého majitele. Ahmes žil asi r. 1800 př. n. l.
Na stránkách tohoto papyrusu zapsal Ahmes řadu rozřešenýchpříkladů,
většinou hospodářských problémů své doby. Zabývá se takovými pří
klady, v nichž se vyskytují pole výhradně ve tvaru rovnoramenných
trojúhelníků, čtverců a také rovnoramenných lichoběžníků. Obsah
obdélníka sice nikde neuvádí, ale můžeme se domýšlet, že ho znal.

Obsahobecnéhočtyřůhelníkase poprvé objevujev nápisech Ed fské
ho obětiště, založenéhoaž roku 237 př. n. l., tedy v době Eukli
dově. Zde se poprvé vedle rovnoramenných lichoběžníků objevuje kon
vexní čtyřůhelník a jeho obsah je roven součinu polovičních součtů
protilehlých stran.

V druhé polovině5. stol. př.n. 1. Hippokrates z Chiosu,
řeckýgeometr,napsal Stoicheja, tj. Základy, jež jsou sku
tečně prvními základy v řecké matematice. Bohužel, originál se ne
zachoval, ale dovídáme se o nich od jednoho komentátora ze 4. stol. n. I.
V těchto Základech se vyskytuje pojem tětivovéhočtyřúhelníka,
a to v souvislosti s Hippokratovými měsíci (viz Rozhledy matematicko
fyzikální, roč. 1964—65, č. 2, str. 49).

Od té doby můžeme sledovat až dodnes zájem o čtyřůhelníky, a to
zejména o tětivové a tečnové čtyřůhelníky.

V současných středoškolských učebnicích není téměř žádná zmínka
o tak zajímavých obrazcích. V tomto článku si hlavně všimneme obsa
hu tětivového a tečnového čtyřůhelníka, a to z několika hledisek.

Nejdříve vysvětlíme pojem tětivového čtyřúhelníka.
Definice 1. Čtyřúhelník ABCD nazýváme tětivovým,leži-li jeho

vrcholy na určité kružnici. Říkáme, že tato kružnice je opsána čtyřúhelníku.
Pozná mka. L.Zvláštnímipřípadyjsou čtverec,obdélník a rovno

ramenný lichoběžník.
2. Platí, že součet protějších vnitřních úhlů je 2R. Tato vlastnost

vyplývá z vlastnosti obvodových úhlů.
Věta 1. Obsah těřivovéhočtyřůhelnika daného velikostmi stran a, b,

c, d, vypočteme podle vzorce

P=|(6—a)(s—b)(s—e)(s—d),
kde

a-+-5b-c+d
s = 9 .

TentovzorecsenazýváBrahmaguptův.
Důkaz. Nechť je dán obecný tětivový čtyřůhelník ABCD. Před

pokládejme, že přímky DC a AB jsou různoběžné a že se protínají
v bodě E (obr. 1). Označme dále ED = z, AE = w. Platí, že troj
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úhelníky EBC a EDA jsou podobné podle věty uu, neboť
X ABC + X ADC = 2R,

ale také
X ADC+ X EDA = 2R.

Po odečtení obou rovnic dostáváme
X ABC= « EDA.

Dále vidíme, že oba trojúhelníky mají úhel © BEC společný. Z po
dobnosti obou trojúhelníků vyplývá pro obsahy PazBc, PAEDA
trojúhelníků EBC a EDA

PapxBG.©
PazppA. © A

Nyní použijeme známé vlastnosti úměry
(PazBG—Pazpa): Pazpa = (W—d*):dž.

Z obrázku je patrno, že rozdíl Pyzskc —Pazpa je hledaný obsah
čtyřúhelníka; označme jej P. Potom lze psát

P: PaEDA = (dž — dď*):dž,
a odtud

bz — dž

P=—377 fapDa (1)

Obr. 1

Nyní stačí určit obsah trojúhelníka EDA. Obsah tohoto trojúhelníka
určímepomocí Heronova vzorce. K tomu ovšempotřebujeme
vyjádřit úsečky x a y pomocí stran tětivového čtyřůhelníka. Z po
dobnosti trojúhelníků A BBC a A EDA použijeme poměru

b:d=(z+0):y,
b:d=(a+ y):xz. (2)
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Rovnice (2) mají po úpravě tvar

by —dr = dd, (3)

bx —dy= a (4)
Použijeme-li sčítací metody řešení rovnic, dostaneme výrazy

d (cd + ab)RE 9
d (ad + cb)OBE. ©)

Nyní postupně sečtěme a odečtěme rovnice (5) a (6)

d (cd + ab) + d (ad + be)t+y=
bz — d2

d (ab + cd) — d (ad —+bo)
1-47 bž—dž

Po úpravě a krácení dostaneme výrazy

a+ c a— c
1+y=di3 a P—Y=4717 (7)

Vyjádřeme nyní obsah trojúhelníka EDA

Pappa = |s(6— 2)(s—y)(s—d),
dosadme za

„Zrytd
2

Pazpa=d|(e+y+4e+y+d— 2)
Ve+y+d—2(etby+d— a)

Sloučením výrazů v závorkách dostaneme

Pazpa=á|(ety+dy—a+d(s—y+d)(e+y—d)
Dosadme nyní ze vztahu (7)

PAEDA —

1 a+ C „am a—c a -TC-aale+i). erat +)ales 1
Proveďme částečné odmocnění

l
— id .PamaG 67
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Va+c+b-—d)(b+d+c—a)(b+d+a—c)
Va+rco—bTd) (8)

Nyní upravme výraz pod odmocninou. Označme s poloviční obvod
čtyřůhelníka

„ 4tBrerd
2 3

pak

oa ATor4-a
= 5 ,

a +c+d-—bs—= ,
2

a+-6+d-c
$S—(= ,

2

a +5b-c-—d
sS—d= 9

Potom lze výraz (8) přepsat
lP —17 B—a6+a)

po odmocnění a krácení

V2(s—a)2(s—b)2(s—c)2(s—d),

Papna=Pg V6-4G-HGC-96-0
Nyní dosaďme do výrazu (1) a po úpravě získáme

P=|(s—a)(s—b)(s— 0)(s—d),
což jsme měli dokázat.

Dříve než dokážeme další větu o obsahu čtyřůhelníka, je nutné,
abychom uvedli pomocnou větu, týkající se vztahu mezi úhlopříčkami.
TatovětasenazýváPtolemaiova věta.

Pomocná věta 1. Označíme-liúhlopříčkyDB = n, AČ= m,
pak plati mn —AB CD + BC. AD.

Důkaz. V tětivovém čtyřúhelníku (obr. 2) vedeme obě úhlopříčky
AC = m, BD = n. Označmestrany AB = a, BC =b, CD =c, AD =
—=dď,sestrojme dále úhel © ADE = « BDC; E leží na AC. Pak troj
úhelníky AED a BCD jsou podobné podle věty uu (X DAE = « DBC,
X ADE = « BDC). Z podobnosti obou trojúhelníků plyne

d:AB=n:b (9)
Podobně trojúhelníky A ABD, A BCD jsou podobné podle věty uu

(© ADB = « EDC, X ABD = « ACD). Z podobnosti těchto troj
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úhelníkůplyne
c: BC=n:a (10)

Upravme rovnice (9) a (10)
AE n=b.d,
BČ.n=a.c,

a sečtěmeje
(AE+ EC)n = ac- bd,

kde
AEB+EČ=m,

odtud tedy
m.n=ac-> bd,

což jsme měli dokázat.

Nyní odvoďme další pomocnou větu.
Pomocná věta 2. Nechťje dán trojúhelníkABC o stranácha,

b, c, obsahu P a poloměru opsané kružnice r, pak platí
abc

m"
Důkaz. Trojúhelníku ABC opišme kružnici k o středu S. Přímka

CS (obr. 3) protíná kružnici k v bodě D. Výšku v trojúhelníku označme
CE. Trojúhelníky AEC a DBC jsou podobné podle věty uu (X CAE =
= X ČDB, X AEC = x DBC = %").

OznačmeAC = b, CE = v, CD = 2, BC = a, AB=.c.
Pak platí úměra

v:ib=a:D,
odtud

2ro = ab.
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Násobíme-li obě strany rovnice velikostí strany c
2cvr = abc,

odtud
4Pr = abc,

neboli
abc

P = 4r ,
což jsme měli dokázat.

(Pokračování)

DESKRIPTIVNÍ
GEOMETRIE

Niektoré dotyčnicové
vlastnosti paraboly
MATÚŠ KUNIAK, Košice

Parabola, ako nestredová kuželosečka má niektoré osobitné dotyčni
cové vlastnosti, ktorých možno výhodne použit pri konštrukčnom rie
šení róznych úloh. Dokážeme nasledujúcu vlastnosť dvoch dotyčníc
paraboly:

Veta 1. Spojmica priesečníka dvoch dotyčníc paraboly s jej ohniskom
zwera s jednou dotyčnicou rovnaký uhol, aký zviera druhá dotyčmca s osou
paraboly.
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Dókaz. Nech sa dve Iubovolné dotyčnice £ a m paraboly (obr. 1)
pretínajů v bode R. Zostrojme páty P a K kolmicez ohniska F k do
tyčniciam m a ť paraboly. Nad úsečkou RF ako priemerom zostrojme
kružnicu k, ktorá v dósledku Thaletovej vety prechádza i cez body P
a K. Podla obr. 1 platí

X FRP = x FKP
ako obvodové uhly nad oblůkom FP kružnice k. Ďalej z obr. 1 móžeme
konštatovať, že trojuholníky A FKA a A FLK sů podobné, preto
móžeme písať

X FRP = X FKÁA=« KLF=.
Inú vlastnosť dvoch dotyčníc paraboly vyjadruje
Veta 2. Dutý uhol ohniskových sprievodičov dvoch bodovparaboly rovná

sa dvojnásobku dutého uhla dotyčníc zostrojených v týchto bodochparaboly.

X

Dókaz. Vieme, že dotyčnica paraboly zviera s osou paraboly i s ohnisko
vým sprievodičom jej dotykového bodu rovnaké uhly. Nech V je vrchol
paraboly, F jej ohnisko a O lubovolný bod polpriamky VF za bodom F
(obr. 2). Ďalej priamky m a t súdotyčnice paraboly s dotykovými
bodmi M a T. Podla obr. 2 platí

© FMR=a= AaFLM,
© MPO = 2x = 2 x MLF,
x TF = 26=2 x THF

Taktiež platí
* MFOTXTFO= 2(a+p)=2X MRT,

to znamená, že
AXMFT=2«x MRT.
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Veta 3. Kružnica opisaná trojuholníku, ktorý je vytvorený troma do
tyčmcami paraboly, prechádza ohniskom paraboly.

Dókaz. Tri dotyčnice f, u, m paraboly vytvárajů trojuholník KLR
(obr. 3). Budeme uvažovat i body dotyku M a T na dotyčniciach m, ť.
Vo štvoruholníku FLRK na základe vety 1 platí

X FRL= X FKL= A THF,
X KRF = AXKLF = x FDM

Na základe predchádzajůcich viet a z vlastnosti súčtu vnůtorných
uhlov trojuholníka F'LK móžeme písať

X LFK = 180"—(© FLK + A LKF),
alebo tiež

X LEK = 180 —X TRM
O šťvoruholníku FLRK u ktorého vrchol F' je ohniskom paraboly

sme dokázali tů vlastnosť, že sůčet protlahlých uhlov v tomto štvor
uholníku sa rovná 180%;o takomto štvoruholníku vieme, že je možné
jemu opísať kružnicu.

Veta 4. Ortocentrum trojuholnika, ktorý je vytvorený troma dotyčmcam
paraboly leží na riadiacej priamke paraboly.

Dókaz. Tri dotyčnice a, b, c paraboly vytvárajů trojuholník ABC
(obr. 4). Zostrojme výšku trojuholníka z vrcholu A na stranu BC.
Dokážeme, že priesečník tejto výšky s riadiacou priamkou f paraboly
je ortocentrum trojuholníka ABC. Výška trojuholníka z vrchola A
pretína riadiacu priamku paraboly v bode O, stranu BC v bode L
a kružnicu k opísanů trojuholníku ABC v bode G. Platí

X AGF = X ABF
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ako vnůtorné uhly, odpovedajúůcetomu istému oblůku AF. Zostrojme
bod © súmerne združený s ohniskom F podla dotyčnice a. Nad úsečkou
FB ako priemerom zostrojme kružnicu k", ktorá v dósledku Thaletovej
vety prechádza bodmi P a P', ktoré sů pátami kolmíc, zostrojených
z ohniska F na dotyčnice a, c paraboly. Ďalej platí

©PBF = x PPF,
lebo oba uhly odpovedajů oblůku P'F Ďalej platí

X PPF = x 00F
ako vnútorné uhly ležiace pri rovnobežných priamkách (PP" ||f). Tak
tiež platí

X AGF= x 00F = « GO
ako vnůtorné uhly ležiace pri rovnobežných priamkach (FG || OG). Pre
tože FP —PO platí tiež rovnosť úsečiek

OL = LG

Bod Ó na riadiacej priamke f je skutočne ortocentrom trojuholníka
ABC, ktorého strany sů dotyčnicami paraboly, lebo vyhovujů určitej
vlastnosti ortocentra obecného trojuholníka, že totiž body súmerne
združené s ortocentrom trojuholníka vzhladom k jeho stranám ležia
na kružnici opísanej trojuholníku.

Uvedených dotyčnicových vlastností paraboly možno vhodne použiť
pri riešení róznych úloh o parabole.

Kuželosečky
vytvořené ve svazcích kružnic
KAREL DRÁBEK, CSc.,ČVUT, Praha

V tomto článku ukážeme, že platí:
Tečny sestrojené ze dvou (růzmých) pevných bodů chordály svazku kružnic

ke každé z kružnic svazku se protínají ve čtyřech bodech, které leží po
dvou na dvou kuželosečkách.Oba body chordály jsou ohnisky kuželo
seček, které jsou tedy konfokální.

Ve zvláštním případě volby obou bodů jedna z kuželoseček dege
neruje.

Důkaz provedeme postupně pro všechny tři druhy svazků kružnic.
a) Na chordále ch hyperbolického svazku kružnic (obr. 1) zvolme

dva různé body F,, F; tak, aby F1C 5 F,C, kde C je centrální bod
(tj. průsečík chordály ch a centrály c svazku kružnic).
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Tečny sestrojené z bodu F', k jedné kružnici k svazku se protinaji
s tečnami sestrojenými z bodu F'; k téže kružnici ve čtyřech bodech
By, Es; Hy, H,. Body Ej, E, leží na elipse, body H;, H; na hyperbole,
přičemžobě kuželosečkymajíspolečná ohniska v bodech F, F.

Obr. 1

Označíme-li T, Ti, popříp. T,, T; body dotyku tečen z bodu F',
popříp. F', ke kružnici k, platí

EF =TF— TE, EF,= TF,+ TB.
Protože E,T, = E,T2, plyne

EF, + E,Fy= FAT,+ FT = konst.
neboť tečny z bodu F, popříp. F',;mají touž délku ke všem kružnicím
svazku.

Body E leží na elipse, která prochází body N, N', tj. nulovými
kružnicemi svazku.

Obdobně dostaneme pro body H1, H;, že
HF —HF, = FT, —FT, = konst.,

a tedy oba body H leží na téže větvi hyperboly, která rovněž prochází
body N, N' Protože jsou tedy obě vytvořené kuželosečky konfokální,
protínají se v bodech N, N' pravoúhle.

V případě hyperboly pro určitou kružnici svazku získáme tečnu
bodem F, a odpovídající tečnu bodem F',, které jsou rovnoběžné a určují
směr asymptoty vytvořené hyperboly. Pro kružnici souměrnou podle
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chordály dostaneme směr druhé asymptoty. Středy kružnic svazků
s uvedenou vlastností jsou průsečíky centrály a společných tečen kružnic
o středech v bodech F',, F',, které protínají pravoúhle kružnice svazku.
Spojnice středů těchto kružnic se středem O hyperboly jsou asympto
tami vytvořené hyperboly, neboť jsou, jak se snadno přesvědčíme,
rovnoběžné s tečnami určujícími směry asymptot.

S rostoucím poloměrem kružnice svazku se vzdálenost průsečíku pří
slušných tečen od hlavního vrcholu sestrojené kuželosečky blíží k nule.
V limitě (tj. pro kružnici svazku, jejíž poloměr roste nade všechny
meze a která přejde do chordály) získáme tedy popsanou konstrukcí
hlavní vrcholy kuželoseček.

Úvaha nevylučuje případ volby bodu F', nebo F, v bodě C.
Poznámka 1. Je-li F.C — F,CČ,pak dostaneme pouze elipsu s vedlejší

poloosou CN = CW
Poznámka Z. Aby vedle elipsy byla vytvořena rovnoosá hyperbola,

musí společné tečny obou kružnic se středy v bodech F,, F,, které
protínají pravoúhle kružnice svazku, svírat s chordálou, a tedy i s cen
trálou úhel 45“. Z toho plyne (obr. 2), jestliže označíme x = F,C, že
ke zvolenému bodu F', existují dva body F, F';, které určí rovnoosou
hyperbolu, pro které

FC=3x+2|2 (2+,
kde a = CN. hPoznámka 3. Jestliže zvolíme 6
pouzejedenbodF a sestrojíme a
vedle tečen z bodu F ke každé
kružnici svazku tečny rovnoběž
né s chordálou ch), pak jejich
čtyři průsečíky P,, P; Py, P, le
ží na dvou parabolách (obr. 3)
se společným ohniskem F a ří
dícími přímkami rovnoběžnými
s centrálou ve vzdálenosti rov
né délce tečny z bodu F ke
kružnicím svazku, tj. ve vzdále
nosti FN. Obě parabolý prochá
zejí opět nulovými kružnicemi N,
N" svazku, v těchto bodech se
protínají pravoúhle.

Je-li F = ČC,pak jsou obě pa
raboly shodné a řídicí přímky
jsou tečnami kružnice (F; FN)
v jejich průsečících s chordálou. Obr. 3

1) Jinak řečeno,bod F; je nyní nevlastním bodem chordály ch.
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Důkaz těchto tvrzení se ponechává čtenáři za ovičení.
b) Při eliptickém svazku kružnic pro reálný případ kuželoseček je

nutno volit body F,, F, vně úsečky AB, kde A, B jsou základní body
svazku kružnic. Rozlišíme přitom dvojí vzájemnou polohu bodů F, F.

1. Oba body F',, F, jsou v opačných polorovinách určených společnou
centrálou ckružnic svazku (obr. 4) a žádnýz nich není totožný s bodem A
nebo B, přičemžF',C 3+F,C. Pak tečny z bodu F;se protínají s tečnami
z bodu F, k téže kružnici k svazku ve čtyřech bodech H,, H,; Hp Hz
které leží na dvou hyperbolách.

Obr. 4 ch

Platí např. při volbě F',C > F,C
H,F,=-HF = HT, T TP; = HT = TF —FT, < PT —

— konst.
a obdobně

HFz—HF = FT + ToH—HT + FT= FT1i+FT, =
= F,T, x FT; = konst.

Oba body H, popříp. H' leží pro touž kružnici svazku na téže větvi
vytvořené hyperboly.

Je-li F,C = F,C je vytvořena opět pouze jedna hyperbola.
Poznámka 4. Aby byla vytvořena rovnoosá hyperbola, musí bud obě
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vnější nebo obě vnitřní společné tečny kružnic se středy v bodech F,
F, a protínající pravoúhle všechny kružnice svazku, svírat s chordálou
úhel 45“. Je-li úhel vnější (vnitřní) tečny s chordálou roven 45", je
úhel vnitřní (vnější) tečny větší (menší) než 45“, obě možnosti současně
nenastávají.

Při stejném označení jako v pozn. 2 dostaneme pro případ vnějších
tečen

FO=3:+2|2(2— a),
pro případ vnitřních tečen

Fy = 3x —2|2 (© —a?)
Je-liF,C = F,CjeF,C =a|2
2. Oba body F1, F; jsou v téže polorovině (obr. 5) určené centrálou c

svazku kružnic a žádný z nich není totožný s bodem A. Tečny z bodu
F, se protínají s tečnami z bodu F', k téže kružnici k svazku ve čtyřech
bodech E;, E; Ej, Ez, které leží na dvou elipsách, neboť (F,C > F,C)

B,Fit BF, —FT, —TE, + FT; + TB, = FIT, + FST,
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a obdobně *
BF,+ BF,= FT,—Tr BTy— FT, = P,Ty—FT.Poznámka5361F,— A,F,>Bjevpřípadě1.vytvořenapouze.

jedna hypérbola(obr.6a),pro jejíž body platí |H,F,— HF = FT;,
v případě 2. pouze jedna elipsa (obr. 6b), pro kterou platí

EF+ EF =FT.
> ch chp 2

2 NO

Obr. 6a, 6b

f

DO=m

3

Aby obě vytvořené kuželosečky byly paraboly, postupujeme stejně
jako v případě hyperbolického svazku kružnic. V tomto případě, je-li
F = A, je vytvořena pouze jedna parabola s řídicípřímkou v centrále c
svazku kružnic.

c) Pro parabolický svazek kružnic vyslovíme pouze výsledky, jejich
důkaz nechťsi provede čtenář opět jako cvičení.

Jestliže body F',, F', zvolíme v opačných polorovinách určených cen
trálou c, je vytvořena hyperbola, jsou-li oba body F',, F; v téže polo
rovině, je vytvořena elipsa.

Jestliže v prvním případě F,C = F,C pak neexistuje regulární ku
želosečka.

Aby byla vytvořena rovnoosá hyperbola, pak při volbě F4C = x>0
musí pro FC platit vztah

PO =x(3-+2,2)
Všechny takto vytvořené kuželosečky mají v bodě C hlavní vrchol.
Pro zvolený bod F = C existuje jediná parabola, která má v bodě C

vrchol a řídicí přímku ve vzdálenosti FC v opačné polorovině určené
centrálou c než je bod F.

ul
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ETDETUIDE S
FYZIKA

Výkon sinusového střídavého proudu
ING. LADISLAV SMRŽ, Praha

Výkon stejnosměrného proudu je dán součinem napětí U a proudu I
podle vztahu

P=U.IÍ, (1)
přičemž u ustáleného proudu mají obě tyto veličiny stálou, časově
neproměnnou hodnotu.

U střídavého proudu tomu tak není. Předpokládáme-li u napětí U
1 proudu Z sinusový průběh podle obr. I, mění se jejich hodnoty pe
riodicky mezi maximální kladnou a zápornou hodnotou, tzv. amplitu
dou, U, a I,, (v obr. 1 je znázorněna jedna perioda T' tohoto stále

psu

Obr. 1
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stejně se opakujícího průběhu). Chceme-li tedy vyjádřit výkon stří
davého proudu vztahem (1), musíme jej uvažovat pouze pro okamžité
hodnoty u, 1, tedy p=u (2)

Z obr. 1 vidíme, že můžeme pro každý časový úsek celé periody T
vypočítat okamžitou hodnotu výkonu p vynásobením příslušných oka
mžitých hodnot u, +. Největší výkon P,, je v okamžiku, kdy napětí
a proud dosahují současně svých maximálních hodnot (amplitud) U,
a I. Pro tuto maximálníhodnotu výkonu platí tedy vztah

Pnyn=Un.I,. (3)
Okolnost, že ve stejný okamžik dosahují výkon, napětí a proud

maximálních hodnot (a právě tak i mají ve stejný okamžik nulovou
hodnotu) svědčí o tom, že uvažovaný elektrický obvod má pouze
ohmický odpor R a že tedy časové vektory proudu a napětí, jimiž si
graficky znázorňujeme poměry v elektrickém obvodu, mají stejný směr,
jsou vzájemně ve fázi (obr. 2).

JI Z (= —

Obr. 2 Obr. 3

V prvé půlvlně (0“ až 180“) mají napětí i proud kladné hodnoty,
v druhé půlvlně (180“až 360*)mají obě tyto veličiny záporné hodnoty.
Próto je jejich součin stále kladný. Proudový zdroj dodává energil
spotřebiči (s čistě ohmickým odporem R), která se v něm přeměňuje
v tepelnou energii.

Matematicky si můžeme odvodit, že plocha ohraničená časovou osou
a křivkou průběhu výkonu » se dá nahradit plochou obdélníka, jehož
základna je T a výška

Pm2
která představuje střední hodnotu dodávaného výkonu. Dosadíme-li
tuto hodnotu do vztahu (3), dostaneme výraz

Pr© Um.lm© UmI
Pa= ČUN= R. SŽ=U.I 4

2 2 V2 V2 (4)
Hodnoty
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mají v elektrotechnice velkou důležitost. Nazýváme je efektivní hod
noty a jsou to střední kvadratické hodnoty, které ukazují všechny
běžně používané elektrické měřicí přístroje (voltmetry, ampérmetry,
wattmetry aj.). Označujemeje velkými písmeny, např. efektivní hodnotu
napětí U, efektivní hodnotu proudu f (jako je v rovnici 4). HodnotaP

2

ve vztahu (4) je podle toho rovněž střední hodnota výkonu, efektivní
výkon střídavého proudu. Nazýváme jej čínným výkonem, vzhledem
k tomu, že se zde dá elektrická energie měnit v jinou energii, např.
v tepelnou. Přitom množství vzniklého tepla je stejné jako množství
tepla vyvolaného rovnocenným stejnosměrným napětím U a proudem T.
Proto se výraz P — U. I v čistě ohmickém obvodu střídavého proudu
neliší od vztahu (1) pro stejnosměrný proud.

Obvykle však nejsou obvody střídavého proudu tak ideální, aby měly
pouze ohmický odpor. Téměř vždy obsahují kombinaci všech tří druhů
odporu, tedy ohmického, induktivního a kapacitního. Např. v síti jsou
zapojeny nejrůznější spotřebiče jako vařiče, akumulační kamna, mo
tory, žárovky, zářivky aj., u nichž se u žádného nedá uvažovat pouze
čistě ohmický odpor. Proto je také vždy určitý fázový posun mezi
síťovým napětím a odebíraným proudem, vznikající působením induk
tivních a v menší míře také kapacitních odporů.

) /A/S
Obr. 4

Všimněme si nejprve případu, kdy obvod střídavého proudu má
pouze čistě induktivní, nebo čistě kapacitní odpor. Teoreticky se dá
odvodit, že se v obvodu s čistě induktivním odporem zpožďuje časový
vektor proudu za časovým vektorem napětí o 90" a naopak v obvodu
s čistě kapacitním odporem časový vektor proudu předbíhá o 90" časový
vektor napětí. V obr. 3 jsou tyto poměry znázorněny pro obvod s čistě
induktivním odporem, proud Í je o 90" zpožděn za, napětím Ú. Když
si prohlédneme obr. 4, kde jsou vyznačeny sinusové průběhy napětí,
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proudu i výkonu, vidíme, že v prvé čtvrtině periody T (0“ až 90“) jsou
napětí i proud kladné, tedy i výkon p je kladný. Zdroj dodává energii
do spotřebiče. To se opakuje i ve třetí čtvrtině periody (180“ až 270“),
kdy napětí i proud jsou záporné. Ve druhé a čtvrté čtvrtině periody T
mají však napětí a proud opačná znaménka, výkon p je záporný. To
znamená, že energie dodaná spotřebiči se v těchto úsecích periody T
opět vrací do zdroje. Celkový výkon během periody 7' je tedy nulový,
nazýváme jej jalovým výkonem. Elektrická energie jemu odpovídající
se nedá měnit na jiný druh energie. Jalového výkonu se proto nedá
užitečně využít.

Také případy, kdy elektrický obvod má pouze induktivní nebo kapa
citní odpor, jsou jen ideální. Ve skutečnosti je zde vždy určitý činný
odpor, takže fázový posun mezi proudem a napětím je menší než 90“.
Poměry v takovém obvodu jsou znázorněny (pro induktivní charakter
obvodu) v obr. 5. Proud / se zpožďuje za napětím U o fázový úhel w,
který je skutečně menší než 90“. Znázorníme-li si sinusové průběhy
všech užitých veličin, jak je naznačeno v obr. 6, vidíme, že kladný

|wCI.cose

výkon je větší než výkon záporný. Dostáváme tedy určitý činnývýkon P,
jehož se dá užitečně využít (v obr. 6 je to vyjádřeno obdélníkem o zá
kladně T' a výšce P, která představuje střední hodnotu výkonu za
celou periodu 7"). Takový případ bývá nejčastější v elektrických obvo
dech.

Velikost výkonu střídavého sinusového proudu mohli bychom si vy
počítat z rovnic, jimiž je dán sinusový průběh proudu a napětí

u = Unsnořť a %= Insin (ot —9),
posunutých vůči sobě o úhel w.

Jednodušeji však k tomu dojdeme pomocí geometrických vztahů
z obr. 5. Ve shodě s mechanikou je činný výkon P dán součinem na
pětí U a složky proudu /, promítnuté do směru napětí U. Podle obr. 5
je tedy činný výkonP střídavého sinusového proudu dán vztahem

P=U.I cosy. (5)
Analogicky k tomu je jalový výkon P, dán součinem napětí U a kolmé
složky proudu Z k napětí U. Platí tedy

Py= U.I.sang. (6)
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Použijeme-li k tomuto výpočtu výkonu vztahu (5), musíme dosadit
za fázový úhel g — 90“ a dostaneme tak

P=U.I.cos90 —U.I.0=0. (7)
Vztah (7) je důkazem, že skutečně jalová energie nemůže být pře

vedena na jiný druh energie. MÉa m00 TEE a 0 mLInynv

Ú psu.„v
+

+o l(a SAX VÁ

270 ZZ 360?

Obr. 6

Uvažujeme-li ve vztahu (5) pouze součin U . / bez ohledu na fázový
posun m mezi napětím U a proudem I, dostáváme tak zvaný zdánlivý
výkon P;. Má pouze teoretický význam a je důležitým při výpočtech
generátorů pro určování dovoleného zatížení apod.

Zákonnými jednotkami všech tří druhů výkonů střídavého proudu
jsou

watt [W] pro činný výkon P,
voltampér reaktanční [VAr nebo

var] pro jalový výkon Py,
voltampér [VA] pro zdánlivý vý

konP.
Z obr. 3 až 6 je zřejmé, že nej

větší užitečný (činný) výkon dostá
váme, jsou-li napětí U a proud Z ve
fázi, není-li mezi nimi žádný fázový
posun. Proto se výrobce elektrické
energie, elektrárna, snaží, aby v síti
byl fázový posun mezi proudem a
napětím co nejmenší. Důvody k to
mu jsou zřejmé z obr. 7, kde jsou
naznačeny různé poměry v síti. Činný
výkon P je dán součinem proudu
I, (ležícího ve směru napětí) a na
pětí U. Při rostoucím fázovém po
sunu mezi proudem a napětím, musí

ÝY©>

aj
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potřebný proud I růst stále na větší hodnoty I;, I;, I4, má-li být za
chován potřebný výkon P. Vyšší proud musí však generátor v elek
trárně skutečně dodat, musí být vybuzen, aniž by se docílilo zvýšení
činného výkonu. Tím se zhoršuje účinnost celého zařízení, výroba elek
trické energie se zdražuje. Z toho je také odvozen název pro veličinu
cos [vyskytující se ve vztahu (5) pro činný výkon] účiník. Je to
jakési měřítko hospodárnosti při výrobě elektrické energie. Aby elek
trárna donutila velké spotřebitele (továrny apod.) k udržování malého
posunu při odběru elektrické energie, měří jalovou energii speciálními
elektroměry a při překročení určité smluvené hodnoty vybírá přirážky
k ceně za odebranou energii.

wď

R SOUTĚŽ

ÚLOHY K ŘEŠENÍ (Pokračování

Fyzika

1. Po nakloněné dokonale drsné rovině délky s, která svírá s vodorovnou
rovinou úhel «, valí se do vodorovné roviny koule poloměru r. Jakou dráhu
vykoná koule po vodorovné rovině než se zastaví? Koeficient valivého
tření mezi koulí a rovinou je 6. (Moment setrvačnosti koule J = $ mr?.)

Josef Dibelka

2. Je-li zdroj napětí zatížen odporem R;, dává napětí Uj. Je-li zatížen
odporem R;, dává napětí U;. Voltmetr, kterým odčítáme napětí, má vnitřní
odpor Ry. Vypočítejte vnitřní odpor zdroje.

Josef Dibelka

3. Na nakloněné rovině stojí plné těleso tvaru přímého čtyřbokého jehla
nu. Délka strany čtvercové základny jehlanu je 100 mm, výška jehlanu
350 mm. Materiál, z něhož je těleso zhotoveno je homogenní. Máme určit,
jaký maximálně může být úhel « sklonu roviny, aby se těleso (stojící zá
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kladnou na nakloněné rovině) nepřeklopilo, je-li přitom základna tělesa
orientována tak, že:

a) dvě strany základny jsou rovnoběžné se spádovou přímkou nakloněné
roviny,

b) úhlopříčka základny je rovnoběžná se spádovou přímkou.
Daný příklad řešte obdobně pro těleso stejného tvaru a stejně situované

pouze s tím rozdílem, že jehlan je dutý a jeho stěny mají vesměs zanedba
telnou tloušťku.

Václav Šindelář

4. Elektrický obvod má ohmický odpor R a indukčnost L (obě veličiny
jsou uvažovány v sérii). Kapacitu obvodu zatím zanedbáváme (C = 0).
Činný výkon obvodu je při střídavém napětí Ueg— 1600 V s frekvencí
f = 3 kHz roven P =24 kW. Účinník je roven cos e = 0,75. Máme vy
počítat:

a) efektivní proud Iey v daném obvodě a dále zdánlivý odpor Z, ohmický
odpor R a indukčnost L obvodu,

b) jakou kapacitu C bychom museli sériově vložit do obvodu, aby bylo
fázové posunutí nulové,

c) jakou hodnotu bude mít v případě b) činný výkon a jalový výkon?
Václav Šindelář

5. Měděná a olověná koule stejné hmotnosti m byly zahřáty ve vodní
lázní na stejnou teplotu 7. Pak byly ponořeny do dvou nádob, v nichž
bylo stejné množství vody, která měla stejnou teplotu ř,|< tj. Kolik kg
vody musí být v každé nádobě, aby se rozdíl v měrných teplech c; a ©
obou kovů projevil co nejvíce? (Měrné teplo mědi c, — 0,093 kcal.kg-*.
. deg7+,měrné teplo olova c, — 0,031 kcal.kg-*.deg“1). Úlohu řešte nej
dříve obecně a do výsledku dosaďte ft= 1007C, f = 15*C a m = 1 kg.

František Vencálek

6. Družice o hmotnosti m vnikla ve výšce 4 rychlostí v do hustých vrstev
atmosféry. Kolik tepla se vyvine třením o vzduch za předpokladu, že se
celá mechanická energie družice změnila v teplo. Ulohu řešte nejdříve
obecně a pak do výsledku dosaďte m — 1 kg, A= 30 km, v = 8 km. s.
Volte g — 9,81 m.s7?.

František Vencálek

Matematika

7. Dokažte, že číslo

N = 40797" + 32140797| 697321907
je dělitelné číslem 435.

(Podle rumunského časopisu Gazeta Matamatica)
o František Kejla

8. Rešte rovnici
ni— 6n—4=0.

Věra Pohlová
9. Jaký je součet koeficientů v rozvinutém mnohočlenu

(x* — 5x3 + 7x2 — 5xz + 1)"97?
(Podle jugoslávského časopisu Obzornik za matematiko in fiziko - soutěž

mladých matematiků na II. gymnasiu v Lublani)
Ota Setzer
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10. Součet čtverců tří po sobě jdoucích lichých čísel je čtyřciferné číslo
napsané stejnými ciframi. Určete je!

(Podle západoněmeckého časopisu Archimedes)
Ota Setzer

11. Kdy se narodil člověk, jehož stáří v roce 1968 se bude rovnat cifer
nému součtu roku jeho narození?

(Podle holandského časopisu Pythagoras)
Ota Setzer

12. Trojúhelníkové pole ABC rozdělte lomenou mezí PORH na dva stejné
díly tak, aby daný bod Pe BC, dané body © a R byly vnitřními body
trojúhelníka ABC a hledaný bod He AB.

Karel Špaček

Řešení úloh uveřejněných v tomto čísle zašlete nejpozději do 15.
března 1968 na adresu: Doc. Ota Setzer, Praha 2, Trojanova 13.

Výsledky loňské soutěže ROZHLEDŮ
V č. 2 letošního ročníku jsme uveřejnili výsledky v části Matematika,

dnes k tomu připojujeme výsledky z oboru Konstruktivní geometrte
a Fyzika.

Konstruktivní geometrie

1. Pavel Polcar, II.B SVVŠ, Velké Meziříčí . 24 bodů
2. Martin Šole, III.G SVVŠ,W. Piecka, Praha 2 23 bodů

3.—7. Jam Červenka, TIT.A SVVS, Havlíčkův Brod
Milan Číha, IIT.A SVVS, Rakovník
Marian Fůrik, III.C SVS, Zvolen 22 bodů
Jan Louda, III.F SVVŠ, Plzeň
Stamslav Slouka, IV.A SPSE, Brno

Fyzika

1. Jan Louda, III.F SVVŠ, Plzeň 36 bodů
2.—3. Jiří Leicman, III.B SPŠS, Brno .

Stanislav Slouka, IV.A SPŠE, Brno 35 bodů
4. Renata Žaludová, IIT.A SVVŠ, Znojmo. 34 bodů

5.—6. Marian Fúrik, III.C SVŠ, Zvolen ,
Jan Kastl, IILF SVVŠJF, Plzeň 33 bodů

7. Bohumila Vlachová, II.S SVVŠ, Brno 31 bodů



Dále uveřejňujeme abecední seznam úspěšných řešitelů. Za jménem
každého řešitele jsou uvedena čísla správně vyřešených příkladů z pří
slušného oboru, v závorce pak čísla úloh, řešených s menšími nedo
statky. Nesprávná řešení neuvádíme vůbec.

Martin Bukovčan, SVŠ, Bratislava -M 1—12; Jiří Bureš, ZDŠ, Šumperk 
M 3; Jan Coufal, SVVŠ, Karviná - M 3, 5, 7—9, (10), G (1); Bohumil Čapek,
SVVŠ, W. Piecka, Praha - M 2—4, 7, 9, 12, (1, 5, 8, 10, 11), F 1, (2, 3),
G 3, 4, (1, 2); Juraj Černák, SVŠ, Turč. Teplice - M 3—5, 7, 9, 11, 12, (8),
F 2, 4, 6, (1, 3, 5); Jan Červenka, SVVŠ, Havlíčkův Brod - M 2, 4, 5, 12,
(3, 6—9), F 1, 3, 6, (2, 4, 5), G 1, 3, 4, (2); Milan Číha, SVVŠ, Rakovník 
M 1—5, 7, 9, 10, 12, (6, 8, 11), F 1, (3, 5, 6), G 2—4, (1); Tomáš Duby,
SPŠE, Bratislava - M 1, 2, 4, 5, 7—9, 11, 12, (3, 6), F 1, 4, 5, (2, 3, 6),
G 1, 4, (2, 3); Marian Fúrik, SVŠ Zvolen - M 1—12, F 1, 3—6, (2), G 2—4,
(1); Radovan Gregor, SVVŠ W. Piecka, Praha - M 2, 3, 7, 11, (1, 4, 5, 8, 9,
12); Michal Grell, SVŠ, Bratislava - M 5—7, 9, 12, (8); Otakar Grošek, SVŠ,
Bratislava - M 3—5, 7, 8, (10); Eugen Guttek, SVŠ, Prešov - M 9, (5); F 5,
6, (3, 4), G 1, 3, (2); František Hajnovič, SVŠ, Bratislava - M 4, 5, 7—9,
12, (1—3, 6, 11), F (2, 3, 5, 6), G (1); Jiří Henzler, SVVŠ, Praha 6 - M 3,
5, 7, (4, 8—10, 12); Jiři Houska, SVVŠ, Čakovice - F 1, (2), G 3, 4, (1, 2);
Věra Jaroňová, SVVŠ, Nový Bohumín - M 1—4, 7—9, 11, (5, 6, 10, 12);
Josef Jirásko, SVVŠ, Semily M 3—5, 7, 9, 12, (6, 8, 10), F 5, (2, 3, 6),
G (1); Petr Just, SVVŠ, Trutnov - M (8); Jan Kastl, SVVŠ, Plzeň - M I,
3—9, 11, 12, (2, 10), F 1—5, (6), G 3, 4, (1, 2); Miroslav Kawalec, SVVŠ,
Havířov - M 4—9, 11, (3, 10, 12), F 1, 3—6; Miloš Křiž, SVVŠ, Brno
M 3, 6—10, (5), F 3, 4, 6, (5); Lubomír Kuka, SVŠ, Dolný Kubín F 3,
6, (5); Jiří Leicman, SPŠS, Brno - F 1—6; Jan Louda, SVVŠ, Plzeň - M 2,
4—9, 11,12, (1, 3, 10), F 1—6, G 1, 3, 4, (2); Věra Pohlová, SVVŠ W. Piecka,
Praha - M 2, 3, 7—9, (1, 4—6, 10, 12), F 1, 3, 6, (2, 4, 5), G 2, 3, (1, 4);
Libor Polák, SVVŠ, Brno - M 2—5, 7—9, 12, (6, 10), F 2, (1, 3, 4, 6), G 1,
2, (3, 4); Pavel Polcar, SVVŠ, Velké Meziříčí - M 1, 3,5, 7, 9, 12, (2, 4, 6,
8, 10), F 2, 3, 6, (1, 4, 5), G 1—4; Jan Pospichal, SVVŠ, Telč - F 3—5, (6);
Rudolf Požgay, SVŠ, Bratislava - M (5, 7); Emilia Pridalová, SVŠ, Bra
tislava - M 5, 9, (1—3, 6—8, 10), F 1, (2, 5, 6); Vojtěch Rodi, SVVŠ W.
Piecka, Praha - M 3, 7—9, 12, (1, 2, 4—6, 10), F 1, (2, 3, 5, 6), G 2, 3, (1, 4);
Jan Sedláček, SVVŠ, Hradec Králové - F 2, 3, 5, 6, (1, 4); Pavel Sejrek,
SVVŠ, Velké Meziříčí - M 8, 9, 12, (4), G (1); Stanislav Slouka, SPŠE, Brno 
M 2, 3, 5—7, 9—12, (1, 4, 8), F 1—6, G 2—4, (1); Mojmár Šob, SVVŠ,
Velké Meziříčí - M 5, 7, 9, (8), F 3, 4, 6, (5), G 1; Martin Šole, SVVŠ W.
Piecka, Praha - M 2, 3, 7—9, 12, (1, 4—6, 10, 11), F 1, 5, 6, (2—4), G 1—£4;
Jana Štiková, SVVŠ W. Piecka, Praha - M 2—4, 7, 9, 11, 12, (1, 5, 6, 8);
Jaroslav Štoviček, SVVŠ, Jihlava - F 1, 3, 6, (2, 4, 5); Jana Tauberová,
SVVŠ, Domažlice - F 3, (4—6); Marián Vajteršic, SVŠ, Nitra - M (3, 10);
Pavel Vejvoda, SVVŠ W.Piecka, Praha - M 1—3, 7—9, 11, (4, 5, 10, 12);
Bohumila Vlachová, SVVS, Brno - M 7, (8, 10), F 3—6, (1, 2); Marie Zeď
náčková, SVVŠ, Třebíč - M 7, (8, 10); Renata Žaludová, SVVŠ, Znojmo.
M 2, 3, 7, 9, 11, 12, (4—6, 8, 10), F 1—3, 5, 6, (4); Jan Žebrok, SVVŠ,
Karviná - M 7—9, (3, 5, 6, 10).

Jiři Fidler, Praha 7, Haškova 2, nabízí zájemcům tyto ročníky Rozhledů
matematicko-fyzikálních: 1959/60 (roč. 38), 1960/61 (roč. 39), 1964/65 (roč.
43), 1965/66 (roč. 44).

Redakce
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VÍTĚZOVÉ
V celkové soutěžise umístili vítězní řešitelétakto:

1. Marian Fúrik, SVŠ Zvolen 127 bodů
2. Jan Louda, SVVŠPlzeň . 125bodů
3. Stanislav Slou ka, SPŠE Brno 123bodů
4. Jan Kastl, SVVŠPlzeň 121bodů
5. Martin Šolc, SVVŠPraha 2 113 bodů
6. Tomáš Duby, SVŠ Bratislava 112bodů
7. Pavel Polca r, SVVŠ Velké Meziříčí 109 bodů
8. Milan Číh a, SVVŠ Rakovník 108 bodů
9. Věra Pohlová, SVVŠPraha 2 101bodů

10. Libor Polák, SVVŠBrno . 98 bodů
11. Jan Červenka, SVVŠHavlíčkůvBrod 97 bodů
12. Vojtěch Rod1l, SVVŠ Praha 2 95 bodů

Podle rozhodnutí redakční rady byly vítězům zakoupeny výherní
knižní poukázky z prostředků MŠ a SPN a ještě před tahem zaslá
ny. Rovněž byli odměněni vítězové jednotlivých oborů.

Blahopřejeme.

Rešení úloh z minulého ročníku

Fyzika

1. Dutá koule (poloměry: vnější R, —=0,1 m, vnitřní R, — 0,08 m) je
do poloviny naplněna kapalinou. Hustota materiálu koule je

0, = 7%8.10*kgm*“?, o
hustota kapaliny

0, — 1,26. 10*kgm*?
Kouli valíme po vodorovné rovině tak, že její maximální obvodová rychlost
je rovna % —=0,2 m s7+. Máme vypočítat celkovou kinetickou energu Wrz
koule s kapalinou pro případ, že neuvažujeme vlhv vnitřního tření kapaliny
při pohybu koule. Napište také z jakého materiálu je koule a o jakou čistou
kapalinu se jedná. Objemový moment setrvačnosti plné koule vzhledem
k libovolné ose procházející jejím středem je roven

8Jy = S ař,B
kde r je poloměr koule.

(Došlo 25 řešení) Václav Šindelář
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Řešil Jan Louda,III.F SVVŠ, Plzeň:
Celková pohybová energie W, tělesa je rovna součtu energie jeho

posuvného pohybu a energie jeho otáčivého pohybu
W — W4pos+ Wu

tedy
Wy=in?-+ 2Joř,

kde m je hmotnost tělesa, J jeho moment setrvačnosti, v rychlost
posuvného pohybu tělesa a e úhlová rychlost jeho otáčivého pohybu.

Označmehmotnost duté koule m; a hmotnost kapaliny m.
+ Platí m=alV,
kde

Vy= án(Ri— Rž)
je objem „„mezikoulí““.Jeho hmotnost

m=ž31n 0, (Ri —Rž) (1)
a dále

My= 0 Va,
kde

Vysíní
je objem kapaliny a její hmotnost je

Mm=3n0,Rš (2)
Pro energii posuvného pohybu platí

Wkpos= zm,
přičemž

M= M+ Mm= 3124 (Ri —Rž) + 0 Rž],
V=%,

tedy
Wypos=ž 31002, (Ri —Rž) + 0,Rž],

W pos= 5 vo [201 (Ri — RŽ) + 02R82] (3)

Moment setrvačnosti (hmotnostní) homogenní koule (s hmotností M)
vzhledem k libovolné ose jdoucí jejím středem je

J—=5Mr
/Moment setrvačnosti duté koule vypočteme jako rozdíl momentů setr
vačnosti koncentrických plných homogenních koulí (o stejné hustotě 0)
o poloměrech R; a R, a hmotnostech M; a M;

J=J— Ja=M —$M,Rž,
kde

M=ánRia a Mi=ánR 04,
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z čehož

J=$.šnea(Ri— Rž). (4)
Hmotnostní moment setrvačnosti J je roven také součinu objemo

vého momentu setrvačnosti Jy téhož homogenního tělesa (a vzhledem
k téže ose) a jeho hustoty o

J=J VO.
Energie otáčivého pohybu duté koule vzhledem k ose jdoucí jejím

středem je rovna
W ot — Ž J o? h

přitom

takže

12

We = 167 ©pe (Ri —Rš). (5)
Úhrnná kinetická energie valící se duté koule s kapalinou je rovna

po úpravě
Wx — W pos T Wzot —

2

=Pebla|uni-2mi(s+2 (P J|+5o). (6)1

Číselně

W = 95 „4.1072 (7,8. 10%[14.103 —2.0,512. 10- (5 + 2.0,89] +
+ 5.1,26.10%.0,512. 107%)— 5,22. 1071J

Závěr. Úhrnná kinetická energie ocelové duté koule naplněné
do poloviny glycerinem valícíse po vodorovnéroviněrychlostív
je rovna zhruba 0,522 joulu.

Poznámka autora. V původním zadání příkladu v č. 2 minulého ročníku
byl vzorec pro objemový moment setrvačnosti homogenní koule vzhledem
k ose jdoucí jejím středem nesprávně vysazen; měl znít

Jy =ti.jnr5.
Převážná většina řešitelů použila však přesto správný vzorec. Použití ne
úplného vzorce nebylo ovšem za chybu pokládáno.

Ani jedno z řešení neobsahovalo diskusi k maximální obvodové rychlosti.
Valení koule po rovině, při němž jednotlivé její body opisují dráhy zvané
cykloidy (kromě bodů ležících na ose koule), lze považovat rovněž za rotaci
okolo okamžitých os ležících v rovině podložky, kolmých na směr valení
a jdoucích tím bodem povrchu koule, který je v témže okamžiku ve styku
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s podložkou. Pro takový případ pojetí rotace byla by posuvná rychlost
valící se koule rovna polovině „„obvodové““rychlosti bodu koule právě
protilehlého dotykovému bodu na podložce, tedy maximální „„obvodové“'
rychlosti.

Matematika

10. Danému čtverci ABCD (AB = a) opište čtyřůhelník tak, aby troj
úhelníky vzniklé nad stranami čtverce měly obsahy v poměru 1:2:3:4
a součet jejich obsahů byl roven obsahu čtverce.

(Došlo 32 řešení) Ota Setzer "i

Řešil Stanislav Slouka, IVa SPŠE, Brno:
Rozbor. Výšky vedené z vrcholů Vy, V;, V3, V, vzniklých trojúhelníků

na strany čtverce ABCD jsou
VLlV4Vy Va = 1:2:3:4.

Součet obsahů trojúhelníků je

>utututu)=e,
proto

Vit VT 44+ U= Za,
odtud

a 2a 3a 4a5""= k UW
Nechť trojúhelník ABY, o výšce v, vznikne nad stranou AB (vznik

ne-li nad jinou stranou, půjde jen o cyklickou záměnu vrcholů). Pro
další trojúhelníky mohou nastat jen tyto tři možnosti:

1. BCV;, CDV3, DAVy; 2. BCVy, DAVy, CDVy; 3. CDVy, BOV,
ADV,.

Další tři případy — vzniklé souměrností podle osy strany AB —
nebudeme považovat za nová řešení. Paty výšek z vrcholu V; označme
P;, dále BP, = z.

V —

PV; O BP,
1. A P1BzVíe A P2VB >> BP, = P,V,?

—PV. PV 20
Bři= BP, © 25x"

2bax — 2a?

„PAPOVaroAP3V30=>OPy—T
CP,
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3a 2a

M 5 5 Gug
- 2Baz—242- 25x—2a'

25x

19ax — 2a?
25x — 2a

DP; -©

DP; =a— ČP; =

ANPsDVy © A PAVaD => DP,=

4a 3a

M 5 5 3000x —24a*
1947 —202- 475x—50

25x — 2a

Vi5ax — 26a*
475x — 50a

AP, ?

APy=a— DP, =

A PsAVim A PYVÁ> APy=

a 4a
a
1754x —26až

475x — 50a

a4— 4

po úpravě
175xž— 125ax + 18až = 0,

z = a Z = 18a
1 5 > 877 35

BP, -25x
25bax — 2až

25x ?

PaVy.PV O
CP, m

2. A PíBVy,© A P2V;B => BP, =

CP, = a— BP, —

A PoVym A PaVyC> CP, =

2a 4a55 ME:
O 2Baz —242 | 25x —2a'268

194



l — 2a?DP,= a —OP,—LÍH
20x — 2a

A PaDVim A P3V3D— DP, —čefa Baa
DP,

da 4a
O o Ó 3000x —240?

I7ax —242 © 25 (I7x — 2a) '
25x — 2a

125ax — 26a?
AP — — DP = 

1 3 25(17x—20) 'APoAVa—APVA—>AP,—T FW.
AP,

a da

a r= 5. 6
— 125ax — 2602 '

25 (17x — 2a)
po úpravě

25x" — 20ax + 4až = 0,n8.5
-BM PzV3| 303. AFBAPWB>BR
25ax — 3až

P „PAPsoV3—APVC=>CP,=FaVa PV —
CP

2a 8a5.58. m
- 2bax —3až | 25x —3a'

25T

191x — 3a?D=a—OP=3
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APsDVyoAPAVyD=DP,—ZL Fařa
2a 4a

-6 (5. 2000x —240?
1904 —3až 25 (19x—3a) *

275ax — 5la?
= a— DP, =AP a—BE z 34 '

A PiAVim A P1V1A> APi= PVV ;
AP,

a 4ap BB
9 9754x—5laž '

25 (19x — 3a)
po úpravě

275x%— 250ax |- 39až = 0,

a 30067.787 55'
Konstrukce. Na straně AB sestrojíme bod Px, pro nějž platí BP, = r,

vně čtverce bod V; tak, aby

T =

PV L AB,PW=—.
Se stranami BC a AD sestrojíme rovnoběžky ve vzdálenosti odpoví
dajících výšek a na nich další vrcholy opsaného čtyřúhelníka.

Správnost konstrukce plyne z rozboru.
Diskuse. Existuje pět různých čtyřůhelníků žádané vlastnosti.

UP67, informační bulletin o učebních pomůckách

Bulletin vychází nepravidelně podle potřeby. Vydává jej propagační odd.
n.p. Učební pomůcky, Praha 1, Národná tř. 20. Publikace infor
muje o různých nových učebních pomůckách a školních filmech. Velká jeho
část je věnována matematice, fyzice a deskriptivní geometrii.

M.M.
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(p )- n (n-1)(n—2)...4-2- 3405 oso|ji<

MATEMATICKÉ ZÁBAVY

S matematikou nejdál dojdeš
aneb Jak zaručenězbohatnout

„Představ si“ pravila nakvašeně tetička, „že ta ženská naproti vy
hrála ve Sportce padesát tisíc!““Tato zpráva mne rozrušila, a tak jsem
začala přemýšlet, jak bych i já pomocí Sportky rozmnožila své pozemské
statky. „„Všichnilidé říkají ““dumala jsem, „„ževyhrát ve Sportce je čistá
náhoda. Já však všem těm nevzdělancům dokáži opak, neboťna to půjdu
přísně matematicky !““A s tímto pevným předsevzetím jsem usedla za
psací stůl a začala jsem počítat.

Za vsazení jednoho tiketu dám tři koruny. To není mnoho, zároveň
i naděje na výhru je nepatrná. Čím více tiketů vsadím, tím více sice
zaplatím, ale tím jistěji vyhraji. Sportka má čtyřicetdevět čísel.Vsadím
li všechny možnosti, vyhraji jedno první pořadí, to bude dvě stě tisíc,
to bude ta baba naproti koukat; čtyřicet tři druhých pořadí (to máme
nejmíň dvacet pět tisíc krát čtyřicet tři) a tak dále. To bude najednou
peněz! Ale vyplatí se to vůbec? Musíme tedy nejdříve počítat.

Matematická kniha mi pravila: „Kombinace k-té třídy z n prvků jsou
skupiny po k prvcích, vybrané z množiny mající » prvků tak, že každé
dvě skupiny, které se liší pouze pořadím prvků, pokládáme za totožné.

Počet kombinací k-té třídy z » prvků budeme označovat (4) Potommr
Počítala jsem tedy, že n — 49, k = 6, čili počet všech možných kombi
nací čísel ve Sportce se bude rovnat

49! 49!

6! (49—6)!. 61:43!

platí, že
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Bohužel se mi nepodařilo najít žádné matematické tabulky, v nichž
by byly faktoriály.

Musela jsem tedy začít počítat. 49 48 — 2352 47 46 Když
jsem násobila čtyřiceti dvěma, začaly se mi dělat nepříjemné mžitky
před očima, avšak jedna silná černá káva mne osvěžila. Násobíc třiceti
pěti, byla jsem vyrušena tetičkou. „„Vsaď čísla 2, 12, 29, 31, 34 a 41.
Našla jsem si to v snáři!“ Pohrdlivým mávnutím ruky jsem ji odehnala.
Kampak s takovými pověrami proti přesné a neomylné matematice!

Když byl poslední den pro vsazení tiketu, násobila jsem devatenácti.
„Jen se neboj, teto, až to dopočítám, vsadíme, a pak se budeme v peně
zích doslova koupat!“

V neděli jsem násobila třinácti. Abych si trochu odpočinula, pustila
jsem si rádio. Sťastné typy ve Sportce 2, 12, 29, 31, 34 a 41. Dostala jsem
nervový záchvat a odvezli mne do sanatoria.

Už jsme se probrala z bezvědomí a sedíc na bělostné nemocniční posteli
násobím šesti

Zuzana Boryslawská

Mnemotechnická pomůcka
pro trigonometrii
DOC. OTA SETZER, ČVUT, Praha

K snazšímu zapamatování základních vztahů mezi goniometrickými
funkcemi může dobře posloužit šestiúhelník na obr. 1, z něhož odvo
díme:

a) Funkce spojené vodorovnými příčkami jsou komplementární (před
pona co -), tj. funkce ostrého úhlu se rovná kofunkci doplňkového
úhlu, např.

sin« = cos5 —ň „see B= cosecz -5)2

b) Funkce spojené úhlopříčkou jsou reciproké, např.
secy =I

E cosy
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c) Součet čtverců funkcí ve vrcholech vodorovné strany vyšrafova
ného trojúhelníka se rovná čtverci funkce ve zbývajícím vrcholu, např.

sinž O+ cos20 =1, 1 + cotg? ©= cosec?£

sin ©

Obr. 1

d) Podíl funkcí na rovnoběžných stranách kteréhokoli kosočtverce —
počítáno v témž smyslu — je stejný, např.

1sne tge secWcosE C1cosec4ocotgw
Užitím šestiúhelníka snadno vypočteme sin ©, je-li dáno

coteozí
9. 25cosec*e= 1+ cotg?w= 1+ T%= 18

cosecw = ŤŽ

Podle věty c)

a podle věty b)
l — 4

COSeC W Š
sin w =

Je-li dáno sec o = T; , určíme cosec o takto

cosp= —07
(podle b),

sinž o = 1 — cos p = 165
(podle c),

sin0 = 15, coseop —— = H
(podle b).

Upraveno podle rumunského časopisu Gazeta Matematicau LX XI, 5/1966.
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RŮZNÉ

Hrst vzpomínek
JOSEF KOTYK, Pardubice

Hans CiiristiamOerstedt!),dánský fyzik, profesor university v Kodani,
narodil se před 190 lety roku 1777 v Rudkjóobingu na ostrově Lange
landu. Roku 1820 uveřejnil objev, který učinil náhodně při jedné
přednášce: Deklinační magnetka, s kterou vedl rovnoběžně elektrický
proud, se vychýlila z roviny magnetického poledníku. Studuje poutavý
jev blíže, poznal dále, že účinek nenastal, když směr proudu byl k mag
netce kolmý. Zjistil také, že i naopak magnet uvádí do pohybu po
hyblivý vodič. Za svůj významný objev dostal s uznáním od fran
couzskéhoInstitutu national de France?) v Pařížicenu
3000 franků, od anglické Royal Society*?) Copleyovumedaili,
od dánského krále venkovské sídlo nedaleko Kodaně, kde roku 1851
zemřel.

1) Jméno bývá někdy psáno také Oersted, starší jednotka intenzity
magnetickéhopole,nazvaná k jeho poctě,však vždy jednoduše oersted;
převodní vztah zní

hd

1 Oe —7. 10*A/m nebo 100= 7.10 Az/m.
2)Institut national de France (ču: Enstybtynasional

d fráns), soubor pěti Akademií, z nichž proslula zejména Académie
francaise (čti: Akademi franséz) o čtyřiceti členech(slavných 40 „,ne
smrtelných““; jejich počet se od roku 1640 doplňoval volbou, kterou potvr
zovala hlava státu).

S) Royal Society (čti: Rojal sosajety), učená společnostv Lon
dýně, založená králem Karlem II. roku 1662, v níž došlo v Anglii k nové
organizaci vědecké práce.
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V témž roce jako Oerstedt, dne 30. dubna 1777 v německém
městě Brunšviku (Braunschweig) narozený Karl Friedrich Gauss, uvedl
s přítelemWilhelmem Weberem již roku 1833poprvév čin
nost elektromagnetický„,telegraf““,založenýna objevu Oerstedto
vě. Oba fyzikové spojili v úspěšné spolupráci hvězdárnu v Góttingen
s tamějším fyzikálním ústavem a na vzdálenost 2,3 km se dorozuměli
depešemi, které četli z výchylek magnetky.

V rozpravě uveřejněné roku 1832 popsal Gauss metodu určení inten
zity zemského magnetismu; v ní užil poprvé také absolutní soustavy
měr, zvolil však za jednotku délky 1 mm, za jednotku hmotnosti 1 mg.
K jeho poctě byla jednotka magnetické indukce (hustoty magnetického
toku) nazvána gauss (G); převodní vztah na hlavní jednotku teslu (T)
zní 1G— 10*T.

V matematice“)proslulGaussjako princeps mathemati
corum. V doktorské disertační práci podal již roku 1799, 22letý,
první důkaz fundamentální věty algebry o existenci kořenů algebraic
kých rovnic, jímž upoutal na sebe zájem celého matematického světa.
O jeho neobyčejných schopnostech svědčí okolnost, že později podal
další (celkem čtyři) důkazy této důležité věty. Vyložil také podstatu
čísel komplexních a přispěl tím k jejich správnému pochopení, pro
pracování, rozšíření a všeobecnému uznání; rovina, jejímiž body kom
plexní číslazobrazujeme,bývá dosud nazývána zpravidla rovinouGaussovou.

Matematikabyla Gaussovikrálovnou věd, jež spolu
s krásnou literaturou nejvíce vzdělává lidské.
ho ducha. Když roku 1801objevil Piazzi v Palermu první plane
toidu Ceres, vypočítal Gauss její dráhu a umožnil tak, že byla po kon
junkci se Sluncem znovu nalezena. Když se o 10 let později objevila
velká kometa, vypočítal rovněž její parabolickou dráhu. Těmito vý
počty se proslavil po celém světě.

Zemřel dne 23. února 1855.

Desetlet po narození Oerstedtově a Gaussově, před
180 lety, spatřil v Erlangen roku 1787 světlo světa Georg Stmon Ohm,
o sto let později roku 1887 zemřel v Berlíně Robert Gustav Kirchhoff,
autoři základních a po nich dosud nazývaných zákonů elektrokinetiky.
Zákon Ohmův o vedení elektrickéhoproudu byl uveřejněnpřed

4) O Gaussově rozsáhlé badatelské činnosti v matematice pojednál autor
vesvémčlánkuZ dějin německé matematiky v Rozhledech,
roč. 22, čís. 3, 4 a 5. Gaussbývá pokládánza největšího německého matematika vůbec.
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140lety roku1827*),zákon Kirchhoffův orozvětveníproudu
byl uveřejněn před 120 lety roku 1847.

Zásluhy obou badatelů jsou o to větší, že Ohm vykonal své objevné
práce jako středoškolský učitel (působil na reálce v Bambergu, pak
na gymnasiu v Kolíně nad Rýnem) s malým počtem skromných po
můcek, jež si namnoze sám zhotovil, Kirchhoff dokonce jako 23letý
student — krásné příklady tvořivosti snaživé učitelské a studující mlá
deže! Zákon

U,+ Us+ Uz+ + UZ=R, L+ Ra.D+ Ry.+ +
+ Ra. Iz,

tj. v každém okruhu je algebraický součet elektromotorických sil roven
algebraickému součtu součinů proudů ve vodičích a jejich odporů
(II. zákon Kiirchhoffův) je zároveňjen zobecněnímzá
kona Ohmova

U=R I
Oba badatelé mají zásluhy také v jiných oborech fyziky. Oh m

pracoval s úspěchem v akustice (studoval kombinační tóny a rázy
zvuku), Kirchhoff vynikl pracemi v nauce o vlnění a v optice.
Pokračuje v badatelské činnosti Fresnelově“), Kirchhoff propracoval
podrobněji Huygensův princip a roku 1882 podal z Maxwellovy elektro
magnetické teorie světla jeho přesný výklad. Čtenářům je též znám
památný Kirchhoffův pokus o obrácení sodíkové spektrální čáry. Po
zorováním spekter emisních a absorpčních byl Kirchhoff přiveden ke
studiu analogií s rezonančními úkazy v mechanice a akustice; kla
sickýmzpůsobemje vyjadřujeKirchhoffův zákon o emisi
a absorpci. Kvalitativní spektrální analýza, je
jímižzakladatelijsou Kirchhoff a Bunsen") (1860),prokázala
již, zejména také astrofyzice, platné služby, neboť podala přímý důkaz
o hmotné jednotnosti vesmíru. Vesmír je podle jejích nálezů jediným
hmotným celkem.

Spektroskopie užíváme však i k určení pohybů nebeských těles vzhle
dem k Zemi, konají-li se ve směru paprsku. Rychlost takového pohybu
(tzv. radiální rychlost) určujeme pomocí principu, který odvodil před

5) Hlavní jednotka elektrického odporu byla k poctě Ohmově nazvána
jeho jménem.Máloje známo,že anglickýfyzik Henry Cavendish
(1731 až 1810), studoval schopnost různých látek pro vedení elektřiny,
přitomjiž také předpokládalzákon zvaný dnes Ohmův.

8)ZásluhyAugusta Jeana Fresnela, slavnéhofrancouzského
fyzika, který zemřel před 140 lety, roku 1827, zhodnotíme čtenářům Roz
hledů ve zvláštním článku.

7)Robert Wilhelm Bunsen (1811až 1899)byl profesorem
chemie na universitě v Heidelbergu, kde v letech 1852 až 1875 spolu
pracoval s Kirchhoffem. Oba badatelé, chemik a fyzik, se velmi dobře
doplňovali.
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125 lety roku 1842 Jan Christian Doppler, tehdy profesor na pražské
stavovské technice. Blíží-li se zdroj pozorovateli, přijímá pozorovatel
vlnění většího kmitočtu, než je vlastní kmitočet zdroje; spektrální čáry
se posouvají k fialovému konci spektra, světlo se stává fialovějším než
obvyklé. Jestliže se zdroj vzdaluje, je kmitočet vlnění přijímaného
pozorovatelem menší; spektrální čáry se posouvají k červenému konci
spektra.SprávnostDopplerova principu ověřilčetnýmipo
kusy ruský astronom akademik A. A. Bělopolský (1854až 1934)
na hvězdárně v Pulkově.

Roku 1687, před 280 lety, vyšlo slavné a pro celou fyziku základní
dílo Newtonovo Philosoplmaenaturalis princvpia mathematica (Matema
tické základy teoretické fyziky). V nich Newton napsal sice: Hy
potheses non fingo (Nezavádímhypotéz),jeho axiomata
sive lege motus (zákonypohybu)jsou však hypotézy,které se
v obrovském počtu případů výborně osvěděily a staly se spolehlivými
základy, na nichžzákonodárcepostavilvelkolepou budo
vu klasické (neboliNewtonovy) mechaniky. Newto
novo dílo bylo tak dokonalé, že teprve v našem století (a to téměř
současně) vznikly dvě teorie, které klasickou mechaniku doplnily:
Einsteinova teorie relativnosti a Planckova teorie kvant. Newtonova
mechanika je toliko jejich speciálním případem.

O sto let později, roku 1787,před 180 lety, uveřejnil ve spise Neue
Entdeckungen ůúber die Theorie des Klanges
3lletý německý fyzik Brnst Florens Chladm své objevy v akustice.
Studuje příčné chvění desek, jejichž okraj třel smyčcem, shledal, že
vzniká nekonečně mnoho uzlů, jež se druží v uzlové čáry; aby je učinil
patrnými, posypal desku jemným pískem a pozoroval obrazce dosud
poněmnazývané:Chladniho obrazce. Čímvyššíje tón desky,
tím je příslušný Chladniho obrazec složitější.

Chladni předváděl svůj způsob zkoumání chvění desek roku 1809
také v Paříži; jeho obrazce vzbudily všeobecnou senzaci. I Napoleon
vyžádal si opakování pokusů v Tuileriích. Za matematické rozřešení
problematiky Chladniho obrazců vypisoval Institut v Paříži opětovně
(celkem třikrát) konkursem cenu 3000 franků. Chladnimu poukázal pak
sám Napoleon částku 6000 franků k překladu jeho hlavního díla
Akustik (1802)do francouzštiny.

Dodám ještě, že Chladniho rodina pocházela ze Slovenska, odkud se
za náboženského pronásledování vystěhovala do Německa. Chladni se
narodil roku 1756 ve Wittenbergu, zemřel roku 1827, před 140 lety,
ve Vratislavi (něm. Breslau, dnešní pol. Wróclaw).
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Před zahájením zajímavého kursu
Ústav pro studium na vysokých školách technických při ČVUTve

spolupráci s Čs. televizí zahájí ve středu dne 7. února 1968 reprízu
televizního kursu ,„„Opakujemesi matematiku pro uchazeče o studium
na vysokých tkolách““.Kurs zpracoval kolektiv matematiků z různých
typů vysokých škol a z ČSAV.

Je určen především pro absolventy středních škol, a to i s odstupem
let od jejich absolvování, pro studenty I. ročníků vysokých škol všech
směrů, kde je matematika základním předmětem, pro účastníky pří
pravy pořádané vysokými školami nebo osvětovými zařízeními, 90
cialistickou akademií, podnikovými instituty, podnikovými a závod
ními školami, různými institucemi. Rovněž je určen i pro učitele ma
tematiky škol II. a III. stupně, i pro studenty těchto škol, kteří se
připravují ke vstupu na vysokou školu.

Kurs obsahuje 20 půlhodinových lekcí o dvou až třech úlohách ze
středoškolské látky z matematiky. Kurs není dělán běžnou formou,
používanou ve škole, tj. formou výkladu a procvičování, nýbrž řešením
určitých matematických problémů v rozhovoru mezi studenty. Aby
sledování lekcí bylo televizním posluchačům usnadněno, zpracoval
autorský kolektiv pod vedením prof. dr. K. Hruši, doc. J. Vyšína
a H. Kořínkové, prom. ped., mat. metodické pokyny a příklady do
příručky „Televizní kurs matematiky““. Tato příručka vyjde v nakla
datelství Práce a bude ji možno zakoupit v každé prodejně Kniha,
n. p. Cena této příručky je asi 8 Kčs.

H. K.

Tři l „w „| ©ři listy účastníkům
matematické olympiády
List první — téměř nematematický

Milí přátelé,

asi před padesáti lety žil u nás jeden starý pán — původním povo
láním středoškolský profesor, který napsal třídílnou knihu o dobrém
společenském chování. Tato kniha je pro dnešního čtenáře čtení dosti
humorné. Dočtete se tam např., že „„pán vstoupiv do krámu smekne

204



a zůstane o hlavě nepokryté, zvláště jsou-li v krámě dámy““; nebo, že
„pán a paní odevzdají při návštěvě manželům jiným navštívenku spo
lečnou, ku které pán připojí ještě navštívenku svoji“. Místy má člověk
při čtení opravdu dojem, že se lidé např. navštěvují jen proto, aby
provětrali kravatu či sako určitého druhu, aby si vyměnili navštívenky,
aby provedli několik předepsaných poklon a pronesli několik naučených
frází, zkrátka, aby absolvovali určitý počet ryze formálních záležitostí.

Protikladem k tomuto otročení samoúčelným formám je příhoda,
která se skutečně stala v nedávné minulosti. Na jedné vysoké škole si
povolal děkan fakulty jistého studenta do své pracovny. Mladý muž se
ihned dostavil; zaklepání nahradil vydatnou ranou na dveře, vpadl
dovnitř a ohlásil se bodře slovy: „Tak už sem tady!““ Nesmírně se pak
podivoval, že ho děkan po tomto vstupním proslovu ze své pracovny
vykázal. Jaká to krásná ukázka syrové aformálnosti!

Nemělo by být nesnadné přesvědčovat lidi, kteří aspoň přivoněli
k matematice, o důležitosti formální stránky. Kde by byla matematika
bez symboliky, bez kalkulů, bez formální logiky! A přece to, co samo
zřejmě uznávají mladí lidé v matematice, rádi přehlížejí v jiných
oblastech lidského konání, např. ve společenském styku. Nejde nám
pochopitelně o formy přepjaté, samoúčelné, které jsou jen na překážku,
ale o formy rozumné, které usnadňují hladký vzájemný styk lidí.

Jsme nesmírně neradi, musíme-li se na schůzkách ústředního výboru
MO zabývat různými těmi texaskami a svetry na slavnostních diva
delních představeních, kontroverzemi olympioniků s příslušníky VB,
řidiči, funkcionáři internátů a jinými ukázkami nevhodného chování
při různých akcích matematické olympiády domai v zahraničí. Situace
je o to trapnější, že tu jde o kolektivní vystoupení, kde bohužel ve
řejnost podle chování jednotlivce soudí o celku. Malé recese, které za
jiných okolností mohou být neškodným projevem zdravého tempera
mentu, jsou při kolektivním a reprezentativním vystoupení trapné.

Vše kam patři, říkával starý dánský pohádkář H. Ch. Andersen
a dokonce napsal povídku s tímto názvem. Zdá se nám, že opravdu
tato tři slova neztratila svou platnost ani v druhé polovině dvacátého
století.

Zdraví Vás srdečně
Jan Vyšín

Předseda ústředního výboru matematické olympiády doc. Jan Vyším
napsal tři otevřenélisty účastníkům MO a předal je naší redakci. Dnes
otiskujeme hist prvná, v přišťich čislech Rozhledů najdete druhé dva. Jejich
přečtení bude však prospěšné všem našim čtenářům.

Redakce
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RECENZE

ING. GUSTAV TAUŠ

Pokusy z radiotechniky
Praha, SNTL-Práce 1967, 280 str.,
269 obr., 2 tab. Cena brož. výtisku
Kčs 15,00.

Jedním z předpokladů úspěchů
ve studiu je zájem o učební před
mět. Ve fyzice je často prostřed
kem k vytvoření hlubšího vztahu
k předmětu zájmová činnost, stav
ba různých zařízení a přístrojů, při
jejichž konstrukci lze nejen získat
nejrůznější praktické dovednosti,
ale také je možno prohloubit si
vědomosti. Takovým oborem, kte
rý v sobě spojuje jak možnosti
uplatnění zručnosti, tak fyzikál
ních znalostí, je radiotechnika.
Proto se jistě setká se zájmem
recenzovaná publikace, která za
svěceně, se znalostí schopností žá
ků škol pojednává o vybraných
poznatcích ze slaboproudé elektro
techniky.

Kniha je rozdělena do 23 kapitol,
jež můžeme podle tematiky rozdě
lit asi do sedmi částí. V první jsou
uvedeny některé základní poznat
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ky z elektrotechniky. Je podán
návod na stavbu jednoduchého
měřicího přístroje, který je nutný
pro další pokusy. |

Druhá část obsahuje velmi vděč
nou tematiku pro žákovské pokusy
-stavbu tranzistorových přijímačů.
Při těchto pokusech vystačíme
s jednoduchými snadno dostupný
mi prostředky a dosáhneme výsled
ků, které jsou povzbuzením pro
složitější pokusy.

Avšak ani pokusy s elektronka
mi nejsou opomenuty. Čtenář se
prakticky seznámí s funkcí elek
tronkového usměrňovače, se způ
soby zesilování signálů a s jedno
duchým dvouelektronkovým při
jimačem. Pro názorné studium
činnosti přijímače slouží panelová
učební pomůcka.

Průpravou pro pokusy se zesilo
vačem jsou experimenty s tranzis
torovým i elektronkovým osoilá
torem nízkého a vysokého kmi



točtu. Návody k pokusům vrcholí
popisem konstrukce dvojkanálo
vého zesilovače, doplněného audio
novým přijímačem.

V další části knížky jsou pokusy
s přijímači vyráběnými továrně
a je pojednáno o gramofonéch a
magnetofonech. Publikaci uzavíra
jí pokusy s tranzistory v různých
zapojeních jako fotorelé, termorelé,
kapacitní relé apod.

Publikace je napsána jasným

slohem a mnoho pozornosti věnuje
fyzikální podstatě jednotlivých je
vů v radiotechnických zařízeních.
Výklad je provázen mnoha instruk
tivními vyobrazeními, schématy
1fotografiemi. Knihu lze doporučit
každému, kdo chce uplatněním
svých dovedností dosáhnout hlub
ších vědomostí z fyziky a radio
techniky.

Dr. Oldřich Lepil

NEJMLADŠÍM
ČTENÁŘŮM

Láhve za výkladem

Aranžér měl při úpravě tří vý
kladních skříní v obchodu s potra
vinami k dispozici určitý počet
stejných lahví se zavařenými me
ruňkami. Do každé výkladní skříně
si jich několik připravil. Během
upravy však láhve z jedné skříně
přemísťoval do druhých. Nejdřív
vzal z 1. skříně 10 lahví, z 2. skříně
5 lahví a dal je do 3. skříně. Potom
z 1. skříně vzal 3 láhve, z třetí

skříně 5 lahví a dal je do druhé
skříně. Nakonec z 2. skříně vzal
jednu láhev, z 3. skříně 3 láhve
a dal je do první. Pak zjistil, že
v každé skříni je stejný počet lahví.

Při řešení (rozumí se přirozenými
čísly) dojdete k tomu, že existuje
nesčíslně mnoho řešení. Vy však
máte najít řešení vyjádřené nej
menšímičísly.

S. AH.
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MATEMATIKA

Trisekce úhlu
DOC. JAROSLAV CHUDÝ, ČVUT, Praha

Každý rok se objeví v redakci Rozhledů (i v redakcích jiných mate
matických časopisů, a to nejen v Československu) příspěvky, zabývající
se klasickými neřešitelnýmiproblémy matematiky: kvadraturou kruhu,
duplicitou krychle a zejména trisekcí úhlu. Jde při nich o to, pra
vítkem a kružítkem, použitých jen tradičně, sestrojit

1. k dané úsečce r úsečku z tak, aby x* = mnř*,
2. k dané úsečce a úsečku z tak, aby a* —=2a?,

3. k danému úhlu « úhel 5
Formulací „použitých jen tradičně““ rozumíme přitom tyto kon

strukce: spojit dva dané body přímkou, sestrojit kružnici daného středu
a daného"Piěíttěru (nebo procházející daným bodem), průsečík dvou
přímek, průsečík přímky a kružnice, průsečíky dvou kružnic. Tyto
konstrukce nám dovolují geometricky řešit lineární a kvadratické rov
nice o jedné neznámé. Přesněji a úplněji řečeno: Nutná a postačující
podmínka pro to, aby se veličina r dala sestrojit ve smyslu formulace
„tradičně““kružítkem a pravítkem pomocí daných veličin a, b, c, ...
je to, aby se veličina r dala vyjádřit pomocí veličin a, b, c, ... racio
nálními operacemi (sčítáním, odčítáním, násobením a dělením) a ko
nečným počtem druhých odmocnin.

Právě popsaným konstrukcím říká se někdy euklidovské konstrukce.
ér Neřešitelnost uvedených tří problémů (a řady jim podobných) byla
matematiky většinou v minulém století plně a beze zbytku prokázána.

Neřešitelnost kvadratury kruhu spočívá v transcendentnosti čísla zr.
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Číslo nazýváme algebraické, je-li kořenem nějakého polynomu s racio

námi koeficienty. Čísla,která nejsou algebraická, nazýváme transcenentI.
Tak např |2je algebraické číslo, protože je kořenem rovnice 4? — 2 = 0,

transcendentní jsou např. log 5, sin 10",z atd.
Neřešitelnost dalších dvou problémů vyplývá z věty:
Vede-li geometrická úloha v analytickém vy

jádření k určení kořene « nerozložitelné algeb
raické rovnice n-tého stupně, pak tato úloha
je jistě euklidovsky neřešitelna, není-li 1 moc
ninou čísla 2.

Důkaz této věty a mnoho dalších zajímavostí nalezne čtenář např. v knížce
dr. ŠtefanaSchwarze:O ro vnicích, vydanév edici Česta k vě
dění, svazek 1, 2. vydání, JCMF, 1947,kterou vřele doporučuji.

Protože duplicita krychle vede k rovnici 4%—2 = 0 (pro a =1)
kterou nelze rozložit (pomocí racionálních čísel a druhých odmocni
z nich) a u níž n = 3, nelze podle uvedené věty úlohu euklidovsky
řešit.

Obraťme nyní svou pozornost k trisekci úhlu. Mějme dán obecný
úhel « a chtějme jej rozdělit na tři stejné části. Označíme-li cos « = a,

Cos5 = r, dostáváme ze známého trigonometrického vztahu
cos 36 — 40os*p — 3cos B, v němž 36 =«

rovnici sl
4x — Sr — a—=0, (1)

kde a je nám známé reálné číslo, které pro daný úhel « dovedeme
sestrojit. U této rovnice je » = 3 a podle uvedené věty nelze kořen v,

tj. cos— „a tedy i % euklidovsky sestrojit pro obecně dané číslo a.
Pro některé speciální připady čísla a to ovšem dovedeme. Tak např.
je-li « — 907, tj. a = 0, má rovnice (1) tvar 4x%— 3x = 0 a lze je
rozložit na « (4x*— 3) = 0, jejíž jeden kořen

vedoucí k řešení 3 — 30“ dovedeme sestrojit.
Nebo při « = 180, tj. a — — 1, má rovnice (1) tvar 41%— 3x —-+1=0 a lzejirozložitna(2—1)*(r+1)=0,jejižjedenkořen

£ = ž vedoucí k úhlu 5 = 60"lze sestrojit.

Podobně při « — I35*, tj. a = —22, dostáváme rovnici (1) po
úpravě ve tvaru

8x5—6x+ 2 =0,
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kterou lze rozložit na součin

(4x2+ 2x2 —1)(2x—2) =0,

přičemžjeden z kořenů r = ž V2 vedoucí k úhlu 5 — 45" lze sestrojit.
Hloubavějším čtenářům doporučuji, aby si dokázali možnost konstrukce

trisekce úhlů, jejichž kosinus má tvar
4p? — 3pd
5

kde p, g jsou celá čísla.
Řekli jsmesi již, že euklidovská konstrukce trisekce úhlu není možná.

Existuje však nepřeberné množství konstrukcí, jež lze rozdělit zhruba
do těchto tří skupin:

a) Konstrukce přibližné, jež dovolují euklidovsky provést trisekci
s menší či větší chybou, obvykle závislou na velikosti úhlu «.

b) Konstrukce, jež dovolují provést trisekci sice přesně, ale s použi
tím pomocných křivek (nikoliv kružnic), jež ovšem dovedeme sestrojit
jen bod za bodem, popř. s tečnami v nich; konstrukce nejsou ovšem
euklidovské.

c) Konstrukce sice přesné, jež však používají pravítka a kružítka
jinak než v našem euklidovském smyslu.

O trisekci bylo v celé známé historii matematiky napsáno tisíce
stránek. Není proto dost dobře možné podat i jen trochu úplnější
přehled o všech možných konstrukcích trisekce úhlu. K tomu by byly
potřeba aspoň 2 až 3 ročníky Rozhledů. Nelze ani dost dobře uveřejnit
všechny příspěvky, které k tomuto problému došly redakci Rozhledů
za posledních několik roků; to by si vyžadovalo několika celých čísel
časopisu. Pokusím se v tomto článku shrnout došlé příspěvky, uvést
některé konstrukce v nich uvedené (autoři příspěvků a konstrukcí,
které zde neuvedu, nechť mi to prominou), popř. i jiné známé konstrukce
tak, aby byly zastoupeny všechny tři uvedené skupiny konstrukcí.
Přitom ponechávám stranou ty autory, kteří se čas od času (písemně
nebo osobně) objeví na matematických pracovištích s vyřešením tri
sekce, kteří však nechtějí (a někdy ani nemohou) pochopit, že jimi
vynalezená konstrukce vyplynula jen z grafické náhody a že je v nej
lepším případě jen přibližná (vždyť to vyšlo správně podle měření
20 ti haléřovým papírovým úhloměrem!).

a) Euklidovské přibližné konstrukce

Helena Žáková, přírodovědecká fakulta UP Olomouc, ve svém pří
spěvku podává stručnou historii trisekce a řadu přibližných konstrukcí.
Jedna z nich, poměrně jednoduchá a dostatečně přesná je známá
konstrukce Lindberga (obr.1),jež je jasnáz obrázkua ze
vztahů AD = DB, DE = BC,
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W= X BOB==
Chyba pro ostré úhly je přibližně 3“, pro tupé přibližně 22"

V té mž příspěvku uvádí také jednu novou konstrukci provedenou
Antoninem Spáčilem, učitelem SVVŠ ve Frenštátě pod Radhoštěm;
konstrukce je na obr. 2 a lze ji popsat stručně takto: (k; značí kruž
nici k;) k, = (O;libovol. poloměr),48 = B; kz= (S ;r = AS = SB);

ky= (A3 r), (k„x ka)= C, D; ki= (D; r), (kzx ki)sA, „m k; =
= (E; r), (k, x k;)= S, F; G = (k, x CF), w = X A0G—=5

k;

k,

KCp- k
k, E

(B D

ds N
0 A Obr. 3
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Chyba této konstrukce pro ostré úhly je v průměru 13', pro tupé
úhly je konstrukce prakticky nepoužitelná (chyba víc než 1“).

B

[44Obr.4 6 |
O M S A

Karel Morav ve svém příspěvku uvádí konstrukci Karla Sóra z Olo
mouce (obr. 3), kde k;, k;, k; mají týž střed O a poloměry r, 2r, 3r,
r libovolné; k, má střed v bodě C a poloměr o = AB; (k; x k) = D;
DE || OA,Ena k; „a38

Chyba konstrukce použitelné jen pro ostré úhly je největší pro úhel
kolem 72“ a je přes 7. Modifikace této konstrukce lze použít i pro
přibližné dělení ostrého úhlu na »1dílů.

o = X A0E

Obr. 5

Adolf Kodym uvádí ve svém příspěvku konstrukci P. Finslera, uve
řejněnou v r. 1938. Na jednom rameni daného úhlu « o vrcholu Ó
sestrojme body M, S, A tak, že OM = r, OS = ** r, OA = 4r, kde r
je libovolné (obr. 4). Rozdělme úhel « na 4 díly a určeme průsečík B
ramene vzniklé čtvrtiny úhlu (s jedním ramenem OA) s kružnicí o stře
du S procházející bodem A. Pak úhel

W= X AMB- *
Chyby konstrukce jsou řádově minuty.
Pro zajímavost uvádím ještě jednu velmi přesnou konstrukci, po
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cházející od krejčovského mistra Kopfa (uveřejněnou v r. 1933 v Ně.
mecku), která pro ostré úhly má maximální chybu necelých 15“ Pro
představu o velikosti chyby uvažme, že při poloměru jednoho metru
vytíná středový úhel 15" oblouk délky 0,07 mm. Pro úhly menší než
20“ je chyba menší než 1". Její konstrukce je tato (obr. 5): Na přímcep
zvolíme bod O a kolem něho opíšeme kružnici k; libovolného polo
měru r, jež v bodech A, C; kolem bodu C opíšeme kružnici k,
téhož poloměru r, která přímku p protne v bodech O, E a kružnici k,
v bodě D. Na spojnici ED (jež je tečnou kg)naneseme délku zvoleného
poloměru r od bodu D do bodu F, DF = r. Sestrojíme nyní kružnici k;
tak, aby procházela body A, F a měla střed G na přímce p. Daný
úhel « naneseme tak, aby X AOB = «. Spojnice CB protne k; v bodě H
a úhel

(U=%
Přitom je výhodné, že kružnice kg,k;, k; a body E, F, G jsou použitelné
pro každý úhel «; na úhlu « závisí teprve body B, H.

w = X AEH

(Pokračování)

Obsah tětivového a tečnového

čtyřúhelníka
EVA BENEŠOVÁ, Jihlava (Dokončení)

Věta 2. Obsah tětivovéhočtyřůhelnika pomocí poloměru r kružnice
opsané je

P= Va + cd)(bc+ ad)(ac+ bd)
Důkaz. Označme úhlopříčky čtyřůhelníka DB=n, AČC=m

(obr. 2); pak obsah trojúhelníka ABC, jemuž je opsána kružnice o polo
měru 7, je

abm
Piapc=A

Obsah trojúhelníka ACD máme
cdm

Paacp= Z
a sečtením těchto dvou rovnic dostaneme

Papop = 7, (ab + ed) (11)
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VPY
Obdobně pro druhou úhlopříčku

Papop = 3; (ad + ©). (12)

Znásobmeoběrovnice 5 a (12)mezi sebou
PáBoD= 167A7 (ad + cd) (ad + cb). (18)

Vyjádřemenynísoučinn pomocíPtolemaiovy věty (po
mocná věta 1.)

mn = ac+ Bd,
po dosazení tohoto výrazu do vztahu (13) a po odmoceněníje

bd

Papop= V (ab+ cd)(ad-+be)
a po úpravě

1 ,

Pagop = vr V(ac -+ 5d) (ab + cd) (ad -+ bc),

což jsme měli dokázat.
Poznámka. Pomocí tohoto vztahu a výsledku věty 1. lze určit

poloměr kružnice opsanér.
Podívejme se ještě na tečnový čtyřúhelník.
Definice. Čtyřúhelnik ABCD nazýváme tečnovýmčtyřúhelníkem,

jestliže existuje kružnice, která má střed uvmilř čtyřůhelnika a dotýká se
přímek AB, BC, CD, AD.

Poznámka. l. Jinak lze říci,že tečnovémučtyřůhelníkumůžeme
vepsat kružnici.

2. Zvláštním případem je kosočtverec a čtverec.
3. Platí, že a + c = b + d, kde a = AB, b = BC, c = ČD, d = AD.
Dokažmesi tvrzení třetí.
Pomocná věta 3. V tečnovémčtyřúhelníkuplatí vztah

Slovy: Součet dvou protějších stram je
roven polovičnímu obvodu.

Důkaz. Označmedotykovébo
dy na stranách a, b, c, d po řadě
Ta, T, Te, Tz (obr. 4). Pak z vlast
nosti tečen vyplývá

AT, = ATa=vr,
BT, = BTy$=y,
CT; = CT. = z,

Obr. 4 DT. = DT3=0v
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a platí
a-pOo=4TYTVT8,
dbhd=yT2+x+0,

to znamená, že skutečně platí
a- (c=b-+d=s,

což jsme měli dokázat.
Nyní dokažme větu o obsahu tečnového čtyřůhelníka.
Věta 3. Obsah tečnovéhočtyřůhelnikaje dán vztahem

PaBoD=T.8,
kde

a +bB+c+d
s = 9

a r je poloměr vepsané kružmce.
Důkaz. OznačmeS střed kružnice vepsané a spojme ho s vrcholy

čtyřůhelníka. Pak obsah tečnového čtyřůhelníka se rovná součtu obsa
hů trojúhelníků ABS, BCS, CDS, ADS.

Vyjádřeme obsahy těchto trojúhelníků
ar br

FaaBs=> FaBos=%>
cr dr

Paos=7%, PaapDs=%
Sečtěme tyto výrazy

Papop=27l(a+b+c+d),
což je

PaBopD=T8,
jak jsme měli dokázat.

Nyní se zabývejme zvláštním typem čtyřůhelníka, který je tečnový
a tětivovýzároveň.

Definice 3. ČtyřůhelmikABCD nazýváme dvojstředový,lze-li mu
opsat a vepsat kružnici.

Poznámka. Tento čtyřůhelníkmá zřejměvlastnosti tětivového
1 tečnového čtyřúhelníka.

l. a +-c=b+-d,a,b,c,d jsoustrany.
2. Součet protějších úhlů je 2R.
3. Příkladem je čtverec.
Věta. Obsah dvojstředovéhočtyřůhelnikaje P = Vadců, kde a, b,c,d

jsou vehkosti stran dvojstředovéhočtyřůhelníka.
Důkaz. Použijemepomocnévěty 2.

a +-c=saztohoc=s— a,neboa—=s—c
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a pro další dvojici stran
b+ d =saztohod = s—b,nebob= s—G.

Takto získané výrazy dosaďme do vztahu odvozeného ve větě 1.
a dostaneme ihned

P = Vabed

Jak Archimedes určil
těžiště lichoběžníka
MIROSLAV LITOMISKÝ, Praha

Ve svémspise Rovnováha rovinných útvarů (viz
Ernst Nizze: Archimedes von Syrakus vorhandene Werke, Stralsund
1824) uvádí Archimedes nejdříve všeobecné věty o podmínkách rovno
váhy rovinných obrazců (mínil hmotná tělesa ve tvaru velmi tenkých
desek) a o poloze těžiště těchto obrazců. Dokazuje pak, že těžištěm
rovnoběžníka je průsečík jeho úhlopříček a těžištěm trojúhelníka prů
sečík spojnic jeho vrcholů se středy protějších stran.

Průzkum lichoběžníka zakládá na poznatku, že těžiště T,, T, dvou
útvarů a těžiště T' celku z nich složeného jsou tři body ležící na téže
přímce;je to tzv. věta o třech těžištích.

Mějme tedy lichoběžník ABCD, AB||CD, AB > CD, AB = a,
CD = c (obr. 1). Průsečík přímek AD, BC označíme V Spojíme-li
jej se středy základen 92, 94, dostáváme těžnici celku (X ABY) a zá
roveň těžnici jedné části (A DCV). Podle věty o třech těžištích musí

těžiště druhé části (ABCD) le
vv žet na téže přímce, tj. na spoj

/ i X nici středů základen. Jeho po
(VN lohu určímeužitím téže věty

PN na trojúhelníkyABC,ACD.
DL Ss Nc Obr. 1 První z nich má těžnici CS,,

A druhý AS;. Sestrojíme-li ještě
/ | přímky 9, | Pa rovnoběžné se

D2 k, (Ha , základnami ve vzdálenosti tře
/ C Vod tiny a dvou třetinvýšky, ob

/ NT i držíme těžiště T, a T, obou
p $ trojúhelníků.Těžištěcelku

» PÚ z mnich složeného musí být
af V hledáno na jejich spojnici.

a S; p Je to tedy průsečík přímek
TT, X S49.
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Archimedes dokazuje, že takto nalezené těžiště lichoběžníka rozděluje
úsečku 99; v poměru „„dvojnásobnédelší (základny) zvětšené o kratší
(základnu) ke dvojnásobné kratší zvětšené o delší“.

Označmeprůsečíky přím
i“ ky S49; s rovnoběžkami py,

P, písmeny H; a H;. Pak
/ platí S.,H,—H,H, = HS,

jelikož jde o ekvidistantní
rovnoběžky proťaté příč
kou. Z podobných trojů
helníků H,T,T a H„T,T vy
čteme

> Obr. 2

HT:HT = TZH,:T,H,= 3AS,:3CS,=a:c.
Tuto úměru můžeme psát v podobě dvou rovnic

HT=a, HT=a,
kde g je určitá konstanta. Platí tedy

(2HT + HT :(HT + 2H,T)=
= (Žag + eg) : (ag + 204) = (2a + ©): (a + 20)

Prvý člen upravíme
2HT+ HT = HT(HT + HT)=
= HT + HH, = HT + SH, = ST

a podobně druhý HT+2HT=ST,
čímž je dokázána správnost Archimedovy úměry

ST:ST = (24+ c): (a2c)
Pro konstrukci (obr. 2) se hodí tvar

ST:ST= (e+$ (5+9
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DESKRIPTIVNÍ
GEOMETRIE

Použitie deskriptívnej geometrie
v kryštalografii
JOSEF FILIP, Bratislava

V č. 4, roč. 37 (1959) tohto časopisu bol uverejnený článok Doc.
Dr. K. Havlíčka o stereografickom premietaní. V našom príspevku
chceme podať ukážku použitia tohto zobrazovacieho spósobu v kryštalo
rafil.

“ 1. Najprv v krátkosti zhrneme výsledky odvodené v cit. článku.
Daná je gulová plocha »«(S; r) a na nej bod Č. Zostrojíme rovinu zr,

ktorá sa dotýka plochy « v bode P diametrálne protilahlom“) k bodu C.
Každému bodu M = C plochy » priradíme na rovine zr bod, M", ktorý
s bodom W leží na priamke prechádzajůcej bodom C. Obrátene každé
mu vlastnému bodu N' roviny z priradíme na ploche « bod N, v ktorom
pretina plochu « spojnica CN. Tým je definované vzájomne jedno
značné zobrazenie bodov plochy « (s výnimkou bodu C) a bodov ro
viny z, ktoré sa nazýva stereografické premietanie (stereografická pro
jekcia). Je to zvláštny pripad stredového premietania a my ho budeme
v tomto článku ponímať ako premietanie bodov gulovej plochy « na
rovinu zr z bodu C (stred premietania).

Toto premietanie sa často používa v praxi, lebo má dve význačné
vlastnosti. Vyjadrime ich týmito vetami:

Veta la. Každá kružnica na ploche x, ktorá prechádza bodom C, sa
zobrazi na rovine z%do priamky a každá vlastná priamka roviny zvje
stereografickým prtiemetom takej kružnice.

1) Body diametrálne protilahlé na gulovej ploche (alebo na kružnici) majú
tů vlastnosť, že ich spojnica prechádza stredom plochy (kružnice).
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Veta lb. Každá kružnca k na ploche x, ktorá neprechádza bodom Č,
sa zobrazí na rovine ze do kružmce kg. Stredom kružnice k; je stredový
priemet vrcholu kuželovej, resp. valcovej plochy?), ktorá sa dotýka plochy »
pozdlžkružnicek (vetao zachovaní kružníc).

Veta 2. Každé dve čvary e, f na ploche «, ktoré sa pretinajů v bode
O = C sa z0brazia na rovine r%do čtar e5,fg, ktoré sa pretinajů v bode
©,podtýmistýmuhlomako čiarye,f (vetao zachovaní uhlov,.

Dókazy oboch viet najde čitatel v cit. článku.
Poznámka 1. Je zrejmé, že vety 1 a 2 platia aj vtedy, keď za priemetňu

zvolíme Iubovolnů inů rovinu ze || x, ktorá neprechádza stredom premie
tania C.

2. Prv ako prikročíme k vlastnej téme, oboznámime sa v krátkosti
aspoň s tými základnými pojmami a poznatkami z kryštalografie, ktoré
budeme v ďalšom potrebovať.

Monokryštál (dalejiba kryštál) je z geometrickéhostanoviska
konvexný mnohosten, o ktorom platí známy Bulerov vzťah

sb vu=A+2,
ak s je počet stien, Apočet hrán a v počet vrcholov.

V kryštalografii sů obvyklé názvy odlišné od geometrických názvov:
stena je plocha a vrcholje roh. V dalšomtexte budemepoužívat
názvy: plocha v zmysle stena a roh v zmysle vrchol.

Pre rozdelenie a opis kryštálov je dóležitý tzv. osový kríž.
Tvoria ho tri, resp. štýri priamky, kryštálové osi, ktoré prechádzajů
jedným bodom, stredom osového kríža. Ak sů tri, majů obvyklé ozna
čenie a, b, c. Stred O osového kriíža rozdelí každů os na kladnů a zá
pornů polos. Kladné polosi na osiach a, b, c budeme v tomto prispevku
označovat po rade OX, OY, OZ a záporné OX, OY, OZ, pričom X,
Y, Z, resp. X, Y, Z budů body vzdialené od stredu O o jednotkovů
úsečku.

Osizvierajůtzv. uhly: « = Xdec,= X acay = X ab. Ked sů
všetky tieto uhlýypravé, hovorímeo pravouhlom osovom
kriíži. V tomto príspevku budů predmetom našich úvah výlučne
kryštály s pravouhlým osovým križom.

Kryštál staviame obyčajne tak, že os c je zvislá (vertikála),
os b pravolavá (makrodiagonála)a osa predozadná (bra
chydiagonála).

Predpokladajme, že nejaká kryštálová plocha p pretína kryštálové
osl a, b, c vo vlastných bodoch radom A, B, C. Plocha p teda odtína
na kryštálových osiach úseky, ktorých velkosti označujeme zhodne
s príslušnýmiosamia nazývameparametrami plochy 9:
OA = a, OB = b, OC = c. Parametre vyjadrujeme číslami tak, že jeden,

2) Vreholom valcovej plochy je nevlastný bod, ktorým prechádzajů všetky
tvoriace priamky plochy; lit. [2[, str. 19—23.
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obyčajne to býva parameter b, volíme za jednotku. Pri raste kryštálu
sa na plochu prikladajů planparalelné vrstvičky a preto sa parametre
plochy zváčšujů úmerne. Keď nám teda nejde o velkosť kryštálu, ale
iba o polohu plochy vzhladom na kryštálové osi, postačí, keď poznáme
pomer parametrov a:bd:c. Keď plochu p zvolíme za základnů, mó
žeme každů dalšiu kryštálovů plochu, ktorá na kryštálových osiach
odtína iné úseky a', b', c', odvodit z tejto základnej plochy porovnaním
úsekov a', 5b"',c' k úsekom a, bd,c. Dostanemečísla

a' b'

==—ý (
ČCa o" Pe%

om >UZENÉ

ktoré sa volajů odvodzovacie čísla alebo Weissove
koeficienty a sů vždy racionálnepodla zákona racionalityod
vodzovacích čísel“). Odvodená plocha má potom pomer parametrov
ma :nb : pe.

Medzi kryštálovými plochami sa vyskytujů aj také plochy, ktorých
roviny pretínajů jednu alebo dve z kryštálových osí v nevlastných
bodoch, čiže sú s jednou alebo dvomi osami rovnobežné. V tom prípade
označujeme velkosť úseku na osi; s ktorou je rovina plochy rovno
bežná, znakom co a pomer parametrov zapisujeme analogicky, ako
keby boli všetky úseky konečné. Tak plocha rovnobežná s vertikálou c,
má pomer parametrov a':b':o0o a plocha rovnobežná s osami a, b
má pomeroo :00:ď.

Podla velkosti uhlov medzi osami a pomeru parametrov a:b:c zá
kladnej plochy rozdelujeme kryštály do kryštálových sůstav (ku
bická,tetragonálna, rombická,monoklinická,...)
z ktorých prvé tri majů pravouhlý osový kríž“).

3. V novšej dobe sa používajů na označenie kryštálovej plochy tak
mer výlučne tzv. Millerove indexy AM,k, P). Sů to obrátené
čísla k Weissovým koeficientom m, n, p, teda

h=2, k=Ž, =
m n p

Aj keď v Millerovom symbole plochy zapisujeme indexy Akl proste
vedla seba, ide tu zase o pomerné čísla a preto uvedené zlomky pre
vádzame na celé čísla vynásobením spoločným menovatelom (naj
menším).

Priklady:
Pomer parametrov 3a : 20 :4c Millerov symbol 463

ba :3b:oco 300
00:00 :C 001

3) Literatúra [1], str. 12 a n.
4) V sústave kubickej je a —d = c, v sůstave tetragonálnej a =bd>c

a v sústaverombickeja bc
5) Literatúra [1], str. 27, alebo [4], str. 453.

al



Obráteným postupom odvodíme z Millerovho symbolu pomer para
metrov

a b chk l
Samozrejme, že postupný pomer rozšírime, aby sme z neho odstránili
zlomky. Napr. kryštálová plocha 342 má pomer parametrova bc

a =44:36:6c.
Keď je v Millerovom symbole plochy niektorý index nulový, kla

dieme na jeho miesto v postupnom pomere (definitoricky) znak c©o.
Napr. kryštálová plocha 230 má pomer parametrov 3a : 26 : oo.

Keď kryštálová plocha pretína namiesto kladných záporné polosi,
píšeme nad príslušnými indexmi průžky h, k, U Napr. symbol 254
znamená, že plocha pretina záporné polosi a, b a kladnů polos c.

4. Kryštálové osi vytvárajů tzv. pásma (pásmový zákon)“).
Pásmom nazývame súhrn kryštálových plóch, ktorých roviny sů rovno
bežné s tou istou priamkou. Ak táto priamka prechádza stredom O,
nazýva sa osou pásma. Teda každé dve kryštálové plochy toho
istého pásma sa pretinajů v hranách (skutočných alebo myslených)
navzájom rovnobežných a rovnobežných s osou pásma. Alebo presnejšie:
roviny kryštálových plóch toho istého pásma majů tů vlastnosť, že sa
každé dve z nich pretíinajů v priamke (vlastnej alebo nevlastnej) rovno
bežnej s osou pásma.

Je zrejmé, že pásmo je určené dvomi kryštálovými plochami, ktorých
roviny sů navzájom róznobežné. Také pásma, do ktorých patrí rela
tívne najváčší počet kryštálových plóch, nazývame hlavnými
pásmami. Ósi takých troch hlavných pásem volíme obyčajne za
kryštálové osi.

5. Teraz móžeme prikročiť k vlastnému predmetu nášho príspevku,
tj. k zobrazeniu kryštálu pomocou stereografickej projekcie. Omedzíme
sa pritom na kryštály s pravouhlým osovým krížom, teda na kryštály
zo sůstav: kubickej, tetragonálnej a rombickej. Na určenie kryštálovej
plochy postačí v tomto prípade jej pomer parametrov.

Najprv zobrazíme kryštálovů plochu p na gulovů plochu «, ktorů si
obyčajne myslíme opísanú zo stredu O osového kríža polomerom rovným
jednotke dížky (napr. 1 dm). Túto jednotkovůgulovů plochu « budeme
nazývat sférou. Body X, Y, Z, resp. X, Y, Z, o ktorých sme ho
vorili v odst. 2, sú priesečníky osí a, b, c so sférou.

Kryštálovů plochu p zobrazíme na sféru týmto spoósobom:zo stredu O
vedieme na plochu p kolmicu » (normálu) a zostrojíme jej priesečník P
so sférou(obr.1).Tentobod P nazvemesférickým obrazom
alebo pólom plochy ». Pritom predpokladáme,že plochap ne

8) Literatúra [1], str. 11 a n.

,ab: =

222



prechádza stredom O a že normála je polpriamka vedená z bodu O
na plochu p tak, aby túto plochu pretla. Pretína teda sféru v jedinom
bode a bod P ako pól plochy p je teda určený jednoznačne. Pravda,
táto jednoznačnosť je iba jednostranná. Každé dve kryštálové plochy
navzájom rovnobežné, ktoré majů spoločnů normálu (a pretínajú tůto
normálu v jej vnůtorných bodoch), majů ten istý pól. O takých plochách
povieme stručne, že ležia na tej istej strane od stredu O7).

n

p

|A
—m B

| NK
m N

R Á :
P Ť

s p ,

S Obr. 1

Na obr. 1 sme znázornili plochu p trojuholníkom ABC a plochu p
s plochou p symetricků podla stredu O (tzv. rovnocennů plochu) troj
uholníkomABC. Póly P a P týchto plóch sů na sfére bodmi diametrálne
protilahlými. Plochu p nazývame protiplochou plochy p a pól P proti
pólom plochy p.

(Pokračování)

7) Všimnime si, že pri tomto zobrazení nezáleží na velkosti kryštálu.
Každé dva krýštály podobné a podobne postavené majů ten istý sférický
obraz. A dokonca nemusia byť tieto kryštály ani geometricky podobné.
Ak ich plochy sú po dvoch navzájom rovnobežné na tej istej strane od
stredu O, má každá z týchto dvojíc spoločnů normálu, teda ten istý pól
a také dva kryštály majú ten istý sférický obraz (ak sférickým obrazom
kryštálu nazveme súhrn pólov jednotlivých jeho plóch).
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Přesné měření elektrického napětí
ING. LADISLAV SMRŽ, Praha

K nejstarším a nejpřesnějším metodám pro měření stejnosměrného
elektrickéhonapětípatříklasickákompenzační metoda, po
užívaná v různých obměnách až dodnes. Dnešní typy kompenzátorů
pro stejnosměrný proud jsou již tak dokonale propracovány, že přesnost
měření v mezích několika setin procenta je běžná a některé výrobky
(např. kompenzátory anglické firmy Tinsley aj.) dosahují přesnosti až
několika tisícin procenta měřenéhodnoty napětí.

Přitom vlastní princip kompenzační metody je velmi jednoduchý.
Neznámé napětí U,, jehož velikost chceme měřit, určí se kompenzací
(vyrovnáním) známým napětím Ug. Proto jsou obě napětí v kompen
zátoru zapojena tak, aby působila proti sobě. Schematicky se dá kom
penzační metoda znázornit zapojením v obr. 1. Kompenzátor je zde

B Rnro—-«
Ýk p„UT |
k K

R
l : G

u
Obr. 1
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představován přesným odporem R, který je zapojen jako potenciometr
ke zdroji stejnosměrného napětí B (proto se velmi často cizí výrobky
označují názvem „přesný potenciometr““). Pohyblivým kontaktem K
můžeme jemně regulovat napětí přiváděné z baterie B od nulové hod
noty až do plného napětí tohoto zdroje. Tím máme k dispozici regulo
vatelný zdroj kompenzačního napětí Uz, proti němuž zapojujeme ne
známé měřené napětí U,. V obvodu napětí U, je zapojen citlivý gal
vanometr G, který svou výchylkou reaguje na rozdíl obou napětí U,
a Uz. Pohybem kontaktu K na odporu R můžeme nalézt takové místo,
v němž úbytek napětí na takto nastaveném odporu R, (který je tedy
částí celkového odporu R) se přesně rovná měřenému napětí U,. Ří
káme, že neznámé napětí U, je vykompenzováno napětím na odporu
Rx. Je to v okamžiku, kdy index galvanometru G je v nulové poloze.
Platí-li totiž podle našeho předpokladu, že U; — Uz, je rozdíl obou
těchto napětí nulový a systémem galvanometru neprotéká žádný proud.
Tím je kompenzace ukončena a známe-li s dostatečnou přesností kom
penzační napětí U;, známe tím se stejnou přesností i měřené napětí U,.

Kompenzační napětí Uz, nastavené na kompenzačním odporu Rx
je podle Ohmova zákona dáno vztahem U; = I,. Rx, kde Iz je kom
penzační proud, protékající odporem R (obr. 1). Měřené napětí U,
vypočteme tedy z rovnice

U, = IL. Ry. (1)
Abychom mohli podle vztahu (1) vypočítat měřené napětí U, s po

stačující přesností, musíme znát přesnou velikost jak kompenzačního
proudu Iz, tak i kompenzačního odporu Az.

U odporu Az, který je částí celkového odporu R kompenzátoru, je
to vcelku jednoduché, poněvadž jeho velikost můžeme s velkou přesností
kontrolovat odporovým měřením.

U kompenzačního proudu I; je to však obtížnější. Mohli bychom jej
měřit a nastavit nebo kontrolovat jeho potřebnou hodnotu citlivým
a přesným miliampérmetrem. Ovšem přesnost nastavení byla by zde
omezena přesností použitého miliampérmetru, takže by dosahovala ma
ximálně 0,1 až 0,2 %. Proto se tohoto způsobu používá jen u technic
kých, méně přesných kompenzátorů.

Máme však ještě jinou možnost. Kompenzační proud I, můžeme
stanovit nepřímo, opět využitím Ohmova zákona, z určitého známého
odporu a známého napětí. Jako zdroje tohoto napětí se používá etalo
nového Westonova článku. To je galvanický článek speciální konstrukce,
jehož elektrody (kladná - čistá rtuť, záporná - amalgam kadmia) jsou
uloženy ve skleněné nádobce tvaru HF,naplněné nasyceným roztokem
síranu kademnatého, který tvoří elektrolyt. Při dodržení provozních
podmínek, z nichž jsou nejdůležitější stálost teploty, bezotřesnost a ne
patrný odběr proudu (řádu nejvýše 107%A), udržuje Westonův článek
stálé, neproměnné napětí, na teplotě málo závislé, jehož střední hod
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nota je 1,01865 V při teplotě 20 C. Skutečná hodnota tohoto napětí,
podle provedení článku, je jen málo odlišná od uvedené hodnoty a sta
noví se pro teplotu 200 speciálním měřením s přesností až 10-+ %.
Hodnota napětí při jiné teplotě se vypočte z teplotní závislosti Westo
nova článku (změny napětí Westonova článku s teplotou jsou obvykle
uvedeny v tabulkách).
© Použití Westonova etalonového článku jako zdroje stálého, přesně
známého napětí umožňuje nastavit potřebnou velikost kompenzačního
proudu I% podobným postupem jako dříve, tedy opět kompenzací.
V obr. 2je schematicky znázorněna potřebná konstruktivní úprava.

—HI Z
R, R,+ -E73 €

A RU, K K, Rp

L G ULTu =
Obr.2 LE

Toto zapojení se liší od zapojení v obr. 1 pouze tím, že do série s kom
penzačním odporem R; (označeným v obr. I jako R) je v obvodu ba
terie B a regulačního odporu R,,, zapojen přesný odpor R;, předsta
vující takzvaný pomocný kompenzátor. Napětí Westonova článku Uxy
směřuje opět proti úbytku napětí vznikajícímu na odporu Rp, který
je vhodně nastavenou částí celkového odporu R;. Regulací kompen
začního proudu I, regulačním odporem R,,, můžeme opět dosáhnout
rovnosti obou napětí, kdy index galvanometru G, zapojeného v obvodu
Westonova (etalonového; článku, bude v nulové poloze. Pak platí vztah
Uxw= I;. Ry, z něhož určíme kompenzační proud I;

Ux
I = R (2)

Když se vrátíme k základnímu kompenzačnímu vztahu (1) a do
zadíme do něho výraz (2) pro kompenzační proud Iz, dostaneme rovnici
pro výpočet měřenéhonapětí U, v jiném tvaru

B
Uz= I1. Ry= Uvzě. (3)

D
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Vidíme z něho, že přesnost měření bude záležet na přesnosti, s jakou
máme definováno napětí Westonova článku a na přesnosti kompen
začního odporu R, a odporu R, pomocného kompenzátoru.

Velikost kompenzačního proudu f;„bývá u vyráběných kompenzátorů
nejčastěji 0,0001 A (u některých typů také 0,001 A nebo 0,01 A), takže
výpočet měřeného napětí U, podle vztahu (1) je velmi jednoduchý
a dekády kompenzátoru mohou být označeny přímo ve voltech místo
v ohmech. Tím, že jsme si zvolili velikost proudu I; předem, dostáváme
ze vztahu (2) potřebnou velikost odporu R, pomocného kompenzátoru,
vhodnou pro určitou hodnotu napětí U Westonova článku. Ze vztahu
(2) vyplývá, že velikost odporu R, musí být desettisickrát větší než
je hodnota napětí Westonova článku, chceme-li nastavit kompenzační
proud I+— 0,0001 A. Je-li např. napětí Westonova článku Uxy=
= 1,01868 V, nastaví se na pomocném kompenzátoru R; odpor R, =
= 10 186,8ohmu a regulačnímodporem R, se reguluje proud I, tak
dlouho, až index galvanometru G je v nulové poloze. Pak platí přesně
vztah (2) a proud /; má přesně velikost 0,0001 A.

U skutečného kompenzátoru jsou proti schematickým znázorněním
v obr. 1 a obr. 2 určité konstruktivní odchylky. Nebylo by ekonomické
používat dvou galvanometrů (podle obr. 2), proto se galvanometr G
přepíná buď do obvodu pomocného kompenzátoru při nastavování nebo
kontrole kompenzačního proudu Iz, nebo do obvodu hlavního kompen
zátoru R, při vlastním měření, tedy při kompenzaci měřeného napětí
U,. Pomocný kompenzátor se obvykle nedá nastavovat po desetinách
ohmů. Tím se hodnota odporu Rp poněkud liší od správné hodnoty
a vzniká tak určitá systematická chyba kompenzátoru. Pro méně přesná
měření je však zanedbatelná a může být, je-li třeba, početně elimi
nována.

Při prvých konstrukcích kompenzátorů byla nejobtížnější úprava
kompenzačního odporu R; u hlavního kompenzátoru R,. Kdyby byl
kompenzátor konstruován podle obr. 1 a obr. 2, býla bý možnost čtení
pouze jediného místa. To by bylo ovšem zcela nepostačující. Kdyby
se odpor R rozdělil na dvě odporové dekády R; a Rs, zapojené v sérii
a ve vzájemném poměru 1 : 10 podle obr. 3, mohli bychom podle na
stavení kontaktů K; a K, číst již dvě desetinná místa. U přesných
kompenzátorů, které dovolují čtení pěti až šesti desetinných míst, je
užito různých, více méně složitých úprav dekádových odporů hlavního
kompenzátoru. Nejčastěji je použito u nich vzájemné elektrické nebo
mechanické vazby.

Podrobnější rozbor konstrukce kompenzátoru není však obsahem to
hoto článku. Proto se spíše zaměříme na způsoby využití kompenzační
metody, která je víceúčelová. Kompenzátorem můžeme velmi přesně
měřit elektrické napětí. Ale právě tak jej můžeme použít k měření
1 jiných elektrických veličin, pokud se dá toto měření vhodným po
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stupem nebo konstruktivní úpravou převést opět na měřeníelektrického
napětí. A tak kompenzátory slouží nejen k měření elektrického napětí,
ale také k měřeníelektrického proudu, výkonu a odporu.

1. Měření elektrického napětí. Použijeme-li k měření samotného kom
penzátoru, bez dalších přídavných zařízení, můžeme měřit pouze ta
kovou velikost elektrického napětí, která nepřesahuje měřicí rozsah
kompenzátoru. Bývá to obvykle 107%nebo 107%V až 1,1 V, 15 V
nebo 2 V

ke kompensátoru
k

u,|
Ry

——

VY
x10 x1 Rp o nd o

1 U, 5—©- —FAA
Obr. 3 Obr. 4

VY? v
Je-li třeba měřit vyšší napětí, použije se přesného děliče napětí Rg.

Je to přesný odpor s odbočkami tak vyměřenými, že pro všechny jeho
rozsahy (např. 11 V, 110 V a 1100 V) má napětí uz, odbočující z něho
ke kompenzátoru, pokaždé velikost, odpovídající měřicímurozsahu kom
penzátoru (např. 1,1 V). Zapojení děliče je schematicky znázorněno
v obr. 4, který zároveň představuje kontrolu správnosti voltmetru V
kompenzační metodou. Při ní se porovnávají údaje voltmetru s přesný
mi hodnotami napětí, stanovenými kompenzátorem.

2. Měření elektrického proudu. Měření elektrického proudu kompen
zační metodou si převedeme na měření napětí tím, že neznámý, měřený
proud I, necháme protékat etalonovým odporem Ry, jehož hodnotu
přesně známe. Na jeho potenciálních svorkách měříme pak kompen
zátorem vzniklý úbytek napětí (obr. 5). Podle Ohmova zákona platí
pro něj vztah

U, = Iz. Ry (£)
Toto napětí U, vykompenzujeme postupem, který byl již dříve po
psán, takže podle vztahu (1) platí

Uz = Ig. Ry, (5)
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kde I, je kompenzační proud a Rx je nastavení dekád na kompen
zátoru.

Z rovnic (4) a (5) dostaneme pak výraz pro měřený proud I;

o LN k 6
= hkRy Ro Ry (6)

kde proud I; byl nahrazen výrazem podle vztahu(2).
Etalonový odpor Ry musí být volen tak veliký, aby úbytek napětí

na něm vzniklý nebyl větší než je měřicí rozsah kompenzátoru. Tak
např. pro měření proudu I, — 10 A, volíme etalonový odpor velikosti
Ry = 0,1 O, takže na něm Vznikne při protékání proudem I; úbytek
napětí (podle vztahu 4) velikosti 1 volt, tedy menší než je obvyklý
měřicírozsah kompenzátoru.

V obr. 5 je současně znázorněna ke kompensdtoru
kontrola ampérmetru A kompen
zační metodou. Podobně jako při
kontrole voltmetru porovnávají se
zde údaje ampérmetru s přesnýmihodnotamiprotékajícího© proudu
stanovenými kompenzátorem.

3. Měření elektrického výkonu. Vý
kon stejnosměrného proudu je dán
vztahem P — U. I. Pro jeho přesné
měření, např. při kontrole správ
nosti wattmetrů, použijeme opět
kompenzační metody. Vzhledem
k tomu, že se zde jedná o měření dvou veličin, napětí U a proudu J,
měli bychom použít dvou kompenzátorů v zapojení, naznačeném
v obr. 6; současně je znázorněno zapojení wattmetru W při jeho kon
trole správnosti. Jedním z nich by se kompenzovalo napětí U, druhým
pak proud Z. Poněvadž se však u napětí U jedná při kontrole watt
metru pouze o kompenzaci jediné stálé hodnoty, používá se podstatně
jednoduššího kompenzátoru napětí, kterým se vlastně pouze kontro
luje stálost jeho přesně nastavené hodnoty během celého měření. Takto
je např. upraven laboratorní kompenzátor OsLK, výrobek n. p. Metra,
Blansko.

Pro měření výkonu může se však použít také pouze jediného kom
penzátoru, na němž se postupně kompenzuje měřené napětí U a mě
řený proud f. Je tedy kompenzátor jednou zapojen podle obr. 5, po
druhé pak podle obr. 4. Aby se i zde zajistila dostatečná spolehlivost
a přesnost měření,kompenzuje se napětí a proud ve sledu

kompenzace napětí —proudu — napětí ,
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ke kompensátoru

ke kompensátoru Ť Á
U A »

U, R| a Fy
©- U, >

W

|bo ' Re= +
Obr.6 “—— HRRAT
čímž máme kontrolu, že se během kompenzace proudu nezměnila hod
nota měřeného napětí ÚU.

4. Měření elektrického odporu. Také měření neznámého odporu R, se
dá převést na měření úbytku napětí na něm vznikajícího a tím se opět
umožňuje použití kompenzační metody.

Neznámý odpor R, se zapojí (podle obr. 7) v sérii s přesně defino
vaným odporem Ry, pokud možno stejné velikosti a postupně se kom
penzují úbytky napětí na nich vznikající. Ke kompenzátoru se připojují
oba porovnávané odpory R, a Ry přepínačem P s polohami 1—1
a 2—2. Pro obě měření dostáváme vztahy podle rovnice (1)

pro etalon Ry

In. Ry = Iu. Ry, (7)
pro etalonový měřený odpor R,

Ig. Ry= Ik. Rp, (8)

ke kompensáforu

Obr. 7
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kde I, je kompenzační proud, Rx a R; jsou nastavení na dekádách
kompenzátoru.

Pro poměr obou odporů R, a Ry ze vztahů (7) a (8) se proudyI,
a Iy vykrátí a po úpravě dostaneme vztah .

R'
R; = RyR (9)

Měřený odpor R, je tedy dán součinem hodnoty etalonu Ry a podilu
obou nastavení Rx a Rx na kompenzátoru.

Podmínkou přesného měření je především stálost proudu p, pro
tékajícího oběma porovnávanými odpory R, a Ry. Jeho, velikost je
omezena jednak měřicím rozsahem kompenzátoru, jednak dovoleným
zatížením porovnávaných odporů.

Brzdil včas?

OTAKAR SAMEK, Jihlava

Ve svém článku chci ukázat způsob výpočtu pravděpodobné rych
losti vozidla před dopravní nehodou pomocí základních vzorců z kine
matiky a dynamiky. |

Ve většině nehodových případů se řidič snaží odvrátit nebezpečí
brzděním, které je nejúčinnější na přechodu mezi otáčením a úplným
zastavením kol. Brzdění zanechává na vozovce charakteristickou stopu,
jejíž délku je možno změřit a použít k výpočtu rychlosti, kterou mělo
vozidlo v okamžiku, kdy začalo brzdit.

Při zastavování vozidla pomocí brzd se jeho kinetická energie mění
v teplo třením v brzdném ústrojí a třením mezi pneumatikou a vo
zovkou. I kdýž nedochází k úplnému zastavení otáčení kol, je možno
tření mezi nimi a vozovkou považovat za tření smykové. Síla tření,
působící proti směru pohybu, závisí v daném případě na druhu styčných
ploch (např. guma na asfaltu, guma na štěrku apod.) a na jejich jakosti
(plochy drsné, hladké, suché, vlhké, zledovatělé apod.). Zvětšuje-li se
tlaková síla N vozidla na podložku (přidáváním zátěže), zvětšuje se
síla tření T' tak, že poměr

T
=% Z(1)

je při stejném druhu a jakosti styčných ploch stálý (f nazýváme sou
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činitel smykového tření). Ze vztahu (1) pro sílu tření dostávám e

T=f.N (2)
Součinitel smykového tření mezi pneumatikou a různými druhy vo

zovek se dá experimentálně zjistit a sestavit do tabulky

Vozovka Suchá Mokrá Zledovatělá

štěrkovaná 0,7 0,4—0,5 suchá 0,05—0,2
betonová 0,6—0,9 0,2—0,5 led 0,07
dlážděná 0,5—0,8 0,2—0,4 suchý led 0,1
asfaltovaná 0,5—1,0 0,2—0,4 uježděný sníh 0,1—0,3

Pro naše další úvahy bude nutné odvodit základní vztahy pro pohyb
rovnoměrně zpomalený.

Pro rovnoměrně zpomalený pohyb hmotného bodu ve směru kladné
osy z platí pohybová rovnice

32 = -4 (3)

kde a' je zpomalení.

Prvním integrováním této rovnice dostaneme okamžitou rychlost
dr
— = — at ; 4d ab T% (4)

kde v; je integrační konstanta, která udává rychlost v čase ř= 0
(rychlost počáteční).

Označíme-liv = A „ pakdi

V=W—at. (5)

Druhým integrováním rovnice (3) dostaneme pro dráhu

L= —da + V L m,
kde 7 je integračníkonstanta vyjadřujícívelikost dráhy, kterou hmotný
bod urazil před začátkem měření času.

Konstantu %, můžeme dále vynechat, položíme-li polohu počátku
sledování do počátku souřadnicového systému. Označíme-li s = r, pak

s=Vý— šdďť. (6)
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Úpravou rovnic (5) a (6) pro dráhu dostaneme

= 3
Při rovnoměrně zpomaleném pohybu hmotného bodu se rychlost

rovnoměrně zmenšuje podle rovnice (5), v okamžiku zastavení v = 0.

(7)

Pro dráhu tedy v tomto případěplatí

- DŮ
777 2a' > (8)

Aplikujme uvedené vztahy na pohyb vozidla. Sešlápnutím brzdového
pedálu působí proti směru pohybu vozidla konstantní síla, vozidlo vy
konává pohyb rovnoměrně zpomalený. Podle Newtonova pohybového
zákona se tato síla rovná součinu hmotnosti m [kg] vozidla a jeho
zpomalení a' [ms“*?]

F=m.cď (9)
Tato síla je rovná síle tření F — T. Dosadíme-li za N tíhu vozidla
G —=mg, kde g—- 9,81 ms“*?je tíhové zrychlení, do rovnice (2) a úpra
vou s rovnicí (9) dostáváme pro zpomalení vozidla

a =f.g (10)
Pobybující se vozidlo má v okamžiku, kdy začne řidič brzdit, po

čáteční rychlost v4, po době f, měřené od tohoto okamžiku, vozidlo
zastaví. Za tuto dobu, potřebnou k zastavení, urazí dráhu s, přičemž
zanechá na vozovce brzdné stopy.

Pro pohyb vozidla v našem případě platí rovnice (8). Dosadíme-li
do této rovnice a' ze vztahu (10), pak

2NSN
2.f.g

Rychlost vozidel se obvykle měří v km .h“*, délka brzdné dráhy,
kterou zanechá vozidlo na vozovce v metrech, musíme tedy rovnici (11)
upravit. Označme počáteční rychlost Vy[km . h-1] a užijme převodního
vztahu

(11)

Vo[km .h-1] = 3,6 vy[m s7].—

Dosazeno do (11)

V„36.8 OVé
2.f.g 7 3062.2.f.9,812543.,

Pro okamžitou rychlost na začátku brzdění dostáváme

Ve- V25431.5. (12)



Změříme-li délku brzdné dráhy s [m] vozidla, hodnotu součinitele
smykového tření pro příslušný druh vozovky zjistíme v tabulce a do
sadíme-li tyto hodnoty do rovnice (12), můžeme vypočítat rychlost,
kterou se pohybovalo vozidlo v okamžiku, kdy začal řidičbrzdit.

Předpokládejme, že vozidlo při brzdění vykonává pohyb rovnoměrně
zpomalený a narazí na pevnou překážku nebo na jiné stojící nebo
jedoucí vozidlo. Užijeme-li vzorce (12) ke zjištění jeho rychlosti v oka
mžiku, kdy začal řidič brzdit, vypočteme vždy rychlost menší, než
jakou se ve skutečnosti pohybovalo. Vzorec (12) byl odvozen za před
pokladu, že na vozidlo působí pouze síla tření; tedy brzdná dráha je
v tomto případě větší než skutečná brzdná dráha při nehodě. Dále
brzdy často působí dříve než zanechají kola brzdné stopy na vozovce.

Proto rychlost vozidla před dopravní nehodou, kterou získáme vý
počtem z rovnice (12)musí být považovánaza minimální rych
lost, jakou vozidlo před nehodou jelo.

Mnohdy výpočet rychlosti touto metodou (i když neumožňuje vy
počítat skutečnou rychlost) může objasnit příčinu dopravní nehody.

Je zřejmé, že výsledky zde uvedené jsou platné pro vodorovnou
vozovku, vzorce (12) můžeme prakticky použít i v případě, že sklon
vozovky je velmi malý.

Příklad. Osobní automobil jedoucí po suché rovné vozovce, dlážděné
velkou kostkou, brzdil 60 m a narazil na zeď. Vypočtěteminimální rychlost,
jakou jel automobil v okamžiku, kdy začal řidičbrzdit. K výpočtu užijeme
vzorce (12). Délku brzdné dráhy známe, podle tabulky je součinitel smy
kového tření asi 0,6. Dosazením získáme

Vo== V254,3.0,6.60 — |9154,8 — 95,68.
Minimální rychlost automobilu v okamžiku, kdy začal řidič brzdit, byla

95,68km .h-!.

MATEMATIČKO -FIZIČKI LIST
ZA UČENIKE SREDNJIH ŠKOLA

GODINA XVIII | ŠKOL. GOD.
BROJTJ 1 ZAGREB | 1967.— 1968.

Při návštěvě obouredaktorů v Jugoslavii byla navázána spolupráce s ča
sopisem, jehož titulní hlavičku otiskujeme a o jehož náplni, obdobné obsahu
našeho časopisu, otiskneme v některém z příštích čísel informativní zprávu.

0.5.
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ASTRONOMIE

Nejjednodušší výpočet dráhy
umělých satelitů Země
JOSEF ŠOLER, České Budějovice

Dráha tělesa volně vrženého je parabola. To platí jen v případě,
je-li vrženo malou rychlostí a z nevelké výšky, takže Ize předpokládat,
že se nemění během dráhy ani velikost gravitačního zrychlení ani jeho
směr, tj. „„svislé“ směry v jednotlivých bodech dráhy zůstávají na
vzájem rovnoběžné. Pro vrh z velké výšky a rychlosti blízké 8 km s“!,
tj. první kosmické rychlosti, sevšaksměri velikostgra
vitačního zrychlení mění. Dráha tělesa, dokud nepadnena Zemi, je
elipsou. Jen v bezprostřední blízkosti místa odstřelu lze ji nahradit
parabolou vodorovného vrhu, jež je tzv. hyperoskulační parabolou této
elipsy. Teprve pro parabolickou rychlost

ca—VR
je dráha parabolou v celém rozsahu.

Toho lze užít k stanovení parametrů dráhy satelitu z jeho počáteční
rychlosti. | —

Čtenáři se jistě zajímají o to, jak se propočítává dráha rakety kolem
Země a jak lze volbou vhodné odpalovací rychlosti volit polohu perigea
a apogea dráhy. Podávám nejjednodušší řešení, odvolávaje se v něm
na konstrukce oskulačních kružnic ve vrcholech kuželoseček, známých
z deskriptivní geometrie. Jde o tuto úlohu:

Vodorovně ve směru rotace Země je na rovníku rychlostí c, která, je
větší než prvá a menší než druhá kosmická rychlost, vypuštěna raketa.
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Určete poloosy a, b, lineární a numerickou excentricitu eliptické dráhy,
polohu perigea a apogea i dobu oběhu. Co se stane, má-li raketa druhou
kosmickou rychlost?

Lze užít těchto údajů: Elipsa o poloosách a, b, má lineární výstřednost
e=|e-—b,

číselnou 8 = —.a
Kružnice křivosti vedlejšího vrcholu elipsy, jak snadno určíte ze známé
konstrukce, má poloměr

b?

Kosmické rychlosti jsou

G = VRg , G= V2Rg
Ohnisko oběžné dráhy leží ve středu Země. Kružnice křivosti vrcholu
paraboly má poloměr rovný parametru paraboly p (vzpomeňte si na
větu o dutém sférickém zrcadle: Ohnisko leží uprostřed mezi středem
křivosti a vrcholem!).

Abyste lépe porozuměli dalším výkladům, uvažte:
V místě, odkud byla vypuštěna raketa, hyperoskulují, tj. co nej

těsněji se stýkají ve vrcholu, tyto křivky: 1. Elipsa, po které raketa
obíhá Zemi. 2. Parabola „„vodorovného vrhu“, ovšem jen v bez
prostředním okolí místa odpálení rakety. Otéto
parabole říkáme, že elipsu oskuluje. 3. Oskulační kružnice obou těchto
křivek, která je společnou oskulační kružnicí parabolické dráhy v okolí
místa odpalu, i oběžné elipsy. Této okolnosti se v geometrii stručně
říká,že se kružnice,parabolaa elipsa v okolí místa odpá
lení rakety nejtěsněji stýkají, čili oskulují. Diferenciální geometrie
přesnějimluvío hyperoskulaci ve vrcholu,tj. jde o tzv. styk
třetího řádu. Využijeme této geometrické úvahy k nejkratšímu způsobu
výpočtu.

Pro vodorovný vrh při obvyklé poloze os platí
2 (2

n=d, y=iW=ágy, P=2y.
Srovnáním s rovnicí paraboly x*= 2py dostaneme

cž
B=-—

g
Tento výraz se rovná poloměru oskulační kružnice ve vrcholu paraboly
a-také poloměru křivosti vedlejšího vrcholu elipsy

b?

a .
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To dává první rovnici

Druhá rovnice plyne z připojeného obr. 1
a—e= R. (2)

Třetí rovnice plyne ze vztahu, známého z deskriptivní geometrie
aA—bi=eě. (3)

Tím je úloha po fyzikální stránce hotova. Z rovnic máme určit hod
noty a, b.

Dosadíme z (1) do (3) za

ac?
bž ——

a dostaneme

2aca —ee= —.
g

Levou stranu upravíme na (a + e) (a — e) a dosadíme podle (2) zaa—e=R
ac? ac?(a+e)R=—, atbe=—, a- e=R
9 gk

Sečtením posledních dvou rovnic je

ač Ry29. R''
odtud

2a=K.
2gR — c

Zlomek je kladný a má význam, neboť podle předpokladu c; > c >
> CGje

V29R> o> VgR.
Podle obrázku je perigeum ve výšce 0 nad povrchem Země a apogeum

ve vzdálenosti

2R ((*— R

od povrchu Země.



Čitatel c*—Rg je kladný podle naší podmínky, že rychlost odpálení
je větší než první kosmická rychlost.

Dobu oběhu 7', určíme z 3. Keplerova zákona

TiTajaž
Pro prvou kosmickou rychlost, je-li raketa odpálena blízko povrchu
Země, c, -—8 km s"", obíhá podél rovníku, a; — R. Doba oběhu je tedy
T, = 40000 :8 = 5000 s — lh 23 min. Prvý satelit měl T —90 min.
Dosadíme do 3. Keplerova zákona za a, = R, T, = 5000 s,aL

1 2R— č
a určíme T'.

Naše vzorce pro a, d, e ztrácejí význam pro

c— VzgR,

tj. blíží-li se druhé kosmické rych
losti. Všechny ty tři veličiny neome
zeně rostou. Eliptická, uzavřená
dráha, se mění v parabolickou a ra

AT Keta opustí Zemi navždy. Poněvadž
sir os © podle 1. Keplerova zákona je ohnis

kem parabolické dráhy střed Země,
K je p — 2R. Křivost ve vrcholu

paraboly je

POPĚ Ž —2R
Obr. 1

kde c, = 29R je druhá kosmická rychlost. Vzdálí-li se raketa dosta
tečněod Země,převládá gravitační působení Slunce a raketa se promění
v planetární družici. Luník III. (4. 10. 1959) byl veden tak, že se dostal
do gravitačního pole našeho Měsíce, stal se jeho družicí a fotografoval
jeho odvrácenou stranu. Podobně je to plánováno s raketami, jež mají
fotografovat Venuši a Marta.

Je-li perihelum ve výšce 4 nad povrchem Země, tedy ve vzdále.
nosti (R + A) od jejího středu, nutno ve vzorcích R nahradit (R + A),
a poněvadž intenzity gravitačního pole Země ubývá se čtvercem vzdá
lenosti od jejího středu, nahradíme
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RV
gvýrazemg k3z) .

Z údajů o vzdálenosti perigea a apogea od středu Země u známých
satelitů lze zjistit, jakou rychlostí byly vypuštěny.

Poznámka: Obr. 1 je rýsován v měřítku1:2. 10a pro c —9kms“..

úloh

Matematika

2. Budiž v, výška na základnu rovnoramenného trojúhelníka A1,v, výška
příslušná k jeho rameni, o poloměr vepsané kružnice. Při konstantním o
sestrojujme další rovnoramenné trojúhelníky A1, A+ Ass -+++ An podle
schématu

Trojúhelník Poloměr Výška Výška
vepsané na základnu na rameno
kružnice

M o V v
Da 4 Va V3
Da O V Vy

An o Vn Vn+1

Dokažte, že pro n —>oopřecházejí trojúhelníky A+ v trojúhelník rovno
stranný, opsaný kružnici poloměru p.

Josef Brejcha
(Došlo 21 řešení)
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Řešení autorovo:
V úloze popsaná konstrukce je vždy možná, neboť pro každé přirozené n

platí
vn >20

(důkaz zřejmý).
Výšky v4, v, a poloměr egkružnice vepsané danému rovnoramennému

trojúhelníku jsou vázány známou relací

Br 142.
o V ke

Z konstrukce podle dané úlohy plynou proto rovnice
l 21 =14 A-1 2. Ly 2- (1)ov%VV Vn— Vn+l

Odtud po úpravě

1-1-11 a)V Va 2% v)

LOLOl1(1 u)V Vy 2% va)

*

1 r Blé-
Vy Vn+1l 2 o Vn—1

Další jednoduchou úpravou, položíme-li

M=kont=:-,
V2 V

vychází 11- ly,
V. -W 211- my,

V3 V 22

1 1- y.
Vn Vn+1 2n—1

Pro » —>co pak plyne

im(2 = lim(—1nL —0.n—>00 dn Vn+1 H—>o0 9n—1

Lze tedy klást
hm 04 = lim %4+1= V> 20.

H—>o0 7b—>00
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Ze vztahů (1) je pak ihned

im(2+ zj=2.F—>00 Un Un+1 O

Ly Ž=ÚĎ,
v 0 o

v = 80,
což se mělo dokázat.

11. Která přirozená čísla splňují rovnici

(Došlo 17 řešení) Ota Setzer

Řešil Stanislav Slouka, IV.a SPŠE, Brno:
Rozlišujme: I. 3r — 24 > 0, II. 3x — 2v < 0.

I. Zde opět rozlišíme dva případy: 1. r = 2k, 2. £ ==2k — 1.
I. 1. Rovnici 37 — 24 = 7 upravíme na tvar

32k — 1—=6+ ZU,
čili

(38 + 1). (3k — 1) = 2. (3 + 24-1).
Součin dvou po sobě jdoucích čísel sudých na levé straně je dělitelný

aspoň osmi, proto na pravé straně rovnice musí být v závorce sudé číslo.
Tomu lze vyhovět jen, když 24—1= 1, neboť jiné mocniny dvou jsou sudé,
odtud plýne y = Il,z = 2.

I. 2. Po vynásobení třemi má naše rovnice tvar
32%—21- 3.2y,

čili
(3k +- 1). (3k — 1) = 2?. (5 + 2v-2.3).

V závorce na pravé straně musí být zase sudé číslo, proto y = 2. Pro tuto
hodnotu však nevychází r přirozené.

II. Zde rozlišíme tři případy.
II. 1. y = 2m, « = 2k, rovnici upravíme natvar

(3k + 2m).(— 3k + 2m) =7
Protože v závorkách jsou přirozená čísla, dostáváme vzhledem k jejich
velikosti soustavu rovnic

3k —-22 —=7,

jejíž řešeníje m = 2, k = latedy £ = 2,y = 4.
II. 2. y — 2m, © = 2k — ], rovnici 22m — 32k—1— 7 upravíme na

(3k+- 1). (3k— 1) — 2.(3.22m-1— II).
Číslo v závorce na pravé straně musí být sudé, tedy 2m — 1 = 0, čemuž
nelze vyhovět pro žádné přirozené m.

JI. 3. y = 2m — L. Naši rovnici

„22m—1= 7- 3
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upravíme na tvar
(2m + 1). (21 — 1) = 134 2.31

Na levé straně je součin dvou po sobě jdoucích lichých čísel (2%343. k),
proto musí být pravá strana dělitelna třemi. Tomu však nelze vyhovět.

Naši rovnici splňují jen tyto dvojice přirozených čísel
WmA,y=laaz=2,y=4.

Fyzika
2. Vrata propustě na řece jsou 9 m vysoká a 10 m široká. Spodní hladina

dosahuje výšky 3 m vrat. Při jejich uzavření je rozdíl výšek hladin 4 m.
Máme vypočítat: a) jaká celková síla působí na zavřená vrata propustě,
b) kde leží působiště výslednice, c) jaký je střední tlak na vrata. Sílu vy
počtěte v jednotkách N a kp, tlak v jednotkách N m7? a kp em“?. Hustotu
vody volíme o — 10? kg m“*, tíhové zrychlení g — 9,81 m s"!.

(Došlo 25 řešení) Václav Šindelář

Řešil Jiří Leicman,III.B SPŠS, Brno:
Označuji4 —9 m, b= 10 m A.=4+43=7 m, As,=3 ma pro

výšky působiště jednotlivých sil zavádím výšky a, a4, a, (obr. 1).

Hydrostatický tlak vzrůstá pod hladinou podle přímky, takže síly F,
a F,, působící na levou, resp. na pravou stranu vrat mají velikosti

F =%P0,
respektive Fy=2D,
kde Pm=heg, Pa=hog
a S,=hb, S;=h,b.
Přitom p, 4 P, jsou maximální tlaky u dna vrat na levé, respektive
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na pravé jejich straně a S, a S, jsou omočené plochy vrat opět z levé,
respektive z pravé strany.

Obě síly F, a F, jsou protisměrné (působí kolmo na vrata z obou
stran), proto jejich výslednice F je rovna

F=F,— F,= 3bog(h— hů) (1)
Nyní napíšeme momentovou větu vzhledem k bodu A

Fia —Fxa,= Fa (2)
Přitom a+, 42, a jsou souřadnice (svislé) působišť sil. Pro první dvě
platí

ol
auzih,

resp.
U — 3 ho >

protože tlakovým diagramem je trojúhelník.
Po dosazení za F,, F, F, ax, a, z předešlýchvztahů do (2) dostáváme

zhoghděh— žhogh dh —= zbog(hí —hž)a
a odtud

A T ho
Střední tlak na vrata lze počítat jako podíl celkové síly a celkové

plochy vrat

|a =

o FBo
kde S = hb, tedy

h2ž — p?PES (4)
Číselný výpočet

F =%.10 10* 9,81 (7%— 32)-—1,962. 106N — 2. l105kp,43743..
3r7 7 40=2633m,

72 — 92

Ps= 3 10* 9,81. 79. 7 2,18 10%N m? =
= 2,22 10*kpm“? = 2,22 10-*kp em“ž.

Závěr. Na zavřená vrata propustě působí síla F', obecně daná vztahem
(1), rovná v daném případě F — 1,962 . 10$N — 2. 10*kp. Její půso
biště leží ve výšce (svislé vzdálenosti) a od spodního okraje vrat (ode
dna); tato výška je obecná dána vztahem (3), v daném případě a-—
== 2,633 m. Střední tlak na celá vrata je obecně dán vztahem (4),
v daném případě je jeho hodnota

Ps 2,18 10“N m7? —0,222 kp em"?

a=ž3

243



Poznámka autora. Při výpočtu středního tlaku bylo žádoucí provést
diskusi problému. Ani jeden z řešitelů ji neprovedl, i když řešení bylo
u některých jiné, nežli v otištěném případě. Tak například střední tlak
pouze pro větší z omočených ploch vrat počítal Jan Louda z Plzně. Střední
tlak zvláště po obou omočených plochách vrat počítal např. Juraj Čermák
z Bratislavy.

Výpočet středního tlaku pro celou plochu vrat, tak jak je na konci
otištěného řešení, dává výsledky formální, protože v celkové ploše je za
hrnuta i neomočená část vrat, na kterou žádná kapalina nepůsobí. Vý
hodnější je vztahovat celkovou sílu, působící na vrata propustě, na větší
z omočených ploch (na obrázku na levou část).

Třetí způsob výpočtu, vyskytující se v řešeních, dává výsledky ne zcela
názorné, protože v oboustranně omočené části působí tlaky proti sobě.
Otázka byla v zadání příkladu dána proto, aby se řešitelé zamysleli nadprůběhemvýslednéhotlakupůsobícíhonavrata.| '" —
PSCelková síla působící na vrata propustě je také rovna (jak je zřejmé
z obrázku) součtu dvou sil F“ a F", z nichž první působí z levé strany
na jednostranně omočenou část a druhá z téže strany na oboustranně omo
čenou část vrat. Pro tyto síly platí vztahy 3 A

B = ž (1 — ho) 09b (h; — ho)n r—/
í P; S“

respektive
F" = (h—h)ogbh,.

——77—7-7
P; s“

Výsledný (nikoliv celkový) střední tlak ps působící z levé strany na obou
stranně omočenou část vrat má dvojnásobnou velikost nežli střední tlak
Ds, který působí (rovněž z levé strany) na jednostranně omočenou část
vrat.
F Zatímco u jednostranně omočené části vrat je hydrostatický tlak funkcí
polohy a směrem dolů lineárně vzrůstá, je výsledný hydrostatický tlak
působící na oboustranně omočenou část vrat všude stejný a nemění se tedy
zřejmě s hloubkou.

Konstruktivní geometrie
2. Jsou dány tři přímky a, b, c tak, že každé dvě z nich jsou mimoběžné.

Najděte takový směr kosoúhlého promítání, aby jejich průmětem byly
dvě rovnoběžky a přímka k těmto rovnoběžkám kolmá.

(Došlo 15 řešení) Stanislav Horák
Řešil Pavel Polear, II.B SVVŠ, VelkéMeziřiči:
Průmětnu kosoúhlého promítání zvolme tak, aby nebyla rovnoběžná se

žádnou z daných tří přímek. Mimoběžky a, b, se promítají jako dvě rovno
běžky, jestliže směr kosoúhlého. promítání leží v rovině o, která je rovno
běžná s přímkami a, b. Pak můžeme 'přímkou a proložit rovinu «|| o,
a přímkou b rovinu B|| o. Stopy těchto rovin jsou zároveň průměty ay, by
přímek a, b. Stopníkem C přímky c veďme kolmici c; k přímkám ag, bx.
Považujeme-lic, za kosoúhlý průmět přímky c, pak směr s hledaného pro
mítání je průsečnice roviny o= (cc) s rovinou a. Tím je také dána“kon.
strukce.

Jestliže c = c, existuje nekonečně"mnohořešení. Jestliže'c = c;, existuje
jediné řešení. Jestliže"směr s je rovnoběžnýs některou z přímek a, bd,ne
existuježádné řešení. Poněvadžmůžemetutéž úvahu provést s přímkami
jinak uspořádanými, máme tento výsledek: Úloha má buď tři řešení,nebo
nekonečněmnoho řešení nebo nemá žádné řešení. Ri
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Fresnel a princip relativnosti v optice
JOSEF KOTYK, Pardubice

VčlánkuAuguste Jean Fresnel!, uveřejněnémv minulém
ročníku našeho časopisu?), jsem čtenáře seznámil s obsáhlou vědeckou
činností badatele. Ač zemřel 39letý, tedy poměrně mlád, náležel k nej
horlivějším zastáncům Huygensový undulační (vlnové) teorie světla
a stal se v jejím boji s korpuskulární neboli emanační (výronovou)
teorií Newtonovou posléze i dovršitelem jejího vítězství. Zabýval jsem
se zejménavývojemFresnelovýchnázorů o podstatě světla.
Úkolem tohoto článku je podat výklad Fresnelových představ o ší
ření světla hmotou a objasnit příslušnésouvislostis prin
cipem relativnosti klasické mechaniky.

Princip relativnosti klasické mechaniky") zní:
Jestliže skupina těles (např. Země) koná jako celekrovnoměrnou transla

ci, průběh mechamckých dějů k mávztahovaných se nezmění.
V obdobítzv. mechanistické fyziky, kdy se soudilo,že

celá fyzika je podrobena zákonům mechaniky (např. první pokusy

1) Čti: Ogyst Žán Frenel.
2) Ročník 45, čís. 8, str. 393 až 397.
8)V podrobnostechvizmůj článek Galilei — otec principu

relativnosti klasické mechaniky v Rozhledech,roč.43,
čís. 5, str. 237 až 240.
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o soustavný výklad světelných dějů vycházely rovněž z analogií me
chanických)bylo snadnéříci: Princip relativnosti kla
sické mechaniky platí zřejmě i pro světelné
děje, neboť optika je částí mechaniky. K danésku
plně těles je ovšem třeba počítat i světelný éter“), neboť je podle Huy
gensovy teorie hmotný jako jiná prostředí. Bylo jen třeba rozeznávat
dva případy: :

a) Jako Země unáší při pohybu své ovzduší, mohou i tělesa unášet
éter, který jimi prostupuje a obklopuje je. Rovnoměrná translace sku
plny těles nemá pak na světelné děje vlivu. V konkrétním případě:
Pohyb Země kolem Slunce by neměl za učiněného předpokladu vlivu
na světelné děje, které probíhají na Zemi.

Avšak předpoklad, že éter je pohybujícími se tělesy unášen, se ne
podařilo ověřit. Lod ge*) shledal roku 1892, že se rychlost světelného
paprsku, který postupuje těsně vedle desky, nezmění, jestliže desku
uvedeme v prudké otáčení; to by nebylo možné, kdyby světelný éter
byl pohybem desky strhován. Také experimentální zjištění, že proudící
plyn světlo nestrhuje, odporuje předpokladu, že by se éter mohl po
hybovat s ním.

b) Jako řídké síto se může pohybovat nehybným vzduchem, mohlo
by se 1 těleso, složené z hmotných částic, jež zcela nevyplňují prostor
tělesem zaujatý, pohybovat neobyčejně jemným a nehybným éterem.
Eter by pak nebyl tělesem strhován a pronikal by při tomto pohybu
hmotou, aniž by se zadržel.

Avšak osoba, která dlí na palubě lodi, jež se pohybuje nehybným
vzduchem, cítí vanutí větru. Eterový vítr, který by za popsaných
okolností obdobně vznikal při pohybu Země nehybným éterem, bychom
sice svými smysly cítit nemohli, strhoval by však světlo a prozradil
by se změnami v průběhu světelných dějů probíhajících úplně na Zemi.
Z nich měl by se podařit důkaz pohybu Země vzhledem k éteru, a tím
1kolem Slunce. První pokusy, které měly vliv pohybu Země na optické
děje (v konkrétním případě na lom světla hranolem) potvrdit, konal
Arago“), přítel Fresnelův. Jako světelného zdroje užil stálice; nešlo

4) O vlastnostech této hypotetické substance viz můj článek Huy
gensova teorie světla v Rozhledech,roč. 38, čís. 7, str. 327
až 331.

5) Čtenářům jsou známy památné Lodgeho pokusy 0 elektrické
rezonanci, vazbě kmitavých okruhů aj. Lodge (čti Lodž) studoval však
také složení éteru.

6)Arago Dominigue Francois (1786—1853)proslulstudiem
magnetických účinků elektrického proudu, rotačního magnetismu (Aragův
rotační magnetismus) aj.
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tedy o děj probíhající úplně na Zemi. Pokusy skončily mimo očekávání —
negativně. Aragova měření opakoval později Ma x well se zdrojem
pozemským, výsledek byl však opět záporný.

Situace dospěla do stadia, v němž bylo třeba znovu pronést rozhodné
slovo. Nepřekvapuje, že se tak stalo opět formou hypotézy.") Těžkého
a odpovědného úkolu se ujal Fresnel. Negativní výsledky Ara
gových a Maxwellových pokusů vyložil novou velmi odvážnou domněn
kou:Z okolnosti, že hmotou, která se pohybuje,
není strhován světelný éter, neplyne, prohlásil
Fresnel,že jí není strhováno světlo. Strhování
světla musípak být jen částečné; šířenísvětlahmotouobsta
rává totiž zčásti éter, zčásti hmota sama, strhovat se proto může jen
ta část světelného rozruchu, na kterou má vliv hmota. Částečným
strhováním světla se vliv pohybu Země na optické děje zeslabí tak,
že se stane téměř nepozorovatelným. Pokusy Aragovy, Maxwellovy aj.
neměly žádoucí přesnosti, aby se jimi daly změny tak malé konstatovat,
neměly proto ani očekávaného výsledku.

Fresnel odvodil však také příslušnévzorce. Představme si např.,
že světelný paprsek prochází osou trubice, v níž proudí tekuté prostředí
rychlostí v. Rychlost světla ve vzduchoprázdném prostoru označmec,
v klidném prostředí, jehož index lomu je », pak c Jestliže světlo po
stupuje trubicí v témž směru, v němž prostředí proudí, šíří se podle
Fresnela rychlostí

C++ | —zj ,
postupuje-li ve směru opačném, je jeho rychlost

, l
ČC— 0 | — u) .

l
Výrazu

říkámestrhovací koeficient Fresnelův.
Zbývala otázka, zdali nepatrné změny rychlosti, Fresnelem předpo

věděné, se podaří také experimentálně stanovit nebo aspoň konstatovat.
Optická měření jsou na štěstí tak přesná. Fresnel se ověření své hy
potézy však nedožil; zemřel roku 1827. Teprve roku 1850 zjistil F o u

7)„Formou rozvoje přírodních věd je hypotéza,“
napsalB. Engels vesvé Dialektice přírody (Svoboda,Praha
1950).
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ca ultš), že rychlost světla ve vzduchu činí 298 000 km/s, v klidné
vodě však jen 225000 km/s, je tedy menší než ve vzduchu. Podle
emanační teorie Newtonovy měla ovšem mít hodnotu větší, Foucaul
tova měření vyvrátila tedy definitivně teorii Newtonovu a rozhodla
ve prospěch teorie vlnové. Umožnila dále, aby již po roce, roku 1851,
provedl Fizeau*?) památná měření rychlosti světla v pohybujícím
se prostředí, jimiž Fresnelovu hypotézu plně potvrdil; shledal, že v prou
dící vodě indexu lomu »-= 5 stoupne rychlost světla postupujícího
ve směru proudění asi o <%hodnoty rychlosti vody. S týmž výsledkem
potvrdil Fresnelův předpoklad roku 1886 Michelson, později Zeeman aj.
Proudící plyn naproti tomu světlo nestrhuje; indexy lomu plynů se
liší jen zcela málo od 1, strhovací koeficient Fresnelův je proto prakticky
roven nule.

Fizeauův pokus platil dlouho za pádný důkaz existence éteru, jenž
prostupuje všechna tělesa a neúčastní se jejich pohybu, Fresnelovy
strhovací koeficienty pak podle Laueho!“) za cenný prubířský kámen
pro teorii optiky pohybujících se těles. Až později, když se názory
na podstatu světelných dějů změnily a když se ukázalo, že optika
neobstojí jako část mechaniky, nezůstal tento vývoj bez vlivu na před
stavy o světelném éteru. Spekulace o něm utuchly a většina fyziků se
shodla v tom, že se slovem éter stačí spojovat představu —. vakua
a jeho (optických i elektromagnetických) vlastností. Tím se změnil
zároveň i význam měření, která měla dokázat vliv pohybu Země na
průběh světelných dějů pro naši otázku, zdali princip relativnosti kla
sické mechaniky platí také v optice. Líčit krásy dalšího vývoje, jenž
vede odtud přímou cestou k Einsteinovi a jeho teorii relativnosti, vy
myká se však již obsahu tohoto článku.

8)Jean Bernard Léon Foucault (1819až 1868)podalroku
1851 jiný neméně památný důkaz, důkaz otáčení Země. V pařížském
Pantheonu zavěsil na ocelový drát dlouhý 68 m kouli vážící 30 kp a roz
kýval ji; doba kyvu trvala asi 8 s. Směr kyvů se znatelně stáčel ve smyslu
záporném.

Podporován císařem Napoleonem III. zabýval se Foucault (čti
Fukó) však nejvíce optikou.

S)Hippolyte Fizeau (čti Fizó; 1819—1896)proslul měřením
rychlosti světla pozemských zdrojů již v roce 1849. Je nedostatkem učeb
nice fyziky pro 3. roč. SVVŠ (1965), nepřináší-li o vtipné Fizeauově metodě
poučení.

0) Max Laue. Geschichteder Physik, 1958,6.
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MO

Projev při předávání cen
za II. kolo MO XVI. roč. v Praze
PAVELVEJVODA,II.

Každým rokem bývá zvykem, že
jeden z úspěšných řešitelů vystoupí,
aby zhodnotil olympiádu z hlediska
jejích účastníků. Chtěl bych přede
vším poděkovat těm, kteří se podí
leli na organizaci olympiády, a ze
jména těm, kteří trávili nekonečné
hodiny na vyluštění našich pologe
niálních škrabopisů.

Musím uvítat, a to nejen za sebe,
některé organizační změny, usku
tečněné při olympiádě v tomto roce.
Týká se to především prvního kola,
kde nebylo požadováno vypracování
přípravných úloh. To jednak způ
sobilo, že olympiáda přivábila ty,
které dříve odrazovalo množství
úloh, bez nichž nebylo možno po
stoupit do krajského kola. Druzí
uvítali tuto změnu z prostých časo
vých důvodů, poněvadž matematika
nebývá pro velmi nadané žáky je
diným koníčkem. Organizaci druhé
ho a třetího kola nepatří skutečně
nic jiného než chvála. Snad jen
termín třetího kola byl stanoven
jako obvykle na dobu těsně před

roč. W. Piecka, Praha

maturitou naší třídy, což se s dost
velkou pravděpodobností opět od
razí na celkovém umístění. Doufám
však, že se nebude opakovat situace
z minulých let, kdy vybraná třída
především z Prahy, která obsadila
všechna první místa ve druhém kole,
zklamala ve třetím.

Poněvadž byla naše třída zastou
pena na olympiádě dost vysokým
procentem, dovolím si omezit své
zkušenosti jen mna tento zúžený
obor. Myslím, že je velmi výhodné
soustřeďovat žáky talentované na
tak důležitou disciplínu jako mate
matika, do zvláštních tříd. V naší
třídě se podle mého názoru shro
máždila skutečná elita a k její vy
soké úrovni přispěla především teo
retická výchova pana profesora
Caldy. Snad jeho nevysoký věk
a do jisté míry zvláštní povaha mají
za důsledek dost velkou mentální
přizpůsobivost a pochopení pro žáky
se stejně zvláštními povahami. Dě
kuji mu za všechny žáky, kterým
věnoval svou pozornost a volný čas,
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především pak za sebe, protože jen
díky jeho ochotě, jež se dost často
střetávala někdy 1 s poněkud ne
smyslnými školskými konvencemi,
jsem měl dost času, abych se mohl
věnovat svému vyhraněnému zájmu.
Jen jedinou vadu si dovoluji vy
tknout speciálním třídám. Diferen
clace žáků by měla být prováděna
ještě důkladněji a třídy by měly mít
daleko menší počet žáků. Uroveň

a výkonnost tříd by se tím podstatně zvýšila.
Při polemikách o mezinárodních

matematických olympiádách, které
probíhaly na nejrůznějších konfe
rencích, bylo těmto soutěžím hlavně
vytýkáno to, že jednotlivé státy si
pro ně vychovávají téměř profesio
nální matematiky a tak prý tyto
soutěže postrádají amatérství. Do
mnívám se, že taková výtka nemá
opodstatnění. Každý žák podléhá
jakési výchově a záleží především
na úrovni této výchovy, zda budezdatnýmmatematikem.© Vysoké
úrovní takové výchovy musí být
nutně přizpůsobeny i prostředky.
U nás se již druhým rokem pokou
šejí o jedno takové zařízení, jemuž
se říká „matematický kroužek“
a které mělo zčásti nahradit nedo
statek hodin věnovaných matema
tice na škole a zčásti se vyrovnat
podobným zařízením, které úspěšně
probíhají v Maďarsku, Polsku, So
větském svazu a jinde. Jistě uznáte,
že to je na jeden kroužek úkolů
příliš mnoho, navíc nedosahuje-li ta
kový kroužek úrovně například
kroužků, které probíhají v Sovět
ském svazu nebo probíhaly v 8o
větském svazu pod vedením akade
mika Kolmogorova, Dělona, Gel
fanda a jiných. Při posledním
rozhovoru s pracovníkem Matema
tického ústavu panem Fukou jsem
se dozvěděl, že semináře podobné
úrovně se chystají v letošním roce
po důkladné přípravě pro letní sou
středění matematické a fyzikální
olympiády, které každoročně probí
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haly pro účastníky kategorie B. Je
opravdu škoda, že se taková věc
připravuje obvykle trochu déle, než
by bylo zdrávo, 1když zásluha pana
docenta Vyšína na zvýšení úrovně
kroužku proti loňskému roku byla
patrná.

Měl jsem tady promluvit o svém
vlastním životě, ale omezím se jen
na několik zásad, které jsou mými
životními zkušenostmi. Člověkma
jící o něco zájem se snaží najít lite
raturu nebo jiné zdroje, v nichž by
se o svém zájmu něco podrobnějšího
dověděl. Začátečník obvykle tápá,
protože si neumí vybrat sobě přiměřenou literaturu. Pak se mu
stává, že stráví mnoho zbytečného
času nad věcí, která by mu pří
slušela třeba po delší přípravě
a nejenže mu nemusí pomoci, ale
může mu navíc velmi uškodit.
Máte-li o něco zájem, mluvím
o matematice, snažte se najít ně
koho, kdo by vám skutečně odpo
vědně poradil. Někoho takového
Vám půjde najít velmi těžko, ale
obtěžujte ty učené pány vytrvale
a buďte jisti, že za nějaký čas bu
dete vyslyšeni. Přitom není špatné
je přesvědčit o tom, že byste se za
každou cenu chtěli stát nejen jejich
žáky, ale 1 pokračovateli jejich ve
likého bádání. Existuje velké množ
ství literatury, na kterou obecně
nestačíte, ale jež obsahuje některé
velmi přístupné a zajímavé partie,
a je dobré takové partie vyhledá
vat. Na soustavné studium nejste
ještě dost dobře připraveni a je ta
kové studium pro vás dost únavné
a někdy i nevhodné. Ty přístup
nější partie, to jsou obvykle takové
perličky, které se během času spojí
v ucelenou teorii a přispějí k va
šemu duševnímu rozvoji mnohem
více než rozbolavělé oči nad neko
nečně dlouhým Kořínkem, nebo pro
nás ještě nestravitelným akademi
kem Čechem.

Tím bych skončil a přeji vám do
dalšího studia mnoho zdaru a sobě
ještě víc do zítřejší maturity.
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MATEMATICKÉ ZÁBAVY

Od podávania rák ku geometrii
JÁN MACHÁN, Košice

Jedna šesťělenná spoločnosťsa lůči, pričom každý s každým si podá ru
ku. Spočítajme kolko tu bolo podaní růk? Každý človek si podá ruku
s piatimi zbývajúcimi; boli šiesti, to znamená spolu 6.5 — 30. Hned
sa ukáže, že tento výsledok nie je správny. Nech dvaja z tejto spoloč
nosti sů Ondrej a Vojtech. Potom medzi Ondrejovými piatimi poda
niami růk sa nachádza aj Vojtechovo, medzi piatimi Vojtechovými aj
Ondrejovo. V predošlom výpočte sme teda každé podanie růk uvažovali
dvakrát; preto skutečný výsledok je rovný polovine. Ak si teda šesť

členná spoločnosť podáva ruky, znamená to spolu — 15 podaní

rúk.

Má však získaný výsledok nejaký praktický význam? Zdanlivo to
vyzerá že nie. Skůsme sa na celý problém pozrieť zhora — a to ešte
V pravom zmysle slova: dívajme sa na spoločnosť zhora (obr. 1). Jed
notlivé podania růk spájajů ludí, čo v matematickom jazyku vyjadrí
me: medzi šiestimi „prvkami“ vytvoríme párne spojenia, Podla ziste
ného výsledku je možné 15 takýchto párnych spojení. Tým, že miesto
ludí hovoríme o akýchsi „prvkoch“ „ stratil problém svoju konkrétnu
podobu a tým sa jeho význam značne zváčšil. Napr. pri výpočte elek
tronických zariadení alebo organizácii futbalových majstrovstiev móže
byť velmi dóležité, kolko je možných takýchto spojení. Preto má vý
znam tento výsledok aj zovšeobecnit: celkový počet párnych spojení
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u Iubovolného počtu prvkov dostaneme, ak počet prvkov násobíme
číslom o jedno menším a ich súčin delíme dvoma, toto vyjadrené vzor
com bude

n(n— 1)
2

Matematika sa obvykle u rozličných úloh — niekedy zdanlivo bez
významných — snaží odhliadnuť od konkrétnej podoby; usiluje sa ju
zovšeobecniť. Tým sa dosiahne, že získaný výsledok je možné použit
aj pri riešení iných úloh. Pozrime sa napr. na použitie posledne získa

Obr. 2

ného vzorca v geometrii. Otázka je nasledujůca: kolko uhlopriečok má
konvexní mnohouholník? Ak má mnohouholník n-strán (obr. 2), potom
má aj práve tolko vrcholov; podla predošlého medzi n-vrcholmi je
možných

n(ín— 1)
2

spojení. Do toho sů započítané aj strany n-uholníka, preto pre počet
uhlopriečok n-uholníka bude platiť nasledujůci vzťah

n1 1)o“
a po úprave

n(n— 3)
2

Ako teda móžeme vidieť, aj z každodenného jednoduchého pozoro
vania móžeme dójsť k matematickým výsledkom.
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Hra aritmomachia
ŠTEFAN PORUBSKÝ, Zvolen

Jste vela čitatelov „pozná tůto hru i keď možno nie práve podla jej
názvu. Jej základná a sůčasne aj najjednoduchšia forma je keď sa
spolu bavia len dvaja hráči. Jeden z hráčov si volí číslo, ktoré nesmie
prekročiť vopred zvolenú velkosť. K tomuto číslu.pripočitáva jeho sůper
číslo zvolené podobným spósobom. Takýmto vzájomným striedaním
a pričitovaním zvoleného čísla k predchádzajůcemu výsledku sa obi
dvaja hráči snažia dosiahnůť vopred zvolenů hranicu. Ten, ktorý toto
číslo dosiahne prvý — vyhráva. Toto je základný princíp hry aritmo
machie, ktorý sa potom vyskytuje v rózných obmenách, ako v odo
beraní zápaliek alebo mincí z kopy a pod.

Zamyslime sa teraz ako treba hrať aby sme vyhrali.
Nech hráči A, B sa snažia dosiahnuť číslo » striedavými volbami

čísiel z rozsahu 1, 2, ..., a (a >>1). Pod pojmom číslo budeme vždy
rozumieť prirodzené číslo. Zrejme hráč, ktorý dosiahne číslon — (a + 1)
vyhráva, pretože jeho protivník nemóže žiadnym spósobom dosiahnuť n,
ale pre neho samotného je táto hranica po kroku protivníka lahko
dosiahnutelná. Dosiahnutím čísla n — 2 (a +- 1) si zase zabezpečuje
pristup k číslu » — (a + 1), atď. Vidíme, že hráč, ktorý sa pridržiava
„strategických“ čísiel

rorba+l,r+2(a+1),..or+ala+1)=n
si vždy vynůúti výhru. Zde r je zvyšok a g je podiel pri delení čísla »
čísloma + 1, pričomr < a +1.

V prípade r = 0 si víťazstvo móže zabezpečiť vždy druhý hráč, na
kolko prvý hráč žiadnou volbou nemóže hneď dosiahnuť číslo a + 1,
čo je pre druhého hráča lahké. V ostatných prípadoch, kedže r Sa si
výhru móže vždy vynůtiť hráč, ktorý hru začína.

Toto boli úvahy nad základnou formou hry. Hra sa stáva zaujíma
vejšia, ak pravidlá trochu pozmeníme. Všimnime si niektoré z možných
zmien hry, hranej stále dvomi hráčmi.

Nech hráč A si volí z čísielod 1 do a a hráč B od 1 dod,kdea<b
a m je dostatočne velké vzhladom na b. Kým v predchádzajůcom prí
pade pridržiavanie sa strategických čísiel umožňovalo hociktorému
z hráčov vyhrať, v tomto pripade pre hráča A už neexistuje predpis
umožňujúůcimu vždy vyhrať. To znamená, že hráč A móževyhrať len
pri netaktickej hre hráča B. Hráč B si naopak móže víťazstvo vždy
vynůtiť, nech A hrá akokolvek.

Všimnimesi preto pozíciu hráča B. Strategické čísla sů pre neho
r,rpo+1,r42(6+1),.. rt ag(b+1), (1)
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kde n= g(b+ 1) + r a OS r<b+-L. Zrejme,ak hráč B dosiahne
jedno z týchto čísiel, móže sa vždy dostať k nasledujůcemu strate
gickému číslu. Hráč A totiž žiadným spósobom nemóže toto číslo jednou
volbou dosiahnuť, nakolko rozdiel medzi susednými číslami je b + 1
a b + 1 >>a, no pre B je po kroku hráča A dosiahnutie nasledujúceho
strategického čísla lahké. Teda B sa móže pridržiavať týchto strate
gických čísiel, a tým aj vyhrať, ak jedno z nich už dosiahol. Ukážme
teraz, že B sa vždy može dostať k týmto číslam.

Ak je hráč B na ťahu prvý, móže číslo 7 hneď dosiahnuť, kedže
r<b+1. Zložitejší je pripad keď ide prvý hráč A. Pritom móžu
nastat tieto prípady: r >>a alebo r S a. V prvom prípade je dosiahnutie
čísla r pre B Iahké. V druhom prípade predpokladajme, že A si zvolil
prvé číslo d (KS a). Ak d >>r hráč B dosiahne 7 jednoducho pripo
čítaním čísla r — ď. Ak d < r móže B už dosiahnuť len číslo r + b — 1,
a to pričítaním čísla r + b + 1 —ď, čo je možné lebo r +54- 1 —
—dSb. V prípade ď = r nech pripočíta B číslo b —a. Teraz ak
zvolí A Iubovolné číslo m (m Z a) dosiahne B číslo r + +1 pri
čítaním číslaa —m + 1. Skutočner + (b—a) +-m (a— m+])=
= r+-6+1

Vidíme, že B sa móže dostať v najhoršom prípade už k druhému
strategickému číslu a ako to vyplýva z predchádzajůcich úvah vie si
zabezpečit vždy výhru, ak n >>2 (b + 1). Pripomeňme, že v (1) móže
vystupovat namiesto d Ilubovolnéčíslob', pre ktoré a < b' S.

Všimnime si teraz aspoň sčasti prípad, keď si hráči vyberajů čísla
z intervalov, ktoré sa neprekrývajú, napr. A z intervalu <a, b), B z in
tervalu c, d>. V tomto prípade sa hra v obecnosti móže skončit bez
víťaza, pretože nemožno vždy presne dosiahnuť vopred zvolenů hra
nicu. Preto zmeníme pravidlá tak, že vyhráva ten hráč, ktorý prvý
presiahne dohovorenéčíslo n.

Vyšetrime najprv jednoduchšie prípady:
l. Kedb—a=d— (> >a-+d=b-> 0.
Ak a + d|n víťazstvo si může vždy zabezpečit druhý hráč tým, že

vždy dopíňa spoluhráča na násobky čísla a + d, čo je zrejme vždy
možné.

Ak a + d+ nsituácia je zložitejšia. Nech » — k (a +- ď) + r. Potom
ak číslo r padne do jedného z intervalov <a, b), c, d> víťazstvo si
vždy zabezpečí hráč, ktorému číslo r padne do jeho intervalu a začne
ako prvý, pridržiavajůc sa nižšie uvedených strategických čísiel.

Vidíme, že v prípade a -+ dď==b + c sú strategické čísla
r,rba-+d,r+2(a+d),...,r+ kla+d)

a zvíťazí vždy ten hráč, ktorému prvému sa podarí dosiahnuť jedno
číslo z tejto postupnosti, a potom sa týchto čístelpridržiava.

2. Ak nastane obecnejší pripad, že b— a > d — c, tj. hráč A má
k dispozícii širší interval ako B. Vtedy hráč A může napr. tým, že
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používa len taků časť svojho intervalu, že prevedie tento prípad na
jeden z predchádzajúcich pre neho výhodný alebo.. a tu už vela
záleží od bystrosti a vynaliezavosti hráčov. Možno čitatel chytí ceruzku
a nájde „recept na isté víťazstvo“ pre jedného z hráčov v niektorých
iných pripadoch.

Je len samozrejmé, že aritmomachiu móžu hrať aj viacerí hráči než
dvaja. V týchto prípadoch je situácia ešte zložitejšia. Poznamenajme
len, že ak hrajů traja hráči hru v jej povodnom znení, nemóže si žiadny
z hráčov dopredu zabezpečiť výhru, pretože vtedy vzhladom na neho
sa jeho súperi správajů svojimi volbami ako jeden hráč, ktorý si volí
od 1 do 2(presnejšie od 2 do 21). Tu ako sme už ukázali nemóže hráč,
ktorý má k dispozícii podinterval svojho súpera vždy si vynůtiť ví
tazstvo.

Róznymi inými obmedzeniami sa hra stáva často napínavejšia, ale
aj jej matematická, teória je obťažnejšia. ;

Poznámka: SymbolP n značí, že p je dělitelné číslem »; podobně p tnznačí, že p není dělitelné n.

Oriešok

EVŽEN ŘÍMAN, Praha

Na rekreačnej lodi idůcej z Bratislavy do Beogradu sů zamestnanci
Ambrož, Gregor a Novák, z ktorých jeden je kapitánom lodi, jeden
lodníkom a jeden čiašnikom. (V dalšom označíme týchto zamestnancov
len samotným menom.)

Medzi cestujúcimi na lodi sú rekreanti tých istých mien; aby ne
nastal omyl, budeme ich značit „„rekreant“.

Zistite, ako sa volá kapitán, ako lodník a ako čiašnik a v ktorom
meste má bydlisko každý z menovaných rekreantov. Možno to zistit
z týchto výrokov logickou úvahou:
(1) Rekreant Ambrož má bydlisko v Prahe.
(2) Lodník býva v Bratislave.
(3) Rekreant Novák už dávno zabudnul z algebry všetko, čomu sa

naučil na strednej škole.
(4) Rekreant majúci to isté meno ako lodník má bydlisko v Ostrave.
(5) Jeden z menovaných troch rekreantov, ktorý je profesorom mate

matiky, býva v tom istom meste ako lodník.
(6) Zamestnanec Gregor porazil čiašnika v stolnom tennise.

Riešitel móže s výhodou použiť metody vyložené v č. 9 minulého ročníka

Rozhledov:J. Šedivý, Řešení logických úloh pomocírafů.
P Pošlite řešenie redakeciido 29. februára 1968 s udaním zamestnania,
školy a presnej adresy.
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NEJMLADŠÍM
ČTENÁŘŮM

Tam a zpět

Někdo jel do města rychlostí 30km/hod a vracel se rychlosti 20 km/hod.
Jaká byla jeho průměrná rychlost?

Zde se velmi často dělají chyby. Aby se vám příklad poněkud při
blížil, myslete si, že město bylo vzdáleno 60 km a teprve potom počítejte
průměrnou rychlost.

S. H.

N
N /X /

(oč
A BL:G—70 E

Dva domy

To, co je nakreslené na obrázku, bylo o obou domech dávno známé.
Nestačí to však k výpočtu výšek domů. Poznáme-li však, že BC =
— ČD = 10 m, můžeme vypočítat výšku domu od jeho paty k okapu.
Prozradíme-li vám ještě, že obsahy obou štítů (jsou vyznačené šrafo
váním) se sobě rovnají a že AB —=17 m, můžete vypočítat výšku domu
až k hřebeni. Zkuste to a výsledky nám pošlete.

S. H.
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Doc. RNDr.

Miroslav Menšík

nositel vyznamenání
Za vynikající práci

* 3. 8. 1906 T 12. 1. 1968.

Českoslovenští geometři se rozloučili dne 17. ledna 1968"vpražském
krematoriu s typickým představitelem naší deskriptivní geometrie,
vzorným pedagogem, docentem stavební fakulty ČVUT, RNDr. Mi
roslavem Menšíkem, který po více než deset let byl vedoucím redakto
rem našeho časopisu. Dlouholeté zkušenosti získané na středních a pozdě
ji i na vysokých školách se plně uplatňovaly v jeho redakční práci,
ať již šlo o náplň i koncepci časopisu a jeho estetický vzhled, nebo
o volbu schopných spolupracovníků, s nimiž redaktor Menšík vytvořil
výborně pracující kolektiv, odměněný státním vyznamenáním „Za
zásluhy o výstavbu“. Při každé příležitosti využíval zesnulý svých
četných známostí v matematickém světě, aby získal pro svůj časopis
co nejvíce vhodných rukopisů, nad jejichž úpravami strávil mnoho
drahocenných chvil.

Doc. Menšík měl své Rozhledy rád a jejich desetitisicová čtenářská
obec jistě s láskou a vděčností bude vzpomínat na jeho vzorně vyko
návanou práci, za kterou patří zesnulému náš nejupřímnější dík.

0.8.
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MATEMATIKA

Automatické programování
na samočinných počítačích
ING. JAN SEDLÁK, Praha

Samočinné počítače (číslicové)se postupně stávají nepostradatelným
výpočtovým prostředkem moderní techniky. Nastupuje jejich nasazo
vání do oboru automatického zpracování hromadných dat. Učinnost
samočinných počítačů závisí na řadě faktorů, z nichž podstatným je
vybavení počítače programovacími prostředky se stanovenou progra
movací technikou. Sem patří především:

1. Systém programů pro řízení a použití přídavných zařízení (vstupní,
výstupní, přesuny mezi pamětmiaj.).

2. Knihovna podprogramů *) (standardní podprogramy elementárních
funkcí, programy základních úloh numerické analýzy, ekonomických
a statistických úloh, dvojnásobné aritmetiky apod.).

3. Metody zkoušení programů.
4. Systém profylaktických programů k prověrce správné činnosti po

čítače.
5. Systémy automatického programování.
Směřujeme přirozeně k tomu, aby byl styk člověka s počítačem

snadný, rychlý a bez prací rutinní povahy.
Abychom si objasnili, jaké druhy práce jsou předmětem automati

zování při programování, uveďme stručně fáze, ve kterých spočívá
příprava kódovaného programu pro samočinný počítač. Kódovaný

1) Podprogram je program nebo část programu, který se dá začleňovat
do rozsáhlejšího programu. (Podrobněji viz např. ČSN 17 8008 — Názvo
sloví číslicových a analogových počítačů, Praha 1966.)
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program je zápis programu v jazyku počítače, který si uloží samo
činný počítač pomocí vstupní jednotky do operativní paměti v takovém
zobrazení, které je řadič samočinného počítače schopen zpracovávat.

Fáze přípravy kódovaného programu:
1. Analýza — rozbor úlohy po stránce matematické, fyzikální; jejím

výsledkem je formulace úlohy v jazyku matematickém, jazyku elektro
inženýra, linguisty, ekonoma apod.

2. Volba metody — výběr metod praktické matematiky a prostředků
výpočtové techniky k řešení úlohy, zkoumání nepřesností vstupních
a výstupních údajů, vypracování systému kontrol a zkušebního pří
kladu.

Jestliže se rozhodnemeřešit úlohu na číslicovémsamočinném počítači,
je nutné nastoupit fáze přípravy kódovaného programu, jeho vyzkou
šení a vlastní výpočet odhadneme rozsah úloh, určíme druhy přídav
ných zařízení, kterých použijeme, sestavíme kontrolní příklad.

3. Volba výpočtového postupu —výsledkem může být formalizovaný
zápis výpočtového postupu v jazyku algoritmickém, jindy v jazyku
blokových schémat, či jazyku operátorovém.

n

2X X
6=1 / 2 3 4

»|ŠTENÍ |>| ČTENÍ |>| VÝPOČET|Jnsk
6=Ť

Obr. la.

31 32 33(> [>|>|O5FE|e|%“*M+FESFE| ———
+3 35

Obr. lb.

Poměrně nejnázornější je grafické znázornění logické stavby programu
pro samočinnýpočítač. Nazývá se blokové schéma. To se
skládá ze značek, do nichž se vpisují slovně nebo symbolicky operace
prováděné počítačem nebo symboly, které blíže určují účel jednotlivých
značek blokového schématu. Značky se spojují orientovanými spojni
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cemi pro vyznačení sledu operací. Je výhodné číslovat značky v blo
kovém schématu (obr. la, b) vpravo nahoře. Pro naše účely budeme
používat tří značek:
— kružmice jako mezní značky pro vstup nebo výstup v blokovém

schématu,
— obdélníku pro označení operačního bloku,
— oválu (značka 34 na obr. lb) pro označení rozhodovacího bloku.

Pro ilustraci jednotlivých fází přípravy kódovaného programu zvolme
úlohu ocenění zásoby skladu jednotkovými (plánovanými) cenami.
Označme +-tou položku ve skladu «;, její jednotkovou cenu ;, počet
položek ». Pak ocenění zásoby se vypočte podle výrazu

n

T1xY1TTaxYaT += Z Wx
kde*znamenáoperátor násobení.

Z matematického hlediska jde v dané úloze o aplikaci známého
skalárního součinu dvou vektorů. Plán zpracování úlohy na počítači
je zobrazen na obr. la.

Na obr. la, 1b je příklad pro výpočet skalárního součinu dvou vektorů,
např. pro ocenění zásob jednotkovými (plánovanými) cenami.

Podrobnější zápis tohoto blokového schématu může být užitečnější.
Tak např. blok 3 si rozepíšeme:

4. Sestavení obecného programu v instrukcích zvoleného počítače,
který se zapíše v jazyku symbolických adres.

Jednotlivé bloky rozepíšeme symbolicky v takovém jazyku, který je
ještě blízký jazyku matematickému, ale má již některé vlastnosti jazyku
počítače, např. blok 31 se zapíše ve tvaru

1—><Ul),
kde Ul) znamená obsah symbolické adresy Ul. Odtud význam3 v
instrukce je: dosaď číslo 1 na adresu Ul, takže po této operaci bude
platit rovnost

Ul) =1
Zde není účelem podat ucelený přehled souboru instrukcí počítače.

Ten lze nalézt např. v [4]. Objasníme však ještě jednu nearitmetickou
instrukci,tzv. podmíněný skok na adresu

CFEY —0 => skok p, U2,
kde FE označuje střádač počítače. Tato instrukce má tuto interpre
taci: je-li obsah střádače FE roven nule, pak se jako další instrukce
v počítači vyčíslí instrukce přečtená ze symbolické adresy p + < U2).

5. Přidělení absolutních adres*) symbolickým adresám z 4. Např.
p = 148, U1 = 40001.

6. Přepis programu do absolutních adres, čímž vznikne kódovaný
program zapsaný v jazyku počítače, který je tak připraven ke zkoušení.
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Instrukce z fáze 4 mají tento tvar v jazyku EPOS:

000 100 040000 ,
000 875 200 148.

Druhá trojčíslí 100 a 875jsou operační znaky našich instrukcí.
Kódovaný program je tedy posloupnost číslic,sestavená podle jistých

syntaktických pravidel jazyku počítače.
7. Příprava kódovaného programu na vstupní médium (děrný štítek,

děrná páska, filmová páska).
8. Zkoušení programu na počítači.
9. Výpočet.

Rozborem jednotlivých fází vidíme, že mohou být podle programá
torových zkušeností někde spojovány (5. a 6.) a že některé fáze mají

ovahu rutinní. Proto nastupuje snaha tyto fáze automatizovat. Podle
toho, kolik fází předáme počítači, rozlišujeme různé úrovně automa
tizace.

Všechny úrovně automatizace mají tuto společnou vlastnost. Infor
mace o způsobu zpracování dat se nepředávají do počítače v kódovaném
vyjádření. Program se zapíše v jazyku systému automatického pro
gramování (v pseudoinstrukcích, ve větách algoritmického jazyka).
Tento zápis se předá počítači ke zpracování. K tomu se předá počítači
programu tzv. překladač, pomocí kterého se překládá zápis z jazyka
systému do jazyka počítače, někdy do jazyka blízkého jazyku počítače.
Takový překladač obsahuje algoritmy, kterými se v podstatě nahrazuje
programátorova činnost, kterou vykonával při sestavování „ručního“
programu. V tomto smyslu vzniká pojem samočinného programování
jako trojice:

1. Programovací jazyk.
2. Samočinný počítač (jazyk počítače a fyzikální vlastnosti počítače

a jeho jednotek přídavných zařízení).

2) Adresa je číslo jednoznačně přiřazené paměťovému místu v počítači,
na které se ukládá uspořádaná posloupnost číslic stanovené délky, tzv.
slovo. Slovo může mít rozličnou reprezentaci, např. číslo, které má být
zpracováno nebo instrukce, podle které počítač provádí jednu operaci. Druh
operace se v instrukci určuje operačním znakem a operandy (to, co má
být zpracováno) zpravidla adresami. Adresy se totiž rozlišují podle způsobu
zápisu na symbolickéa absolutní (zapsané číslicemi). Jiné rozlišení adres je
podle jejího vztahu k instrukci, a to na vnější (adresa, na které je uložena
instrukce) a na vmiítřní(adresa, která je součástí instrukce). Vnitřní adresy
se pak dělí na skutečné (adresa, na které je uložen operand instrukce) a na
modifikované (vnitřní adresa, ze které se jistou modifikací, tj. úpravou
provedenou v počítači, automaticky vyčíslí skutečná adresa). Další druhy
rozhšování adres užívané v odborné literatuře není zde účelné zavádět.
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V? ?
3. Překladač (kompilátor), který přeloží úlohu z jazyka programo

vacího do jazyka počítače.

V dalším se podrobněji dotkneme bodů 1. a 3.

l.Jazyk automatického programování
Programovací jazyk je soustava prostředků, jimiž se vyjadřuje vý

počtový algoritmus pro samočinný počítač. Slouží jednak ke styku
člověka se samočinným počítačem, jednak k vzájemnému dorozumívání
mezi programátory, tvůrci výpočtových algoritmů (techniky, matema
tiky, ekonomy apod.) a posléze 1mezi výpočtovými středisky.

Každý programovací jazyk poskytuje možnost zapsat algoritmus po
mocí jednotek zápisu, kterými se vyjadřujípro počítačjeho
jisté elementární akce (rozhodování,změnyhodnotproměn
ných, změny v postupu vykonávání instrukcí apod.). Způsob sestavo
vání elementárních akcí do jednotek zápisu může být vzat jako klasi
fikační hledisko jazyků systémů automatického programování. Níže
uvedeme některé nejčastější typy programovacích jazyků. Jejich rozvoj
byl totiž během posledních desetiletí tak prudký a zároveň i živelný,
že je velmi obtížné provést jejich striktní klasifikaci.

Jazyk symbolickýchadres. Jednotce zápisu tohoto jazyku odpovídá
jedna instrukce počítače. V jednotlivých částech jednotky zápisu je
použito mnemotechnických označení. Přitom se předpokládá používání
alfanumerického kódu.

Při programování v těchto systémech může programátor využívat
všech operačních možností jazyka počítače. Systémem se automatizuje
přidělování absolutních adres a přepis symbolického zápisu programu
do kódovaného programu.

Některé systémy jsou sestaveny tak, že používají relativního adre
sování, takže podprogramy se zapisují v „„absolutních““adresách, např.
Sestavující program pro URAL, Relativní adresování na EPOSu. Jiný
mi systémy jsou např. SOAP (Symbolic Optimum Assembly Program)
pro IBM 650, GP-1 (Generalized Programming) pro UNIVAC Fao
Tronie, Zidkovův systém pro počítač STRELA (SSSR), SP-1 (Sym
bolické programování 1) pro EPOS.

Příklad. Jednotkami zápisu SP-1 jsou instrukce o 18 alfanume
rických symbolech (symbol je číslice, písmeno, značka nebo prázdný
znak, mezera) alfanumerického kódu EPOS. Jedna instrukce SP-1 od
povídá instrukci strojové. Srovnejme schematické znázornění jednotek
zápisu počítače a SP-1.

Strojová instrukce (12 dekadických míst)
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ls kj i hg f e d c b aj== —I > =
operační adresa s modifikujícím registrem f
znak a popřípadě i s označením adresy 2. řádu

(v číslici e)

Jednotka zápisu SP-1 (18 alfanumerických znaků)

část pro operaci adresa

|s 4%h 9 j k| 12alfanumerických znaků |ZZ
operační
znak

Poznámka. s, k, j jsou poloviční adresy, tj. čísla univerzálních re
gistrů. Operace se zapisují symbolicky, např.

U -+ symbolizuje operaci „„přečteník univerzálnímu registru“',
U + P symbolizuje operaci U + s testem na přečtení a s přeskokem,
* je operace „„násobenís pevnou čárkou“,
*, je operace „násobení s pohyblivou čárkou“.
Operační znaky je možno také zapsat v jazyku počítače. Adresy

ferritové se zapisují hned zleva. Mohou být symbolické, a to bez indexu
(např. MZDA, AL), nebo s indexy [např. A (1), ALFA (I, J)], nebo
absolutní (např. 11, 3128, 000). Jak u operačních znaků, tak i u adres
se zbylá místa vpravo vyplňují mezerami, tj. při psaní programu se
nevyplňují. Univerzální registry se mohou vypsat číslem, nebo symbo
lem (místa s, j, k), nebo mezerou, není-li použito daného univerzálního
registru.

Konstanty se značí tak, že do části operací se umístí symboly KONST
a na 12 míst pro adresu se zapíše 12 číslic příslušné konstanty.

Zatím je SP-1 budován tak, že nezařazuje automaticky podprogramy.
Při použití magnetické pásky lze však snadno rozšířit systém tak, že
zařazuje podprogramy pomocí vyvolávacích posloupností. Vyvolávací
posloupností rozumíme posloupnost instrukcí a konstant v programu,
které zařadí podprogram do výpočtů.

Jazyk s pseudomnstrukcemi..Jednotkou zápisu je pseudoinstrukce,
která zpravidla odpovídá posloupnosti několika instrukcí počítače, pro
který se úloha programuje a často i celý podprogram. Jednotky zápisu
nemusí mít pevný formát, jak tomu bývá u jazyků symbolických adres.
Programování je přístupnější běžnému počítači. Např. pro počítač jedno
adresový se programuje v pseudoinstrukcích tříadresově, což je blízké
běžnému počítání na kalkulačním stroji. Nebo pro počítač s pevnou
řádovou čárkou se programuje v pseudoinstrukcích tak, jako by měl
vestavěné operace s pohyblivou čárkou. Jednotlivé typy pseudoinstrukcí
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jsou stanoveny obyčejně výčtem (v seznamu), jejich názvy mnemo
technicky vystihují elementární akce počítače, přiřazené jednotce zá
pisu. Výhody těchto systémů spatřujeme jak v tom, že umožňují rychlý
styk s počítačem (i za cenu málo efektivních programů), tak i v tom,
že mohou být důležitým mezičlánkem mezi jazykem počítače i jazyky
dokonalejších systémů automatického programování. Systémem se auto
matizuje sestavování obecného programu v instrukcích zvoleného po
čítače, přiřazeníabsolutních adres a vypracování kódovaného programu.
V ČSSR jsou známé systémy, např. autokód pro SIRIUS, pro NE 808,
ACT 1 pro LGP 30. U všech se jedná v podstatě o tříadresové pro
gramování aritmetických výrazů pro jednoadresové počítače a jsou
pseudoinstrukcemi automatizovány výpočty cyklů a zařazování pod
programů standardních funkcí.

Jazyk kompilačních systémů. Tyto jazyky automatizují prakticky
běžné „ruční“ programátorské práce, tj. fáze 4. až 7. Slouží k zápisu
zvoleného výpočtového postupu — algoritmu výpočtu. Říkáme jim
také algoritmické programovací jazyky. Jednotky zápisů jsou defino
vány často rekurentními definicemi. Jednotlivým syntaktickým jed
notkám zápisu odpovídá v jazyku počítače zpravidla celý podprogram.
Např. aritmetický výraz může obsahovat i standardní funkce a přitom
je jednotkou zápisu. V létech šedesátých byly nejznámějšími jazyky
tohoto typu programovací systém pro BESM (SSSR),viz [3]a FORTRAN
(Mathematical Formulas Translating System) pro počítače IBM. Růst
požadavků na programovací jazyk však neustával. Jmenujme alespoň
některé:

— Jazyk má umožnit zápis široké třídy problémů (univerzálnost).
— Jazyk má zajistit jednoduchost a přehlednost zápisu algoritmů.
— Jazyk má ovlivnit jednoduchý, účinný a rychlý překlad bez lidského

zápisu.
— Přeložené programy mají být účinné.
— Jazyk má mít možnost zapisovat části programu v jazyku počítače,

popřípadě i v jazyku s pseudoinstrukcemi.
Již těchto několik požadavků na programovací jazyk, z nichž jsou

i některé v rozporu (vyšší účinnost překladu vyžaduje náročnější kom
pilátor a delší dobu překladu) opravňuje to, že se mezinárodně při
stoupilo k pečlivé přípravě algoritmického jazyka. Výsledkem několika
leté práce mnoha světových odborníků a výpočtových institucí byl
na podkladě zkušeností s programováním na počítačích jak úloh, tak
překladačů sestaven algoritmický jazyk ALGOL 60 (Algorithmic Lan
guage). Je vhodný pro zápisy výpočtových postupů úloh z numerické
analýzy, úloh technických a ekonomických. Je velmi blízký jazyku
matematickému, a proto je snadno srozumitelný nejen matematikům,
nýbrž i technikům. ALGOL 60 má tudíž dvě důležitá uplatnění: je
výborným programovacím jazykem (styk člověka s počítačem) a záro
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veň výborným jazykem pro vzájemné dorozumívání mezi techniky,
matematiky a programátory (člověka s člověkem). Původní zpráva
o jazyku z r. 1960 byla brzy přeložena do světových jazyků. Zpráva
byla také revidována a její nové znění s malými úpravami bylo publi
kováno v r. 1962 [1]. Její české znění nalezne čtenář v [2].

Jlustrujme některé vlastnosti jazyka ALGOL 60 na příkladu vý
počtu skalárního součinu dvou vektorů o » složkách

n

2 m XY.
a=1

Blokové schéma bylo uvedeno dříve při popisu etap, vypracování
etap kódovaného programu (obr. 1).

Zapišme nyní program v ALGOLu ve tvaru bloku. (Termín blok
je v jazyku ALGOL přesně definován. Dosud užívaný termín blok
ve významu blokového schématu nebude se používat.) Celý blok (obr. 2)

začátekpole x,y [1:n];
celý +; reálný s;

poznámka Ukončili jsme zápis popisů parametrů, které budou zpra
covány v příkazech tohoto bloku. Tyto popisy musi být předány překladači
dříve než bude zpracovávat příkazy, které následují;

SOUČIN: s: = 0; pro: = 1 krok 7 do n provést
s:=s+z[i]+yl]

Obr. 2. Skalární součin dvou vektorů v ALGOLu.

je uzavřen závorkami začátek (levá závorka bloku) a konec (pravá
závorka), tučně tištěná slova jsou základní symboly jazyka ALGOL 60,
jako např. operátor +. Při praktickém programování se zpravidla za
pisují v původním anglickém znění. České znění je použito z důvodů
pedagogických. Za závorkou začátek jsou umístěny informace, podle
kterých překladač je schopen správně interpretovat příkazy bloku při
jejich překladu do kódovaného programu. Těmto informacím říkáme
popisy. V našem příkladě určujeme, že identifikátory x a y označují
proměnné typu reálný (pohyblivé čárky), a že každý z nich tvoří jedno
rozměrné pole s mezemi indexů / a n. Dále se popisují identifikátor %
jako proměnná typu celá a identifikátor s jako proměnná typu reálná.
Identifikátor n musí být popsán vně tohoto bloku. Rovněž i hodnota 1
musí být známá před vstupem do bloku.

Mezi algolský text lze vkládat podle jistých předpisů poznámky,
které překladač při překladu pomíjí. V našem příkladě jde o text od
základního symbolu jazyka ALGOL tzv. oddělovače poznámka až po
oddělovač. Za popisy bloku jsou umístěny příkazy bloku, které se od
dělují středníky. Každý z nich může být označen návěštím (v našem
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příkladu SOUČIN), které slouží pro orientaci v bloku a pro možnost
zapisovat případné skokové příkazy na toto návěští. Náš blok sestává
ze dvou příkazů:

1. Přiřazovací příkaz s: =—=0,kterým seprovede přípravná část
cyklu. Tento příkaz je opatřen návěštím SOUČIN.

2. Příkaz cyklu, obsahující sloučení tří částí cyklu: výpočtové, roz
hodnutí o konci cyklu a přípravy dalšího průchodu výpočtovou částí.

Z příkladu je patrná srozumitelnost jazyka ALGOL. Když zvážíme,
že text od symbolu poznámka až po ; nemá pro překladač význam,
chápeme i úsporu zápisu programu. Z ostatních předností uveďme re
dukci ručních chyb (počítač vykonává rutinní práce ručního progra
mování) a operativnost styku člověka s počítačem (programátor se
může více soustředit na problém a ne nutně výhradně na počítač).

(Dokončení)

Trisekce úhlu
DOC. JAROSLAV CHUDÝ, ČVUT, Praha (Dokončení)

b) Konstrukce pomoci křivek

Zde je historie konstrukcí zvlášť bohatá. Začíná (podle dostupných
pramenů) v 5. století před n. l., kdy Hyppias použil k trisekci křivky
zvané kvadratrix. Další autoři používali celé řady křivek (konchoida,
Archimedova spirála, trisektrix atd.) a zejména kuželoseček.

Jednu takovou konstrukci podává ve svém příspěvku vnž. Václav
Seifert. Používá rovnoosé hyperboly k následující konstrukci (obr. 6):
Ramena daného úhlu « o vrcholu O protněme kružnicí libovolného
poloměru o středu O v bodech A, B. Zavedeme-li pravoúhlý systém
souřadnic Oxy, má bod B souřadnice (a; b), přičemž

b

igBa=—.

a d(3
Bod S je střed rovnoosé hyperboly, jejíž asymptoty jsou rovnoběžné
s osami souřadnic a jež procházejí bodem O. Tím je hyperbola dosta
tečně určena a lze ji sestrojit. Není obtížné ukázat, že OB je její tečnou
v bodě O a žejejí libovolný bod P dostanemetak, že vedeme MM" || OB,

Bod B, (— a; bb),
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MM' = 0B a P= (0M x B,M"), přičemžtečna v bodě P je PM"
Na obrázku je narýsována jen jedna větev hyperboly. Označíme-li
průsečík této větve hyperboly s kružnicí bodem C, je

0 = X400=5
V témž příspěvku dospívá autor k přibližné konstrukci tím, že prů

sečík hyperboly a kružnice nahražuje průsečíkem C kružnice a tečny
hyperboly v bodě P sestrojeném pomocí bodu M", kde AM" = DE
(obr. 7).

B 8 „M
A o//

/

S. —Ě — Jj"
D —((PPD. /<“ //

LoČYW | M Obr. 7
Ů A

Jinou takovou konstrukci, jejíž autor je jeden ze zakladatelů ne
euklidovské geometrie János Bolya+, uvádí v již zmíněném příspěvku
H. Záková. Konstrukce lze použít k trisekci libovolného ostrého úhlu,
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je-li sestrojena jedna větev 4 rovnoosé hyperboly (obr. 8). Daný úhel «
naneseme tak, aby jedno rameno splynulo s asymptotou a vrchol se
středem hyperboly. Druhé rameno protne hýperbolu v bodě A, kolem
něhož opíšeme kružnici poloměru r —2.0A. Průsečík této kružnice
s větví hyperboly (ten, který leží uvnitř úhlu «) označme B. Úhel m,
který svírá rovnoběžka s druhým ramenem úhlu « vedená bodem A

se spojnicíAB je rovný >

h

A U

8 ó
0 © OVL i M/90% C X

Obr. 8 Obr. 9

c) Konstrukce, použivající pravítka a kružítka neeuklidovsky

Jedna taková konstrukce používající kružítka jinak než euklidovsky
je na obr. 9. Na ramenech kružítka o vrcholu K vyznačmesi body B, DĎ
stejně vzdálené od K ve vzdálenosti / a touž délku nanesme na druhé
rameno OB daného úhlu « — X A40B. Bodem B veďme kolmici BC
na rameno OA. Polohu kružítka (spočívajícího stále na nákresně)
měňme nyní'tak, aby bod B byl stále pevný a druhý bod D se po
hyboval po kolmici BC a zafixujme polohu, kdy prodloužené rameno KD
prochází bodem Ó. Pak úhel

o = K00D=3,
jak plýne ihned z obrázku.

Jinou konstrukci podává ve svém příspěvku onž. Klement Nedbal,
Praha. Používá jednak dvou kolmic narýsovaných na pohyblivé šabloně
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a zlepšené konstrukce použitím uzpůsobeného pravoúhlého trojúhelní
kového pravítka. Konstrukce je na obr. 10. Na kratší rameno troj
úhelníkového pravítka nanes
me dvakrát touž délku r do
bodů D, A, takže CD =
— DÁ =. Jsou-li a, b ra
mena daného úhlu « o vrcho
lu O, opišme kolem bodu O
kružnici £ poloměru r a veďme
k ní tečnu c rovnoběžnou s ra
menem bd,která protíná ra
meno a. Pohybujme nyní troj
úhelníkem tak, aby vrchol
pravého úhlu C byl stále na
sestrojené tečně c kružnice k
a delší rameno pravého úhlu
aby se stále dotýkalo kružni
ce k. Zafixujeme-li tu polohu,
kdy bod A padne právě na
rameno a, bude úhel

X AOD= « DOC=
G

= £608—7.

Obr. 10

Obr. 11

Další konstrukci uvádí v již zmíněném příspěvku inž. V. Seifert.
Je na obr. 11. Kolem vrcholu O daného úhlu « = X AOB opišme
kružnici k libovolného poloměru r a v bodě O vztyčme kolmici ;: k 0A.
K bodu B sestrojme bod souměrně sdružený podle p a označme jej B,.
Na okraji pomocného papíru vyznačme tři body P, ©, R tak, že PO =
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= OR = r = OB. Posunujme nyní tímto pomocným papírem tak, aby
okraj papíru procházel bodem B;, první bod P ležel na kolmici
a druhý bod © padl na kružnici k. Přitom musí třetí bod R ležet na
přímce OA. Pak úhel

o=X400=7.
Na závěr několik slov k čtenářům. Byl bych spokojen, kdyby čte

náři tohoto článku získali přesvědčení, že problém trisekce úhlu, ač
má bohatou historii, nemá budoucnost a že je dnes pro matematiku
v podstatě uzavřeným problémem. Je skutečně škoda času zabývat se
dalšími konstrukcemi toho či onoho typu, jež, objeví-li se, mohou
přinést snad úsporu jedné nebo dvou čar, popř. zlepšit přesnost, ale
matematice nijak neprospějí. Je lépe využít tohoto času k studiu mnoha
krásných a většinou ještě otevřených partií matematiky. Studentům
středních škol doporučuji např. již vzpomenutou knížku Schwarzovu,
zvláště stať o řešitelnosti algebraických rovnic, jedné z nejhezčích partií
matematiky.

Poznámka redakce. Redakce se plně připojuje k názoru autora a nebude
v blízké budoucnosti žádné články k tomuto problému přijímat ani uve
řejňovat.

Metoda nejmenších čtverců a vyrovnávání hodnot
měřených veličin

JIŘÍ KOLÁŘ, Jakubov

Měříme-linějakou veličinu (např. délku předmětu), nedojdeme a ani
nemůžeme dojít ke zcela přesné hodnotě. Nepřesnost je způsobena
chybami vzniklými při měření.Tyto chyby dělímena soustavnéa nahodilé.

1. Chyby soustavné jsou způsobeny např. kratším nebo delším mě
řítkem, na němž jednotka délky neodpovídá jednotce stanovené normou.
Tyto chyby je nutno předem vyloučit použitím přesných měřidel.

2. Další skupinu tvoří chyby nahodilé (někdy kladné, jindy záporné),
které podléhají zákonům teorie chyb. Jejím zakladatelem byl Gauss.
Tyto zákony dovolují při dostatečném množství naměřených (přibliž
ných) hodnot nalézt nejpravděpodobnější hodnotu měřenéveličiny.

Chtěl bych poukázat na některé případy, kde lze užít jedné z nej
používanějších metod vyrovnávacího počtu — metodynejmenších čtverců.
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a) V nejjednodušším případě jde o nalezení nejpravděpodobnější hod
noty jediné veličiny z n měření.

Měřením byly získány hodnoty xy, X2, ..., Xn. Je-li r skutečná hod
nota veličiny, pak rozdíly x, — £, X4— «, Xn— « jsou nahodilé
chyby měření. Pak také součet chyb

= (u—4)+ (m2—12)+(z2—x)+ + (m-—4)=Ama
musí být roven nule (stejný počet kladných i záporných chyby, t
D = 0. Pak z rovnosti

(z —£) + (7 —1) + + (m4—1) =0,
NE= XT TaT T X,

X m=
n 3

což je aritmetický průměr naměřených veličin. Ke stejnému výsledku
dojdeme též metodou nejmenších čtverců, která je založena na poža
davku, aby součet čtverců chyb byl co nejmenší. To vyjádříme pod
mínkou

Y = > (z — £)*— minimum.
i=1

Y je funkcí x, kde 1, X2,X3, ..., £„ jsou obecně,různé konstanty, tj.

Y =f(z, 4, Lx)-+->tn).
Pro určitou hodnotu z má funkce Y minimální hodnotu. Tuto hodnotu «
právě hledáme.

Má-li nějaká funkce v daném bodě minimum, pak v tomto bodě
tečna ke grafu funkce je rovnoběžná s osou z, čili svírá s ní úhel 0".
Směrnice tečny (tangenta úhlu, sevřeného tečnou a osou r) je tedy
rovna nule. Z diferenciálního počtu je známo, že směrnice tečny v da
ném bodě funkce je rovna prvé derivaci funkce v tomto bodě. Platí

„ar a n až=0.F=dzdr 2 (u—-> 2)
n

Dálejižmísto > píšemejen Jei=1

K = Z—2(z— 4)=— 22 (z—4)= —2 [Z — na]=0,
Um—na=0,

UW
n

V) -I jp



Došli jsme zase k závěru, že nejpravděpodobnější hodnotou (r) mě
řenéveličinyje aritmetický průměr z naměřenýchhodnot.
To ovšem platí pouze v případě, že všechny hodnoty x; byly naměřeny
se stejnou přesností. Není-li tomu tak, tj. nejsou-li všechna měření
stejně přesná, a tedy i spolehlivá, přikládáme jednotlivým měřením
různou závažnost (váhu). Tato váha se vyjadřuječíslem
tím vyšším, čím je hodnota podle našeho mínění spolehlivější. Jestliže
má naměřená hodnota x; váhu P;, vyplývá zase z metody nejmenších
čtverců, že funkce

Y= Pill — 2+)+ P (z —1) + + P (ta —z)
musí mít minimum,tj.

Y' = — 2P, (x — z) — 2P, (x — 1) — — 2P,y (1 — 1) =0,

Pt + P+ + Pytn—£(Pi+ Pz+ + Pa)=0,
p T PT „++Pntn

P+ B+ + P,
pr ŽBm.

ZP;
Tomutoprůměruseříká průměr vážený.
Jsou-li všechny veličiny z, změřenyse stejnou přesností P (tj. P; = P

pro všechna %),pak dostáváme již dříve uvedený průměr aritmetický

nPooooom
b) Metody nejmenších čtverců se používá též k výpočtu konstant A,

B, ... funkce Y = f(x, A, B, ...), kde konstanty jsou prozatím ne
určené a závislost Y na zr byla získána experimentálně, a tedy ne
přesně. Víme-li např., že Y závisí na x podle vztahu Y = A+ Br
a máme-li změřenou sérii hodnot Y;, Y;, ..., Yy pro Ty, X, -.., Xn;
pak po přenesení do grafu dostaneme množinu bodů, jejichž souřadnice
by měly vyhovovat rovnici F — A + Bv, čili rovnici jisté přímky, což
ovšem přesně splněno není.

Proto je nutno vypočíst z provedených měření takové hodnoty
konstant A, B, aby nalezená přímka, která bude grafem vztahu Y =
— A + Bxz, probíhala tak, že množina bodů [x;, y;] je kolem této
přímky rozložena rovnoměrně, což znamená, že součet čtverců odchylek
(hodnoty vypočtené od hodnoty naměřené) má být minimální (požada
vek Legendreův).

Tomutopostupuříkámevyrovnávání přímkové zá
vislosti. Praktické užití této metody ukažme na příkladěz teorie
pružnosti.

2

£ =
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Podle Hookeova zákona pro délkovou roztažnost látek je délka A
při teplotě t dána vztahem A—(1 + ať), jehož grafem je přímka.
Tento vztah je však pouze přibližný a s vyhovující přesností platí jen
v nepříliš velkém intervalu teplot. %; budiž délka týče při 0“C, « je
teplotní koeficient délkové roztažnosti látky, h je délka tyče při tep
lotě £.

Měřením jsme získali hodnoty hg, Mhz,..., hmpři teplotách 11,£, ..., by.
Chyby, kterých jsme se dopustili při měření teplot, považujme za za
nedbatelné. Jsou vzhledem k nepřesnostem při měření délek nepatrné.
Naměřené hodnoty h; budou rozptýleny kolem přímky dané rovnicí
h = hol + at), kde « je konstanta, kterou chcemevypočítat pro daný
teplotní interval.

Postup výpočtu je analogický předchozímu

Y=Z (u —A (1 + at) = L (7 —A —n at;)?= min ,

V = Z (hi— ho— hna)? — — 2 hyZ (als —hate— ho adi) = 0,

Z (hti —hot;—hoati)= Zhli— khuti— kazi =0
Tutorovnicinazývámenormální rovnicí provýpočet«

- Uhli—kit
m huť

Grafické odvození součtu
nekonečné geometrické řady
JIŘÍ MAREK,PF Plzeň

Odvoďme geometrickou cestou součet nekonečné geometrické řady,
jejíž první členje a, stálý podíl g,0 < g<1.

Řešení. Na obr. 1 jsou OP, OR dvě polopřímky, které neleží v jedné
přímce. Na polopřímku OP naneseme jednotkovou úsečku, takže OA =
= 1. Na polopřímce OR sestrojíme bod B, pro který OB = a. Uvnitř
úsečky OA lze sestrojit bod C, aby CA = g, kde 0 < g< 1.

Protože je g"+! < g (mje přirozené číslo), existuje uvnitř úsečky CA
bod D, pro který DA = g"+*!.Přímka vedená bodem D rovnoběžně
s BČ protne polopřímku OR v bodu E. Dokážeme, že platí

OB=atagz+ař + + ag"
Z podobnosti trojúhelníků OCB, ODE plyne postupně

OD OČC=O0E:0B,
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i— g"+):(1—g)=0E:a,
1— g"*+!z 4bratdt +g"),

OBma+tatařt+. +.
Proveďme nyní následující úvahu: Bude-li se číslo » neustále zvětšo

vat, tj. n—> w, potom číslo g"+! se bude stále více blížit číslu 0, tj.

lim g"+1—=0.
Na obr. 1 se bude bod D neomezeněblížit bodu A.

Je proto součet nekonečné geometrické řady
s=a+auTa"+

dán velikostí úsečky OB", kde E“ je bod, ve kterém protne polopřímku
OR přímka vedená bodem A rovnoběžně s přímkou CB (obr.2).

OE=a

Obr. 1 Obr. 2

—

Nyní již snadno, geometrickou cestou, odvodíme vzorec pro součet
nekonečné geometrické řady.

Z podobnosti trojúhelníků OCB, OAE' plyne postupně
OA:0C=0E:0B,
1:(1—g)=0E:a,

Je tedy
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DESKRIPTIVNÍ
GEOMETRIE

Úloha z deskriptivní geometrie
STANISLAV HORÁKst. ČVUT, Praha

I. V obr. 1 je dvěma různými způsoby zobrazen obecný trojboký
jehlan (čtyřstěn )ABCD, jehož podstava ABC spočívá v první průmětně,
promítá se tedy do této průmětny ve skutečné velikosti. Průmět D,
vrcholu D splývá se středem S kružnice k opsané podstavě ABC. A tu
platí věta:

V 1. Jestliže výška DD, jehlanu ABCD prochází středem S kružnice
k opsané podstavě ABC, pak délky hran AD, BD, ČD sv jsou rovny
a též úhly, které tyto tři hrany svírají s rovinou ABC, st jsou rovny.

Důkaz je velmi jednoduchý. Platí totiž

A ADDy= A BDD,= A ODD,,
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neboť
a) všechny tyto trojúhelníky jsou pravoúhlé,
b) odvěsna DD, je všem společná,
c) AD, =BD, = CD.,
Všechny tři trojúhelníky jsou tudíž shodné podle věty sus. Z doká

zané shodnosti trojúhelníků vyplývá pak správnost vyslovené věty.
Větu lze však obrátit.
V 2. Jestliže v trojbokémjehlanu ABCD plati aspoň jeden z následují

cích vztahů
a) AD = BD = CD, b) X DAD, = «xDBD, = «XDCD, pak pata

D, výšky DD, splývá se středem kružnice opsané trojúhelníku ABC.
Důkaz provedeme jen pro případ a), pro případ b) je důkaz podobný.

Opět tu platí
ANADD, v A BDD, = A ČDD,

podle věty sus (důvody uveďte sami) a tudíž
AD, = BD, = CD.,

což znamená, že bod D, je středem kružnice opsané trojúhelníku ABC.
Zároveňplatí

X DAD, = X DBD, = X DCD..
II. Právě dokázané věty se dá použít v úloze, která se dříve velmi

často vyskytovala u písemných maturitních zkoušek. Je to úloha:
Jsou dány tři přímky a, b, c, z michž každé dvě jsou spolu mimoběžné,

a bod M. Bodem M proložte rovinu o tak, aby všechny tři přímky s m
svěraly shoďné úhly.

Řešení. Zvolme libovolný bod D v prostoru a jím proložme přímky
a',d',c' tak, aby a'||a, b"||b, c ||c. Na přímcea' (na přímced', na
přímce c")určíme body A, A' (body B, B', body C, C") tak, aby

DA= DA'= DB= DB= DC= DČ

Body D, A, B, ČCsplňují podmínky věty V 2, a proto přímky a',b', c
svírají s rovinou ABC shodné úhly. Rovina o je pak s rovinou ABC
rovnoběžná.

Úloha nemá žádné řešení v případě, že mimoběžky a, b, c jsou rovno
běžné s nějakou rovinou. Potom přímky a', b', c' leží v rovině. (Tuto
rovinu můžeme považovat za řešení naší úlohy.) Jinak má úloha osm
různých řešení,neboť místo rovmy ABC můžeme vzít kteroukoli z rovin
A"BC,AB'C, ABC', A'B'G, AB'C', A'BC', A'B'C'

Uvedený příklad dostali maturanti na německéreálce v Chebu v r. 1907
s těmito souřadnicemi:

a = [(0; 0; 6,5), (3,5; 0; 10)], 5 = [K(0; 0; 1,5), L(0; 3,5; 6)], c =

= [(0; 0; 4,5), (7; 1,5; 8)], M (5; 5; 10).

,
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Použitie deskriptívnej geometrie
v kryštalografii
JOSEF FILIP, Bratislava (Pokračování)

6. Osobitné postavenie medzi pólmi majů prisečníky vertikály c so
sférou. V tomto príspevku ich budeme dósledne označovat S a Z.
Súůto póly kryštálových plóch vodorovných. Bod Z je zo všetkých
pólov najv yšší a bod S najnižší.

Póly vertikálnych plóch ležia na hlavnej kružnici v rovine vodo
rovnej. Táto kružnica, ktorů budeme dósledne označovat znakom z;
tvorí na sfére rovník a rozdeluje ju na polovice, ktoré pomenujeme
hornou a dolnou hemisférou.

7. Normály plóch, ktoré tvoria pásmo, ležia v jednej rovine idúcej
stredom O kolmo na os pásma (4). Preto ich priesečníky so sférou ležia
na hlavnej kružniciš). Teda póly plóch tvoriacich pásmo ležia na hlavnej
kružnici. Túto kružnicu, ktorů pokladáme za sférický obraz pásma,
nazveme pásmovou kružnicou.

Vertikálne plochy na kryštále vytvárajů pásmo, ktorého pásmová
kružnica splýva s rovníkom z. Nazveme ho teda rovníkovým
pásmom. Keď pásmová kružnica splynie s poludníkom sféry, hovo
ríme o poludníkovom pásme.

Pretože každé dve rózne hlavné kružnice na sfére sa pretinajů v bo
doch diametrálne protilahlých, pretína každá pásmová kružnica rovník z
v bodoch diametrálne protilahlých.

Os pásma pretína sféru v dvoch diametrálne protilahlých bodoch.
Jeden z týchtobodovnazývamepólom a druhý protipólom
pásma. Keď pásmo nie je poludníkovým pásmom, je jeho pól vždy
na vrchnej hemisfére. Poludníkové pásmo má pól i protipól na rovníku.
Rozlíšime ich takto: Body Y a Y, v ktorých kryštálová os b pretína
rovník, rozdelia rovník na prednů a zadnů polovicu (predná obsahuje
bod X a zadná bod X). Pólom poludníkového pásma je bod na prednej
polovici rovníka. Špeciálne pólom poludníka idůceho bodmi Y a Y,
tzv. hlavného poludníka, je bod X. Pólompoludníkaidú
ceho bodmi X a X je bod Y. Na základe toho móžeme ku každej pás
movej kružnici určiť jednoznačne prislušný pól.

Čitatel si lahko overí správnost vety:

8) Hlavná kružnica na gulovej ploche má stred v strede plochy a polomer
zhodný s polomerom plochy.
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Veta 3. Nech p je pásmová kružnica a P k nej prislušný pól. Všetky
pásmové kružniceprechádzajůce pólom P majů póly na pásmovej kružnici p
a obrátene všetky pásmové kružnice pólov ležiacich na pásmovej kružnici p
prechádzajů pólom P.

8. My však chceme mať obraz kryštálu nie na sfére, ale na rovine.
Preto obraz na sfére premietneme na rovinu. Použijeme na to stereo
graficképremietame.Za priemetňu zvolíme rovinu z rovníka z
a za stred premietania najnižšípól S. Priemetyna rovine
budeme označovaťindexom s a nazývaťů stereografický mw
priemetmi. Stereografickýpriemet P, pólu P (obr. 1) je teda
priesečník premietacej priamky SP s priemetňou z a je to zároveň

stereografický priemet kryštálovej plochy ». Práve tak bod P, ==SP.
m je stereografickým priemetom protipólu P, resp. protiplochy p. Je
zrejmé,že SP | SP.

Rovník z, ktorého stereografický priemet s ním splýva, budeme na
zývaůzákladnou kružnicou projekcie. Štereografické
priemety pólov ležiacich na základnej kružnici, ktoré teda splývajů
s bodmi samotnými, budeme označovať bez indexu.

Situáciu na priemetni zzprenášame vo vhodnej mierke na nákresňu.
Obraz stereografického priemetu na nákresni nazývame stereo
grafickým obrazom. V záujmezjednodušeniasi všakbudeme
myslieť, že priemetňa 7xje zároveň aj nákresňou a že teda stereogra
fický priemet splýva so stereografickým obrazom. Za tohto prepokladu
je stereografický priemet a stereografický obraz to isté. Obyčajne po
užívame pomenovanie stereografický obraz a často dalej zjednodušu
jeme: namiesto stereografickýobraz pólu hovoríme krátko stereo
grafický pól.

Stereografické obrazy pólov ležiacich na hornej hemisfére (mimo rov
níka z) sů vnůtornými bodmi základnej kružnice z. Naproti tomu body
dolnej hemisféry (rózne od bodu S) sa premietajú do vonkajších bodov
kružnice 2%).Jediným bodom, ktorý nemá stereografický obraz, je
bod 8.

9. Často okrem stereografických priemetov zostrojujeme ako pomocné
aj pravouhlé priemety na 7. Budeme ich označovat indexom 1. Na
obr. l sme vyznačili pravouhlý priemet P, pólu P a pravouhlý priemet
P, protipólu P. Je evidentné, že stereografický priemet a pravouhlý
priemet toho istého bodu sféry ležia vždy na polpriamke vychádzajúcej
zo stredu O. Sú to vždy rózne body s jedinou výnimkou bodu Z, kto
rého oba priemety stereografický i pravouhlý splývajů so stredom 0.

10. Pásmová kružnica (7) sa zobrazí v stereografickom premietaní

9) Obvykle kreslíme len obrazy pólov ležiacich na vrchnej hemisfére.
Keď máme zobraziť póly na dolnej hemisfére, prenášame obyčajne stred
premietaniado bodu Z.
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podla vety 1. do priamky alebo do kružnice. Do priamky sa zobrazí
poludníkové pásmo, každé iné pásmo sa zobrazí do kružnice. Špeciálne
obrazom rovníkového pásma je kružnica z.

Pretože každá pásmová kružnica (s výnimkou rovníka) pretína kruž
nicu z diametrálne (7), je stereografickým obrazom pásmovej kružnice
v prípade poludníkového pásma priamka idůca stredom Ó, v inom
prípade kružnica, ktorá pretína kružnicu z diametrálnp, čiže ktorá ju
rozpoluje.

V záujme stručnosti pri vyjadrovaní budeme namiesto stereogra
fický priemet pásmovejkružnice hovoriťjednoduchoo stereogra
fickom priemete (obraze)pá s ma, aleboinokedy,keď to ne
bude na újmu zrozumitelnosti, proste o pásme. Podobne budeme
niekedy stereografický obraz pólu pásma nazývat stručne pólom
pásma.

V Z
4H

K c

h k T

Vo

X Y K5 X=O=X z jY sd
S

S Obr. 2a

11. Na obr. 2a sme zobrazili v pravouhlom premietaní na rovinu
hlavného poludníka (7) sféru « a na nej dve pásmové kružnice A, k,
ktorých roviny sú kolmé na rovinu hlavného poludníka a kolmé na
vzájom. Obrazy sme označili rovnaka ako útvary samotné. Obrazom
sféry je kružnica m (0; r — 1). Krajné body zvislého priemeru, ktorý
je obrazom osi c, sů obrazmi bodov S a Z. Vodorovný priemer kružnice m
je obrazom osi d, resp. roviny zra na ňom je obraz kružnice z. V strede O
je obraz osi a a bodov X a X. Kružnice A, k sa zobrazia do primerov
kružnice m navzájom kolmých. Najvyšší bod K kružnice - je pólom
kružnice k a podobne najvyšší bod H kružnice k je pólom kružnice A
(veta 3). Na obr. 2a je zostrojený aj stereografický pól K,.
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Na obr. 2b je nakreslený stereografický priemet situácie z bodu S
na rovinu 7x.Obrazom rovníka je kružnica z (Ó; r = 1), obrazom hlav
ného poludníka priamka m, ktorá prechádza bodmi Y a Y. Pásmové
kružnice A, k sa zobrazia do kružníc 4;, k;, ktoré pretínajů kružnicu z
v bodoch X a X. Keď jednu z nich, napr. kružnicu A;, zvolíme, resp.
zostrojíme podla obr. 2a tak, aby velkosť úsečky OK, bola na oboch
obrazoch 2a, 2b rovnaká, druhů kružnicu k; zostrojíme podla vety 2.
tak, aby kružnicu A; pretínala pod pravým uhlom. Kružnica k; má
teda stred V; na priamke m; a na dotyčnici zostrojenej ku kružnici
h; v bode X, resp. X. —

Y ms

A
Obr. 2b

Poznámka 2. Na obr. 2a je tiež naznačené, ako by sme mohli zostrojiť
bod V; na základe druhej časti vety lb. Z obr. 2a vidno, že «xOSK; =
— « K3S Vz a podla toho aj na obr. 2b je X OXK; = «XK;sX Vs.

Z obr. 2b možno Iahko vyčítať, ako by sme v stereografickom pre
mietaní zostrojili k danej pásmovej kružnici priíslušnýpól alebo obrá
tene k danému pólu prislušnů pásmovů kružnicu. Keď vieme úlohu
riešiů pre pól na hlavnom poludníku, resp. pre pásmovů kružnicu,
ktorej rovina je kolmá na rovinu hlavného poludníka, vedeli by sme
úlohu riešiť aj v tom prípade, že by daný pól ležal na inompoludníku,
resp. že by rovina danej pásmovej kružnice bola kolmá na rovinu
iného poludníka. Konštrukciu ponechávame čitatelovi ako ovičenie.

(Pokračování)
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PpetUm
m NENÍ

FYZIKA

O původu setrvačných sil
PROF. RNDr. ZDENĚK HORÁK,DrSc., ČVUT,Praha

Z dennízkušenostivíme,že k uvedení každého tělesa
z klidu do pohybu je třebasílý, a to i tehdy, děje-lise pohyb
po velmi hladké vodorovné ploše nebo na lehce otáčivých kolech. I když
je tření velmi malé, musíme totiž přemáhat znatelný odpor, který je
projevem setrvačnosti těles a který pociťujeme stejně zřetelně, chceme-li
pohyb tělesa zpomalit nebo je zcela zastavit. Také ke změně
směru pohybu je třebasíly.

Tyto jevy nás poučujío setrvačnosti těles, kterouznal
již Galilei, ale teprve Isaac Newton uveřejnil r. 1687 ve svém slavném
spise Philosophiae naturalis principia mathematica zákon setrvačnosti
v tomto znění:

Každé těleso setrvává v klidu nebo v přímo
čarém pohybu stálou rychlostí, pokud není nu
ceno působením nějaké síly svůj stav změnit.
Síla uděluje tělesu zrychlení, které se rovná síle dělené jeho hmotností.

K objasnění zákona setrvačnosti jsme zvolili pohyb po vodorovné
rovině, abychom vyloučili vliv zemské tíže, které podléhají všechna
tělesa na povrchu Země. Newton geniálním způsobem zobecnil poznatek
o zemské přitažlivosti a vyslovil zákon všeobecné gravitace:

Každá dvě tělesa se navzájem přitahují silou
přímo úměrnou jejich hmotnostem a nepřímo
úměrnou čtverci vzdálenosti jejich středů.

Zákon setrvačnosti spolu se zákonem síly a zákonem gravitačním
jsou stále základem klasické mechaniky, ačkoli Newton sám si byl
vědom některých obtíží, které se v nich skrývají. Probereme zde jen
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filosoficképroblémy spojené se zákonem setrvačnosti. Tento zákon může
být správný jen tehdy, když vztahujeme pohyb pozorovaného tělesa
k vhodně zvoleným okolním tělesům, tj. když pozorovatel sám, nebo
měřicí přístroje se pohybují v souhlase s tímto zákonem. Říkáme, že
taková tělesa určují vztažnou neboli pozorovací soustavu souřadnic,
danou například třemi k sobě kolmými osami. Zvolíme-li např. za osy
souřadnic dvě vodorovné a jednu svislou hranu jídelního vozu, platí
v této soustavě zákon setrvačnosti a zákon síly, pokud vlak stojí nebo
jede po přímých vodorovných kolejích stálou rychlosti. Pozorujeme-li
však sklenici vody v okamžiku, kdy se vlak rozjíždí, zjišťujeme,že vodní
hladina zaujímá šikmou polohu a při brzdění vlaku se skloní na opačnou
stranu. V zatáčce pozorujeme pak boční sklon hladiny způsobený od
středivou silou.

To jsou známéprojevytzv. setrvačných sil, které sicevy
plývají ze zákona setrvačnosti, ale o jejichž původu tento zákon nic
neříká.

Bylo by logické předpokládat, že setrvačné síly vznikají zrychleným
pohybem vlaku vzhledem k okolnímu povrchu Země, k budovám na
trati apod. Newton však ukázal svým známým pokusem s roztočeným
vědrem vody, že parabolicky prohloubený vodní povrch se nevytváří
při relativní rotaci vody vzhledem k stěnám vědra, s kterými je v pří
mém mechanickém styku, ale jen tehdy, když se voda točí vzhledem
k Zemi. Mohli bychom tedy Zeměkouli pokládat za zdroj odstředivé
síly.

Ukázalo se však, že ani rotace vzhledem k Zemi není pro vznik
setrvačných sil rozhodující. Názorně to vyplývá z pokusu, který poprvé
uskutečnil již r. 1661 (tedy čtvrt století před vydáním Newtonova
spisu) italský matematik Vincenzo Viviam (1622—1703) ve Florencii,
ale kterým se nejvíce proslavil francouzský fyzik Jean Bernard Léon
Foucault (1819—1868) o 190 let později (1851). Ukázal, že třicetikilo
gramová kovová koule, kývající na sedmašedesátimetrovém lanu v pa
řížském Pantheonu, nesledovala svými kyvy otáčivý pohyb Země, ale
že její rovina kyvu zůstávala nehybná v prostoru určeném sluneční
soustavou!). Uvedené pokusy jsou v souhlase s Newtonovým názorem,
že původ setrvačných sil nelze hledat v nejbližších tělesech obklopují
cích rotující těleso ba ani v samé zeměkouli. Protože pak Newton
zřejmě vylučoval vliv vzdálených nebeských těles, jako jsou Slunce,
planety a stálice, dospěl k přesvědčení, že existenci setrvačných sil
nelze vysvětlit působením žádných hmotných objektů. To ho vedlo
k metafyzickému výkladu zákona setrvačnosti založenému na zcela

1) Podrobně je pohyb Fouocaultova kyvadla popsán např. v článku Bř.ŠikolyvRozhledech matematicko-přírodovědeckých
roč. 28 (1948/49)č. 4, str. 68, nebo v knize V. Trkal, Mechanika
hmotných bodů a tuhého tělesa, ČSAV,Praha1956.
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abstraktním pojmu tzv. absolutníhoprostoru. Podle Newtona není tento
prostor určen žádnými reálnými hmotnými objekty (např. nebeskými
tělesy), ale sám má vliv na pohyb skutečných těles v tom smyslu, že
zrychlený pohyb vzhledem k němu dává vznik setrvačným silám. Zákon
setrvačnosti platí v tomto absolutním prostoru a ve všech soustavách
os souřadnice,které se vzhledem k absolutnímu prostoru pohybují rovno
měrně a přímočaře.Protože tedy setrvačné síly nemají příč'nu v žádném
hmotném objektu, nazval je Newton silami zdánlivým (fiktivními).

Proti tomuto pojetí setrvačnosti se stavěli velmi rozhodně zej ména
dva velcí současníci Newtonovi

Známýirský filosof a biskup GeorgeBerkeley (1684—1753) dokazoval,
že pohyb může být jen relativní, protože se musí vždycky dít v ně
jakém směru a směr je možno definovat jen pomocí nejméně dvou
hmotných bodů (těles). Poukazoval na to, že odstředivá síla se obje
vuje jen při otáčení tělesa vzhledem k stálicím, a že tedy pohyb je
třeba vztahovat k stálicím a v nich také hledat původ setrvačných sil.

Také slavný německý matematik a filosof Gottfried Wilhelm Leibmitz
(1646—1716)protestoval proti zavedení pojmu absolutního prostoru,
který není nijak fyzikálně definován.

Naproti tomu neméně slavný švýcarský matematik a fyzik Leonard
Huler (V707—1783)i jiní fyzikové pokládali myšlenku působení hvězd
na pohyb těles za vědecky nepřijatelnou a fantastickou představu,
která i podle Bertranda Russela z r. 1927 „zavání astrologií“. Když
se pak ukázalo, že pohyby Měsíce kolem Země a planet kolem Slunce
velmi dobře vyhovují Newtonovým principům a gravitačnímu zákonu,
zvítězily Newtonovy názory a jeho mechanika slavila triumfy po celá
dvě staletí.

Přece však zůstávalo stále nevysvětlenou záhadou, proč vzniká od
středivá síla právě jen při rotaci vzhledem k stálicím.

Žádný vědec není ochoten věřit na náhodu a ani s touto náhodou
se fyzikové dodnes nemohou smířit. A je zřejmé, že náhodnost koinci
dence Newtonova absolutního prostoru s prostorem určeným stálicemi
lze odstranit — a shodu obou prostorů logicky zdůvodnit — jedině
předpokladem, který vyslovil již Berkeley a s kterým znovu vystoupil
r. 1872 německý fyzik Brnest Mach.

Byl přesvědčen, že setrvačné síly vznikají při zrychleném nebo ro
tačním pohybu vzhledemk stálicím proto, že mají původ právě ve
stálicích. í

Ve smyslu tohoto názoru, který Einstein nazval Machovýmprinci
pem, si musíme představit, že hvězdy udržují pohyb Foucaultova ky
vadla ve stálé, nehybné rovině proto, že na kyvadlo působí jistou
silou,která se nazývá Coriolisova síla podle francouzského
fyzika,který ji objevil.
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K tomu je třeba dodat, že Machův názor, že setrvačné síly mají
původ ve stálicích, je třeba pozměnit. Dnes víme, že všechny pozoro
vané stálice tvoří hvězdnou soustavu Mléčné dráhy čili naši
Galaxii. Toto seskupení hvězd, jehož rozměry jsou řádu několika
desítek tisíc světelných roků, je jen jednou z ohromného počtu dalších
galaxií, podobných naší Galaxii, které jsou rozloženy ve vesmíru, jehož
hranice ani dnes ještě neznáme. Byly pozorovány až do vzdáleností
desítek miliard světelných roků a všechny tyto hvězdné útvary se
ve smyslu Machova principu podílejí na setrvačnosti těles a jsou zdrojem
setrvačných sil. Plyne to ze skutečnosti, že nejen soustava Mléčné
dráhy, ale i jiné galaxie, které se vzhledem k celému vesmíru otáčejí,
jeví znatelné zploštění způsobené odstředivou silou.

Ačkoli Albert Einstein (1879—1955) založil na Machově principu svou
obecnou teorii relativnosti?*) již před 50 lety, je tento princip ještě
dnes předmětem řady vědeckých prací teoretických fyziků na celém
světě.

Einstein, inspirován Machovou myšlenkou, si položil za úkol vy
jádřit fyzikální zákony rovnicemi, které by nezávisely na tom, v které
soustavě os souřadnic pohyb těles a síly na ně působící měříme.

Uvědomil si zejména, že setrvačné síly mají s gravitačními silami
společnoujednu základní vlastnost, že totiž udělují všem tě.
lesům stejné zrychlení. Tentodávnoznámýfakt zobecnil
Einstein geniální intuicí na obecněplatný princip ekviva
lence, který tvrdí, že setrvačné a gravitační síly mají stejnou fyzi
kální podstatu a jsou ve všech svých účincích rovnocenné.

Na tomto principu založil Einstein svou teoril gravitace, která jej
vedla k objevu tří nových efektů, které Newtonova teorie neznala.

Je to především zakřivení světelnýchpaprsků v gravitačním poli, které
bylo skutečně pozorováno u paprsků procházejících v blízkosti sluneč
ního povrchu při úplném zatmění Slunce. k;
k Dále je to zpomalení běhu času v gravitačním poli, které se projevuje
snížením frekvence světelných kmitů, čili tzv. „rudým posuvem“
spektrálních čar. Tato gravitační dilatace času byla nejprve zjištěna
v gravitačním poli Slunce a před několika lety i v gravitačním poli
zemském.

(Pokračování)

23)Die Grundlage der allgemeinen Relativitáts
theorie, Annalender Physik 49 (1910).
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Barevná televize
ING.JIŘÍ PAZDERÁK, CSc, Praha

V době velkého rozmachu černobílé televize začíná se pomalu hlásit
ke slovu i televize barevná. Přináší s sebou hodně složitých, ale i zají
mavých problémů. Při jejich řešení se uplatňují poznatky mnoha tech
nických oborů, jimž všem je společným jmenovatelem fyzika. a ma
tematika.

Princip přenosu barevných televizních obrazůVytvářeníbarevnýchobrazův televizijezaloženona
principu aditivního (součtového) mísení tří základních barevných svě
tel — červeného, zeleného a modrého. Fyzikální pravidla tohoto mísení
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Obr. 1. Diagram barev MKO.



barev popisuje nauka o barvách — kolorimetrie. Jedna ze základních
pouček kolorimetrie stanoví, že mísením těchto tří základních barev
červené R (z angl. red), zelené (G(green) a modré B (blue) v různém
jejich poměru lze vytvořit celý obsah barev jiných, sytých i méně
sytých, včetně nepestrých šedé a bílé. V diagramu barev“)Mezinárodní
komise pro osvětlování (MKO) na obr. l je tento obsah barev repro
dukovatelný v barevné televizi uzavřen plochou trojúhelníka, jehož
vrcholy jsou právě základní barvy R, G, B. Úplně celou oblast všech
existujících viditelných barev, ohraničenou v diagramu MKO podkovo
vitou křivkou sytých spektrálních barev, tedy v barevné televizi Te
produkovat nelze; nicménětrojúhelníkzákladníchbarevR,
G, B zahrnuje oblast barev nejčastěji se vyskytujících kolem nás.

Aditivní mísení základních barev R, G, B, při kterém vzniká např.
barva WM,lze vyjádřit kolorimetrickou rovnicí

r(R)+9(G)+6(B)>,
kde r, g, b značí počet jednotek (např. jasu) základních barev R, G, B.
Výsledná barva M leží v diagramu barev MKO uvnitř trojúhelníka
R, G, B blíže té základní barvě, která byla při mísení zastoupena
větším počtem jednotek.

Kolorimetrická poučka o mísení barev je vratná. Právě tak jako
lze mísením zvolených základních barev R, G, B v určitém jejich po
měru vytvořit barvu novou, je možné každou barvu uvnitř trojúhel
níka R, G, B ležící rozložit do určitých složek základních barev R, G, B.
Rozklad barva WMdo složek základních barev lze obdobně vyjádřit
kolorimetrickourovnici

M>r(B)+9(6)+6(B).

1) Diagram barevMKO, který byl v r. 1931přijat Mezinárodní
komisí pro osvětlování, znázorňujegrafickyrozsahexistujících
barev, umožňuje jejich jednoznačnou definici a lze v něm provádět kolori
metrické operace s barvami. Základním rastrem diagramu barev je sou
stava souřadnic r, y, jejíž každý bod odpovídá určité barvě definované
souřadnicemi © a y. V přírodě existující obsah barev je v diagramu ohra
ničen křivkou podkovovitého tvaru, na které jsou definovány všechny
viditelné maximálně syté barvy spektrální (vznikající rozkladem bílého
světla hranolem) v rozmezí vlnových délek (380 až 760)nm (určujících tón
barvy). Směrem ke středu této oblasti se definují barvy s postupně ubýva
jící sytostí, až v jejím středu o souřadnicích x = 0,33, y = 0,33 je barva
bílá s nulovou sytostí. Dvě barvy přes tuto bílou protilehlé (např. barvy
M; a M, v diagramu na obr. 1) jsou barvy doplňkové. Jejich vzájemným
mísením může vzniknout barva bílá. Mísením dvou libovolných barev
(např. M; a M1) v určitém poměru vzniká barva třetí (M5), která leží
v diagramu na jejich vzájemné spojn'*i blíže té barvě, která se mísení
účastnila větším počtem jednotek. Jestliže tedy mísením dvou základních
barev lze získat lineární obsah barev, mísením tří základních barev (např,
barev B, G, B v obr. 1) lze získat již plošný obsah barev.
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Zmíněného rozkladu barev do základních barevných stožek červené R,
zelené G a modré B se v barevné televizi užívá ve snímací soustavě
při přeměně barevného obrazu v elektrické signály. Barevný obraz
snímané scény, který obsahuje libovolné barvy, rozkládá se do složek
základních barev R, G, B podle analogické kolorimetrické rovnice

Obraz Červená Zelená Modrá
snímané => složka — složka + složka.
scény obrazu obrazu obrazu

Jednotlivé složkové obrazy se snímají a přenášejí dále již ve tvaru
elektrických signálů.

Naopak, na počátku zmíněného kolorimetrického principu mísení
barev se užívá v zobrazovací soustavě barevné televize při přeměně
elektrických signálů v reprodukovaný barevný obraz. Jednotlivé slož
kové obrazy v základních barvách R, G, B se mísí podle kolorimetrické
rovnice

Červená Zelená Modrá Reprodukovaný
složka —| složka —+ složka => barevný
obrazu obrazu obrazu obraz

v jediný reprodukovaný barevný obraz snímané scény.

77777770 O nántu1
| televizní studio | přijímač |
| | — |
| | |

| | E

| | Ex |
| | || | NÍ
| | |

| |L S — |
snímací v , , zobrazovací
soustava prenosova Souslava barevné televize soustava

opt——Bi
Obr. 2. Princip přenosu barevných televizních obrazů. 1. Kamera barevné
televize. 2. Kódování signálů. 3. Vysílač. 4. Zpracování přijatého signálu.
5. Dekódovací obvod. 6. Barevná obrazovka.

Princip přenosubarevnýchttelevizních obrazů
znázorňuje obr. 2. Ve snímací soustavě televizní kamery se obraz sní
mané scény rozkládá do tří složkových obrazů červeného, zeleného
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a modrého, které se snímají každý samostatnou snímací elektronkou
obdobně jako v černobílé televizi a přeměňují se v tři obrazové signály
tzv. základní barevné signály — červený Ep, zelený Eg a modrý Bp.
Zatímco v černobílé televizi stačí k přenosu snímané scény jediný obra
zový signál, v barevné televizi jsou nutné obrazové signály tři. Tyto
tři základní barevné signály se však v tomto tvaru nevysílají, ale kó
dují se v jediný složený tzv. úplný signál barevné televize,jehož skladba
závisí na zvolené přenosové soustavě barevné televize. Úplný signál
barevné televize Epry se v televizním studiu dále zpracovává a pře
náší se prostřednictvím místních nebo dálkových televizních spojů k vy
silači, který jej vysílá do prostoru. V přijímači barevné televize po
obvyklém zpracování přijatého signálu se úplný signál barevné televize
Epgry opět dekóduje v dekódovacích obvodech přijímače a obnovují
se tak původní tři základní barevné signály Ep, Eg, Ep. Tyto signály
se vedou do zobrazovacísoustavy přijímače, kterou je obvykle barevná
obrazovka a v ní se přeměňují opět ve tři složkové obrazy snímané
scény v základních barvách červené, zelené a modré. Smísením těchto
složkovýchobrazů na stínítku barevné obrazovky vzniká reprodukovaný
barevný obraz.
m-mmmmmmON,KZEA.EE.A.E.B38zelená(G)
ZZIZIZIZYZWT77ZY| modrá(B)

trální moarý,neutrální korekcní |
zrcadlo filtr í

B 1 Es u

snímaná dichroické I
scéna zrcadloII zelený u 1]kore ční x

MA„Ziltr„i 1 (Es
červený .korekční. o

ot dichroické filtr |
objektiv zpeadlo| i lR E

neutrální 1 7

zrcadlo , r

Obr. 3. Snímací soustava kamery barevné televize. 1. Snímací elektronka.
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V tomto místě je třeba připomenout, že při přenosu barevných
televizních obrazů zůstávají zachovány všechny základní principy černo
bílé televize, tj. především rozklad obrazu snímané scény do řádkového
televizního rastru ve snímací soustavě a s ním synchronní sklad repro
dukovaného obrazu v zobrazovací soustavě. Stejně i současný přenos
zvukového doprovodu, který není ve schématu na obr. 2 uveden, pro
vádí se stejně jako v černobílé televizi.

Z principu přenosu barevných televizních obrazů schematicky uve
deného v obr. 2 vyplývá, že základní problémy barevné televize, které
jsou proti černobílé televizi nové, jsou především ve snímacích, pře
nosových a zobrazovacích soustavách barevné televize.

Snámací soustavy barevné televize

Princip rozkladu barevného obrazu snímané scény sledujme na kla
sickém řešení studiové kamery barevné televize se třemi snímacími
elektronkami (obr. 3). Snímací soustava této kamery užívá k rozkladu
do složek polopropustnýchdichroických a neutrálních zrcadel a barev
ných korekčníchfiltrů.

1

7P/%] v

40

0

Obr. 4. Křivky spektrální propustnosti X (n m]
TI a odrazu or dichroického zrcadla I. —

Barevné světlo od snímané scény přicházející objektivem do snímací
soustavy kamery dopadá nejdříve na dichroické zrcadlo IZ,které je
selektivně polopropustné: odráží modrou složku dopadajícího světla
a ostatní složky propouští. Křivky spektrální propustnosti a odrazu
tohoto dichroického zrcadla jsou znázorněny v diagramu na obr. 4.
Odražená modrá složka (obr. 3) se prostřednictvím neutrálního (spek
trálně rovnoměrně odrážejícího) zrcadla dále odráží na snímací elek
tronku, ale ještě se upravuje modrým korekčním filtrem. Jeho úkolem
je odstranit z procházejícího světla všechny zbývající nemodré složky
tak, aby se na snímací elektronce zobrazila pouze modrá složka obrazu
snímané scény.

Přeměna této složkyobrazu ve snímací obrazové elektronce v elek
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trický signál Ep se provádí tak, jako by šlo o černobílý obraz snímané
scény, tedy obdobně jako v černobílé televizi.

Vlastní proces této opticko-elektrické přeměny je závislý na typu
snímací elektronky (v současné době hlavně superortikon nebo viďikon).
V podstatě však vždy se k optickému obrazu zobrazenému na snímací
elektronce vytváří paralelně elektrický (nábojový) obraz ve snímací
elektronce, který se snímá elektronovým paprskem řádkujícím ve tvaru
televizního rastru. V obvodu tohoto elektronového paprsku vzniká pak
příslušný elektrický signál, jehož velikost je odvislá od jasu snímaných
míst obrazu. Poněvadž tento signál nese obrazovou informaci nazývá
se obrazový signál. Obrazový signál vystupující ze snímací elektronky
snímající modrou složku obrazu se dále nazývá základní barevný signál
modrý Bp pro odlišení od ostatních dvou obrazových signálů kamery
barevné televize.

Obdobně se v kameře barevné televize vytváří základní barevný
signál červený Ep (obr. 3). Červená složka barevného světla zbývají
cího po průchodu dichroickým zrcadlem I se odráží od dichroického
zrcadla II, které odráží červenou složku dopadajícího světla a zelenou
propouští. Křivky spektrální propustnosti a odrazu tohoto dichroického
zrcadla jsou znázorněny v diagramu na obr. 5. Červená složka (obr. 3)
se prostřednictvím neutrálního zrcadla odráží na snímací elektronku,
když se před tím ještě upravuje červeným korekčním filtrem. Snímací
elektronka přeměňuje červenou složku obrazu v základní barevný signál
červený Bp.

100 x

J %

7;[4]i KLIT
20 Ll %

0
400 500 600 700

A [nm]

———<=>
Obr. 5. Křivky spektrální propustnosti rrr a odrazu err dichroického
zrcadlaII.

Zelená složka barevného světla zbývajícího po průchodu dichroickým
zrcadlem II se upravuje zeleným korekčním filtrem, vytváří na snímací
elektronce obraz zelené složky snímané scény a přeměňuje se v ní
v základní barevnýsignál zelený Eg.
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Kamera barevné televize je typickým zdrojem televizního signálu
využívaným v televizních studiích i v exteriérech při snímání živých
scén. Je však i značně složitým a drahým zařízením náročným na
přesnost jejích optických členů i stabilitu elektrických obvodů.

Pro snímání barevných televizních obrazů z filmů nebo z diasnímků
se užívá buď popsané snímací soustavy (obr. 3) nebo častěji tzv. metody
snámáná běžicímpaprskem (angl. flyingspot, čti ajingspot). Při tomto
způsobu snímání se barevný film nebo diasnímek prosvětluje speciální
snímací obrazovkou a procházející světlo se rozkládá do základních
barevných složek. Přeměna těchto složek v základní barevné signály
se ale neprovádí zmíněnými obrazovými sniímacími elektronkami, ale
jednodušeji fotoelektrickými násobiči. (Fotoelektrický násobič je elek
trovakuový prvek, který světelný tok dopadající na jeho fotokatodu
přeměňuje v slabý proud elektronů, který se zesiluje v elektrono
optickém systému násobiče elektronů.) Princip flyingspotové snímací

22V?soustavy znázorňuje obr. 6. Na stínítku snímací obrazovky se vytváří

2 dichroickázrcadla zelený
Snimaci objektiv | „A / Filtr JA
odrazovka T vy i

EEE P : j Eg
, Bdiasnimek U

televizní K č ;
rastr filtrké

modrý 1 1

filtr —

Obr. 6. Snímací soustava diasnímače |barevné televize pracující metodou E Ep
běžícího paprsku (Ayingspot). 1. Foto
elektrický násobič.

intenzívně svítící bílý televizní rastr (např. formátu (60x 80) mm? s po
měrem výšky k šířce v televizi obvyklým 3 : 4), který se objektivem
zobrazuje do roviny snímaného barevného diasnímku (nebo filmu).
Světlo procházející diasnímkem není však už bílé, ale je modulováno
co do intenzity i barvy podle obrazového obsahu diasnímku. Světelný
paprsek snímacího rastru probíhá po řádkách postupně celou plochu
diasnímku, prosvětluje jej a mění svoji intenzitu i barvu podle obrazo
vého obsahu. Procházející světelný paprsek se poté usměrňuje na
dichroické zrcadlo I (s obdobnými vlastnostmi jako u kamery barevné
televize), od kterého se odráží jeho modrá složka. Ta se dále upravuje
modrým korekčním filtrem a dopadá na fotokatodu fotoelektrického
násobiče, který ji proměňuje v elektrický obrazový signál — základní
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barevný signál modrý Ey. Obdobně se po odrazu od dichroického
zrcadla II odráží červená složka světla, která po průchodu červeným
korekčním filtrem dopadá na fotokatodu fotoelektrického násobiče
a přeměňuje se v základní barevný signál červený Ep. Zelená složka
barevného světla procházející oběma dichroickými zrcadly po průchodu
zeleným korekčním filtrem dopadá na fotoelektrický násobič, kde se
přeměňuje v základní barevný signál zelený Eg.

Předností uvedené metody snímání běžícím paprskem proti dříve
uvedené snímací soustavě kamery barevné televize se snímacími obra
zovými elektronkami je, že rozklad barevného světla procházejícího
snímaným diasnímkem (nebo filmem) je nenáročný na optickou přesnost
chodu paprsků po průchodu diasnímkem. Naproti tomu metoda sní
mání běžícím paprskem není z principiálních důvodů použitelná při
snímání otevřených živých scén ve studiu i mimo ně.

Kamera barevné televize s obrazovými snímacími elektronkami (obr. 3)
i princip metody snímání běžícím paprskem (obr. 6) představují dvě
typické snímací soustavy barevné televize, které provádějí opticko
elektrickou transformaci snímané scény v základní barevné signály
Ep, Eg, Ep.

(Dokončení)“

Supratekutost
ING. JIŘÍ KODEŠ, CSc,Praha

Nachází-li se kapalina v klidu a chceme-li ji uvést do pohybu, pak
na ni musíme působit silou. Účinkem této síly se kapalina uvede do
pohybu a říkáme, že teče. Tedy pro to, aby kapalina mohla téci např.
nějakou trubicí nebo potrubím, musí mezi konci trubice existovat
rozdíl tlaků. O tom, že nějakým potrubím protéká kapalina se můžeme

Obr. 1
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přesvědčit, změříme-liPitotovou trubicí tlak kapaliny ve dvou různých
místech potrubí (obr. la). Výška sloupce kapaliny v Pitotově trubici
je pak úměrná tlaku kapaliny v měřenémmístě. Na obr. la jsou výšky
kapaliny v Pitotově trubici A, a h,, přičemž A, >>h;. Z toho tedy plyne,
že tlak 9,>> p, a kapalina teče zleva doprava. Bude-li rozdíl tlaků
mezi konci potrubí nulový, výška kapaliny 4 v obou Pitotových tru
bicích bude stejná (obr. lb), kapalina neteče.

Snižujeme-li teplotu běžných kapalin pod bod mrazu (tj. 0“C), pak
již při několika stupních až desítkách stupňů „„pod nulou““ ztrácejí
schopnost téci a přecházejí z kapalného do tuhého skupenství. Snižo
vání teploty způsobuje tak kvalitativní změnu jednoho skupenství
ve druhé. Podobně jako u kapalin, vyvolá u plynů snížení teploty
hluboko pod bod mrazu kvalitativní změnu skupenství plynného v ka
palné.

Snížíme-li teplotu plynného helia na 42“K (0“C = 273,15“K), pak
při této teplotě přechází plynné helium v kapalné. Získanou kapalinu
nazýváme kapalným heliem. Při těchto teplotách má kapalné helium

vlastnosti normálních kapalin a aby mohlo protékat nějakou trubicí,
je zapotřebí rozdílu tlaků (viz obr. la). Snížíme-li teplotu kapalného
helia na 2,2“K, dochází náhle ke kvalitativní změně jeho chování
jakožto kapaliny. V tomto případě může kapalné helium téci touto
trubicí bez rozdílu tlaku mezi jejími konci (obr. lb). Tato vlastnost
kapalnéhoheliatécibezrozdílutlaků se nazývá supratekutost.
Supratekuté helium bývá též označovánojako helium II. Kromě
této vlastnosti se supratekuté helium vyznačuje velmi dobrou tepelnou
vodivostí. Tepelný rozruch se šíří v supratekutém heliu všemi směry
rychlostí až 20 m s-*. Uvedeme-li nějakou vnější silou supratekuté
helium do rotačního pohybu, potom tento pohyb ustane (to znamená
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přestane pohyb kapaliny v daném směru) až za několik hodin od oka
mžiku, kdy přestane působit vnější síla. Jinou velmi zajímavou vlast
ností supratekutého helia je jeho schopnost vytékat z nádoby. Na obr. 2a
je otevřená nádoba naplněná supratekutým heliem. Za velmi krátkou
dobu se nádoba samovolně vyprázdní. Supratekuté helium z ní „vy
teče““po stěnách nádoby (viz směr šipek na obr. 2a). K reciprokému
jevu, tj. samovolnému naplnění nádoby, dochází tehdy, jestliže prázdnou
nádobu částečně ponoříme do supratekutého helia (obr. 2b).

Uvedené chování supratekutého heiia vede k domněnce, že vazkost
supratekutého helia je rovna nule.

Supratekuté vlastnosti helia se začaly studovat teprve začátkem
šedesátých let našeho století. Je to velmi krátká doba k tomu, abychom
o mechanismu supratekutosti již vše věděli. Předpokládá se však, že
je způsobena odlišným chováním atomů helia v supratekutém a tekutém
stavu. Teče-li kapalina nějakou trubicí, přičemž velikosti rychlosti jed
notlivých atomů a molekul tvořících kapalinu je různá, pak vzájemnou
interakcí tohoto neuspořádaného pohybu dochází k víření kapaliny.
V supratekutém stavu se však určitá skupina atomů helia pohybuje
stejně velkou rychlostí týmž směrem. Skupina takto se pohybujících
atomů je nazývána shustkem. Předpokládáse, že v supratekutém
stavu tvoří atomy helia takovéto shustky, přičemž proces vzájemných
srážek atomů helia mezi sebou i se stěnami trubice je minimální. Do
chází tudíž k velmi malé ztrátě energie atomů, neboť srážkový proces
je minimální. Uspořádaný pohyb atomů ve shustku je tedy nutný pro
existenci supravodivého stavu.

NEJMLADŠÍM
ČTENÁŘŮM

Papírový pětiúhelník

Představte si pravidelný pětiúhelník vystřižený z papíru, na němž je
narýsováno všech pět jeho úhlopříček. Rozstříhneme-li tento pětiúhelník
podél všech úhlopříček, rozpadne se obrazec na 11 částí. Vypočtěte,

která z těchto částí má největší obvod. S

Řešení úloh zašlete do redakce našeho časopisu. Nejlepší rádi otiskneme.
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Vepsaná kružnice

Na obrázku 1 jsou narýsovány dvě shodné kružnice poloměru r
a jejich společná tečna. Menší kružnice se dotýká obou větších
i přímky. Pokuste se vypočítat poloměr menší kružnice pomocí r. Ještě
vám napovíme, že k tomu stačí Pythagorova věta.

Pro starší máme podobnou úlohu (obr. 2) v níž dané kružnice (mají
poloměry 74,72) nejsou shodné. Ale i zde vystačíme s Pythagorovou
větou.

Obr. 1

Obr. 2

Výročí školy

V r. 1908 byla v Turnově založena reálka, předchůdkyně pozdějšího
reálného gymnasia a nynější SVVS. V r. 1968 bude proto sjezd všech
dosavadních abiturientů. K tomuto významnému jubileu — význam
nému jistě aspoň pro Turnováky — předkládám tuto drobnou úložku.
Do volných políček připojené tabulky vepište čísla od 7 až do 22, a to
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tak, aby součty čísel (včetně už za
a psaných dvojek) v každém řádku,

v každém sloupci 1 v obou úhlopříč
2 kách daly dobu trvání turnovského

ústavu. Rozumí se, že doba trvání bu
3 de dána počtem let. A ještě poznám

ku; jedna úhlopříčka začíná dvojkou
2 v pravém rohu dole a druhá úhlopříč

ka začíná dvojkou v posledním sloup
é ci nahoře.

S. AH.
2| 2| 2., 2| 2

MO

List druhý — tentokrát o výběru
soutěžních úloh

Milí řešitelé soutěžních úloh,

jeden z Vás poslal ústřednímu výboru MO korespondenční lístek,
v němž si stěžuje na výběr a formulaci olympiádních úloh. Protože
se nám zdá, že v odpovědi na tyto stesky je ledacos, co by mohlo
zajímat všecky řešitele, odpovídáme dvěma otevřenýmilisty.

Tedy dnes o tom výběru úloh. Autor lístku, žák IIT. ročníku SVVŠ,
píše, že mu moc vadí ,,...výběr nepraktických příkladů — vždyť to
každého spíš odradí — aspoň nižší kategorie by měly být voleny s ohle
dem na duševní obzory žáků. V olympiádách se vyskytuje celá řada
příkladů, doslova bůhvíkde nalezených, přitom je celá řada neméně
těžkých příkladů, které jsou bližší učební látce škol — takové, jaké
jsou v sovětské literatuře běžné, viz Lidskij'), sbírky maturitních pří

1)Je míněnasbírka, Lidskij a kol., Sbírka úloh z elemen
tární matematiky, českýpřekladSPN,Praha 1965.
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kladů ze sovětské literatury — nemělo by to pro MO daleko větší
cenu? Nejsou nevhodné příklady příčinami pozdějšího krachu Mezi
národní MO?“

Co jsou to „„praktické přiklady““?Autor lístku má asi na mysli úlohy,
jejichž náměty jsou vzaty z aplikací matematiky. Jenže s úlohami
tohoto druhu je trápení; k jejich řešenípotřebujemetotiž tři věci:

a) mít jisté znalosti z oboru, na který matematiky používáme (tj.
z fyziky, technického oboru, ekonomie apod.);

b) umět z daného fyzikálního, technického či jiného problému zfor
mulovat matematickou úlohu;

c) znát matematický aparát potřebný k řešenítéto úlohy.
V okruhu středoškolské matematiky je situace asi tato: potřebný

matematický aparát při aplikacích je zpravidla dosti jednoduchý, ma
tematické „jádro“ řešení je chudé a nezajímavé. Nejobtížnější část
řešení bývá složka b) — vzpomeňte jen na neblaze proslulé „slovní
úlohy““, s nimiž jste se možná leckdy dost potýkali. Jindy se část b)
redukuje na pouhé dosazení do vzorce; takové úlohy se ovšem do
olympiády nehodí. Také není právě sympatické, předpokládat v ma
tematické olympiádě hlubší znalosti z jiných předmětů, popřípadě
i mimoškolských oborů: snadno bychom se pak mohli setkat s ná
mitkou, že to není matematická soutěž. A tato situace je tím horší,
čím mladší jsou soutěžící (kategorie D a C).

Rozhodně není možné hledat náměty pro soutěžní úlohy v takových
sbírkách, jako je Lidskij. Je tu sice hodně pěkných úloh a dobře se
hodí pro přípravu na olympiádu — proto byla sbírka přeložena; ale
sbírka neobsahuje ani větší množství úloh soutěžního charakteru ani
úlohy „„praktické““.Soutěžní úlohy nemohou být úlohy „bližší učební
látce škol““,naopak, musí vést účastníky, aby se přiučili novým meto
dám, novým myšlenkovým postupům. Chceme-li hledat vzory pro sou
těžní úlohy v sovětské literatuře nebo jinde v zahraničí, musíme vzít
např. letáky moskevských olympiád nebo Straszewiczovu sbírku úloh
z polských matematických olympiád?); ovšem najdeme převážně úlohy
ryze teoretické — nikoli „praktické příklady“, a velmi mnoho úloh
dosti vzdálených běžné školské matematice.

Prolistujete-li, milí přátelé, v minulých ročnících Rozhledů texty
úloh z dosavadních devíti mezinárodních olympiád, zjistíte, že také
tyto úlohy nejsou „praktické příklady““, ale že jsou to většinou zcela
netradiční úlohy vyžadující od řešitele dobrý nápad, někdy trochu
experimentování, dosti schopnosti deduktivně uvažovat — zkrátka
různé složky toho, co nazýváme odborně „matematická erudice““.Roz
hodně tedy není příčinou našeho malého úspěchu na mezinárodních

2)Straszewicz,Zadania z olimpiad matematycznych,
Warszawa.
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olympiádách (proč mluvit o krachu?), že „„naši reprezentanti nejsou
vedeni k řešenípraktických příkladů blízkých učební látce“.

A ještě něco o zdroji našich soutěžních úloh. Nejsou „„doslova bůh
víkde nalezené““; je pravda, že přihlížíme k vhodným úlohám z do
mácích soutěží cizích zemí (např. ze Sovětského svazu, Polska, Ma
ďarska, NDR,ale i USA, Francie aj.); ovšem většina našich úloh jsou
původní práce našich autorů. Jednota čs. matematiků a fyziků vy
psala nepřetržitě probíhající konkurs na soutěžní úlohy; došlé návrhy
se čas od času velmi důkladně recenzují; přijaté úlohy se zařaďují do
archívu MO a podle potřeby pak do soutěže.

V příštím dopise si povíme něco o formulaci soutěžních úloh, které
nám samým dělají velmi často těžkou hlavu.

Zdraví Vás
doc. Jan Vyšín

FO

ČSM nejúspěšnějším řešitelům
ve fyzikální olympiádě
ING. BOHUMIL VYBÍRAL,zástupce ČSM v ÚVFO

Československý svaz mládeže dobře spolupracuje s výbory fyzikální
olympiády a přispívá k popularizaci této soutěže mezi nadanými mla
dými fyziky. Tato spolupráce se projevuje zejména tím, že ČSM fi
nancuje vhodné odměny, které povzbuzují nejlepší řešitele i ostatní
žáky k další práci ve fyzikální olympiádě.

Letošního roku např. ústřední výbor fyzikální olympiády projednal
s ústředním výborem ČSM odměny pro nejlepší fyziky na celostátním
soustředění úspěšných řešitelů fyzikální a matematické olympiády ka
tegorie B (resp. A, jedná-li se o žáky, kteří ještě budou studovat dále
na SVVŠ, resp. SPŠ). Na soustředění se přednáší fyzika a matematika
na vysokoškolské úrovni a aby se zvýšila účinnost soustředění, dělají
se z fyziky kontrolní testy. Účast na celostátním soustředění, jehož
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pořadatelem je ministerstvo školství, je pro žáky odměnou, aby mohli
obohatit své znalosti dalšími poznatky. Někteří účastníci — obvykle
ve fyzice slabší — se však mylně domnívají, že má jít především
o rekreaci, a proto vidí kontrolky neradi. Na závěr soustředění se
z fyziky studenti vyhodnotí na základě výsledků kontrolek z látky
probírané v soustředění, přičemž se přihlédne k jejich aktivitě při
výkladu.

Nejlépe vyhodnocení účastníci celostátního soustředění, které se ko
nalo na závěr minulého školního roku (19. června až 8. července 1967)
v Hranicích na Moravě byli:

. Filipenský Jan, SPŠ El Brno, Leninova,

. Kawalec Miroslav, SVVŠ Ostrava - Havířov,

. Treybalová Věra, SVVŠ Brno, Koněvova,
„ Leicman Jiří, SPŠS Brno, Sokolská,
. Peland Jan, SVVŠ Praha 6, Parléřská,

Šilhavý Miroslav, SVVŠ Třebíč,
. Bulla Vladimír, SVŠ Košice, Kovačská,

Nagy Petr, SVŠ Banská Bystrica,
„ Vlachová Bohumila, SVVŠ Brno, Křenová,
. Simerský Mojmír, SPŠ Ve, Rožnov pod Radhoštěm.
Všem uvedeným studentům byla zaslána jako odměna od ústředního

výboru ČSM kniha prof. RNDr. Zdeňka Horáka, DrSc., a doc. inž. dr.
Františka Krupky „Fyzika“ — příručka pro fakulty strojního inže
nýrství.

Podobně krajský výbor ČSM v Brně odměnil knihou prof. inž. Jiřího
Kracíka, DrSc., a kolektivu „Vyšší škola technické fyziky“ tři nejlepší
fyziky kategorie B a osm nejlepších fyziků kategorie C krajského sou
středění fyzikální a matematické olympiády, které se konalo ve dnech
19. června až 1. července 1967 v Jihlavě - Helenině.

Spolupráce krajského výboru ČSM v Brně s krajským výborem fyzi
kální olympiády se projevuje zvlášť výrazně. V Jihomoravském kraji
již se stalo tradicí, že krajský výbor ČSM odměňuje každoročně tři
nejlepší řešitele z každé kategorie (4, B, C) 2. kola fyzikální i mate
matické olympiády vyhlídkovým letem nad Brnem. První let se usku
tečnil v r. 1961, ve školním roce 1966/67 byl let uspořádán již po sedmé.

Vyhlídkový let provádí aeroklub Svazarmu v Brně na malých le
tadlech typu Aero 45, Meta-Sokol, resp. Morava L-200. Zásluhou na
šeho význačného sportovního letce Františka Nováka, světového re
kordmana v dálkovém přeletu na sportovním letadle, si mladí fyzikové
a matematikové vyzkoušeli i stav beztíže. Pilot letí ve svislé rovině
po přibližně kruhovém oblouku takového vhodného poloměru, aby od
středivé zrychlení ve vrcholu dráhy vyrovnalo tíhové zrychlení.

Věříme, že spolupráce s Československým svazem mládeže se bude
dále rozvíjet.

©OOJNOORNjm
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Kam po maturitě?
DOC. Dr. MIROSLAV MENŠÍK, ČVUT, Praha

Vykonáte-li maturitní zkoušku na střední všeobecně vzdělávací škole
a nebudete-li přijat na vysokou školu nebo z finančních či jiných dů
vodů na ni nemůžete vstoupit, pak budete v celkem nepříjemné si
tuaci. Abiturient není totiž ničím „„vyučen““a jeho všeobecné vzdělání
je dosud málo ceněno a tudíž i existenční zajištění není valné s ohledem
k jeho věku.

Proto naše čtenáře — a to nejen žáky SVVŠ — ukterých předpo
kládáme zájem o matematiku a přírodní nebo technické vědy, poklá
dáme za vhodné seznámit s příležitostí, kterou jim může poskytnout
Čs. vědeckotechnickáspolečnost svými odbornými kursy v oboru výpo
četní techniky.

Jsou to kursy jednak dálkové podávající systematický úvod
a pak kursy docházkové prohlubujícíznalostia orientujícíúčast
níky na programování některých ze tří základních druhů strojů vý
početní techniky.

Kursy zahrnují tedy tři základní oblasti:
1. Orgamizaci a projektování mechanizované evidence stroji na děrné

šťitky — tzv. kurs MEPRO.
2. Analýzu a programování úloh pro číslicové samočinné počítače —

tzv. kurs DIPRO.
3. Programování analogovýchpočítačů — kurs ANAL.

Pro usnadnění studia v kursech i pro samostatné studium mají kursy
poradní (konzultační) střediska, pořádají exkurse a z podnětu Rady
kursů výpočetní techniky ČSVTSvydávajípotřebnoulite
raturu v nakladatelstvíPráce.
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K studiu směru MEPROslouží publikace:
J. Smrčina: Pracujeme s počítačemAritma 520 (Kčs 11,—)
Inž. Ehleman: Stroje na děrné štítky (Kčs 19,50)
J. Kolář: Podklady v soustavě děrných štítků (Kčs 6,—)
F. Mareš: Základní učebnice pro projektanty a orgamzátory mecha

maace admimstrativy stroji na děrné štítky, I. a II. díl (Kčs 15,—)
Inž. Chytil: Sbírka zkušebních otázek a odpovědi pro obor projektant

mechanizace administrativy stroji na děrné štítky (Kčs 12,50)

Pro studium směru DIPRO jsou příručky:
Inž. dr. Stibie: Základy formulace, analýzy a programování z oblasti

automatizace zpracování dat, I. a II. díl (Kčs 16,50)
J. Nečas: Použitů samočinných počítačů v oblasti MTZ (Kčs 21,—)
Inž. Z. Dráb: Základy automatického řízení (systémové inženýrství)

(Kčs 13,—)
Dr. Havel: Algoritmy a automatické programování (Kčs 10,—)
Inž. Nešický: Nové směry v zavádění samočinných počítačů ve světě

(Kčs 14—)
Kolektiv: Sbírka zkušebních otázek a odpovědí pro obor analytik-pro

gramátor číslicových samočinných počítačů (Kčs 19,—)

Pomocnáliteratura směruANALje:
Inž. J. Valenta: Základy programování analogovýchpočítačů (Kčs 5,50)
Inž. J. Valenta: Základní operacediferenciálního analyzátoru (Kčs 6,50)
V. Fiala: Praktické otázkypoužíváni diferenciálních analyzátorů

(Kčs 3,—)
Inž. Kotva: Primcipy analogovýchpočítačů (Kčs 7,—)
Inž. Kotva: Sbírka otázek a odpovědípro ústní zkoušky ANAL

Základy programování analogovýchpočítačů (Kčs 5,—)
Inž. K. Kabeš: Základní stavební prvky diferenciálního analyzátoru

(Kčs 5,—)

Jako další publikace z oblasti výpočetní techniky jmenujme ještě:
Inž. Nešický: Příručka výpočetnítechniky, II. vydání (Kčs 28,50)
Inž. Chytil: Strojové třídění informací (Kčs 15,—)

Absolventi kursů mohou se též přihlásit z dříve uvedených tří oborů
ke komisionální ústní a písemné zkoušce, aby tak měli své znalosti
stvrzeny řádným vysvědčením, nutným popřípadě pro platové zařazení
ve svém zaměstnání. V oborech DIPRO a ANAL se k připuštění ke
zkoušce vyžaduje složení maturity.
k Všechny potřebné informace o pořádaných kursech, z nichž některé
právě začínají, získáte v Domech techniky Československé vědecko
technické společnosti v těchto místech:
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Bratislava, Kocelova 17,
Brno, Výstaviště BVV,
České Budějovice, nám. 1. máje,
Košice, Leninova 31,
Liberec, tř. 1. máje 18,
Ostrava, Revoluční 18,
Pardubice, nábřeží Čs. armády 1,
Plzeň, Pobřežní 10,
Praha 1, Gorkého nám. 23,
Usti nad Labem, Dvořákova 1,
Žilina, Hliny.

Tam si můžete objednat i uvedenou literaturu. Při korespondenci
se odvolejte na toto oznámení v Rozhledech matematicko-fyzikálních.

Vzhledem k všeobecnému zavádění pokrokových metod bude admi
nistrativa i průmysl potřebovat mnoho pracovníků uvedených oborů.

Doporučujeme tyto kursy studentům i učitelům.

Opakujte si matematiku
HANA KOŘÍNKOVÁ, ČVUT, Praha

(K televiznímu kursu)

Ústav pro studium na vysokých školách technických při ČVUT za
spolupráce s Čs. televizí připravil televizní kurs matematiky pro ucha
zeče ke studiu na vysokých školách Opakujte st matematiku.

Přípravou tohoto kursu se zabýval kolektiv matematiků z různých
typů vysokých škol a z ČSAV, kteří se o problematiku přípravy k vy
sokoškolskému studiu již po několik let zabývají. Autorský kolektiv
pod vedením s. prof. dr. K. Hruši, doc. J. Vyšína a H. Kořínkové,
prom. ped. mat., zpracoval pokyny a příklady do příručky Televizní
kurs matematiky, která sledování lekcí usnadní a pomůže účastníkům
televizního kursu při studiu. Příručka vyjde v nakladatelství Práce
a můžete ji zakoupit v každé prodejně Knihy, n. p. Cena je cca 8 Kčs.

Kurs obsahuje 20 půlhodinových lekcí ze středoškolské látky z ma
tematiky. Není dělán běžnou formou, které se používá ve škole, tj.
formou výkladu a procvičení, nýbrž řešením určitých problémů mate
matických v kroužku studentů.

Kurs je především určen pro absolventy středních škol, a to i s od
stupem od absolvování, pro studenty I. roč. vysokých škol všech směrů,
kde je matematika základním předmětem, pro účastníky předstudijní
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přípravy pořádané vysokými školami nebo jinými zařízeními,pro učitele
matematiky škol II. a III. stupně, i pro studenty těchto škol, kteří se
připravují ke vstupu na vysokou školu.

Kurs byl vysílán již v loňském roce. Letos je repríza, která začne
dne 7. února 1968 a bude pokračovat každou středu v 17.10 hod.;
opakování lekce je každý pátek v 9.05 hod.

Účastníci televizního kursu si jistě budou chtít ověřit, čemu se na
učili. Pro kontrolu práce bude proto několikrát během celého kursu
účastníkům uloženo při vysílání několik úloh. Po 3. lekci mají účastníci
vyřešit tento úkol

1. Sestrojte trojúhelník o straně c a výškách va; Ve.

Po 5. lekci

Vyjádřete jako úměrnost
a) y—=51—A2,
b)y=z tI.

£—1I
Po 6. lekci

Vypočtěte všechny kořeny rovnice
(a* — d?)x* — 4abz — (a* — b*)=0,

kde a, b jsou daná čísla a « je neznámá.
V příštím čísle otiskneme řešení daných úloh a texty dalších, které

budou ještě při 10., 11., 12 a 14. lekci, tj. 10. 4; 17. 4; 24. 4. a 8. 5. 1968.
Úlohy mají být vyřešeny a do týdne zaslány (celé řešení, nikoli tedy

jen výsledky) na adresu Čs. televize,Praha 1, Jindřišská 16, Kurs ma
tematiky, která řešenépříklady předá matematikům ke kontrole.

O správnosti řešení bude každý účastník vyrozuměn písemně. Není
nutné vyřešit všechny příklady.

Budete-li mít při řešení nějaké potíže, uveďte to u jednotlivých úloh.
Vaše sdělení zároveň pomůže pracovníkům, kteří kurs připravili, zjistit
účinnost této formy výuky. Proto uvítají, když k řešení připojíte i své
vyjádření k dosud vysílaným lekcím.

Vysílání skončí pravděpodobně na začátku července.
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NAŠE
SOUTEZ

Konsiruktivní geometrie

3. Jsou dány dva různé body A, B a úsečka ď. Sestrojte přímku, která
má stejně velkou první i druhou odchylku, prochází bodem A a od bodu B
má vzdálenost ď. Proveďte diskusi.

(Došlo 16 řešení) Stanislav Horák

Řešil VojtěchRádl, IIT.G SVVŠ W. Piecka, Praha:
Je patrno, že hledaná přímka p musí ležet buď v rovině 0a,,která je

rovnoběžná s rovinou souměrnosti nebo v rovině 7,, která je rovnoběžná
s rovinou totožnosti a přitom procházet bodem A. (Rovina souměrnosti
i rovina totožnosti půlí úhel průměten; přitom první z nich prochází I.
a III. kvadrantem, druhá II. a IV. kvadrantem.) Dále; množina všech
přímek, jdoucích bodem A a majících od bodu B vzdálenost d, je rotační
kuželová plocha opsaná z bodu A kulové ploše « = (B, ď). Hledaná přímka
je potom průsečnice roviny 0, (73)s touto kuželovou plochou.

Aby existovalo řešení, musí nutně d S AB. Tedy v případě ď > AB
řešení neexistuje. V případě ď —AB existují buď dvě různá řešení,nebo
jediné. Jediné řešení má úloha tenkrát, když AB je kolmá na průsečnici
rovin G1,73.Jestliže d < AB, existují čtyři různá řešení.

Upozorňujeme všechny zájemce o publikaci dr. Lepila „Kvanta a vlný“,
o níž jsme čtenáře informovali ve 4. čísle roč. 45, že omezený počet vý
tisků těto brožury je dosud na skladě. Pokud ji nedostanete ve svém knih
kupectví, obraťte se na nakladatelský odbyt Státního pedagogického na
kladatelství, Ostrovní 30, Praha 1 — Nové Město.

Podrobnější zprávu o literatuře z oboru matematika, fyzika a astrono
mie, vydávané Státním pedagogickým nakladatelstvím, přineseme v ně
kterém z dalších čísel Rozhledů.
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MATEMATIKA

Automatické programování
na samočinných počítačích
ING. JAN SEDLÁK, Praha

(Dokončení)

2. Překladač systému automatického programování

Rozsah činnosti překladačů je velmi rozmanitý a závisí především
na úrovni jazyka daného systému automatického programování. Hlav
ními typy překladačů podle způsobu zpracování algoritmického zápisu
úlohy jsou typy tnterpretační a generační.

V interpretačním typu se zpracovávají jednotky zápisu postupně
podle daného výpočtového předpisu (např. jednotlivé pseudoinstrukce)
a současně po jejich překladu se ihned provedou jednotce zápisu od
povídající elementární akce v počítači. Výsledkem práce interpretač
ních překladačů je vypočtená úloha (nikoli tedy kódovaný program).
Při tomto způsobu odpadá práce s výstupem a pamatování kódovaného
programu v počítači. Avšak při častém opakování výpočtu se provádí
zbytečně opět překlad.

Překladač generačního typu zpracovává jednotky zápisupostupně
podle výpočtového předpisu, aniž by vyhodnocoval jim odpovídající
operace v počítači. Výsledkem práce tohoto systému je kódovaný pro
gram. Úloha se vyřeší teprve tehdy, až se přidají ke kódovanému
programu i data, která má zpracovávat. Efekt generačního překladače
se zvlášť zvýší při zpracování úloh, které se mnohokrát řeší na po
čítači.
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Před vypracováním kompilátoru (překladače) je nutné provést řadu
ekonomických úvah, neboť jde o velmi nákladnou práci. V literatuře
se uvádí cca 20 „člověkoroků““talentovaného programátora s tříletou
praxí u příslušného počítače. Při volbě jazyka systému mají uživatelé
zájem zvolit jazyk blízký člověku (např. jazyk matematický) a zároveň
mít účelný překlad. To je však v nepřímé závislosti s obtížností práce
na překladači. Teoreticky je možné automatizovat celý programovací
proces vycházeje z jazyka matematického. Tento úkol je však značně
těžký, ale přesto se vyplatí, neboť se dělá pouze jednou.

Jisté částečné řešení přinesl algoritmický jazyk ALGOL 60. Není
však jazykem univerzálním. Pro jiné typy úloh než vědeckých a tech
nických, např. zpracování dat, řízení výroby, syntéza a analýza lo
gických obvodů apod., jsou hledány nové jazyky, i když se vychází
z vlastností jazyka ALGOL. Jednotný jazyk ALGOL 60, je-li vybrán
pro systém automatického programování, je ve většině případů upra
vován. Důvod úprav vyplývá z požadavku efektivnosti celého systému.
Také při volbě typu překladače je nutné vyvážit tyto dva protichůdné
požadavky:

1. Překladač má být rychlý, úsporný, inteligentní.
2. Přeložený program má být rychlý, úsporný, obecný.
Všimněme se, že např. vyšší obecnost přeložených programů je v roz

poru s úsporností a rychlostí přeloženého programu, nebo inteligentní
překladač je v rozporu s rychlostí a úsporností. Pomalý překladač by
se mohl lehce stát nepoužitelný.

V neposlední řadě je nutné zvážit všechny vlastnosti počítače, pro
který se buduje systém automatického programování. Odtud také název
systému se zpravidla odvozuje od názvu počítače a od názvu jazyka,
který je zvolen za základ v systému, např. EPOS ALGOL, GIER
ELLIOTT ALGOL, ALGOL apod. Jmenované systémy jsou generační.
Jejich hlavními úkoly jsou:

1. Přiřazení absolutních adres všem objektům zpracovaného algo
lovského textu (konstantám, proměnným, parametrům, návěštím).

2. Rozpletení jednotek zápisu zpracovaného textu do instrukcí kó
dovaného programu.

Nustrujme práci překladače na drobných příkladech.
Přiřazovací příkaz

a:=a*b—cetd
se zpracovává pomocí překladu výrazu

a*b—cd,
kde c ď je zápis mocniny cž.

Výraz a *b —c d se zpracovává pomocí jeho složek a *b a c+d,
které se pak odečtou. Hodnota rozdílu se pak přiřadíproměnnéa.

Relaci
az b,
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kde a = <m), b = (n) odpovídají v EPOS ALGOL instrukce, určené
překladačem

—> (F

-1RT9 P2 (FX =0= skoknap+ 4,
3 9—><U2), skok nap +5,
4 0— <U2),

p+5 (D2) > ChY,
kde p je vnější relativní adresa instrukcí,

h je pomocná adresa,
9—><U2) (resp. 0—>(U2)) odpovídá hodnotě booleovského vý
TaAzudn0, resp. Ne.

Překlad příkazu „když“
af a >= b then go to BRNO

v kompilátoru EPOS ALGOLu.
Překladač zjistí adresy hodnot a, b a že skoku go to BRNO odpovídá

skok na některou adresu. Např.
a = (300) ,db= (301) , BRNO = 711.

Překladač zjistí strukturu booleovského výrazu a = b, jak vidíme
v předešlém příkladu a dosadí do něho absolutní adresy, pokud je zná

po 3002 > (PD,
p+ l (FY —301) —>(F),
p +2 <F) =0= skoknap +4,
p+ 3 9— (U2), skok — — —,
p+ 4 0—> <U2),
p +5 (U2—> Ch);

po přečtení čhense provede rozbor a úprava příkazu, jejímž výsledkem
jsou náhrady posledních čtyř instrukcíp+2(F)=0= skoknap+4,

p + 3 skok na 711.
Počínaje adresou p +- 4 jsou již zapsány instrukce, které odpovídají

další části zpracovaného textu v jazyku EPOS ALGOL. V případě,
že by dosud nebyla známá např. absolutní adresa BRNO, zůstala by
instrukce nevyplněná a dosazení adresy by se uskutečnilo později.
V některých kompilátorech se dosazení provede ihned, jakmile se adresa
zjistí, jinde až po překladu.

Nyní, kdy jsme si uvědomili úkoly překladače, všimněme si blíže
jeho struktury. Zapříklad je zvolen kompilátor EPOS ALGOL.

Kompilátor sestává ze čtyř programů, uložených na magnetické pás
kové paměti MP 3 podle pořadí účasti na zpracování algolovského
textu: vstupní program, hlavní program, závěrečný program a VÝ
stupní program. Ty se uloží v době jejich práce do magnetické bubnové

3hab38
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paměti (MB). Uložení kompilátoru na MP 3 zrychlí jeho činnost. MP 3
může být nahrazena pomalejším vstupním zařízením (např. děrno
páskovým).

Pracovními paměťmi překladače jsou operativní paměti (9 U-registrů
a 300 adres ferritové paměti) a magnetická bubnová paměť kapacity
max. 5000 slov. Dále je třeba ještě dvou magnetických páskových
pamětí (MP 1 a MP 2) pro ukládání dat. Překladač pracuje po řadě
ve čtyřech fázích:

1. Vstupní program přečte algolovský text ze vstupní jednotky, zpra
covává jej do zhuštěného symbolického záznamu (tzv. jazyka p-Algolu)
a zapíše jej na MP 1.

2. Hlavní program zpracovává symboly z MP 1 do téměřjiž hotového
kódovaného programu, který zapisuje na MP 2. Používá k tomu také
tří tabulek (identifikátorů, návěští, procedur), uložených na MB.

3. Závěrečný program pak dohotoví překlad uložený na MP 2 a na
MP 1, zapíše sestavený kódovaný program, sestavený v tomto pořadí:

a) vyhrazené adresy pro vstupní program a pak pro mezivýsledky,
b) vlastní program (slova sestavená závěrečným programem, slova

sestavená hlavním programem, konstanty, vlastní jednoduché proměn
né, standardní procedury),

c) úsek adres, které se využívají různým způsobem (jednoduché,
proměnné a parametry volané hodnotou, úsek pro „„bubnové““bloky,
vlastní pole, pole).

4. Výstupní program děruje z MP 1 výsledný kódovaný program,
např. do děrné pásky.

Přizpůsobením překladače fyzikálním vlastnostem počítače a vzhle
dem k četným významným automatizačním prostředkům jazyka
EPOS,sestává překladač bez vstupního a výstupního programu z 3000
slov. Vstupní program vyžaduje 775 slov v MB. Jeho práce nevyžaduje
aritmetické jednotky a technika překladu odpovídá programu, který
může pracovat i v rámci sdílení času současně s jinými programy.

3. Význam automatického programování

Automatické programování přináší svou technikou užitek každému,
kdo se míní stýkat se samočinným počítačem. Tak se stává pro za
čátečníka mechanickým prostředkem k použití počítače, neboť jazyk
systému automatického programování je blízký jazyku matematickému
a umožňuje mu rychlý přístup k počítači. Zkušený programátor po
užívá systému automatického programování jako prostředku k vylou
čení úmorné rutinní práce, aby se mohl spíše věnovat logické struktuře
budoucího programu a jeho algoritmickému zápisu. Přehlednost pro
gramů a menší výskyt chyb při zápisu programů jsou zřejmé výhody.
Nelze však říci, že nasazením systému automatického programování
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vymizí tzv. „ruční“ programování. Praxe dostatečně dokazuje, že se
úlohy, které mají vysokou četnost použitelnosti na počítači, programují
v jazyku počítače. Důvody jsou především ty, že překlad kompilátorem
není nikdy nejefektivnější jak časově, tak obsazením paměti. Dále lze
říci, že jazyk systému automatického programování není univerzální,
takže úlohy z jiných oborů, než pro které byl algoritmický jazyk sesta
ven, se jím zapisují obtížně, nebo zápis nelze vůbec provést. Tak je
obecně známo, že např. pro úlohy automatického zpracování hromad
ných dat, nebo úlohy z numericky řízeného obrábění, se vypracovávají
zvláštní systémy, jak plyne ze specifických vlastností těchto oborů úloh
vzhledem k vědeckým a technickým úlohám.

Nová programovací technika má svým algoritmickým jazykem vý
znamný vliv na přesnou formulaci výpočtových algoritmů běžných
praktických výpočtů. Tím podporuje i vzájemný styk pracovníků téhož
oboru i pracovníků oborů jiných, neboť mají k dispozici vzájemný
dorozumívací prostředek. Její vliv působí také zpětně i na vývoj lo
gické struktury samočinných počítačů. Teprve samočinný počítač, vy
bavený dobrou programovací technikou, se stává účinným výpočtovým
prostředkem.

Lůteratura

[13Backus,J. W.aj., Revised Report onthe Algorithmic
Language ALGOL 60. NumerischeMathematik,4 (1963),420
až 453.

[2]Backus,J. W., Programování v jazyku ALGOL 60.
Přeložili inž. J. Sedlák, inž. J. Imlauf, inž. J. Klouček, původními
doplňky opatřili inž. J. Sedlák a E. Kindler. Praha 1963, SNTL.

[3]Jeršov,A.P., Programmirujuščaja programma dljabystrodějstvujuščej elektronnoj sčotnoj mašli
ny. MOSKVA, 1958, AN SSSR.
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DESKRIPTIVNÍ
GEOMETRIE

Použitie deskriptívnej geometrie
v kryštalografii
JOSEF FILIP, Bratislava (Pokračování)

12. Položme si teraz za úlohu zostrojiť stereografický obraz kryštá
lovej plochy z jej symbolu (Millerovho). Predpokladajme, že zobrazo
vaný kryštál patrí do sústavy rombickej a že je daný pomer para
metrov základnej plochy a:l:c=—0,765:1:0,890. Ak označíme
priesečníky roviny tejto plochy s kryštálovými osami a, d, c radom
A, B, Č a zvolíme db= 1 dm, dostaneme obraz bodu A, keď na polos
OX nanesieme úsečku OA —=76,5 mm (obr. 3). Obraz bodu B splýva
zrejme s bodom Y a obraz bodu C s bodom 0. Z dovodov, ktoré vy
svitnů z dalšieho, bude účelné naniesť parameter c na polos OX a zná
zorniť ho úsečkou OC" — 89 mm.

Bod Y je zrejme už stereografickým obrazom plochy 010, lebo jej
normálou je práve polpriamka OY. Bod X je zase obrazom plochy
100, lebo jej normálou je polpriamka OX. Stred O je obrazom plochy
001, lebo priíslušnou normálou je polpriamka.OZ.

Aby sme zostrojili obraz plochy 110, uvedomíme si, že táto plocha,
resp. jej rovina, je vertikálna a pretína rovinu z v priamke AB. Nor
mála na tůto plochu teda leží na z a je kolmá na priamku AB. Obraz
plochy 110 je preto v bode, v ktorom polpriamka vedená z bodu O
kolmo na priamku AB pretína kružnicu z.

Plocha 011, resp. jej rovina, je kolmá na rovinu u hlavného po
ludníka m a pretína ju v priamke BC. Normála » tejto plochy leží
teda v rovine poludníka m, a preto ho pretína. Aby sme tento prie
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sečník, tj. pól 011, jednoducho zostrojili, sklopíme rovinu u s polud
níkom » a normálou » do priemetne zr. Po sklopení splynie poludník m
s kružnicou z, bod S s bodom S" = X, bod C s bodom C" a normála »
s polpriamkou n' | BC". Priesečníkpolpriamky n' s kružnicou m= z
je sklopený pól 011“.Keď ho premietneme z bodu S“ na priamku m, =
—=FY, ktorá je stereografickým priemetom poludníka m, dostaneme
stereografický obraz 011, plochy 011.

M
101 A 40

Obr. 3
X=100:S'

Podobne zostrojíme obraz plochy 101, ktorej rovina je kolmá na
rovinu ac poludníka "m a pretina ju v priamke AC. Normála n plochy
101 leží teda v rovine ac, a preto pretína poludník m. Aby sme tento
priesečník zostrojili, sklopíme zase rovinu ac s poludníkom *m a nor
málou '» do priemetne 7x.Sklopený poludník tn" splynie s kružnicou z,
sklopený bod S" s bodom FYa bod C s bodom C", ktorý leží na pol
priamke OY a OG" = OC*.Normála *n splynie po sklopení s polpriam
kou In" | AC" a jej priesečník s kružnicou "m"= z je sklopený pól
101" plochy 101. Keď ho premietneme z bodu S" na priamku tn, =
= XX, ktorá je stereografickým obrazom poludníka m, dostaneme
stereografický obraz 101, plochy 101.
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Stereografický obraz plochy 111 móžeme teraz zostrojiť ako prie
sečník dvoch pásmových kružníc, lebo táto plocha patrí do poludníko
vého pásma s plochami 001 a 110 a tiež do pásma s plochami 100 a 011
alebo s plochami 010 a 101. Obrazom plochy 111 je teda bod 111,,
v ktorom sa pretína spojnica stredu O a pólu 110 s pásmovou kružnicou
idůcou pólmi 100 a 011, alebo pólmi 010 a 101,. Na obr. 3 je nakresle
ná pásmová kružnica idůca bodmi 100 a 011,.

Poznámka 3. Obraz plochy 111 by bol s bodom 111; symetrický podla
priamky XX, obraz plochy 111 podla priamky YY a obraz plochy 111
by bol s bodom 1115symetrický podla bodu O.

|

Zzsm /7Is C;

Obr. 4

13. Stereografický obraz základnej plochy 111 móžeme zostrojiť aj
priamo (obr. 4). Plocha 111, resp. jej rovina pretíina kryštálové osi
v bodoch A, B, C a priemetňu z teda v priamke AB. Pól 111 je na po
ludníku m, ktorý leží v rovine u kolmej na priamku AB. Preto stereo
grafickým obrazom m, poludníka m je priemer kružnice z kolmý na
priamku AB. Normála » plochy 111 leží v rovine u a je kolmá na prie
sečnicu roviny u s rovinou ABC. Táto priesečnica ide bodom C a prie
sečníkom G priamky AB s rovinou u. Priesečník normály » s polud
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níkom m, tj. hladaný pól plochy 111, zostrojíme sklopením roviny u
do priemetne 7. Poludník m po sklopení splynie s kružnicou z, bod S
s bodom S" na kružnici z a bod C s bodom C" (S"C" | m;, OC" — 89 mm).
Sklopená priesečnica GC je spojnica GC"a sklopená normála n' | GC.
V priesečníku polpriamky n' a kružnice m“= z je sklopený pól 111.
Keď ho premietneme z bodu S" na priamku m,, dostaneme stereogra
fický pól 111,, ktorý sme mali zostrojit.

Poznámka 4. Z pólu 111; móžeme potom zostrojiť póly 011; a 101; na
príslušných pásmových kružniciach, a to pól 011; na kružnici, ktorá ide
bodmi X, X, 111; a pól 101; na kružnici idúcej bodmi Y, Y,111;. No a pól
110 je na priemere kružnice z idůcom bodom 111s.

X

<<

Obr. 5

14. Keď máme zobrazit kryštálovů plochu odvodenů, ktorej indexy
h, k, I nie sů saméjednotky (3), zostrojíme body A*, BX a CX,v ktorých
táto plocha, resp. jej rovina pretína kryštálové osi. Ak a, d, c značia
základné parametre (tj. parametre plochy 111), je

a b CX x X
0A NĚ OB E 00) i

za predpokladu, že ani jeden z indexov 4, k, I sa nerovná nule. Keď je
niektorý index nulový, je kryštálová plocha rovnobežná s tou osou,
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na ktorů sa nulový index vztahuje. Keď máme body AX, BX, CX,
móžeme na zostrojenie obrazu plochy Ak! vždy aplikovat niektorů
z konštrukcií opísaných v odst. 12 alebo 13, s tým jediným rozdielom,
že namiesto bodov A, B, C použijeme body A*, B*, CX.

Poznámka 5. Keď vieme zobrazit Ilubovolnů kryštálovů plochu, vieme
zostrojiť obraz celého kryštálu, lebo je to súhrn obrazov jednotlivých
kryštálových plóch.

Poznámka 6. Keby sme mali zobraziť namiesto kryštálu zo sústavy
rombickej kryštál zo sústavy tetragonálnej alebo kubickej, postupujeme
rovnako. To, že v sústave tetragonálnej pre základné parametre platí
a —b35c a v sústave kubickej a —b =c, nijako neovplyvní spósob
konštrukcie.

15. Na obr. 5 sme vyriešili obrátenů úlohu k úlohe v odst. 13. Daný
je stereografický obraz 111, základnej plochy 111 a máme určiť jej
pomer parametrov a :b :c za predpokladu, že sme zvolili b = 1.

Riešenie: Rovina plochy 111 pretína kryštálové osi a, d, c po rade
v bodoch A, B, C, pričom B = Y. Normála » plochy 111 sa premieta
kolmo na 7 do polpriamky », idůcej zo stredu O cez bod 111, (9). Vieme,
že AB | n, (13),preto vedieme bodom B kolmicu na 1; a táto priamka
odsekne na polosi OX parameter a = 0A.

Ostáva zostrojiť parameter c. Normála n leží v rovine u poludníka
m, ktorý prechádza pólom 111. Rovina plochy 111 pretína rovinu u
v priamke GC | n, kde G je priesečník priamky AB s rovinou u. Ked
rovinu u sklopíme do zr okolo priamky u, ktorá je pravouhlým prie
metom roviny u a ktorá teda obsahuje polpriamku »;, splýnie sklopený
poludník m' s kružnicou z. Bod S príde po sklopení do bodu S" na
kružnici z (OS"| u) a sklopený pól 111 do bodu 111'“,ktorý dosta
neme, keď bod 111, premietneme na kružnicu m' = z z bodu S'. Spoj
nica bodov O a 111' je sklopená normála n' a na ňu je kolmá klopená
priamka GC*.Pritom OC"| uja0C =c.

(Dokončení)

Redakce upozorňuje, že letos neotiskne ukázkové příklady z mate
matiky, diskriptivní geometrie a fyziky k přijímacím zkouškám na
jednotlivé fakulty ČUVT v Praze, protože se chystá poněkud jiná
forma těchto zkoušek, které budou organizovány centrálně.
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FYZIKA

O původu setrvačných sil
PROF. RNDr. ZDENĚK HORÁK, DrSc.,ČVUT, Praha (Dokončení)

Za nejpřesvědčivějšídůkaz správnosti Einsteinovy teorie se pokládá
stáčení perihelu Merkura, které bylo již dávno známo, a které Newto
nova teorie vysvětlit nedovedla. Einsteinova teorie dává pro úhel oto
čení osy oběžné dráhy Merkurový hodnotu 43" za 100 let, která velmi
dobře souhlasí s astronomickým pozorováním?).

Přes tyto nepopíratelné úspěchy Einsteinovy teorie je třeba přiznat,
že z ní sice vyplývá existence sil, které mají podobné vlastnosti jako
známé síly setrvačné, že se však dosud nepodařilo odvodit pro ně
správné teoretické vzorce.

Ještě závažnější je, že se nepodařilo uvést teorii relativnosti do
plného souhlasu s Machovým principem v tom smyslu, že by z ní
vyplývala souvislost setrvačných sil s rozložením galaxií v kosmické m
prostoru.

Podrobným studiem Einsteinových rovnic pro gravitační pole se
ukázalo, že jeho teorie nevede bez dalších hypotéz k logickému vý
sledku, že setrvačné síly mají opravdu původ ve vesmíru.

Ačkoli fyzikové oslavili již 50. narozeniny Einsteinovy teorie, ne
našli dosud žádné všeobecně uznávané řešení tohoto základního pro
blému důležitého pro celou fyziku.

Byla ovšem učiněna řada pokusů vyrovnat se s touto významnou
otázkou, a proto v závěru naznačím aspoň v hrubých rysech myšlenku
ukazující směr, v němž by bylo možno hledat řešení.

$)VizčlánekJ. Machalického,O gravitačním zákonu New
tonově, který bude otištěn v Rozhledechmatematicko-fyzikálních.
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Klíčový význam mají zřejmě naše základní představy o podstatě
setrvačnosti. Popřeme-li existenci absolutního prostoru a přijmeme zá
sadu, že zrychlený pohyb může vyvolat reálné síly, kterými setrvačné
síly nesporně jsou, jen tehdy, když mění velikost nebo směr rychlosti
měřené vzhledem k nějakým reálně existujícím hmotným objektům,
je zřejmé, že nemůžeme podržet představu, že setrvačnost je svébytnou
vlastností těles nezávislou na okolí. Musíme naopak vycházet z poža
davku, že setrvačnostje nutně vlastností relativní určenouhmo
tami, které těleso obklopují. Jakým způsobem to lze pochopit a vy
ložit, nás poučí jeden z nejdůležitějších Einsteinových objevů, že hmot
nost a energie jsou dva rovnocenné pojmy, protože každému tělesu
příslušínezávisle na jeho pohybovém stavu jistá energie, která se rovná
jeho hmotnosti násobené čtvercem rychlosti světla. Obráceně každé
energii přísluší jistá hmotnost, kterou dostaneme, dělíme-li energii
čtvercem rychlosti světla. Platnost tohoto vztahu se skvěle potvrdila
při transmutacích prvků, při nichž se uvolňuje jaderná energie rovno
cenná úbytku hmotnosti atomových jader.

Takjsmevedenik představě,že energie má setrvačnost,
že podléhá gravitačním silám, a že je také jejich zdrojem stejně jakojí
rovnocenná hmotnost.

Tím jsme se však podstatně přiblížili k řešení problémů setrvačnosti.
Zatímco hmotnost každého tělesa pokládáme ve smyslu klasické me
chaniky za neproměnnou absolutní veličinu, která charakterizuje těleso
nezávisle na ostatních tělesech, víme, že energie tělesa může být
i v klasické mechanice určena okolními tělesy, které na těleso silově
působí.

Zvláště zřejmé je to u energie gravitační. Každé těleso na povrchu
zemskémpodléhátíži a má tzv. potenciální energii, která
při zvednutí tělesa na vyšší hladinu vzroste o hodnotu úměrnou hmot
nosti tělesa a rozdílu výšek. Tato energie tedy závisí na relativní poloze
tělesa vzhledem k Zemi. Čím větší je tato energie, tím větší je ekviva
lentní hmotnost tělesa a tím je také větší jeho setrvačnost. Přiblížíme-li
tedy k zkušebnímu tělesu nějaký hmotný objekt, v jehož gravitačním
poli má těleso potenciální energii, zvětší se jehosetrvačnost, a proto
při jeho zrychleném pohybu budeme pozorovat větší setrvačnou sílu.
Tato přídavná setrvačná síla má tedy původ v onom hmotném objektu,
který dává tělesu gravitační potenciální energii, a objeví se proto tehdy
a jen tehdy, když se tento objekt bude pohybovat zrychleně vzhledem
k pozorovateli, který pohyb tělesa měří.

K tomuto výsledku dospěl Einstein na základě svých rovnic gra
vitačního pole, ale byl si vědom toho, že to samo o sobě nestačí k dů
kazu platnosti Machova principu. Říká doslovně: „V tom musíme vidět
silnou oporu pro Machovy ideje, pokud jde o relativnost všech setr
vačných účinků, a promyslíme-li tyto ideje důsledně až do konce, mu
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símeočekávat,že celá setrvačnost je nutně určena
hmotou vesmíru.“

Domnívám se, že tato závažná Einsteinova slova přímo vnucují
následující úvahu: Je-li zvýšení setrvačnosti tělesa způsobeno přiblí
žením zdroje gravitačního pole a zvětšením potenciální energie tělesa
v tomto poli a má-li mít veškerá setrvačnost původ ve vesmíru, mu
símepředpokládat,že těleso má nějakou potenciální
energii v gravitačním poli vesmíru.

Opravdu by bylo vrcholně nelogické a nevědecké zásadně popírat
gravitační působení galaxií. To není v rozporu s poznatkem, že se
silové působení všech kosmických objektů navzájem ruší, jak je třeba
usuzovat z platnosti zákona setrvačnosti. Gravitační přitažlivost všech
galaxií, které nás obklopují ze všech stran se v celku ruší, podobně
jako se ruší gravitační síly uvnitř duté koule, ať má koule jakkoli
velkou hmotnost. To ovšem neznamená, že potenciální energie hmotné
částice uvnitř koule je nutně nulová. Naopak je známo, že její energie
je všude uvnitř koule stejná a rovná se potenciální energii, kterou by
měla na kouli. Musíme tedy připustit, že „„uvnitř““vesmíru má každé
těleso jistou potenciální energii, která je úměrná hmotnosti tělesa. Tato
potenciální energie, kterou bychom mohli nazvat kosmickou
energií tělesa, je stejná ve všech místechvesmíru,kde platí
zákon setrvačnosti. Tak jsme vysvětlili vznik celé setrvačnosti tělesa
jako důsledek jeho kosmické energie, jejímž zdrojem jsou všechny
galaxie rozptýlené ve vesmíru. Proto také vzniká klasická setrvačná
síla — úměrná celkové hmotnosti tělesa — právě jen při pohybu zrych
leném vzhledem k vesmíru.

Z tohoto výkladu vyplývá závažný důsledek. Kdyby se počet galaxií
ve vesmíru zmenšil, byla by kosmická potenciální energie menší a tedy
i setrvačnost všech těles by se zmenšila. K zastavení pohybu tělesa by
pak také stačila menší síla. Kdyby konečně vesmír zcela vymizel,
neprojevovala by tělesa žádnou setrvačnost, nehledíme-li k nepatrné
setrvačnosti odpovídající potenciální energii v místním gravitačním poli
jednotlivých sluncí nebo planet.

Správnost této názorné teorie setrvačnosti je možno velmi pádně
zdůvodnit známým experimentálním poznatkem z jiného oboru fyziky,
totiž z elektromagnetismu. Je známo, že transformace střídavých proudů
je založena na skutečnosti, že časově proměnný elektrický proud v pri
márním vinutí transformátoru indukuje proměnný proud v sekundárním
vinutí. To znamená, že zrychlený pohyb elektronů v jednom vodiči
způsobuje zrychlený pohyb elektronů ve druhém vodiči. Uvážíme-li,
že elektrony sekundárního vinutí mají v elektrickém poli elektronů
primárního vinutí potenciální energii, vidíme, že elektromavnetická
indukce se dá vyložit jako důsledek setrvačnosti elektrostatické en ergie
elektronů.
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Setrvačnost těles a transformace proudu jsou tedy jevy obdobné
a oba jsou založeny na setrvačnosti energie. V prvním případě gra
vitační energie, ve druhém energie elektrické.

Je třeba dodat, že naznačený výklad setrvačnosti, který vysvětluje
setrvačné síly nikoli jako síly zdánlivé, ale jako skutečné síly způsobené
zrychleným pohybem vzhledem k vesmíru, je v zásadním souhlasu
s obecnou teorií relativnosti i s Machovým principem.

Nápadná jednoduchost načrtnutého pojetí setrvačnosti jakožto vlast
nosti kosmické gravitační energie jistě přispívá k jeho věrohodnosti,
neboť právě nejzákladnější fyzikální představy a vztahy jsou obvykle
velmi jednoduché. Na druhé straně by se však přílišná jednoduchost
mohla zdát podezřelou. Mohlo by se skutečně namítnout, že tak jedno
duchá myšlenka by se už dávnojistě objevila, kdyby nebyla z nějakého
důvodu nepřijatelná.

Této námitce však lze ulomit hrot nebo jej aspoň otupit připome
neme-li, že lidské představy o vesmíru byly až do novější doby velmi
nedokonalé. V době Newtonově byly známy jen stálice tvořící naší
galaxii (Mléčnoudráhu), a proto se zdál Berkeleyův názor, že setrvačné
síly mají původ ve hvězdách, velmi fantastický. Ilustruje to výrok
jistého fyzika z pozdější doby, který prohlásil, že si nedovede před
stavit, že by malá třpytivá hvězdička mohla usměrňovat pohyb Fou
caultova kyvadla v pařížském Pantheonu. Opravdu je možno se při
bližným výpočtem přesvědčit, že podle dnešních představ o systému
Mléčné dráhy, vznikají gravitačním působením všech stálic v ní obsa
žených setrvačné síly téměř miliónkrát slabší než jaké skutečně po
zorujeme.

Ještě v době, kdy Einstein koncipoval svou obecnou teorii relativ
nosti, byla existence mimogalaktických mlhovin (tj. ostatních galaxií
obklopujících naši vlastní Galaxii) velmi pochybná. Ani přibližněsprávná
představa o množství, vzdálenostech a pohybech galaxií není starší
než asi 30 let!

Závěrem zdůrazňuji, že jsem se zde omezil na zásadní myšlenky
této jednoduché teorie setrvačnosti, a že její podrobná matematická
formulace nebyla dosud plně propracována.

Na problému setrvačnosti intenzívně pracuje řada teoretických fyziků
v různých zemích, a proto lze očekávat, že i tento obtížný problém
bude v dohledné době dořešen, a že se nakonec fyzikové shodnou na
nejsprávnějším řešení, které nejlépe vystihne skutečnou podstatu setr
vačnosti.
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Barevná televize
ING. JIŘÍ PAZDERÁK,CSc., Praha (Pokračování)

Přenosové soustavy barevné televize

Pod pojmem přenosová soustava nebo též systém barevné televize
máme na mysli způsob, kterým se základní barevné signály Ep, Eg,
Ep vycházející ze snímací soustavy kódují v jediný úplný signál ba
revné televize Epry, resp. způsob, kterým se tento signál na přijímací
straně dekóďujea obnovují se základní barevné signály.

Úplný signál barevné televize se skládá ze signálu jasového a signálu
barvonosného. Jasový signál By přenáší pouze údaj o jasu snímané
scény a nikoliv o její barvě. Jasový signál, jehož skladba je ve všech
moderních soustavách prakticky shodná, vytváří se v maticovém obvo
du kódovacího zařízení televizního studia (obr. 7) lineární kombinací
základních barevných signálů podle vztahu

Ey = 0,30Eg + 0,59Eg + 0,11E.

úplný Signál

Ep jasový signál Ey 3 Epry

Eg 1 Eg E,
7 b ,

barvonosné 2 p2drVonosný
Ep složky,Ez E, signál E,

barvonosná
vlna

Obr. 7. Principiální schéma kódovacího zařízení barevné televize
1 - Kódovací maticový obvod
2 - Modulátor
3 - Součtový zesilovač

Tato skladba jasového signálu odpovídá i běžnému signálu černobílé
televize. Svojí přítomností v úplném signálu barevné televize splňuje
tak jasový signál požadavek slučitelnosti soustavy barevné televize
s užívanou soustavou černobílé televize, tzn. umožňuje příjem barev
ného vysílání i na přijímačích černobílé televize (samozřejmějen v černo
bílém podání) nebo i příjem černobílého vysílání na přijímačích ba
revné televize (také jen v černobílém podání). V kódovacím zařízení
postupuje jasový signál Hy z kódovacího maticového obvodu do součto
vého zesilovače, kde se sčítá s barvonosným signálem,
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Barvonosný signál E, přenáší pouze informace o barvě snímané scény,
nikoliv o jejím jasu. Skladba barvonosného signálu je proti jasovému
signálu složitější a je typická pro různé moderní přenosové soustavy
barevné televize. Základem barvonosného signálu je barvonosná vlna
A sin (2rfot + ©), tj. elektrický signál sinusového průběhu v závislosti
na čase !, amplitudy A, kmitočtu f;pa fáze p. Modulací této barvonosné
vlny vzniká barvonosný signál Ej. Působí-li modulační signál na ampli
tudu A nosné vlny, která se mění v jeho rytmu, jde o modulaci ampli
tudovou. Působí-li signál změny okamžitého kmitočtu barvonosné vlny
fo, jedná se o modulaci kmitočtovou. Při kmitočtové modulaci zůstává
amplituda barvonosné vlny konstantní. Konečně ovlivňujeme-li modu
lačním signálem fázi barvonosné vlny ©, jde o moďulact fázovou. Typ
modulace je jedním z hlavních znaků, kterým se jednotlivé přenosové
soustavy barevné televize navzájem odlišují.

Vytváření barvonosného signálu sledujme ve schématu kódovacího
zařízení barevné televize na obr. 7. Lineární kombinací základních
barevných signálů Ep, Eg, Ep se v kódovacím maticovém obvodu
vytvářejí také dva signály tzv. barvonosnýchsložekEp — Bya Bx — By

Eg— By = 0,7 Eg —0,59 Eg — 0,11 Eg,
Bp— By = —03 En —0,59 Eg + 0,89 Ex,

které nesou informace o barvě snímané scény. Tyto barvonosné složky
modulují v modulátoru barvonosnou vlnu Výsledkem je barvonosný
signál E;, který v součtovém zesilovači spolu se signálem jasovým Ey
vytváří úplný signál barevné televize

By + Ex,= Epry
Kmitočtovou skladbu úplného signálu barevné televize znázorňuje

obr. 8. Kmitočtové pásmo jasového signálu (tj. spektrum kmitočtů,kmitočet© barvonosné
vlny o |E, i

E

|
0.. 1.. 2 3 4 5 6 fÍMHZ

pásrno barvonosného
Obr. 8. Kmitočtová signálu b

skladba úplného -4 ; / / v + =
signálu barevné kmifočfové pásmo jasového (černobílého)

televize signálu E,
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které je nutné pro přenos obrazového signálu) odpovídá kmitočtovému
pásmu běžného signálu černobílé televize, jehož šířka je v naší televizní
normě 6,5 MHz. Tato značná šíře kmitočtového pásma jasového (černo
bílého) signálu odpovídá potřebné rozlišovací schopnosti jasového (čer
nobílého) obrazu. (SŠpožadavkem reprodukce jemných detailů v te
levizním obrazu roste i potřeba šíře kmitočtového pásma přenosu obra
zového signálu.)

Signály barvonosných složek a i barvonosný signál se naproti tomu
přenášejí úsporným způsobem se značně omezeným kmitočtovým pás
mem přenosu proti signálu jasovému, což dovoluje snížená barevná
rozlišovací schopnost zraku proti jeho rozlišovací schopnosti černobílé.

Barvonosný signál vytvořený určitým typem modulace barvonosné
vlny se přenáší ve společném kmitočtovém kanálu se signálem jasovým.
Kmitočet barvonosné vlny se pak volí uvnitř kmitočtového pásma
jasového signálu tak, aby se jasový a barvonosný signál co nejméně
ovlivňovaly.

V minulých patnácti létech vznikla řada různých přenosových
soustav barevné televize, které soutěžily o provozní využití. Z nich
nejzávažnější je americká soustava NTSC, francouzská SECAM a zá
padoněmecká PAL
Soustava barevné televizeNTSC

Přenosová soustava barevné televize NTSC (National Television
System Commitee) byla vyvinuta v USA, kde je v provozu od roku 1953.
Později byla vypracována její evropská varianta přizpůsobená zdejším
soustavám černobílé televize s rozkladem obrazu na 625 řádků. Barvo
nosný signál se v soustavě NTSC vytváří kvaďraturní (amplitudovou
i fázovou) modulací barvonosné vlny

Princip kódování signálů v soustavě barevné televize NTSC zná
zorňuje schéma na obr. 9. V kódovacím maticovém obvodu se lineární

Ep Ev “ 3 | Ers

coséníkt

Pe, 1 Feb, 2 
+ b

EB- E5E, , 2 |TT
Msinet

Obr. 9. Princip kódování signálů v soustavě barevné televize NTSC
1 - Kódovací maticový obvod
2 - Modulátor
4- Boučtový zesilovač
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kombinaci základních barevných signálů Ep, Eg, Ep vytváří jasový
signál By a obě barvonosné složky Ep — By a Ex — By.

Podstata kvadraturní modulace spočívá v tom, že obě barvonosné
složky modulují barvonosnou vlnu v kvadratuře, a to tak, že v jednom
modulátoru složka Ep —By moduluje amplitudu kosinusové vlny
kmitočtu fp

(Ep — By) cos Znfot
a v druhém modulátoru barvonosná složka Ep — By moduluje ampli
tudu sinusové vlny stejného kmitočtu f;

(Ep — By) sin 2orfgt

Exrse 1 Ev Ecost
EG

EE, barvonosný F
signál E, B,

sin2xff
V

© Obr. 11. Dekódovací obvody přijímače v sou
Ry stavě NT.SO

1 - Oddělení jasového a barvonosného signálu
2 - Demodulátor

N 3 - Dekódovací maticový obvod

fázep «
0 = Obr. 10. Vektorový diagram barvonosného sigE3-E,| náluvsoustavěNTSC

Jak znázorňuje diagra.a na obr. 10, jsou obě takto vzniklé amplitudově
modulované vlny navzájem v kvadratuře, tj. vzájemně fázově posunuté
o 90" Jejich sečtením vzniká jediný barvonosný signál

Eg = A sin (žnfit + 9),
jehož amplituda

A = |(Eg— Br) + (Ex—Br
a fáze

Eg— Byw=arctgEx Ev
se mění podle velikosti barvonosných složek a tím i podle přenášené
barvy. Barvonosný signál se v součtovém stupni sčítá s jasovým signá
lem a vzniká úplný signál barevné televize Eyrso, který se vysílá.
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V přijímači po zpracování vysokofrekvenčního signálu přijatého
anténou a po jeho zesílení vstupuje úplný signál Eyrse do dekódova
cích obvodů (obr. 11). Zde se kmitočtovými filtry nejdříve odděluje
jasový a barvonosný signál. Barvonosný signál vstupuje do dvojice
demodulátorů, kde se opět v kvadratuře demoduluje a vznikají pů
vodní barvonosné složky Ep — By a Eg — By. Jejich lineární kom
binací s jasovým s'gnálem By se v dekódovacím maticovém obvodu
podle vztahů

Ep = By+ (ER—By),
Ea = Ex — 0,51 (Eg — Ex) — 0,19 (Ex — By),

Eg = By + (E; —By),
vytvářejí obnovené základní barevné signály Ep, Eg, Ep pro barevnou
obrazovku přijímače. (Dokončení)

| NAT

PM
ASTRONOMIE

Jak lze určit vzdálenost Měsíce od Žemě
Dr. JAROMÍR ŠIROKÝ, UP Olomouc

Výzkum Měsíce dostal se po delší době opět do popředí zájmu astro
nomů. Řada umělých družic Měsíce vyslala na Zemi snímky měsíčního
povrchu a některé sondy konají přímý průzkum měsíčního povrchu.
Předpokladem pro tyto úspěchy kosmonautiky bylo určení mnoha dů
ležitých veličin, mezi něž patří vzdálenost Měsíce od Země.

Pokud je z historie známo, poprvé se pokusil o určení vzdálenosti
Měsíceod Zeměalexandrijskýastronom Aristarchos ze Samu
(narozený počátkem 3. století př. n. 1.). Geometrickou úvahou se po
kusil stanovit, kolikrát je vzdálenost Země od Slunce větší než vzdá
lenost Měsíce od Země. Aristarchos uvažoval asi takto: v okamžiku,
kdy je Měsíc v první anebo v poslední čtvrti, tvoří střed Slunce, střed
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Měsíce a pozorovací místo na povrchu Země pravoúhlý trojúhelník
Spravým úhlem ve středu Měsíce M (obr. 1).

Změříme-li úhel «, který svírá směr ke Slunci S se směrem k Měsíci,
pak platí

a
COSX — —r

kde a je vzdálenost pozorovacího místa na Zemi od středu Měsíce,
r vzdálenost od středu Slunce.

Aristarchova úvaha byla v podstatě správná, přesto však dospěl
k chybnému výsledku, a to jednak proto, že pro něj bylo velmi obtížné
určit přesně časový okamžik, kdy je Měsíc ve čtvrti, a jednak proto,
ze neměl možnost přesně změřit úhel «, který se navíc jen málo liší
od pravého úhlu. Aristarchos určil w = 87“ a z toho vypočítalZ=00887čili.Z—0,0523| neboli-——-19

r r a

X u zdráha Měsíce
m Obr. 2

Podle současných přesných měření je úhel « — 89“ 51“, tedy cos « =
= 0,002 62, což odpovídá poměru

Slunce

— — 380a
Skutečný poměr vzdáleností Slunce a Měsíce od Země je tedy 20krát
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větší, než určil Aristarchos. Přesto je Aristarchova úvaha historicky
velmi cenná, neboť znamenala kvalitativní skok ve studiu vesmíru.

Asi 100 roků po Aristarchovi měřil vzdálenost Měsíce od Země
Hipparchos, který k tomuto účelu využil pozorovanáúplného
zatmění Měsíce. Vzdálenost Měsíce od Země stanovil v jednotkách
poloměru Země a dospěl k velmi dobrému výsledku.

Hipparchos zjistil, že při úplném zatmění Měsíce projde střed Měsíce
stínovým kuželem Země přibližně za tři hodiny (obr. 2). Protože oběžná
doba Měsícevzhledemke Slunci (tzv. synodický měsíc) je
asi 30 dní, pak za jeden den Měsícurazí oblouk

o 19“

0 = 12" a za třihodinyoblouk U 1,5“
Úhel y na obr. 2 je poloviční, je tedy y — 0,75“. Zdánlivý průměr
Slunce je 0,5“, je tedy úhel d = 0,25". Pro trojúhelník MSZ můžeme
psát

sne:snf—=r:a.
Hipparchos vzal podle Aristarchova výsledku poměr vzdáleností

Slunce a Měsíce od Země r :a — 19 I; protože úhly « a B jsou velmi
malé, můžeme psát

«:B—= 19 1
Pro součet úhlů v trojúhelníku MSZ platí « + B + e = 180", dále

platí y + e + 0 — 180", a odtud
a+-B=v-+0.

Protože y + 0 = 0,75* + 0,25“ —=IV, je také

a+-B=V=60
Známe poměr i součet úhlů « +- $ a odtud stanovíme B = 3, a = 57

Protože trojúhelník ZAM je pravoúhlý, platíR.
— = 8N«.a

Číselná hodnota je sin « — sin 57“ — 0,016 58, je tedy
R
— = 0,016 58a

a odtud vzdálenost Měsíceod Země a = 60,3 R. .
Vidíme, že Hipparchův výsledek souh!así velmi dobře se skutečností,

1 když použil nesprávného Aristarchova výsledku pro poměr vzdále
ností Slunce a Měsíceod Země. Součet úhlů « —( určil celkem správně,
poměr úhlů je ve skutečnosti 380 : 1, avšak chyba v určení © nemůže
být větší než 3' (Hipparchos stanovil « = 57, součet a + B= 60;
nemůže tedy « být větší než 60" a odchylka od správné hodnoty ne
může přesáhnout 3').
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Aristarchos 1 Hipparchos mohli stanovit pouze poměrné vzdálenosti,
protože v jejich době nebyla známa žádná veličina, vystupující ve
výpočtech, a to v žádné z tehdy užívaných délkových jednotek.

Přejděme nyní do současnosti. Moderní metodou je měření vzdále
nosti Měsíce pomocí rádiových signálů. Z bodu A na Zemi vyšleme
rádiový signál o vlnové délce A— (10 až 15)m směrem k Měsíci M
(obr. 3). Rádiové vlny se odrazí od povrchu Měsícea vrátí se do bodu A
za dobu ť;za tuto dobu urazí vzdálenost 2/ rychlostí c. Je tedy

cí=%UAT
A ď

Obr. 3

Obr. 4v 6
R a

Z

Dobu 7 změříme přesnými stopkami, rychlost elektromagnetických
vln je c —299 795 km s-, můžeme tedy vypočítat vzdálenost bodu A
od povrchu Měsíce.

Chceme-li znát vzdálenost středu Měsíce od bodu A na povrchu
Země, musíme ke vzdálenosti / přičíst poloměr r Měsíce. Tento poloměr
stanovíme, změříme-li z bodu A zdánlivý průměr Měsíce. Označíme-li
zdánlivý průměr Měsíce2y, pak podle obr. 4 je

bs yr
= sl dtud = ————

[Tr siny a odtu r I siny
bsiny lJeted l —| OLO Luy Tr = l—siny

Nyní můžeme určit vzdálenost a středu Země od středu Měsíce,
potřebujeme však ještě změřit zenitovou vzdálenost z Měsíce v pozoro
vacím místě A. Potom pomocí kosinové věty vypočítáme z trojúhelníku
ZMA (obr. 3)

a = VR:+ (+13 +2R(I+r)cosz
Podle současných měření je střední vzdálenost Měsíce od Země

a — (384 405 + 4) km
a poloměr Měsíce

r = 1738,0km
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NAŠE —
SOUTĚŽ
Matematika

i i VHm „Mk 

1. Paty kolmic spuštěných z libovolného bodu (různého od vrcholu)
kružnice opsané pravidelnému šestiúhelníku na jeho strany tvoří nekon
vexní šestiúhelník s úhly vesměs pravými (vnitřními nebo vnějšími). Do
kažte.

(Došlo 18 řešení) Josef Brejcha

Riešil Marian Fúrik, III.C SVŠ, Zvolen:
Označme pravidelný šesťuholník ABCDEF a zvolme pravouhlů súradnů

sústavu Pxy tak, že stred šesťuholníka je v počiatku P a jeho strana má
velkosť 1. Zvolme ďalej A = (1,0); pak je

B=(ž 2). o=(-7M). D=(-19,B=(-Ž,-F222 2 2 2

= (1,132 2)
Eubovolný bod kružnice opísanej šesťuholníku rózny od jeho vrcholov

označme N = (n, Vl1—m) (jn| < 1). Rovnice priamok, v ktorých ležia
strany šesťuholníka, sú

AB=3x+ |3y—3=0,BC=2y— |3=0,
CD=3«u—V3y+3=0,DE=3 + V3y+3=0,

EF =2y+ V3=0, FA=3x—|3y— 3=0.
Než pristůpime k dalšiemu, dokážeme vzorec. Majme priamku p = az +

+ by + c = 0a bod B-= (6; 1). Potom páta kolmíce k spustenej z bodu B
na priamku p má súradnice

o= [EE bu me, dumab be]až + bž až + b?

Dókaz: Ak a = 0, b 5 0 alebo a = 0, b = 0, lahko sa presvedčíme, že
vzorec platí. Ďalej nech a = 0, b 3 0. Priamka k má zrejme rovnicu £ =
= br —ya + d = 0. Kedže k prechádza bodom B, je bé —an + d = 0.
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Z toho vyplýva, že k = bz —ay + an — bé = 0. Z rovníc
az + by+ c= 0, ba —ay + an- bě=0

určíme ekvivalentnými úpravami
bžě — abn — ac a*n — abé — bc

až + b? až + b?

Teraz pomocou dokázaného vzorca lahko vypočítame súradnice piat kol
míc spustených z bodu N na strany šesťuholníka. Tieto páty označme:
Pap (páta kolmice.prechodiacej bodom N spustenej na stranu AB) atď. Je

Pax=|- VA+n+3 HF- P+R]

£ = , y = , c.b.d.

4 4

= l]Pro=|n. z|

Pop<|B-H=+na3, 3/1—ni+V3n8,4 4

Pos|= ně 1-33i- n—pel,
= -HHPgr=ln, z |

Pra<| BH=H+nh3,Bar Br]
Dalej je ve vektorovom označenie

PapRPBCo[RR +m3, 3 za- Bn+B],4

PzoPop<[BH=F— 3m-3, Bin +an- 8),

PovPog=|=V3JIH, Br,
pro| =PA3, AMRBaB]PrnPra =(KRBnb3šYLam+8),

PraPás=|=BH, —nl).
ÉÚahkodokážeme, že tieto vektory sú nenulové (použitím toho, že N >
= A,B,..., Fa|n|< 1).

Vypočítajme skalárny súčin

PasPgo.PpoPopIBN- in—3 SY m 3n 8
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+ —3Vi—ni+ j8n+V3 3Vi—n+ W3n—3
4 : 4 ©

sl 8 1— ně—3)*— 9n* + 3n2— (31 —n —Všy| =i
[3 3nž — 63 V1— nž + 9— 9n*+ 3n2—9 + 902+| 6

+6 jsyr—mé—s|=0.
Podobne dokážeme, že platí

—————)-— — —
Ppc Pop . Fop PDE = 0, Pop PpE.PpgEPEF =0,- n
PpEPgr PEyFrPra= 0, PEpPra .PraPaB=0,

———»-7
PraPaB. Pak PBGC= 0.

Platí teda
PasPBc | PacPop| PopPpE| PoEPgr | Pgr Pra L

LPra Pas | Pas PBo
Z toho plynie, že

Pas PpoPopPpg Pgr Pra Pas
je lomená (uzavretá) čiara s pravými uhlami vo všetkých vrcholoch
(vnůtornymi alebo vonkajšími).

Dokážeme, že táto lomená čiara sama seba nepretína. Zrejme stačí
dokázať, že dvojice úsečiek

Pas Psa, Poe Pgr; PBoPop, Ppr Pap; PopPpg, Par Pap,
nemajů spoločný vnůtorný bod (ostatné dvojice sů buď rovnobežné
alebo majů spoločný jeden koncový bod).

Bez újmy na obecnosti móžeme predpokladať, že bod N leží na„u —
kratšom oblůku AB, teda pre » platí $ < n < Ia dalej Vi —nž> 0.

Pre súradnice y bodov
PaB, PBc, PDE, PEF

platí pak

Pas 3Yr—n- sny|8 3Mom- BDs,
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[táto nerovnosť je totiž ekvivalentná s (n + 1). (21 — 1) > 0),

PEF —p < 0.
Z toho plynie, že úsečky

Pas PBo, PpgEPEr
ležia v opačných polrovinách vyťatých osou © a preto nemajů žiaden spo
ločný bod.

Pre súradnice y bodov
PBc, PoD, PEF, PRA

platí VV2.2
3Vi—n+|V3n+V3V

4 2

PBc

Pop

(lebo je ekvivalentná s (n — 1). (2n + 1) < 0),

„VB B

Par 3/i—n+ V3n—V3„V
4 2

(lebo je ekvivalentná s 2n? — 3n + 3 > 0).
Preto úsečky

PgcPopD, Pyr PFA

ležia v opačných polrovinách vyťatých priamkou 2y —V3 = 0 a teda ne
majú spoločný žiaden bod.

Pre súradnice z bodov
Pop, PDE, PrA, PAB

platí íPocoV3Vi—n+n-3V 3+1—38.0,
4 4

PDE —WBVi—n+n-3 0+1-—3 9
4 4

přáVTZn 80148,
Pap -BN-H+n+3-B-bti>o,

Úsečky
Pcp PoE, Pra PAB

teda ležia v opačných polrovinách vyťatých osou y a preto nemajů spo
ločného bodu.

Preto sa uvedená lomená čiara nepretína a
Pap Pac PocoPvygPzr PFA

330



je šesťuholník. Predpokladajme, že je konvexný. Potom všetky vnůtorné
uhly musia byť pravé; ich súčet je 6R. Avšak každý šesťuholník má súčet
vnůtorných uhlov 2 (6 — 2) R — 8R; spor. Teda náš šesťuholník musí byť
nekonvexný. Konkrétne vyhovuje šesťuholník s jedným vnúůtornýmuhlom
velkosti 3R. Tým je úloha rozriešená,

Konstruktivní geometrie

1. Dokažte, že společnétečny paraboly dané ohniskem Ja řídicípřímkou d
a kružnice opsané z ohniska poloměrem rovným parametru paraboly, pro
tínají osu paraboly v bodě souměrném s ohniskem 7 podle přímky d.
Určete velikost úhlu obou tečen.

(Došlo 22 řešení) Josef Glivický

Řešil Tomáš Duby, 4.0, SPŠE, Bratislava:
Nech priamka / je spoločná dotyčnica paraboly a kružnice £k= (F, p),

kde p je parametr paraboly (obr. 1). OznačmeT dotykový bod priamky

Obr. I'7

a paraboly. Pre bod T platí
FT = TO,

kde TG je vzdialenosť bodu T od riadiacej priamky ď. Trojuholník
F©T je rovnoramenný o základní F©. Pre dotyčnicu paraboly je

X FTP = XOTP
pričom bod P je priesečík priamok FG a ť a sůčasne bodom dotyku
priamky f a kružnice k = (F, p). Dotyčnica je osou sůmernosti troj
uholníkaFTG a FP —PO = p, PO | i, FA = 2FP = 2y.

Označme Ó priesečík dotýčnice f a osi paraboly o, D priesečík ria
diacej priamky s osou paraboly (d | '0).

Ramená uhlov FOP a FOD sú na seba kolmé, a preto
X FOP — «XFÓD
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JetiežFP—FD=p,a preto
A FOP <A FÓD

a tiež FO —FO = 2p.
Nakolko však FD = p, FD —OD = FO = 2p, potom je bod O

súmerne združený s bodom F podla riadiacej priamky ď.
Označme © FOP = «, potom

sin„IEBRO2. 2"
= 30"

Preto velkosť uhlu oboch dotýčniecje © TOT = 2x — 60.
Poznámka: X OTP = «xFOP, PO = PF, A OFP = A TOP, a pre

to A FTje rovnostranný.

Fyzika
3. Kometa má postupnou rychlost v odsluní 4krát menší než v přísluní.

Jak veliká je její numerická výstřednost 8?
V přísluní má tato kometa od středu Slunce vzdálenost 77 = 1,465 pla

netárních jednotek. Stanovte její střední vzdálenost a od Slunce, délkovou
výstřednost e a vzdálenost odsluní 74. Jak veliká je její oběžná doba T?
Porovnáním výsledků s hodnotami v tabulkách zjistěte, o kterou kometu
jde.

Pokyn: Planetární jednotka R je střednívzdálenost Zeměod Slunce,
tj. R = 149,5. 109[km].

(Došlo 29 řešení) Otakar Julák
Řešení autorovo:

Ve vrcholech hlavní osy je úhel sevřený rychlostí v eliptické dráze
a příslušným průvodičem roven 90“, proto platí přímo z 2. Keplerova
zákona

Un.TripUa ťa,
kde u jsou rychlosti, r příslušné průvodiče, index 7r značí perihelium,
index A afhelium komety

Un WA = Ta :Tn.
Ježto

Um:ua =4,
je

ra = 4rr .
Délka hlavní osy

2a= rn+ra,a=(4+1I).rz:2=Šrn,
2e= ry—Tp,e= (4—1).rn:2=Šrz,

kde e je délková výstřednost, číselná výstřednost

6= = $rn:šřn= 06.
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Podle 3. Keplerova zákona platí
T%:Tk = 12 tak,

odtud
TgR=Tzlak:rž,

kde T'z = 1 rok, rz = 1 plan. jedn., Tg —oběžná doba komety v rocích,
AK= š7n = 3,6625plan. j.,

Tg = Vak = V3,6625*— 7,009roků .
Vzdálenost odsluní

ra = 24 — rn = 2.9,6625 — 1,465 — 5,860 pl. j.
Vypočtené parametry odpovídají parametrům komety Borrelly

z r. 1905.

4. První umělá družice Měsíce, nazvaná Luna 10, byla vypuštěna dne
31. III. 1966.Její nejmenší výška nad povrchem Měsícebyla hrr = 350 [km]
(v pericentru, tj. v nejbližším bodě své eliptické dráhy od středu Měsíce)
a největší výška nad povrchem Měsíce (v apocentru, tj. v nejvzdálenějším
místě dráhy od středu Měsíce) byla 24 — 1000 (km]. Hmotnost Měsíce je
mo = 7,347.. 10?ž [kg], jeho poloměr je re = 1738 [km], gravitační kon
stanta je « — 6,67.. 107" [m?kg-1s7?].

Pro družici Luna 10 určete numerickou výstřednost e, velkou poloosu a

onppiokédráhy, kruhovou rychlost (tj. střední dráhovou rychlost) uz a dobuoběhu T.
Jak veliký (ve stupních) by se jevil zdánlivý poloměr Měsícepozorovateli

z této družice v nejmenší vzdálenosti od Měsíce a kolikrát by pozorovaný
poloměr měsíčního kotouče se jevil větší než zdánlivý poloměr Měsíce po
zorovaný ze Země?

(Došlo 29 řešení) Otakar Julák
Řešení autorovo:
Poloměr dráhy Luny 10 je v pericentru

rr = fo+ hn = 2088[km],
V apocentru

ra = TaT ha = 2378[km]; rz + ra = 20,
takže

a — 2413 [km], 2e—=74 — rn, €= 325 [km]
Číselná výstřednost

Ee= e:a=0,1340
Konstanta gravitačního pole Měsíceje

Z my = 4,9005.. 107%[m* s7?]
Oběžná dobaT=2n|a*|x.m =10640s=177,3min=2h57,3min.
Střední dráhová rychlost je bud



nebo

U, = 204: T Wa— 1,424 [km so)
Zdánlivý poloměr Měsícepozorovaný z pericentra Luny 10 udává

sina = fo:Tr=0,8324, «a—5020
zdánlivý poloměr Měsíce pozorovaný ze střední vzdálenosti Země činí
podle Valouchových tabulek 15". Poměr úhlů je 56 60' 15' — 224.

Pozorovatel by viděl ze vzdálenosti pericentra Luny 10 poloměr
Měsíce 224krát větší než ze střední vzdálenosti Země.

k. A “ k,ké (UTVN777
Bo P We VE

ý M "M A

MMO

Řešení úloh IX. Mezinárodní
matematické olympiády ve dnech
3, až 12. července 1967 v Jugoslávii
DOC. JAN VYŠÍN, Praha

1. Budiž ABCD rovnoběžník, jehož strany AB, AD mají po řadě
délky a, 1 a jehož úhel © DAB má velikost «. Trojúhelník ABD nechť
je ostroúhlý. Pak jednotkové kruhy se středy A, B, C, D pokrývají)
rovnoběžník ABCD právě tehdy, když platí

a S Cosa- V3.sina
Dokažte!

1) To znamená, že každý bod rovnoběžníku náleží aspoň jednomu z těchto
kruhů.
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Řešení. a) Nejprve dokážemepomocnouvětu P:
Budiž X YZ ostroúhlý trojúhelník, r poloměr kružnice jemu opsané.

Pak tři kruhy se středy X, Y, Z o poloměru o pokrývají trojúhelník
X YZ právě tehdy, když platí o Z 7.

Důkaz. Označme S střed kružnice opsané trojúhelníku XYZ
(obr. 1). Protože je trojúhelník XYZ ostroúhlý, náleží bod S jeho
vnitřku. Označme dále X,, Y,, Z, paty kolmic spuštěných z bodu S
po řadě na přímky YZ, ZX, XY Protože je trojúhelník XYZ ostro
úhlý, padnou body X; Yj, Z, do vnitřku příslušných stran. Je-li o < r,
pak bod S nenáleží žádnému z kruhů Kx=(X; o), Ky=(Y; o),
Kz = (Z; 0). Je-li o Zr, pak bod S náleží každému z kruhů K,
Ky, Kz. Protože je XY; < XS, náleží také bod Y, kruhu K, a tedy
všecky body (vyšrafovaného) trojúhelníka XY,S náleží kruhu Kx.
Obdobně se dokáže, že každý z ostatních trojúhelníků XZ,S, YZ,8,
YX49, ZX148,ZY,S náleží některému z kruhů K+, Ky, Kz.

Obr. 1 Obr. 2

Tím je pomocná věta P dokázána.
b) Nechť jednotkové kruhy K4, Kp, Kc, Kp se středy A, B, C, D

pokrývají rovnoběžník ABCD. Pak kruhy K4, Kz, Kp pokrývají
trojúhelník ABD. Kdyby tomu totiž tak nebylo, platila by podle po
mocné věty P nerovnost 1 < r, kde r značí poloměr kružnice opsané
trojúhelníku ABD. Pro střed S této kružnice by tedy platilo

r= AS>1,GSS1, (1)
neboť bod S by podle předpokladu náležel kruhu Kg. Z obr. 2, v němž
je BDC* trojúhelník souměrně sdružený s trojúhelníkem BDC podle
přímky BD, plyne

AS=ČS< CS, (2)
neboť bod S leží uvnitř poloroviny BDA opačné k BDC. Z (1) do
staneme CS < A8, což je ve sporu s (2).

c) Protože kruhy K4, Kp, Kp pokrývají trojúhelník ABD, platí
podle pomocné věty P nerovnost r S 1. Vypočteme r; podle kosinové
věty a podle známého vzorce je

BD?= a?+ l —2acos«, BD = 2rsin«. (3)
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Vyloučíme-li z rovnic (3) BD a použijeme-li vztahu r S Il, vyjde
až |- 1— 2a008a S 4sinž«,

neboli

až — 24 cosw +- 1— 4sin«x<S0,
neboli

(a — cosw)*S 3sinž«. (+)

Protože trojúhelník ABD je ostroúhlý, padne pata jeho výšky spuštěné
z vrcholu D mezi body A, B; proto je a > cos« a z nerovnosti (4)
dostaneme

a— o08saS V3sinu,
neboli

a S Cosa + V3'sin « (5)
d) Obráceně, platí-li (5), platí i (4). Odtud dostaneme obrácením

postupu 47*sin*« —BD*< 4sinž«, tj. r < 1. Z toho vyplývá podle
pomocné věty P, že kruhy Ka, Kp, Kp pokrývají trojúhelník ABD.
Užijeme-li souměrnosti podle průsečíku úhlopříček AC, BD, zjistíme,
že kruhy Ky, Kp, Kc, Kp pokrývají rovnoběžník ABCD.

2. Má-li jediná hrana čtyřstěnu délku větší než 1, pak je jeho objem
w l v

menší nebo roven — . Dokažte!
Řešení. Budiž ABCD tetraedr, jehož hrany mají délky AB =

= 24 S 1, ACS 1, AD S11, BC S 1, BD S 1, CD > L. Označme wu,
v délky výšek trojúhelníků ABC, ABD, spuštěných na stranu AB.

Budiž o rovina stěny ABC. Pak vrchol C náleží vyšrafované části
roviny o, která je průnikem jednotkových kruhů se středy A, B (obr. 3).

Označíme-li body P, ©, M, C, R podle obr. 3,
je zřejmě

u=CRSOCRSPM=|i-*
neboli

us|hi- (6)
Obdobně dostaneme z trojúhelníka ABD

v<li-—* (7)
Protože výška čtyřstěnu ABCD spuštěná

z vrcholu Ď má nejvýše velikost v (jsou-li
stěny ABC, ABD navzájem kolmé), platí pro
objem y čtyřstěnu ABCD tento odhad

y=ixw,
neboli podle (6), (7)

ysšle— 7) (8)



Naším úkolem je najít maximum funkce

$ (© — +9)

v intervalu

O<xSŽ.
Dokážeme, že tato funkce je v uvedeném intervalu rostoucí. Skutečně,
je-li

U<LmSĚÉ,
platí

$ (€3 — vž) — 3 (71 — 41) = 3(%— m) (1— 11 — 372 — +3) =

Z $l(z2—w)(1— 4) = 1x (m2—4)>0,
tj.

Ze vztahu (8) pak dostaneme pro ©= Ž
ysSil(i—á)=t.

Tetraedr, jehož hrany mají délky AB —AC = AD = BC = BD =1
a jehož stěny ABC, ABD jsou navzájem kolmé, má objem $ a jeho
hrana CD má délku Wz

Tím je dokázána věta z úlohy 2 a zároveň je ověřeno, že existuje
tetraedr maximálního objemu $.

3. Buďte k, m, n přirozená čísla taková, že m + k +- 1 je prvočíslo
větší než n + 1. Budiž c; = s (s + 1). Pak součin(Cm+1—0)(Cm+2—©)| (Cm+n—©)
je dělitelný součinem csc, ... cy. Dokažte!Řešení.a)Nejprvezjistímerozepsánímsoučinuc1C;© Cn,Že
platí

C1.Cz. „Ca=ni(n+ 1) (9)

Dále vypočteme

Cn+a—Ce= M+4A—k+ (m +4 —k?,
tj.

Cmii—A = M4 A—k+ (m+A— k)(m+4+b)=
= (m+4— k)(m+r4+k+1 (10)
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přitom A je libovolné přirozené číslo. Pomocí rovnosti (10) upravíme
daný součin takto

P= (©m+1—©) (tm+2 — Cz) (Cm+n—G) = Ps,
kde

P=(m+l—b)(m+2—k (m+n—4), (WW)
Py=(m+k+2(m+k+3) (m+k+n+).

Součin P; obsahuje » za sebou jdoucích celých čísel. Je-li některé
z těchto čísel nula, je

tj. číslo celé.
Není-li žádný z činitelů P, roven nule, je P, až na znamení rovno

součinu %po sobě jdoucích přirozených čísel a pak je také

mn
číslo celé. Platí totiž pro libovolná přirozená, čísla «, B, že

etDEr3et8, (er
B!

je číslo celé.

Tím je dokázáno, že součin P, je vždy dělitelný číslem n!
b) Nyní budeme vyšetřovat součin (m + k+ 1) P,. Je to součin

n + 1 po sobě jdoucích přirozených čísel, proto je podle předchozího
dělitelný číslem (» + 1)! Platí tedy

(m+-k+1)P,=g.ni(nT+], (12)
kde g je přirozené číslo. Pravá strana (12) je dělitelná prvočíslem
m + k + 1.Protožeje m + k + 1většínežkaždéz čísel1,2,...,n + I,
je m + k + 1 dělitel čísla g, tj.

kde r je přirozené číslo. Dosadíme-li z (13) do (12) a krátíme-li číslem
m + k+ 1vyjde

Pzs=r (n+1)!,
tj. součin P, je dělitelný číslem (n + 1)!

Podle (11) je tedy součin P —=P,P, dělitelný číslem n! (n + 1)!,
tj. podle (9) je součin P dělitelný součinem 0,6; Cn,jak jsme měli
dokázat.
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MFO

Mezinárodní fyzikální olympiáda
Je jen málo známo, že ve dnech 25. června až 4. července 1967

se konala ve Varšavě první Mezinárodní fyzikální olympiáda. Ini
ciativa tentokráte náležela Polsku.

Olympiády se zúčastnilo Bulharsko, Československo, Maďarsko,
Polsko a Rumunsko. Každý z těchto států vyslal tříčlenné družstvo
žáků. Od nás to byli:

František Klein, 3. roč. SVVŠ Brno,
Jaroslav Kozáčik, 4. roč. SPŠJT Praha,
Ladislav Obdržálek, 3. roč. SVVŠ Brno,

které vedl prof. dr. Rostislav Košťál z Brna.
vw?Soutěžící dostali tři úlohy, z nichž jedna byla experimentální.

Nejvíce bylo možno získat 40 bodů, úspěšný soutěžící musel dosáh
nout více než 20 bodů. Plný počet 40 bodů nedosáhl nikdo, nejlepší
byl jeden člen maďarského družstva s 39 body. Nejlepším naším
soutěžícím byl J. Kozáčik s 38 body.

Přehled výsledků ukazuje tabulka

1. Maďarsko 107 bodů,
2. Polsko 104 bodů,
3. Československo 103 bodů,
4. Bulharsko 68 bodů,
5. Rumunsko 43 bodů.

Jistě si všichni přejeme, aby podobně jako Mezinárodní matema
tická olympiáda i Mezinárodní fyzikální olympiáda se konala kaž
doročně a měla také tak velkou mezinárodní účast. Statut MFO
připraví zvláštní tříčlenný mezinárodní výbor. M.M.
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MATEMATICKÉ ZÁBAVY

— ( = jJ(n— M(£)-T r“

Tajné násobení

V naznačeném násobení nahraďte tečky vhodnými ciframi:
„„TxXT..

Lu
17..6.

Proč to vždycky
nejde vypočítat?

Jistě jste již vyřešili velký
počet úloh o pohybech, délkách
jejich drah, rychlostech, době trvá
ní apod. Následující úloha není
příliš obtížná, jsou však problémy
s její řešitelností. Zamyslete se nad
ní a pošlete redakci vysvětlení
záhady, před kterou stojí dva
kamarádi, Petr a Pavel.

Jistý cyklistický závod se koná
každoročně na stejné trati, kterou
závodníci projíždějí tam a zpět.
Petr se dozvěděl údaje o rychlosti
vítěze letošního závodu, ale nezná
délku trati. Chystá se jí vypočítat
z těchto údajů: vítěz dosáhl času
5hodin, do kopcejel průměrnou
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rychlostí 30 km/hod, po rovině
40 km/hod a s kopce 60 km/hod.
Pavel mu říká: „Tyto údaje ne
stačí k výpočtu délky trati, já
jsem to zkoušel vypočítat loni,
kdy vítěz dojel za nepříznivých
podmínek v čase o půl hodiny
horším a dosáhl na rovině rych
losti 40 km/hod, do kopce jen
25 km/hod a s kopce 50 km/hod.“
Petr tomu nevěřil a pokusil se
o výpočet z „letošních“ údajů,
kupodivu vypočítal délku trati
závodu velmi snadno. Když však
chtěl stejným způsobem provést
výpočet na základě „loňských“
údajů, neuspěl. Jak je to možné!
Pokuste se nalézt vztah mezi
údaji o rychlostech, při jehož
platnosti je úloha řešitelná.

Jaroslav Šedivý
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0 Euklidovi

DOC. VÍTĚZSLAV JOZÍFEK, ČVUT,Praha

Každý z vás, čtenářů Rozhledů
se setkal se jménem Euklides nebo
také Eukleides. Věty Eukleidovy
o výšce a odvěsně trojúhelníku
pravoúhlého, Eukleidovy kon
strukce máte jistě všichni šťastně
za sebou, s eukleidovskou a s neeuklidovskou© geometrií© nebo
s euklidovským prostorem se mno
zí ještě setkáte.

Kdo to byl Euklides? Historik
odpoví, že byli dva, jeden filosof,
druhý matematik a o toho nám
jde. Víme jen, že žil kolem roku
300 před naším letopočtem, tedy
asi 100 let po filosofu Platónovi,
o kterém jsme jistě již slyšeli.
Platón, žák Sokratův, byl stou
pencem athénské aristokracie, pro
tivník materialistického filosofa
Démokrita. Přesto se přičinil o vy
pracování návodu přesného mate
matického myšlení. Teprve nyní
byly zavedeny definice a názvy
geometrických útvarů a vypraco
ván systematický postup řešení

konstrukčních úloh. Platón je jed
ním z prvních, kteří užili nepří
mého důkazu. Bohužel nevíme ani
přesně kdy a kde se Euklides
narodil, a kdy a kde zemřel. Byl
geometrem a studoval tuto vědu
pravděpodobně v Athénách, ale
žil v době svého největšího půso
bení v Alexandrii. Tam byl před
ním pracovníkem tzv. alexandrij
ské matematické školy.

Víte všichni, že historie hodnotí
správně osobnosti jen tenkráte,
jestliže vykreslí přesně dobu, spo
lečnost a filosofii, v které učenec
žil. Pokusme se tedy nejdříve říci
něco o matematice v tomto věku.

Nejznamenitějších výsledků
v geometrii v době p. n. I. bylo
dosaženo v Athénách ve 4. a 5.
století a hlavně v Alexandrii asi
ve 3. století p. n. I Mluvíme
o „Zlaté době řecké matematiky“,
mezi jejímiž hlavními pracovníky
jsou uváděni Euklides, Archimédes
a Apollonios z Pergy. Před nimi
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bylo v athénské Akademii nashro
mážděno velmi mnoho závažných
geometrických poznatků. Učenci
Akademie postřehli záhy zajímavé
souvislosti mezi geometrickýmivě
tami a tak začali budovat základy
teorie geometrie. Vyhýbali se prak
tickémuužití poznatků, takže mlu
víme o nich jako o teoreticích
matematiky. Mezi tyto učence se
počítají Thales z Miletu (6. století
p. n. 1.), Pythagoras (6. stol. p.
n. 1), Hippokrates (5. stol. p. n.
1.) a vám, asi méně známí Dé
mokritos, Eudoxos a vzpomenutý
Platón.

Geometři a historik Pappos ří
kají, že Euklides byl svědomitý,
skromný, ale vtipný a nebojácný.
Vypravuje se, že faraón Ptole
maios I. žádal Euklida, aby ho
zasvětil snadno do teorie geo
metrie. Odpověď Euklidova prý
byla: „„Neníani pro krále soukro
mé cesty ke geometrii.““ Odpovědí
se naráží na soukromé schodiště
ke královským komnatám. Již
před Euklidem byly pokusy utřídit
soustavně poznatky geometrické
v soubory, kterým se říkalo
„Solchea““, latinsky ,„Elementa“,
česky Základy. První, kdo takový
souhrn vypracoval, byl Hippokra
tes. Jeho práce se nám bohužel
nezachovaly. Vzpomeňte na Hip
pokratovy měsíčky početní geo
metrie o kruhu.

Z těchto a dalších Základů jsou
nejznámější a první zachované
Základy Euklida napsané r. 325
p. n. I. Jimi byla ovlivněna geo
metrie na tisíciletí. Říká, se, že po
bibli byla přeložena do největšího
počtu jazyků. Česky vyšla v roce
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1905 v překladu profesora vinohradskéhogymnasia| Františka
Servíta. V ČSSR, je dále k dispo
zici krásně vypravený překlad
ruský s velmi obsáhlým doprovo
dem a hlubokým rozborem péčí
sovětské Akademie.

Základy nejsou jedinou knihou
Euklidovou. Jsou to dále Data
(v německém překladu od Cle
mense Thaera) obsahující 94 věty
z planimetrie, dílo z astronomie,
fyziky (o světle), o hudebních
intervalech. Dále úryvkovité spisy
o dělení útvarů a dnes ztracené
spisy o kuželosečkách a o klam
ných důkazech. Z matematické
školy pythagorejské a ionské po
cházejí ještě další knihy, které
vděčí za své vydání matematické
tradici.

Vraťme se k Euklidovým Zá
kladům. Jsou ve 13 knihách,
z nichž 4 nejnáročnější byly se
psány jeho předchůdci, a to kniha
pátá a dvanáctá Eudoxem a kniha
desátá a třináctá Theaitetem. Tyto
knihy mají vysokou logickou úro
veň. Později byly k uvedeným
13 knihám přidány další dvě.

Přesto seEuklidovi, který byl
zřejmě podle našich dnešních po
měrů hlavním redaktorem a upra
vovatelem spisu, přikládá největší
zásluha. Euklides vypracoval dů
kladně teorů konstrukcí, které se
prováděly jen pravítkem a kru
žítkem (vzpomeňte na euklidovské
konstrukce) a dále se přičinil me
todickou 1 logickou úpravou 0 to,
že matematika první vybudovala
správnou vědeckou soustavu a
přesný vědecký způsob myšlení.
«Tento cenný postup je zachován



v každé z 15 knih. Nejprve se
definují pojmy. Jsou to definice
nepřesné v našem pojetí, např.
bod je to, co nemá části. Po
těchto definicích následují věty,
které nazývá autor „postuláty“
(požadavky). Př postulátech ná
sledují věty, kterým říká axiomy,
např. z první knihy: Veličiny
rovné třetím jsou Si navzájem
rovny (výrazy postulát a axiom
jsou namnoze mezi sebou zamě
ňovány).

Všechny knihy můžeme rozdělit
na 4 části: V první skupině knih
jde o útvary zobrazené v rovině,
o poměr jejich obsahů, o shod
nost. Druháčást „Základů“ se
věnuje míře velikosti, tj. číslu.
V další skupině se projednává
nesouměřitelnost úseček, jednotky
a velikosti útvaru a ve čtvrté
části stereometrie. Je v ní také
důkaz, že existuje jen pět pravi
delných těles. Z uváděné ukázky
pochopíte rozdílnost dnešních
učebnic s Euklidovými základy.

V druhé knize se ukazují alge
braické identity. Tak např. vzorec

(b — c) = 6? + 2bc + c?
je formulován takto: Rozdělíme-li
libovolně přímku (dnes bychom
řekli úsečku) a doplnili, na 2
úsečky, potom čtverec z celé(úsečky)rovná| se| čtvercům
z (obou) úseček a dvojnásobnému
pravoúhelníku úsečkami sevřené
mu. (Výklad v závorce doplňujeme
až dnes, jinak je citace z českého
překladu slohově upravená.) Dů
kaz identity je znám ze znázornění
platnosti poučky (a + 5)* pro a,
b kladná čísla, které bývá v učeb
nici.

Jde o 10 identit, např.
ab- ala—db)=a,

až — db + (a— b)? + 25b(a — b);
av a “

e+»0+(8 =(Er).
až + dž = 2ab >- (a — b)?

atd. Všechny jsou formulovány
geometricky.

V Základech je uveden tzv.
zlatý řez, geometrické řešení rov
nic, např.

x(a—1)=,
definice prvočísel, dělitelnost a
hlavně tehdy známá iracionalita.

Znáte jistě klasickou úlohu sta
rověku zvanou zdvojení krychle.
Iracionalita geometricky řešená
byla známa ve starověku, zatímco
počítání se zápornými čísly při
chází až o mnoho století později.

Uveďme ještě důležitý, tzv. pátý
postulát z úvodu Základů. V něm
se požaduje, aby přímka proťatá
dvěma dalšími přímkami a tvořící
s nimi po jedné své straně vnitřní
přilehlé úhly o součtu menším než
2R, měla vždy průsečík oněch
dalších přímek na této straně.

Tento postulát tvoří základ
nauky o rovnoběžkách. Pomocí
něho dokazuje Euklides poučku,
že lze libovolným bodem vést
k libovolné přímce vždy jedinou
rovnoběžku.

Složitost postulátu byla příčinou
nedůvěry k němu. Ta se projevila
ve snahách po celých 19 století
dokázat, že postulát není postulá
tem, ale větou. Že tato snaha je
marná, ukázal až v 19. stoleti
ruský matematik N. I. Lobačev
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skij, který rozřešil otázku rovno
běžnosti a tak dal základ k další
geometrii, zvané neeuklidovská.

V Základech postoupilo ab
straktní myšlení starověku vrcho
Ju. Matematika zaujala zvláštní
postavení mezi ostatními vědami
tím, že abstrahovala od vlast
ností hmotných těles a studovala
pouze kvantitativní vztahy a pro
storové formy. Týto stránky mají
platnost v různých oborech.

Třebaže axiomatická soustava
a metoda Základů má mnohé ne
dostatky, byly Základy po více
než dva tisíce let vzorem dokonalé
učebnice geometrie. Dokonalejší
soustavu axiomů než Euklides
zvolil až německý matematik Da
vid Hilbert, který vytvořil tzv.
Hilbertův systém axiomů (na pře
lomu 19. a 20. století). O jeho

soustavě axiomů se můžete poučit
z učebnice doc. Vyšína: Soustava
axiomů euklidovské geometrie.

To všechno, po stránce vědecké,
a i to, že Euklidovy Základy byly
po více než dva tisíce let podkla
dem a někdy dokonce i vzorem
učebnice geometrie, zvláště pro
anglické učebnice, ukazuje, jak
Euklides zasáhl svého času do
teorie vědy, jak Euklidovo dílo
ovlivnilo tuto teorii. Proto uzná
váme právem Euklida za jednoho
z největších matematiků staro
věku přesto, že si uvědomujeme,
že mnohé poznatky přebíral od
jiných řeckých matematiků.

Za jeho celoživotní práce a za
jeho odkaz všem matematikům,
kteří přišli po něm, vzdáváme mu
upřímný dík.

Opakujte si matematiku
HANAKOŘÍNKOVÁ, ČVUTPraha

K televiznímu kursu

V Rozhledech matematicko-fyzikálních v č. 6, str. 302, jsme vám
otiskli texty úloh, které během televizního kursu ,„„Opakujtesi mate
matiku““ byly dány televizním divákům. V tomto čísle najdete jejich
řešení, u některých příkladů pouze návody k řešení. Dále jsme vám
slíbili, a to po 3., 5. a 6. lekci, že otiskneme i texty dalších úloh, které
budou dány televizním divákům po 10., 11., 12. a 14. lekci. Jejich
řešení uveřejníme v příštím čísle.

Po 10. lekci:

1. Vypočtěte úhly aodvěsny pravoúhlého trojúhelníka daného dél
kami přepony c — 12 avýšky v = 5 na přeponu.

2. Vypočtěte velikost stran a úhlů pravoúhlého trojúhelníka daného
obvodem 2s = 30 a poloměrem o = 2,5 vepsané kružnice.

Po 11. lekci: *
1. Najděte všechna řešení, která splňují nerovnost

4x — 72 |(6—Sul.
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2. Čitatel zlomku je přirozené číslo, které je o 1 menší než jmeno
vatel. Když k čitateli i k jmenovateli přičteme 3, dostaneme zlomek
větší než 3 ; když od čitatele i od jmenovatele odečteme 2, dostaneme
zlomek větší než $ Jaký je to zlomek?

Po 12. lekci:
1. Najděte všechna čísla «, která vyhovují rovnici

2—7|7—2|=2— z+3
2. V oboru reálných čísel řešte soustavu rovnic

Vi—2y=y-+4,
x = 3y

Po 14. lekci:
V trojúhelníku daném dvěma stranami a úhlem jimi sevřeným vy

počtěte třetí stranu a velikost zbývajících dvou úhlů a = 9,5, db= 4,8,
vy= 3030 M

V příkladech postupujte obdobně, jak bylo uvedeno v č. 6 na str.
303. í í

1. Úloha je řešitelná, bude-li existovat trojúhelník ABM, tj. bude-li
splněna podmínka vyS c — AB. Řešení je jedno v dané polorovině.

Sestrojíme:
© a) Pravoúhlý trojúhelník ABM s přeponou c a s odvěsnou AM = u
(vrchol M na Thaletově kružnici nad průměrem AB).

b) Geometrickým místem vrcholů C je přímka g|| AB ve vzdále
nosti v.

c) Průsečík přímky BM s přímkou g je hledaný vrchol C.
2a. Funkce y — 5x — 2 je definována pro každé «; tak např. pro

X1— — I dostaneme y; = — 7; pro 4, = 0, y; = — 2; pro
%G=5 %=0

atd.; pro libovolné %, 4 = 5% — 2.
Grafem této funkce je přímka p a body

A(—-1—7,B(0;—2),G(5;0), P (x; Br —2)
jsou body přímky p.

Jestliže posuneme soustavu souřadnic počátkem do bodu P, dosta
neme pro každý bod roviny nové souřadnice X; Y, pro něž platí

X =T1—%, XY=y— (bm —2)
Daná rovnice bude mít v nových souřadnicích tvar

Y + (5x9—2) =5(X + 4)— 2
a po úpravě dostaneme F — 5X, což je přímá úměrnost, kterou jsme
mohli dostat tím, že jsme posunuli počátek nové soustavy souřadnic,
např. do bodu B (0; — 2) nebo

C(5;0),
plšeme-li y + 2 = 5x a položíme-li y — Y — 2, z = X, nebo píšeme-li

y=5(r—4)
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a položíme-li
a=X-+$, y=Y

b) Zlomek
x + I
x— I

má význam, pokud není jeho jmenovatel nula; daná funkce

y = z+1
x — 1

je definována pro každé « = 1.
Vyloučíme-lipřípad r = I, můžeme daný zlomek napsat ve tvaru

2
l + T — 1 ,

zavedeme-li označení X = r — la Y = y — L,dostaneme
2

Y==,
což je nepřímá úměrnost. Grafem je rovnoosá hyperbola souměrná podle
bodu P (1; 1).

8. Je-li a — b = 0, každé « vyhovuje; je-li [a] — |b| = 0, má daná
rovnice kořen rovný nule; je-li |a| = |b| = 0, má rovnice dva kořeny

a+b z a—m = ; = ————14m a+b

Písemná maturitní zkouška

z matematiky
Poprvé v historii maturit zavedlo ministerstvo školství na příro

dovědné větvi SVVŠ písemnou maturitní zkoušku z matematiky.
Toto opatření má však řadu omezení. Vztahuje se jen na přírodo
vědnou větev, a to ještě podle vlastního rozhodnutí žáka místo pí
semné maturitní zkoušky z jazyka ruského a zatím jen v jarním
a podzimním období 1968. Jen ve speciálních třídách pro žáky na
dané v matematice a fyzice (tříd je v celém státě jen několik) je
písemná maturitní zkouška z matematiky místo písemné maturitní
zkoušky z jazyka ruského povinná.
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Písemná maturitní zkouška z matematiky se ověřovala již od ro
ku 1965 na několika středních všeobecně vzdělávacích školách. Vý
sledky pokusu ukazují, že lze při zachování volitelnosti této zkoušky
očekávat uspokojivé výsledky.

Předpokládá se, že písemnou maturitní zkoušku z matematiky bu
dou volit ti žáci, kteří mají zájem i přiměřené schopnosti a znalosti
vyřešit látku probranou podle učebních osnov v daných příkladech.

Předběžně možno informovat žáky, že v čistém čase čtyř hodin
musí vypracovat čtyři příklady, v nichž bude obsažena látka z alge
bry i z geometrie při použití běžných matematických operací. Ale
spoň jeden z příkladů bude vyžadovat i konstruktivní řešení úlohy.
Bude to tedy typ čtvrtletní měsíční písemné úlohy, jaké studenti
během studií pracovali, s větší náročností na úplné řešení, na vý
počet i na formální úpravu. Žáci si ke zkoušce přinesou rýsovací
náčiní a logaritmické tabulky.

Každý příklad bude hodnocen určitým počtem bodů podle úplnosti
a správnosti zpracování a klasifikace se určí podle dosaženého sou
čtu všech bodů.

Tímto článkem chceme žákům, kteří budou volit písemnou ma
turitní zkoušku z matematiky, poskytnout informaci o tom, jak tato
zkouška bude probíhat a že jde o závěrečný druh písemné práce,
jaké žák během studia již vypracoval. Při této zkoušce žák proka
zuje schopnost samostatné práce a schopnost využití teoretických
poznatků na konkrétní úkol.

Zavedením volitelné písemné maturitní zkoušky z matematiky na
přírodovědné větvi a volitelné ústní zkoušky z matematiky na větvi
humanitní se prohlubuje diferenciace na SVVŠ v přípravě pro urči
tý směr vysoškolského studia, případně na praktické povolání.

Žáci, kteří studují na humanitní větvi a nevolili matematiku za
čtvrtý předmět ústní maturitní zkoušky, mohou požádat ředitelství
školy, aby z ní mohli konat ústní zkoušku jako z dobrovolného, tj.
pátého předmětu ústní zkoušky.

Žáci, kteří studují na přírodovědné nebo humanitní větvi a konají
ústní zkoušku z matematiky, nemusí se z ní podrobit písemné
zkoušce. Výjimku činí speciální třídy pro žáky nadané v matema
tice a fyzice.

Josef Bartůněk,
ústřední školní inspektor ministerstva školství

347



0 přijímacích zkouškách z matematiky
na matematicko-fyzikální fakultě KU
v Praze ve školním roce 1968-69

Nedílnou součástí přijímacích zkoušek na MFF KU
v Praze je písemná a ústní zkouška z matemati
ky. Článek navazuje na stať M. Vlacha z příštího
čísla Rozhledů a pojednává podrobněji o jejich
průběhu.

“ Důležitou částí studia na matematicko-fyzikální fakultě KU v Praze je
ve všech specializacích studium matematiky. Všichni uchazeči o přijetí na
MFF KU musí proto při přijímacích zkouškách prokázat, že pochopili a
zvládli učivo z matematiky v plném rozsahu vyučovaném na středních vše
obecně vzdělávacích školách.

Úvodem chtěli bychom upozornit, že tento obecně formulovaný požada
vek lze vykládat různým způsobem. Rozhodně není správné, znát nazpa
měť spousty vzorců, definic a pouček, neumět vysvětlit jejich význam a
smysl, nebo nedovést spojit jejich znalost s jednoduchou úsudkovou úva
hou. Bude tedy při přijímacích zkouškách z matematiky kladen hlavní dů
raz na porozumění látce a na schopnost samostatného logicky správného
úsudku.

Přijímací zkouška z matematiky bude rozdělena na písemnou a ústní.
Účelem písemné části, v níž bude zadáno pšt různých příkladů, je ověřit
schopnost uchazečů samostatně je řešit i schopnost přehledné a úplné
formulace zvoleného postupu a výsledků.

Příklady budou vybrány tak, aby pokrývaly většinu vyučované látky a aby
ověřovaly jednak skutečně základní nutné faktické znalosti (např. alge
braické úpravy složitějších výrazů, řešení rovnic nebo nerovností, vlast
nosti goniometrických funkcí, rovinných i prostorových útvarů, komplex
ních čísel atp.), jednak schopnost logického uvažování (diskuse řešení
soustavy lineárních rovnic, správné vyčerpání všech možností při řešení
nerovností s absolutními hodnotami, diskuse řešitelnosti geometrické úlohy
atp.).

V žádném případě nepůjde o cvičení ve slohu a krasopisu. Bude však
třeba, aby řešení každého příkladu bylo zapsáno přehledně, aby bylo jas
no, jak řešitel postupoval a při složitějších krocích také, proč takto po
stupoval. Každé řešení by mělo být úplné. Je-li např. úkolem řešit sou
stavu rovnic, jejíž koeficienty závisí na některém parametru, je nutno po
drobně rozebrat případy, kdy má soustava jediné řešení, nekonečně mnoho
řešení, popřípadě pak žádné řešení. Je-li úkolem sestrojit třeba trojúhelník
z některých jeho prvků, je potřeba nejen popsat všechny jednotlivé kroky
při konstrukci, nýbrž také ukázat, že nalezený trojúhelník skutečně splňuje
požadavky úlohy a v případě, že úloha může mít více řešení nebo žádné
řešení, všechny tyto možnosti podrobně rozebrat.
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Znovu bychom chtěli zdůraznit, že celá přijímací zkouška se bude vý
hradně týkat látky, která má být probrána na každé střední všeobecně
vzdělávací škole. I když příklady nebudou vybírány pouze z učebnic, ne
budou se v obtížnosti podstatně lišit.

Mnozí z uchazečů znají z matematiky řadu věcí, s nimiž se při výuce
na střední škole nesetkají. Získávají tyto znalosti buď z kroužků MO, ze
samostatného studia atp. Je přirozené, že tyto znalosti i hlubší zájem o ma
tematiku mohou uchazečům při studiu na vysoké škole jen prospět. Při
přijímací zkoušce jim však nebude nic platná znalost třeba i sebetěžších
částí, tzv. „vyšší matematiky“, nebudou-li důkladně ovládat středoškolské
učivo z matematiky, i když se jim třeba zdá z hlediska jejich navíc získa
ných vědomostí velmi „jednoduché“.

Na vypracování písemné zkoušky bude dostatek času. I když se uchazeči
nepodaří vyřešit správně a úplně všechny příklady, neznamená to ne
úspěch. I ze započatých řešení nebo z řešení některých příkladů lze po
znat obvykle dostatečně dobře jeho schopnosti a kromě toho je to pouze
jedna část přijímací zkoušky.

Ústní zkouška z matematiky bude mít poněkud jiný charakter. Každý
uchazeč dostane dvě, eventuálně více otázek, které budou zpravidla for
mulovány ve tvaru příkladů. Zkoušející bude sledovat jeho odpovědi, bude
klást různé otázky vztahující se k danému tématu a v případě potřeby
i pomůže. Účelem bude tedy např. zjistit, jak obratně uchazeč reaguje na
podněty zkoušejícího, jak ovládá třeba i teoretickou část látky (důkazy
některých vět) atp. Zkoušející bude mít možnost poznat uchazečovy zájmy,
osobní vlastnosti a ověřit jeho zájem o zvolený obor.

Obě zkoušky — písemná i ústní — budou naprosto rovnocenné. Jejich
výsledky dají pouze základ k celkovému hodnocení uchazeče, při němž
bude vhodným způsobem přihlédnuto i k prospěchu na střední škole,
úspěšné účasti v MO atp. Podstatný je ovšem výsledek přijímací zkoušky,
neboť různorodost úrovně jednotlivých středních škol nezaručuje, že žáci
se stejným prospěchem budou mít přibližně stejnou úroveň znalostí a stej
nou schopnost studovat na vysoké škole.

V závěru ještě několik slov. Studium na matematicko-fyzikální fakultě
je velice zajímavé, ale není lehké. Matematika a fyzika získávají stále
větší a větší důležitost a podstatně ovlivňují i ostatní vědecké obory, s ni
miž jen zdánlivě nesouvisí. Pokrok ve vědě, technice i průmyslu je dnes
již bez matematiky a fyziky nemyslitelný, a proto naše republika potře
buje a bude potřebovat jak značný počet odborníků v matematice a fyzice,
tak i řadu nových dobrých učitelů těchto oborů. Bylo by proto třeba, aby
se ke studiu přihlásili všichni ti, kteří mají o tyto obory zájem a mají
matematiku i fyziku rádi.

J. M.
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RECENZE

Analytická geometrie a nerovnosti
KAREL HAVLÍČEK:

Knížka vyšla na podzim roku
1967 jako 18. svazek edice Sko
la mladých matemati
ků. Náš známý matematik a
autor úspěšných knížek prof.
dr. Karel Havlíček, CSc.,
v ní seznamuje mladé čtenáře
hlavně s geometrickými metodami
řešení nerovností, které bývají ná
zornější než metody aritmetické
známé ze školy a které zvřáště
oceníme na příkladech úloh z hos
podářské praxe.

V 1. kapitole si nejprve zopa
kujeme jednoduché základní věty
o nerovnostech a dále se sezná
míme s lineární funkcí, rovnicí
přímky a analytickým vyjádřením
poloroviny lineárních nerovností.
V 2. kapitole se studují lineární
funkce s absolutními hodnotami,
jejichž grafy jsou lomené čáry.
Na pěkném příkladě se přesvědčí
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me, jak se vyplatí matematicky
vypočítat např. vhodné místo na
stavbu garáží pro autobusy než
rozhodovat jen podle zdání. 3. ka
pitola je o množinách. Autor vy
světluje, co znamená slovo mno
žina a provádí základní operace
s množinami: sjednocení a průnik.
K správnějšímu pochopení slouží
řada názorných příkladů. V druhé
části kapitoly se mluví o kon
vexních množinách v rovině. 4. ka
pitola je věnována řešení lineár
ních nerovností (i s absolutními
hodnotami) a kvadratických ne
rovností pomocí analytické geo
metrie. V poslední 5. kapitolejsou
praktické příklady, které se řeší
pomocí soustav lineárních nerov
ností a analytické geometrie. Pří
klady jsou ovšem voleny tak, aby
nevznikaly potíže při numerickém
počítání. Ve skutečnosti problémy



bývají numericky náročnější a ře
šení je třeba rychle najít, takže
se vezmou mna pomoc počítací
stroje.

Čtení textu usnadňují obrázky
a ke každé kapitole jsou připojena
cvičení, jejichž výsledky najdeme
na konci. K pochopení celé knížky
úplně postačí znalosti ze školy. Je
též uveden seznam vhodné lite
ratury.

Knížka se snadno čte a je vidět,
že byla napsána velmi pečlivě.
Výklad probírané látky je jasný

dobré pro začínajícízčtenáře ma
tematických textů. Doufáme, že
přispějek lepšímu matematickému
rozhledu žáků středních škol, k če
muž patří i to, že na příkladech
poznají, jak je matematika velice
užitečná při řešení praktických
úloh. Proto ji doporučujeme našim
čtenářům.
* Knížka má "88 stran a stojí
4 Kčs. Pořadové číslo svazku vy
tištěné na obálce má správně být
18 a nikoli 17, jak se stalo nedo
patřením v tiskárně.

1 dosti podrobný, což zvláště bude Jaroslav Zemánek

p „ „ w ik u k 4 l . datnáctý ročník matematické olympiády
(Vydalo Státní pedagogické nakladatelství, Praha 1967, 174 stran)

Soutěžní materiály autorsky zpracoval a uvedl do knižní formy docent
KU J. Vyšín, místopředseda UV MO a odb. as. PedFUK V. Macháček,
jednatel UV MO. Zpráva o patnáctém ročníku soutěže je rozdělena do
sedmi kapitol. Asi třetina soutěžních úloh i s řešeními je přeložena do slo
venského jazyka dr. J. Moravčíkem, CSc. Texty doplňuje 76 vzorně pro
vedených obrázků, jež přispívají k jasnosti řešení příkladů. Jejich tvůrcem
je V. Macháček, spoluautor textu brožury. .

I. kapitola obsahuje organizačnízáklady soutěže, složení UV MO
a záznam z jeho schůzí. Byly na nich pozměněny zásady pro pořádání
I. kola soutěže, koordinace matematické a fyzikální olympiády a honoro
vání soutěžních návrhů úloh. Důležité je rozhodnutí, že souhrn příkladů
ze všech našich dosud pořádaných matematických olympiád bude tema
ticky roztříděn, metodiky zpracován a rozdělen do tří sbírek úloh podle
kategorií A, B, C, D. Sbírka čerpaná z kategorie A bude doplněna příklady
z mezinárodních olympiád. Tento ediční návrh povede k vytvoření tří
publikací, které přispějík popularizaci MO, poskytnou zájemcům prověřené
a uspořádané materiály, jež budou moci být využity ke zkvalitňování
středoškolského matematického vzdělání. Jde o sbírky příkladů, o něž je
v posledních letech mimořádný zájem. V první kapitole je dále popsán
průběh jednotlivých kol soutěže ve všech kategoriích, různé podpůrné akce
a sedmnáct titulů vyšlých v edici Skolamladých matematiků, které spolu
s touto brožurou jsou studijní literaturou jak pro kandidáty soutěže, tak
1pro pokračující olympioniky.

II. kapitola zachycuje výsledky všech tří kol a čtyř kategorií
olympiády s jmenným pořadím vítězů. Za tímto textem jsou připojeny
čtyři přehledné tabulky.
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1[II. kapitola uvádí přípravné úlohy I. kola, po šesti úlohách
v každé ze čtyř kategorií.

LDV.,V. a VI. kapitola tvoří jádro brožury, neboť v nich jsou
podána vzorová řešení všech soutěžních úloh v jednotlivých kolech a ka
tegoriích. Zatímco výsledky XV. ročníku naší národní soutěže ukazují na
její pozvolný kvalitativní vzestup v posledních dvou ročnících, neprojevila
se tato domácí aktiva nijak kladně při naší účasti na mezinárodní mate
matické olympiádě v Bulharsku v r. 1966.

VII. kapitola shrnuje průběh a výsledkyVIII. mezinárodníma
tematické olympiády v Sofii v červenci 1966. Vedoucím naší soutěžní dele
gace byl doc. J. Výšín, ped. průvodcem odb. as. V. Macháček. Zpráva
o VIII. MNOzačíná v knížce úvahami o současnémstavu soutěže a o našem
dosavadním zapojení do ní. Z této soutěže, která má být především soutěží
matematicky nadaných jednotlivců, se stává čím dál více soutěž celých
národních družstev, která se stávají reprezentanty soutěžícíchstátů. Většina
jich nevybírá členy svých soutěžních kolektivů ze žáků zapojených do
současně probíhajících národních olympiád, nýbrž vychovává sl z nejna
danějších studentů individuálně školené reprezentanty, kteří pak jako me
zinárodní matematičtí olympionici hájí často po více let za sebou na MMO
matematickou prestiž svého národa. Protože my jsme zatím této soutěžní
technologie neužili, máme rok od roku výsledky klesající. Bude nutné
zásadně se rozhodnout, máme-li se vůbec nadále mezinárodních soutěži
tohoto typu zúčastňovat. V kladném případě je třeba uvážit, jak dalece
a jak brzy se budeme moci vyrovnat se současně rozšířenou soutěžní praxí
tak, abychom svůj dosavadní handicap dohonili. V tom budou hrát úlohu
i připravované organizační změny soutěže a rostoucí nároky na společensko
reprezentační roli pořadatelských zemí. Zprávu o VIII. MMO doplňují
texty a řešení jednotlivých soutěžních úloh a zhodnocení výsledků našeho
družstva (tj. především kritický rozbor jeho nedostatků). Nadále se ústřední
výbor MO rozhodl přejít pokusně na individuální přípravu nadaných ma
tematiků, pokud možno z nižších školních tříd, aby nás pak takto vy
školený olympionik mohl reprezentovat po více let. Ke zprávě jsou při
pojeny tabulky, zachycující statisticky v přehledu výsledky VIII. ročníku
této mezinárodní soutěže.

Dvoubarevná obálka brožury byla i letos provedena podle návrhu J.
Jarkovského. Publikaci je možno zakoupit v prodejně KNIHY za 6,— Kčs.

Jaromir Dubský

Stále docházejí do redakce dopisy, v nichž čtenáři žádají zaslání
některých čísel Rozhledů.

Zrovu upozorňujeme, že redakce nemá k dispozici volné exem
pláře. Žádejte je proto důrazně u své PNS.

352



MATEMATIKA

Cauchyova nerovnost
JOSEF HOŠEK, Olomouc

Při studiu matematiky na SVVŠ i v soutěžních úlohách matematické
olympiády se často setkáváte s úlohami, u nichž se požaduje dokázat
platnost nějaké nerovnosti. V tomto článku se seznámíme s jednou
nerovností, které můžeme někdy použít při důkazech mnoha dalších.
Než tuto nerovnost dokážeme, připomeňme si jeden poznatek, který
potom v následujících úvahách budeme potřebovat. Jedná se o tutovětu:

Pro libovolná redlná čísla u, v plati
—84 +-swsž(éě+ v). (1)

Důkaz. Z nerovnosti 0 S (u —v)* po snadné úpravě obdržíme
uv S 3 (už +- v?);podobně z nerovnosti 0 S (u -+ v)?stejným způsobem
a po vynásobení číslem (—1) plyne —ž (už + v?)S uv. Tyto výsledky
okamžitě dávají požadované tvrzení. A nyní již můžeme vyslovit a do
kázat zmíněnou nerovnost.

Věta. Pro hbovolná reálná čísla X1, X2) <. +xLns YxsYzx +++ Un (1 je
přirozené číslo) plati

(T141+ T2Yz+ -+ + MY) S
Slsí až +. + em)lyihy +. + m). (2)

Důkaz. Rozlišujmedva případy:
A. Jsou-li buď všechna x; = 0, nebo všechna 3; = 0,%—=1,2, .„m,

je zřejmě nerovnost (2) splněna.

1)Čti Košiova. Augustin Louis Cauchy (1789-1857)—
vynikající francouzský matematik.
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B. Nenastane-li případ A, je alespoň jedno z čísel r; a alespoň jedno
z čísel y;, kde 1 — 1,2, ..., n, různé od nuly. Označíme-li

a=|xžražr +m, d=Vyžtyvš+. +už, (8)
je a > 0,6 > 0a položíme-lipro %= 1,2, ...,

- x — Hi (4)» ——

4 a? 4 b 3

máme podle (3) s Ah haj
zi + 22- + T až = I,

yiTyá+ -+ 9+9 += o č=1
Dosazením postupně všech čísel %;,;, přičemž %= 1, 2, ..., n, do (1)
dostaneme soustavu nerovností

—šlsi+4)seusskit9),
—ž (23+ 43)STY, S (23 + 42),

—šle + W)S nYnSám + Un)
Jestliže všechny tyto nerovnosti sečteme, dostáváme po malé úpravě
výraz

—žl(4ít 43 + <.. + Mm)+ (41+ 42 + <.. + MSSny +řat +MnS
Stlísí +42+ +a4)+(W+942. +4),

což lze s přihlédnutím k (5) přepsat na tvar
—lsňý£t%ýt + M%WmSl,

neboli

| +tYa+ +dn Sl.
Umocníme-li nyní obě strany poslední nerovnosti na druhou, vyjde

(FY + MY+ T tnýn)Sl
a dosadíme-li sem za čísla %;,4;, 4 — 1,2, ..., n, podle (4), je

2x Inn5, +),
z čehož jednoduchou úpravou a pomocí (3) konečně obdržíme požado
vanou nerovnost (2).

Vztah (2) se nazývá Cauchyova nerovnost (dále jen C. n.). Poprvé
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byla dokázána Cauchym v roce 1821 a má velmi široké upotřebení
nejen v teorii nerovností, ale i v jiných oblastech matematiky a též
fyziky. O tom se jistě přesvědčíte mnozí z vás, až budete studovat
na vysoké škole. V další části tohoto článku si ukážeme použití C. n.
při řešení několika příkladů.

Příklad 1. Jsou-li číslapy,P2>- . ->Pn kladná, platí nerovnost

"SlpobPab +pm)(E+ 1+ + =)Di Da Dn
Dokažte!

Řešení. Protože všechna,čísla9; jsou kladná, označme
— l

% = Vps, Ji = Ve; ;
pro %—=1,2, ..., n; podle (2) dostaneme

my“ PyZ* +(7m S1

S(Pi+Pa+ +p (a byNa +2),
z čehož vyplývá tvrzení věty, neboť jevá,strana této nerovnosti je
rovnan.

Příklad 2. Pro libovolná reálná čísla a, b, c, přičemža 7 0, b 30,
c 7,0, platí nerovnost

3 a? b? „ A—S- . 6ZŠbiěéčjěé e1ě (9)
Dokažte!

Řešení. Pro a zs 0, b ==0, c = 0,platí tato identita
l l 1

[(b?+ c?)+ (©+ až)+ (až+ bY)3 bart 1 =+© C+ a?
až b? c?=og hatatatael (7)

o jejíž správnosti se přesvědčíme tak, že výrazy v obou závorkách
na levé straně (7) vynásobíme a potom sloučíme. Dále položme

a- +8 wm=|lé+te, x =Va+d2,1 1

-eraee MBolere 5 le+b:
Podle Č. n. vychází

8 < [(b*+ c?) + (© + a?) + (a 4- 59)].
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1 + l L 1di- A. A-|-a ' a +2
a odtud vzhledem k (7) platí

a b? c*32L6+2| ———3-——7+ ———=
—T rrataratarn|

a z toho již plyne dokazovaná nerovnost (6).
Poznámka. K odvození nerovnosti (6) je také možné použít

výsledku z příkladu 1; proveďte si to.
Příklad 3. Pro libovolná kladná číslapPy,Pz, -- ->Pn platí

l 1 2
A (ATPT TPn)sim +pi+ +pm).

Dokažte!
Řešení. Pišme

1, M 1 11 (BitPat TPn)=Pr +Bb +
klademe-li dále

l
G—B, =

pro všechna 1 = 1,2, ..., n, je podle (2) splněna nerovnost
1 1 1p E+m+ -m <

1, 1 1Spítp2+ edk + +3)
n sčítanců

čili po úpravě

1 2 1

|ba+n+ tm shothoě+ +mn)
a poněvadž čísla na obou stranách tohoto vztahu jsou kladná, platí
proto

1 1v(DTPztE +m)>
což jsme měli dokázat.

Poznámka. Číslo
l

y (AT PaT + Pn)
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nazývámearitmetický prů měr a číslo
1

E (pí+p2+ + pa)
kvadratický průměr číselpy,Ps, -+-, Pn. Mámetedy doká
zanouvětu:

Arimetický průměr čísel Py, Da Pn neni větší než jejich průměr
kvadratický.

(Dokončení)

DESKRIPTIVNÍ
GEOMETRIE

Použitie deskriptívnej geometrie
v kryštalografii
JOSEF FILIP, Bratislava (Dokončení)

16. Zo stereografického priemetu můžeme odvodiť pravouhlý priemet
kryštálu za predpokladu, že nezáleží na velkosti kryštálu a že jeho
tvar je známy. Vtedy postačí, keď vieme v priemete zostrojiť smer
hrán zobrazovaného kryštálu. "+

Za priemetňu pravouhlého priemetu volíme rovinu 7 alebo inů ro
vinu z, ktorá prechádza stredom Ó a s priemetňou m zviera pravý
alebo kosý uhol.

Najprv zostrojíme pravouhlý priemet kryštálu na priemetni zr. Ako
sme spomenuli, ide nám o smer hrany, resp. o smer hrán, v ktorých
sa pretinajů plochy toho istého pásma. Plochy pásma vertikálneho sa
pretínajů vo vertikálnych hranách a tie sa zobrazujů do bodov. Hrany
kryštálových plóch pásma (nie vertikálneho) sů v priemete kolmé na
stopu pásmovej roviny na priemetni 7r. Touto stopou je spojnica prie
sečníkov pásmovej kružnice s kružnicou z.
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Ako príklad sme na obr. 6 zostrojili pravouhblý priemet kryštálu
rombickej síry, ktorý je omedzený plochami: (100), (010), (001), (110),
(101), (011), (111), (113)!9).Póly týchto plóch sú dané pozičnými uhlami
©a o podla pripojenej tabulky!):

Plocha Uhol v Uhol o

lil 5051“ | 71240"

Obr. 6 113 5051“ 45*10"0
S 4 V tabulkeuvádzamelen
0X, X uhly pri plochách111a 113,

M x© lebopólyostatnýchplóchmó
. žeme odvodit z pólu plochy 111
19V a A (pozn.4)

NE N Pomocou uhlov a o zostro010:Y jime na obr. 6a stereografické
póly 111; a 113, týmto spóso
bom: Póly 111 a 113 ležia na
poludníku m 'odchýlenom od
hlavného poludníka o uhol
50"51".Pravouhlým priemetom
poludníka m je teda priemer M
kružnice z odchýlený od prie
meru YYouhol50*51".Rovinu
tohoto poludníka sklopíme do
ze.Poludník m splynie po sklo
pení s kružnicou z, bod S príde
do bodu S" a bod Z do bodu
Z na kružnici z (S"Z'| m).
Nasklopenompoludníkum'=z
zostrojíme sklopené póly 111“
a 113tak, aby « ZO 1ll' =
= 740 a X Z0 113=
45“10'. Keď body 111“ a 118'

„1 |
/

10) Symbol (113) značí súbor plóch: 113, 113, 113, 113, 113, 113, 113,
113.

11)Pozičné uhly m a o meriame na uhlomernom prístroji (goniometri).
Ich význam je tento: ©je uhol, o ktorý je odchýlený poludník m idúci
daným pólom P od hlavného poludníka. Ak M jeten priesečníkpoludníka m
s rovníkom z, ktorý je od pólu Z oddelený pólom P, je ge— x YOM.
Uhol e meriame od počiatočného ramena OY súhlasne s pohybom ručiek
na hodinách v intervale < 0,360“. Uhol p — «XZOP a meria sa od po
čiatočného ramena OZ v intervale < 0%;90*>
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premietneme z bodu S' na priamku 7;, ktorá je stereografickým
priemetom poludníka m%a obsahuje teda aj priemet m4, dostaneme
stereografické póly 111, a 113,. Potom podla poznámky 4 doplníme
stereografické póly ostatných plóch.

Keď máme zostrojený stereografický priemet na obr. 6a, prikročíme
ku konštrukcii pravouhlého priemetu na obr. 6b. Nakreslíme osi a | b
rovnobežne s osami OX a OY. Budů to symetrály budůceho obrazu.
Obrys obrazu tvoria úsečky, do ktorých sa premietajů vertikálne plochy
kryštálu. Obraz plochy 110 je kolmý na'"príslušnů normálu, ktorá
v priemete splýva s priamkou %;. Nakreslíme ho tak, aby celkový
obraz mal primeranů velkosť.«Obrazom plochy 010 je úsečka rovno
bežná s osou a a obrazom plochy 100 úsečka rovnobežná s osou b.
Obe úsečky majú volitelnů velkost. Prikreslení máme na památi sy
metriu obrazu podla osí a, b a teda aj podla stredu O.

Keď máme hotový obrys obrazu, nakreslíme plochu 001. Je to koso
štvorec, ktorého strany sů rovnobežné s obrazmi plóch (110). Jeden
jeho vrchol, napr. U, zase vhodne volíme.

Hrana 113 :011"*) prechádza bodom U a je v priemete kolmá na
spoločnů tetivu pásmovej kružnice 4; idůcej pólmi 113; a 011; a kruž
nice z. Kružnica A;prechádza okrem/pólov 113, a 011; tiež príslušnými
protipólmi. Zostrojíme teda napr. protipól k pólu 113;* Ten je na
priamke m; a na kolmici na spojnicu bodov S" a 113; vedenej bodom
S" (8). Kružnica A; je potom určená tromi bodmi: Pólom 011;, pólom
113; a príslušným protipólom. (Tento protipól nie je na obr. 6a na
kreslený.) Keď kružnica A;pretne kružnicu z v bodoch'f a I, je pravo
uhlý priemet hrany 113 :011 kolmý na spojnicu bodov I a II, ktorá,
pravda, musí prechádzať stredom 0.

Ďalší postup pri konštrukcii pravouhlého priemetu, na ktorom už
nie je nič volitelného, vidíme na obr. 6b.

Nakoniec ukážeme, ako sa zostrojí pravouhlý priemet kryštálu na
rovine z' róznej od roviny zr. Priemetňu z' určíme stereografickým
obrazom P; pólu P alebo stereografickým obrazom p, hlavnej kružnice p,
v ktorej rovina z“ pretína, sféru.

Poznámka 7. Aby pravouhlý priemet kryštálu bol čím názornejší, za
chovávame pri volbe priemetne tieto pravidlá: 1. kružnica Ps nemá pre
chádzať pólom kryštálovej plochy, 2. kružnica ps nemá prechádzať prieseč
níkom dvoch pásmových kružníe. V prípade 1 sa príslušná kryštálová
plocha zobrazí do-úsečky, v 2. prípade sa osi príslušných pásiem zobrazia
do jednej priamky, ačkolvek v skutočnosti sů róznobežné. Obidva spo
menuté prípady značne oslabujů názornosť obrazu, a preto sa im vy
hýbame.

Predpokladajme, že je priemetňa m" určená kružnicou p; a že sme
zostrojili k nej príslušný pól P; podla odst. 11. Možno dokázať, že

1%)Týmto znakom označujeme v kryštalografii hranu, v ktorej sa pre
tínajúů plochy 113 a 011.
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smer pravouhlého priemetu hrany dvoch kryštálových plóch, ktoré sů
dané svojimi stereografickými pólmi E; a f3;, sa dá zostrojiť týmto
jednoduchým spósobom (obr. 7): Pólmi K; a F; položíme kružnicu Ag,
ktorá rozpoluje kružnicu z (16). Jeden z jej priesečníkov s kružnicou
Ps, trebárs priesečník M, premietneme z bodu P; na kružnicu z do
bodu M. Potom kolmica na priemer OM kružnice z je už smer pravo
uhlého priemetu hrany, v ktorej sa pretinajú dané kryštálové plochy.
(Na obr. 7 je tento smer vyznačený priamkou 91.)

Na ukážku sme na obr. 8 zostrojili názorný pravouhlý priemet
kryštálu olivínu (MgFe),Si0,. Kryštál patrí do sústavy rombickej a je
omedzený plochami: (100), (010), (001), (110), (101), (011) a (111).
Základná plocha 111 má pomer parametrov a:b:c—= 0,466 1: 0,587.

Stereografický obraz kryštálu (obr. a) sme zostrojili podla odst. 12,
resp. 13. Pri konštrukcii pravouhlého priemetu (obr. b) postupujeme
obyčajne takto: Zvolíme bod O ako obraz stredu osového kríža a zostro
jíme obrazy kryštálových osí a, b, c (index 1 budeme vynechávať).
Os a zostrojíme ako priesečnicu rovín ab, ac, ktorých pólmi sů radom
body 001 a 010. Pásmová kružnica, ktorá nimi prechádza, má stereo
grafický priemet v spojnici bodov 001 a 010 (obr. a). Táto priamka
pretne kružnicu p; v bode £;. Bod L; premietneme z pólu P; na kruž
nicu z do bodu Z. Keď vedieme na obr. b kolmicu z bodu O na priemer
OL kružnice z, dostaneme obraz osi a. Podobne zostrojíme obraz osi b.
Obraz osi c je kolmý na priemer kružnice z prechádzajúci priesečníkmi I
a II kružníc p; a z.

Potom zostrojujeme obrazy jednotlivých plóch. Začneme napr.
s plochou 100. Nech táto plocha pretína os a v bode T. Bod T na osi a

360



móžeme voliť Iubovolne, pravda s ohladom na to, ako chceme mať
obraz velký a tiež na to, že dížky na osi a sa v priemete hodne skra
cujúů.Obraz plochy 100 je rovnobežník, ktorý má stred T' a ktorého
dve strany sů rovnobežné s osou d a druhé dve s osou c. Ich velkosti
zase móžeme volit. K obrazu plochy 100 pripojíme obrazplochy 110,
ktorý je zase rovnobežník. Tento rovnobežník má jednu stranu spo
ločnů s rovnobežníkom 100 (je to hrana 100 : 110). Jednu susednů
stranu tvorí hrana 110 111. Smer tejto hrany v priemete zostrojíme

jeX5100

takto: Kružnica idůca pólmi 110 a 111 je v tomto prípade poludník.
Jeho stereografickým priemetom na obr. a je priemer kružnice z, ktorý
pretína kružnicu p; v bode Kj. Bod K; premietneme z bodu P; na
kružnicu z do bodu K (10). Smer hrany 110 : 111 na obr. b je kolmý
na priemer KO kružnice z. Dížku tejto hrany móžemezase voliť,pravda
so zretelom na to, že na kryštále existuje aj plocha 010. Keď máme
nakreslenů plochu 110 móžeme pripojit plochu 010, ktorá je na obr. b
zase rovnobežníkom. Jeho dve strany sů rovnobežné s osou a a druhé
dve s osou c. Stred U tohto rovnobežníka, ktorý leží na osi b zostrojíme
tak, že stredom V hrany 110 : 010 vedieme rovnobežku s osou a. Táto
rovnobežka pretína os b v bode U.

Keď nakreslíme plochu 010, ktorá je symetrická s plochou 010 podla
stredu O, móžeme hneď nakreslit aj plochu 110 a potom ostatné plochy
vertikálneho pásma, ktoré sů s plochami už zostrojenými symetrické
podla stredu O.

Na ostatných plochách, ktoré ešte máme nakresliť, už nie je nič
volitelného. Smery hrán omedzujúcich dalšie plochy zostrojíme po
dobne, ako sme ich zostrojovali pri ploche 110. (Na obr. b sme ne
nakreslili neviditelné hrany, aby sme obrázok nepreplnili.)
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Poznámky: 8. Kryštály tej istej látky nemusia byť všetky geometricky
podobné. Rast kryštálov nebýva rovnomerný, a preto všetky plochy kryštá
lu nebývajů rovnako vyvinuté. Príčinou móžu byť napr. odchýlky v kon
centrácii roztoku, z ktorého sa kryštál tvorí. Na strane váčšej koncentrácie
rast kryštálu prebieha rýchlejšie, takže kryštál, ktorý by mal za ideálnych
podmienok tvar, povedzme, kocky, sa zmení následkom odchýlok od tohto
stavu na kváder. Pretože však kryštál rastie vždy prikladaním planpara
lelných vrstvičiek, majú kryštálové plochy pri raste stále tú istů vzájomnů
polohu, tj. zvierajů konštantný uhol (zákon o stálosti uhlov hrán; lit. [1],
str. 12).

Preto všetky kryštály tej istej látky a tej istej sústavy majů — pokial
niektoré plochy nechýbajú — ten istý sférický a teda aj ten istý stereo
grafický obraz. Z toho dóvodu nemóže byť pravouhlý priemet určený ste
reografickým priemetom jednoznačne, a to nielen čo sa týka velkosti, ale
aj konkrétneho tvaru kryštálu. "Tým možno vysvetliť istú lubovólu pri
konštrukcii pravouhlého priemetu kryštálu z jeho stereografického obrazu,
ktorá čitatela možno trochu prekvapila.

9. Keby sme však body T, U na obr. 8b nechceli voliť Iubovolne, ale
tak aby úsečka OT, resp. OU mala v skutočnosti určitá danů dlžku, mohli
by sme zostrojiť pomer skrátenia pre úsečky na osiach a, b, c známym
spósobom, ako to robíme napr. v pravouhlej axonometrii.

Iiteratura(1)Slavík-Novák| Pacák:Mineralogie.Přírodovědeckévydavatelství,
Praha 1952.

[2] Rozhledy matematicko-fyzi
kální, roč. 35, č. 1, Praha 1957.
[3] Rozhledy matematicko-fyzi
kální, roč. 37, č. 5; Praha 1959.
[4] Rozhledy matematicko-fyzi
kální, roč. 43, č. 10, Praha 1965.
[5] Matematika ve škole, roč.
XVI, č. 2, Praha 1965.

V 5. čísle Rozhledů jsme
na str. 249 otiskli projev,
který při předávání cen za
IT. kolo XVI. ročníku Mate
matické olympiády pronesl
vítěz tohoto kola, Pavel
Vejvoda, tehdejší žák
IIT. ročníku SVVŠ v Praze 2,
tř. W. Piecka. Dnes přinášíme
dodatečně Vejvodovu fotogra
fil i se získanou cenou.

0. 8.
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FYZIKA

Odvození momentu setrvačnosti těles
elementárními prostředky
ZDENĚK UNGERMANN, Hradec Králové

Moment setrvačnosti rotujícího tělesa vzhledem k dané ose je dán
(viz Rozhledy matematicko-fyzikální č. 2, loňského ročníku, str. 44)
vztahem

n
2 2J = mrá + Mrs + + Mi = > MTÍ (1)

i=1

kde r; je vzdálenost hmotného bodu m; tělesa od osy rotace. Někdy
píšeme (1) ve tvaru J = mR?, kde m je celková hmotnost tělesa a R
poloměr setrvačnosti (gyrační). R závisí na rozložení hmoty kolem osy
rotace. Ze vztahu (1) vyplývá, že moment setrvačnosti můžeme vy
počítat tak, že dané těleso rozdělíme na několik částí, jejichž momenty
setrvačnosti k dané ose známe, nebo je můžeme snadno určit. Hledaný
moment dostaneme sečtením momentů jednotlivých částí. V článku
tedy budeme postupovat od jednoduchých těles k složitějším.

V našich úvahách budeme často potřebovat znát moment setrvač
nosti tělesa vzhledem k ose neprocházející těžištěm tělesa. Lze dokázat,
že moment setrvačnosti tělesa k libovolné ose lze určit, známe-li hmot
nost tělesa a moment setrvačnosti k ose rovnoběžné s danou osou
a procházejícítěžištěm (Steinerova věta). Nechťse tělesootáčí
kolem osy o kolmé k nákresně (obr. 1). T' je těžiště tělesa a dy je malý
úhel otočení za velmi krátkou dobu dř. Označme dále OT = a. Daný
pohyb si můžeme představit tak, že se těleso pohybuje postupným
pohybem ve směru 77" (OT'přechází v O'T") a zároveň se otáčí kolem T.
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Kinetická energie při otáčení kolem osy Ó se tedy skládá ze dvou
částí. Pro pohyb postupný dostáváme

1 (00) 1. (0Tdey 1.,

Druhá část odpovídá otáčivému pohybu kolem osy T

1 „dy“ 1, ,
W,—1+8) 2 0w3 (3)

kde J; je moment setrvačnosti tělesa vzhledem k ose rovnoběžné s danou
osou a procházející těžištěm. Dále

dy| dy
Vaa

je úhlová rychlost v -daném okamžiku.

o

B AS I

|

|

|O

|

|

Obr. 1 |

Je-li J moment setrvačnosti tělesa vzhledem k dané ose, můžeme
na základě předcházejících úvah a podle (2), (3) psát

ji 1 12 mnm2 LO 29 Je = p "0 + 400
Krácením této rovnice dostaneme

J = maěž+Jp. (4)
Vztah(4)je matematickýmvyjádřenímSteinerovy věty.

Dále budeme potřebovat některé vztahy, které uvedu bez důkazu

S=1B+243 + +ně=> = (n+1.n+ Dn,k=1

364



S=1B2+34+656:4+| +(Bn—1)?=X(2k—1)*=
k=1

1

= z% (2n—1)(2n+1),

S=P+54+7P+ + (Bn—1)3= X (3k—1)?= n?(2n3—1),
k=1

S=14+2+3 -+ += > A=
k=l

= n (m+1) (2n+ 1)(8nž+ 31 —1).

Dokažte uvedené vztahy.
Můžeme přistoupit k odvození momentu setrvačnosti některých ho

mogenních těles.
1. Moment setrvačnosti homogennátyče vzhledem k ose jdoucí těžištěm

(obr. 2). Hmotnost tyče je m a délka l, průřez zanedbáme.

0 T

dy

dy' í
O T Obr.2

Hledaný moment se skládá ze dvou částí: z momentu části OA (J;)
a z momentu OB (J;). Tedy

J = 2J.1* (5)

Moment setrvačnosti J; vypočteme tak, že tyč OA rozdělíme na n
velmi malých stejných dílků (%—>oo). Hmotnost jednoho dílku ozna
čímeu a délku d. Platí

m= 2nu, = 2nd. (6)
Předpokládejme, že hmotnost jednoho dílku je soustředěna ve středu

dílku, pak

(6) +elbe) tele) + tele +e-nsj
J,=ul ——d —d...——1)d
1 MĚ + A43 T 4 9 + + A4ot )

Dále
2 džA-u+3+s+ -+ Bn—VI=48,
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Použitím S; dostaneme

ud n (21 — 1) (21 +1)4 3
Jelikož » je veliké (n —>oo), můžeme jedničku proti 21 zanedbat.
Užitím (5), (6) a jednoduchou úpravou dostáváme konečný výsledek

J, =

2

J=20=5. (7)
Vztah (7) určuje moment setrvačnosti tyče délky £ a hmotnosti m.

Osa otáčení prochází těžištěm a je kolmá na délku tyče. Tohoto vý
sledku použijeme k odvození momentu setrvačnosti desky.

2. Moment setrvačnosti obdélníkové desky, jejíž tloušťku vzhledem
k ostatním rozměrům zanedbáme. Osa prochází těžištěm a je kolmá
k desce (obr. 3).

Rozdělme délku a desky na 2n velmi tenkých pruhů, každý o hmot
nosti u. Je-li hmotnost desky m, pak

m = 2nu. (8)
Moment desky J určíme jako součet momentů jednotlivých pruhů

k-vý pruh má podle Steinerovyývěty a podle (7) moment

b?

JL = 5 + u ak>

kde az je vzdálenost těžiště od středu k-tého pruhu,tj.

a=k i G., áB 21. dn. dn"
jelikož

aaž
Moment setrvačnosti poloviny desky je

=Ž JL=>JE +nei)
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Další úpravou dostáváme

n PaDD
Použijeme-li vztahu S, a (8), obdržíme

až + b?24.Ja=m

Tedy celkový moment setrvačnosti

J=, =5(é+b. (9)
Pro čtverec podle (9) platí

ma“
J —6 .

Příklad. Na základě předcházejících úvah dokažte, že moment setrvač
nosti homogenního kvádru (hmotnosti ») vzhledem k ose jdoucí těžištěm
kolmo na některou stěnu je dán vztahem (9), kde a, b jsou rozměry pří
slušné stěny. vá

(Dokončení)

Barevná televize
ING. JIŘÍ PAZDERÁK, CSc.,Praha (Dokončení)

Soustava barevné televizeSECAM

Typickým znakem soustavy barevné televize SECAM (Seguentiel
á memoire), která byla vyvinuta ve Francii, je kmitočtovámodulace
barvonosného signálu, který přenáší v řádcích jdoucích po sobě střídavě
vždy jen jednu barvonosnou složku (Ep —By nebo Ex — By). Druhá
barvonosná složka nutná pro správnou reprodukci obrazu v přijímači
se získává jejím opakováním z předchozího řádku prostřednictvím
zpožďovacínky, která zpožďuje procházející signál právě o dobu jed
noho televizního řádku. Využívá se přitom skutečnosti, že dva bez
prostředně po sobě následující řádky se co do průběhu obrazového
stgnálu obvykle podstatně od sebe neliší.

Při kódování v soustavě SECAM (obr. 12) se opět v maticovém
obvodu vytváří jasový signál Ey a barvonosné složky Ep — By
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a Ex — By. Barvonosné složky se vedou do elektronického přepínače,
který střídavě po řádcích propouští dále vždy jen jednu barvonosnou
složku Ep —By nebo Ep — By. Procházející barvonosná složka vstu
puje do kmitočtového modulátoru, kde její amplituda řídí kmitočet

R E 4 m
Á

Ec ] Ep-E,
Epg-E, E,

2 nebo 3
L Ex-E, E;-E, ,

o | borvonosnávlna

Obr. 12. Princip kódování signálů v soustavě SECAM
1 - Kódovací maticový obvod
2 - Elektronický přepínač
3 - Kmitočtový modulátor
4 - Součtový zesilovač

fo barvonosnévlny A sin (2fot + ©). Tak vzniká kmitočtově modulo
vaný barvonosný signál Ex, jehož okamžitý kmitočet nese údaj o pře
nášené barvě. Barvonosný signál se sčítá s jasovým signálem a vzniká
úplný signál barevné televize Eszcam

Při dekódování v přijímači (obr. 13) se kmitočtovou filtrací nejdříve
odděluje jasový a barvonosný signál. Barvonosný signál pak vstupuje
do elektronického přepínače, a to jednak přímo, jednak přes zpoždo
vací linku se zpožděním o dobu trvání jednoho televizního řádku
(64 us). Elektronický přepínač přepíná (synchronně s elektronickým

ČSECAM 7 Ey I (Es

EgE, EzEz EE, E

EgE, < 3 [ExE,ZP. 4 9[EzElz>|4EsEy| Ee
[E5 E) PŘ.

Obr. 13. Dekódovací obvody přijímače v soustavě SECAM
1 - Oddělení jašového a barvonosného signálu
2 - Zpoždovací linka
3 - Elektronický přepínač
4 - Kmitočtový demodulátor
5 - Dekódovací maticový obvod
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přepínačem při kódování) na výstup postupně vždy úplnou dvojici
kmitočtově modulovaných barvonosných složek, a to buď dvojici
[Ep — Brlpřime A [Eg — Bylzpožačné nebo dvojici [Ep— Bylzpožačné
a [Eg — Bylprime. V následujících demodulátorech, které přeměňují
kmitočet barvonosného signálu opět na velikost“amplitudy signálu,
obnovují se původní barvonosné složky EpR—By, Ep— By které
spolu s jasovým signálem By vytvářejí v dekódovacím maticovém
obvodu základní barevné signály Ep, Eg, Ep pro barevnou obrazovku.

Použitím kmitočtové modulace barvonosného signálu v soustavě
SECAM dosahuje se proti soustavě NTSC snížené citlivosti vůči po
ruchám a zkreslením, které se mohou vyskytnout při přenosu úplného
signálu barevné televize retranslačními spoji a při jeho vysílání a příjmu.
Kmitočtová modulace signálu se tedy obdobně jako přifpřenosu roz
hlasových pořadů na velmi krátkých vlnách i zde uplatňuje
středník kvalitního přenosu signálu. I zde je to však za cenu složitějšího
řešení kódovacích a dekódovacích obvodů.

Soustava barevné televize PAL (Ex-E,),

Soustava barevné televize PAL (Phase
Alternating Line), která byla vyvinuta v Ně- E,
mecké spolkové republice, převzala ze sousta
vy NTSC princip kvadraturní modulacebarvo

nosného signálu a ze soustavy SECAM hy
princip zpožďování barvonosného signálu o
jeden televiznířádekv dekódovacíchobvodech ONY )
přijímače. Nový je v soustavě PAL princip
střídání polarity barvonosné složky Ex —By
v řádcích po sobě následujících (viz diagram
na obr. 14). Takto vytvořený barvonosný
signál, jehož fáze nabývá postupně po řád
cích hodnoty +, —w, je méně citlivý na
zkreslení při jeho přenosu a umožňuje jedno

bn,

(Eg-ED

dušší demodulaci a obnovení barvonos- 4.W v ve«,— Obr.14.Barvonosnýsignál
ných složek Ep — By, Ea — By v přijí- soustavě PAL v n-tém
mači. a v (n+ 1) řádku

Zobrazovací soustavy barevné televize

Pod pojmem zobrazovacísoustava barevné televize si představujeme
zařízení, které v přijímači přeměňuje obnovené základní barevné sig
nály Ep, Eg, Ea v barevný obraz.

Principiální řešení zobrazovacích soustav je založeno na zmíněném
aditivním mísení tří složkových obrazů v základních barvách R, G, B
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a lze je nejlépe sledovat na zobrazovací soustavě projekční uvedené
v obr. 15. Tato soustava užívá trojice speciálních projekčních obrazo
vek, z nichž každá se budí jedním ze základních barevných signálů

duté
zreadlo—

čočka

p
. v (

rojekcní
obrazovka

projekční
plocha

Obr. 15. Projekční zobrazovací soustava

Ep, Ba, Es. Stínítka těchto obrazovek jsou opatřena luminofory
(fosfory zářícími po dopadu elektronového paprsku) zářícími v odpoví
dajících základních barvách R, G, B. Tři složkové obrazy červený,
zelený a modrý vytvořené na stínítkách jednotlivých obrazovek se
prostřednictvím Schmidtovy optiky (duté zrcadlo s korekční čočkou)
zobrazují přesně na sebe na jedinou projekční plochu, kde se tak re
produkuje barevný obraz snímané scény.

Uvedený princip projekční soustavy je v podstatě společný všem
zobrazovacím soustavám barevné televize, její praktické využití je však
vhodné pouze pro velkoploché zobrazení barevných televizních obrazů.
V přijímačích barevné televize se užívá jako zobrazovací soustavy
barevné obrazovky,obdobného, ale složitějšího systému než u obrazovky
černobílé televize.

Nejčastěji užívanou zobrazovací soustavou barevné televize v při
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jimačích je barevná obrazovka se stínicí maskou (obr. 16a). Tato obra
zovka má tři elektronové trysky umístěné ve vrcholech rovnostranného
trojúhelníka (obr. 16b), z nichž vycházejí tři samostatné elektronové
paprsky. Intenzitafkaždéhopaprsku je modulovánajedním ze základ

Stinitko Obr. 16.Princip barevné obrazovky se
i stínící maskou

a) Celkové řešení obrazovky
b) Detail stínítka a chodu elektrono

vých paprsků

s luminofory

elektronové
trysky

trojice
elektronových
paprsků

směry tri
elektronových
paprsků

ne

střuktura
stinitka
S luminofory
v základních

barvách RB,G

-elektronové stínicí maska
frysky s otvory

ních barevných signálů Ep, Ee, Eg. Trojice elektronových paprsků“se
společně vychyluje a zaostřujeína stínítko obrazovky, které je zevnitř
pokryto jemnou pravidelnou strukturou trojic kruhových plošek lumi
noforů v základních barvách R, G, B, ležících opět ve vrcholech rovno
stranného trojúhelníka. Před stínítkem zevnitř obrazovky je pevně
uchycena kovová stínící maska s kruhovými otvory, z nichž každý leží
před jednou trojicí luminoforů stínítka. Trojice elektronových paprsků
se sbíhá v rovině stínící masky a rozbíhá se opět tak, že jednotlivé
elektronové paprsky dopadají jen na plošku luminoforu té základní
barvy, jejíž základní barevný signál paprsek moduluje. Každý ze tří
elektronových paprsků vytváří tak na stínítku složkový obraz v jedné

371



ze základních barev s bodovou strukturou, která není již z běžné vzdá
lenosti okem rozeznatelná. Poněvadž se všechny tři složkové obrazy
na stínítku kryjí, vzniká jejich aditivním složením úplný barevný
obraz.

Literatura

Ilwain, Dean: Principy barevné televize. SNTL, Praha 1960.
Pazderák, Ptáček: Barevná televize. SNTL, Praha 1964.

U řyaa | ASTRONOMIEM
n

Deset měsíců planety Saturna
Dr. JAROMÍR ŠIROKÝ — Dr. M. ŠIROKÁ, UP Olomouc

Druhá největší planeta sluneční soustavy — Saturn — je právem
označována za nejkrásnějtí planetu. Je obklopena několika prstenci
a vedle Jupitera má největší počet měsíců. Poslední, desátý měsíc,
nazvaný Janus, objevil koncem roku 1966francouzský astronom dr. A.
Dollfus z hvězdárny v Meudonu u Paříže. Jde o těleso 14. hvězdné
velikosti, které se pohybuje po dráze o průměru 315 000 km a kolem
Saturna oběhne za necelých 18 hodin. Jeho dráha je téměř kruhová
s nulovým sklonem vůči rovníku Saturna. Objev desátého měsíce byl
během r. 1967 potvrzen i na jiných hvězdárnách.

Největším ŠSaturnovým měsícem je Titan (obr. 1), jehož průměr
4820 km je prakticky stejný jako průměr planety Merkura. Objevil
jej v r. 1655 Ch. Huygens; v r. 1944 objevil Američan G. P. Kuiper,
že Titan je obklopen atmosférou složenou z metanu. Další čtyři měsíce
objevil D. Cassini a jejich názvy jsou: Japetus, Rhea, Dione a Tethys.
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Známý anglický pozorovatel W.
Herschel objevil další dva měsíce
(Mimas a Bncelaďus), konečně
před více než sto lety byl objeven

©

Hyperion. Devátý měsíc, Phoebe, . ©

©

GODA

objevil astronom Pickering v r.
1898, který o sedm let později 65.
oznámil objev dalšího měsíce. Jeho
objev nebyl však potvrzen a zdá 7.

se, že šlo o planetku, která se jen 8,dočasně pohybovala v gravitačním ©
poli Saturna. Přehled o soustavě 92 e 10.
Saturnových měsíců podává při
pojená tabulka, sestavená podle Obr. 1. Srovnání velikosti
Hvězdářské ročenky na rok 1968. Saturnových měsíců.

Tabulka 1. Saturnovy měsíceSider.| Synod.Prů-| Hv.MěsícVzdálenost| perioda| perioda| Ex-| Skloníměr| vel.[a.j-]ddhmcentr.[%]| [km]| [m]
10. Janus 0,001 054 0,749 — 0,0? 0? 240? 141.Mimas0,0012400,9422237| 0,0201,5|480| 12,1
2. Enceladus0,0015911,3701853|0,0040,0|640| 11,73.Tethys0,0019691,88812119,0,0001,1|960| 10,64.Dione0,0025222,73121742|0,0020,0|960| 10,75.Rhea0,0035234,51841228|0,0010,4| 1360| 10,06.Titan0,00816615,945| 152315| 0,0290,3| 48208,3
7. Hyperion0,00989321,277| 21739|0,1040,4|400| I58.Japetus|0,02379879,331| 7922005|0,028|14,7| 1200| 10,89.Phoebe| 0,086575| 550,450|523160,163| 150240| 14,5
Má-li planeta měsíce, pak lze poměrně snadno vypočítat její hmot

nost. K výpočtu hmotnosti Saturna použijeme oběžnou dobu a vzdále
nost měsíce Titana. Uvažujme, že Titan obíhá kolem Saturna po kru
hové dráze o poloměru a = 1,22.. 10? m; jeho siderická oběžná doba je
15,95 dne — po přepočtení na sekundy je T — 1,38. 10%s.

Při kruhovém pohybu je gravitační zrychlení ve vzdálenosti a od
středu Saturna rovné dostředivému zrychlení Titana. Označíme-li M
hmotnost Saturna a v dráhovou rychlost Titana, platí

«M |
= — 1a a s,

kde « —6,67.. 107" N m?kg? je gravitační konstanta.
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Hmotnost Saturna pak můžeme vyjádřit vztahem

v?aM=. 2
= (2)

Dráhovou rychlost vyjádříme pomocí poloměru a oběžné doby

ara

Dosadíme-li tuto rychlost do rovnice (2), máme
47?

M= k (3)
Po dosazení číselnýchhodnot dostáváme pro hmotnost Saturna hodnotu
M = 5,65. 10? kg.

Hmotnosti planet sluneční soustavy se obvykle udávají v jednotkách
hmotnosti Země. Hmotnost Saturna v jednotkách hmotnosti Země vy
počteme tak, že jeho hmotnost v kilogramech vydělíme hmotností Země
v kilogramech. Protože hmotnost Země M; = 5,98.. 10%ko, je hmot
nost Saturna M — 945 Mz. Tento výsledek se poměrně dobře sho
duje s číselnou hodnotou, kterou udávají astronomické tabulky (M =
= 952 My).

Hmotnost Saturna můžeme stanovit také přímo v hmotnostech Země.
Potřebujeme k tomu znát oběžnou dobu a vzdálenost našeho Měsíce.
Označme ay vzdálenost Měsíce od Země, Ty jeho oběžnou dobu. Pak
hmotnost Země lze vyjádřit vztahem

-—řAh
MHz= (4)Ty

Dělíme-li rovnici (3) rovnicí (4), dostáváme pro poměr hmotností Sa
turna a Země

M * TyZO. 5
M Z am T? )

Měsíc obíhá kolem Země ve vzdálenosti ay = 385 . 109 m s oběžnou
dobou Ty =27,3 dne. Odpovídajicí údaje pro Titana jsou: a = 1,22. 10%m,
T'— 15,95dne. Dosadíme-li tyto číselnéhodnoty do rovnice (5),dostane
meM9% Hz.
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42-34 z5osojkk(p) „sín -1)(n-2)...

NAŠE —
SOUTĚŽ

Matematika

3. Je dán rovnoramenný trojúhelník ABC. Úhly při základně AB měří
80%.Ve vrcholu A sestrojíme úhel 50“, ve vrcholu B úhel 60“. Ramena
těchto úhlů protnou ramena daného trojúhelníka po řadě v bodech K a L.
Určete úhel KIB.

(Došlo 31 řešení) Josef Dibelka

Řešil Pavel Vejvoda,SVVŠ, Praha 2, W. Piecka:
Rozlišíme tyto tři případy:
1. Uvažujme A ABL a A BKL (obr. 1).

C

A

Z A ABL plyne
BL: AB = sin 80“ : sin 4()“
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Z A BKL plyne
BL: BK = sine :sinÓó; e = 18) —(0 + 0")

A ABK je rovnoramenný AB = BK, paksin(d+20“)© sin80“
sin Ó "sin 409"

sin d cos 20“ —-cos Osin 20“ | sin 80"
sin 0 -sin 409"

ted — sin 80“ cos 20"006 0 405in20* sin 205*

bod — 2 sin 40“ . cos 40" cos 20“ O 2 cos 40“ — cos 20"9058 O 40" sin20“ sin208 sin20"

cote A — cos 40“ — 2 sin 30“ sin 10“ (008 407 — cos 80“6c— sin 205 7 sin 209

2 sin 60“ sin 20“ —
t — —cotg sin20“ 3.

0—30
2. Uvažujme A BKL a A ABK (obr. 2).
Z A BLK plyne

BL: BK = sin (d+ 60) :sinÓ.
Z A ABK plýne

AB : BK = sin 70“ : sin 30“

A ABL je rovnoramenný, pak AB = BL, tedy

BL | AB
BK. BK'

sin (d + 60“) | Sin 70“ 3-5 1 < mno o
sin 8 = m 50(Sn 30“ = 3, sin 70“ = cos 20“),

sin d cos 60 + cos Osin 60" 9 cos 20"
sin Ó

ote d = 2 cos 20" cos 60"78 n609— sin60**
2 9—1

cotgd = = 5 ==1,59; d—32 10
3. Z A BKL plyne (obr. 3)

BL: BK = sin (0 + 60“):sind,
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A ABK je rovnoramenný C Obr. 3
AB= BÉ,

AXNABL je také rovnoramenný

AB= BL= BK,

BLp n(d+00)
BK. OOOOŮ sin Ó ?

sin 8 cos 60“ I- cos d sin 60“ — isinÓ —

+ z 1—0060|360 = 609. 3
Ó = 60"

Poznámka redakce: Tuto úlohu bylo možno řešit několika způsoby,
což se také objevilo v řešení našich čtenářů. Otiskujeme řešení, které
danou úlohu podrobně rozebralo. Většina řešitelů uvažovala jen případ
první. I řešení bez případů 2 a 3 pokládáme za správné.

9. V rovnoramenném lichoběžníku o základnách 2a, 2b a výšce v
(v > a +b) protíná příčka vedená ze středu jednoho ramene kolmo
k druhému rameni osu souměrnosti lichoběžníka v bodě, z něhož tečny,
vedené ke kružnicím nad základnami jako průměry, mají stejnou délku.

(Došlo 32 řešení) Ota Setzer
Řešila Věra Jaroňová, III. tř.

SVVŠ, Nový Bohumín: D b 5 C
Podle obr. 1 platí

MA=MD,
08;= 08,

EB=a-—Db,
MX 1 BC,

a-+b
OM= 7780 ,

OX EB
OMEG

aodtud0X=g= A B



Označíme-li f, (ť„) délku tečny vedené z bodu X ke kružnici k,
(k„),budou mocnosti bodu X k těmto kružnicím

M = (K0) (XS,ha>|Ba o)(P+a+e)=

v až—bd?ne) (3+ — +a)= (a—v)?—dž2 2v 2 20

2. pa 1
T =z (atd +0).(a+b—0).(a—d+9),

„(a—b—v).

M4 (K8—D.K8+9—(B—a—)).
v = (WÚ—db?—a (v+-dž—a -1(F-1r)- p Do =gs(4+5T).

„(a-+b—1).(a—b+ v).(a— b—2).
Je tedy t?= ff,a proto též 1,= t;.

12. Sestrojte trojúhelník, znáte-li úhel vyaa + c,b + c.
(Došlo 26 řešení) Karel Špaček

Řešil Milan Číha, IIIA SVVŠ, Rakovník:

Ve čtyřůhelníku A'B'BA (obr. 1) platí AA —AB = B'B a úhly
AA"B, A'B'B jsou známé velikosti. Je možné sestrojit čtyřůhelník
stejnolehlý se čtyřůhelníkem A'B"BA, např. podle vrcholu A“.

C
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Konstrukce:

1. Podle věty (sus) sestrojíme trojúhelník A"CB",kde úhel A'CB' =
=y, AMČ=b+ ceBČ=aT ec.

2. Na polopřímkyA'C a B"C naneseme stejně dlouhé úsečky A'X =
= BW=n.

3.7Sestrojíme kružnici k = (X; ») a určíme průsečík Y kružnice k
s přímkou p vedenou bodem“ W rovnoběžně s A'B'. Přímka g, vedená
bodem Y rovnoběžně s B'Č, protne přímku A"B"v bodě Z.

4. Čtyřůhelníky A'ZYX a A'B'BA jsou stejnolehlé podle středu A'.
Přímka A"Y protne stranu B'C v hledaném vrcholu B; pak AB|| XY.
Trojúhelník ABC je hledaným trojúhelníkem.

Z €postupu konstrukce plyne, že (A'A—AB = BB' =c; úhly
A'CB'= ACB=y (AC=b+ c BČ=au+ 0.

Diskuse:

Všechny prováděné konstrukce jsou jednoznačné až na sestrojení
bodu Y. Bod Y — vrchol čtyřůhelníka A'XYZ stejnolehlého podle
středu A" sečtyřůhelníkem A"ABB'" — musí ležet uvnitř úhluCA'B",
musí tedy přímka p protínat kružnici k = (X; n) v jediném bodě
uvnitř tohoto úhlu, což nastane tehdy a jen tehdy (obr. 2), když

2 sin r >>sin P
kdeúhlyBA GC=aaABG=V.

Fyzika

5. V jak veliké vzdálenosti 4 od povrchu Země, jejíž rovníkový poloměr
je R = 6378 [km], by musel obíhat po kruhové dráze Sputnik, aby se
trvale nehnutě vznášel nad týmž bodem zemského rovníku, tj. aby měl
oběžný čas

+= 23 [h] 45 [min] 4[s].
Řešte pomocí 3. Keplerova zákona, víte-li, že oběžná doba Měsíceje

T, = 27,3 dne = 2,36. 10%[s]
a jeho střední vzdálenost od středu Zeměje

r, = 3,84. 10 [km].
Dokažte, že postupnou rychlost tohoto stacionárního Sputnika lze určit
vzorcem

ZT7,

Vy=77 ZZn.
1 TIT,

Rešte nejprve obecně a potom vyčíslete dosazením daných hodnot.
Počítejte jen na 3 platná místa.
(Došlo 30 řešení) Otakar Julák
Řešení autorovo:

Sputnik musí obíhat Zemi v kruhové dráze nad zemským rovníkem
s oběžnou dobou T'grovnou jedné hvězdné otočce Země,tj.

Tg = Tz = 33 [h] 45 [min] 4 [s] = 85 504 [s] .
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Sputnik bude obíhat ve výšce 4 nad povrchem Země, tj. ve vzdálenosti
Trg= R + h

od středu Země. Tuto vzdálenost určíme z 3. Keplerova zákona srov
náním s daty oběhu a vzdálenosti Měsíce.

Střední vzdálenost Měsíceod Zeměje
ar = 384 000 [km]

a doba oběhu

Ty = 2,36. 105 [s]

T%:Ti =1r$ :aL,
odtud

rs= a VT5:Tž =
= 384000 V 85 5042 : 2,362. 101%— 42 045 [km]

Výška nad Zemí
hh— 42045 — 6378 — 35 667 [km]

Příslušná kruhová rychlost

Vy= Znrg : Tg = 2m. 42 045 : 85 504 — 3,0886 [km .s-"]

Dosadíme-li do předchozího vzorce za rg příslušný výraz, dostaneme
va= Bna4,T3:T%:Tg,

ZAL,

VTL.TsV =

což bylo dokázat.

6. Matematické kyvadlo délky Z,hmotnosti m kývá s maximální úhlovou
výchylkou m. Určete energii tohoto kyvadla a dokažte, že postupná rychlost

PÝVAv, s jakou projde nejnižším bodem, je dána vztahem
v = Vai (L — 008 W) 

(Došlo 30 řešení) Otakar Julák

Řešil Martin Šole, SVVŠ v Praze 2:
Nulovou hladinu potenciální energie položme do nejnižšího bodu.

Při maximální výchylce m; je výška kyvadla %,nad nulovou hladinou
ho=(— 008m).

V nejnižším bodě dráhy se tato potenciální energie W, zatím už úplně
proměnila v energii kinetickou,tj.

Ž mv? = myl (1 — cos m).
Z toho plyne hledaná rychlost

v = V29! (L — cos ©) ;
jak bylo dokázat.
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O becné řešenípodal Stanislav Slouka, SPŠE v Brně:
Při libovolné úhlové výchylce ©, má kyvadlo potenciální

energii
W, = mal (1 — cos gy)

a kinetickou energii
Wi=%my

Součet obou těchto částečných energií dá celkovou energii
W = mai (1 — 008 ©)

v závislostina maximálnívýchylce
W+ W=W

mal (1 — cos ©) + š mví = mal (1 — cos ©)
Odtud rychlost v libovolném bodě s okamžitou výchylkou ,; je

V = V291 (COS© — 008 V)
Pro

$=0, cosgy=1, v= (2gi(1—cosm)

Konstruktivní geometrie

4. V Mongeově promítání zobrazte rotační válec, jehož jedna kruhová
hrana se dotýká půdorysny z v bodě P (—3,5; 5; 0), nárysny v v bodě
N (—530; 4), druhá kruhová hrana roviny p (5; 00; oo).

(Došlo 18 řešení) Ota Selzer

Řešil Jan Louda,III.f SVVŠ v Plzni:
Rozbor:
Kružnice k“ dotýkající se v bodech P a N po řadě rovin z a » leží

v rovině , která protíná osu z v bodě X. Tečny ke kružnici k"z bodu X
jsou stejně dlouhé, proto také XP, —XN,. Kružnice k horní podstavy
se dotýká roviny o v bodě T'. Sestrojíme rovinu p' || o dotýkající se
kružnice k' v bodě 7". Posunutím kružnice k' o vektor TT dostaneme
horní podstavnou kružnici k.

Konstrukce:
Osa souměrnosti úsečky N,P, protne osu x v bodě X, XP, = p?,

XN,= n7. Užitím spádové přímky sh druhé soustavy odvodíme na
si průmět Sstředu kružnice k',jejíž průměty kj, k, snadno odvodíme.
Z fokálních vlastností elips ky,k odvodíme jejich tečny p? a ne kolmé
k ose z. Dotykové body T, TÝ posuneme ve směru osy 0,, resp. 0%
do stopy p£, resp. n$ do bodů T., T;, jimiž jdou průměty kp, k, druhé
podstavy k.

Diskuse
Protože lze k elipse kf vést 2 tečny kolmé k ose «, existují 2 řešení

(v obr. rýsováno jen jedno).
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Obr. 1
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a 2 ňoN :
s )) P?V=

n JA

MMO 1

Řešení úloh IX.Mezinárodní

matematické olympiády ve dnech
3. až 12. července 1967 v Jugoslávii
DOC. JAN VYŠÍN, Praha (Pokračování)

4. Jsou dány dva ostroúhlé trojúhelníky A+B,C, a A4,B,C,.Sestrojte
některý z trojúhelníků ABC, podobných trojúhelníku A4,B,C;(tak, že
vrcholům A3, By, C; odpovídají po řadě vrcholy A, B, C) a opsaných
trojúhelníku A;B;C+ tak, že strany AB, BC, ČA procházejí po řadě
body G, Ag, Bo. Ze všech“takových trojúhelníků ABC určete pak
trojúhelník maximálního obsahu a sestrojte jej.

Řešení. a) Dokážemenejprve pomocnouvětu P:
Je-li A,B,C; ostroúhlý trojúhelník a jsou-li a, 64, v, tři ostré úhly,

pro něž platí « + By+ y4= m,pak existuje uvnitř trojúhelníka A,B,C;
jediný bod M, z něhož je vidět úsečky A,By, BĎsCy,CyAgpo řadě pod
úhly z — VYp,7— «, I— By.

Sestrojme kružnice ky, kz, kg takto: ky prochází body Bx, C,
a z každého jejího bodu ležícího v polorovině B$CgA,je vidět úsečku
BC; pod úhlem z —«,. Cyklickou záměnou dostaneme kružnice kg,
ka (obr. 4).

Kružnice ky, kg se nedotýkají v bodě C;—.Jinak by totiž platilo
podle vlastností úsekových úhlů

G—A bY+n— BA=2,
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neboli

WwW=u+BA=1n—m,

což je nemožné, neboť

= XMGB,
je ostrý,

7— 7M

tupý.

Kružnice ky, kg se tedy protnou
mimo bod Cýještě v dalším bodě M.

k Dokážeme, že bod M leží uvnitřC© trojúhelníkaA,B,Cy;vyvrátímeto
Obr. 4 tiž, že by bod M náležel některé

z šesti (uzavřených) oblastí ozna
čených na obr. 5 £24,(22, 2, 04,
03, 0x.

Nechť bod W náleží oblasti ©, (obr. 6a); pak je X AMB, =
= A AMMCGTKXGMBi= 1— B+ n— m= 2+ v; avšak
X A,MB; S z, což je spor.

Nechť bod W náleží oblasti (2;; pak je (obr. 6b)

X CMBy< X OyoBy= m <;
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avšak

XUMBn—m> >
což je opět spor. Obdobně se vyloučí oblast (22.

Obr 6a Obr. 6b

Obr. 60

Leží-li bod M v oblasti (2, (obr. 6c), je

X AMC > X BMC,
tj. By> m — az což je nemožné, neboť

61< = —m>Í
1 9 > J0 C1 2 .

Obdobně se vyloučí oblast (23.
Leží-li konečně bod M v oblasti (2, (obr. 6d), je

XAMT XGHB= XAMB< S ACB,
tj. By+ U < Vo,Cožje opět spor, neboť

n 414Utb=1—1>%> WS
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Protože bod M leží uvnitř A A+B+Cý(obr. 7), plati
XAMC=n—B, x BM=n-«

X AMB = 20—(7—%)—(a—A)= ab = Yi
tj. bod M je společným bodem kružnic ky, kg, kg.

Obr. %

b) Sestrojme v bodech Ag, By, C; po řadě kolmice k přímkám WMA,
MB, MC. Tyto přímky se%protnoužpo dvou v bodech A;, Bz, Cz

(obr. 8). Vznikne“tak trojúhelník A2B2Co,jehož vnitřní úhly jsou «,
By V- Body Aj, Bz, C; leží po"řadějna kružnicích ky, kg, kg. Snadno
dokážeme, že *itrojúhelník A,B;C, [má maximální lobsah, ze všech
možných trojúhelníků ABC. Trojúhelník A,B;C; má maximální obsah,
má-li maximální jednu stranu, např. A,B. Na obr. 9 jsou kružnice ky,

Obr. 9

kp, jejich průsečíky C,, M, úsečka ?A,B, a strana AB libovolného
trojúhelníka *ABC, procházející bodem C$. Na jtémž obrázku je Ise
strojena úsečka A4'B'“souměrně sdružená s AB podle středné kružnic
ky, kp. Z itětivových čtyřúhelníků MC;4,A', MC,B,B' plyne, že je
A,A"| A'B', B,B"| A'B'; proto je A,B,z A'B' = AB.
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Tím je důkaz proveden.
Maximální trojúhelník A,B;C; zajišťuje existenci aspoň jednoho troj

úhelníka žádaných vlastností. Intuitivně lze ovšem sestrojit další. Zvo
líme libovolný bod A na kružnici ky vně trojúhelníka A;B;C$; sestro
jíme přímky AB;, AG;. Protnou-li tyto přímky kružnice kg, kg po řadě
v bodech C, B ležících vně A A;B+C;, pak trojúhelník ABC je troj
úhelník žádaných vlastností.

N Obr. 10
C

Body B, Ag, C leží totiž v přímce, pak plyne z následujícího důkazu
(obr. 10): přímka BA; protne polopřímku AB; v bodě C" (tento prů
sečík vznikne, neboť a + 6, < m). Z trojúhelníka ABC" dostaneme,
že X BCA = R— m— B1= y, Protože bod C" leží podle své kon
strukce v polorovině opačné k A4;B+Gý,je X 4C'By = X BGA =,
tj. bod C" náleží kružnici kg i přímce AB, a splyne tedy s bodem C.

(Dokončení)

Vážení čtenáři,

chcete-li, aby vám Rozhledy matematicko-fyzikální byly po prázdninách
doručovány pravidelně již od prvního čísla, proveďte si jejich objednávku
u svého poštovního úřadu (Poštovní novinové služby) již nyní.
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List třetí - o formulaci
soutěžních úloh MO

Milí přátelé,

možná, že jste četli naše dva dopisy, které vyšly v minulých číslech
Rozbledů. Dnes se na Vás obracíme s listem třetím, který — podobně
jako list druhý — vznikl jako odpověď na připomínky jednoho z Vás.
Tento účastník MO si stěžuje také na nesrozumitelnosti textů soutěž
ních úloh. Píše: ,„„Přesto,že jsem prostudoval všecky minulé ročníky
(MO) i různou studijní literaturu, nedokázal jsem vůbec pochopit slo
žitou formulaci přípravné úlohy 2 kategorie A a formulaci soutěžní
úlohy 1. Zároveň bych prosil o takové doplnění — objasnění výše
uvedených úloh letošního ročníku v takové míře, aby se mi požadavky
úloh stály srozumitelné. Moc mi vadí příliš stručná (a často nepřesná)
formulaceotázek...“

Projděme texty obou úloh. Přípravná úloha 2 zní:
Množina M se skládá z n prvků 1, 2, ..., ». Utvořte kombinace

k-té třídy z prvků množiny M. Sečtěte čísla, která vytvářejí kombinaci
k-té třídy. Utvořte součet všech takto získaných součtů a označte
jej S. Stanovte vzorec

a) pro Sk;
b) pro součetS = 8; + 82 + 84.
Text doslovně vede čtenáře „za ruku“. Řešitel, který má trochu

zkušeností se čtením textů úloh, si zkontroluje čísla S+ pro určité n.
Např. pro n — 4 máme M=1,2,3,4.
Pro k = 2 utvoříme podle textu tyto kombinace

13:2— 1;3— 1;4— 2;3 —24 —3;4. (1)
Součty čísel, která vytvářejí kombinace 2. třídy, jsou po řadě

3,4,5,5,6,7
Součet všech takto získaných součtů je tedy

S2=3+4+5+5+46+47=930.
Obdobně získáme

S,= 10,S;=30,S,= 10,
tedy

S= 8+ 8+ 83+9 = 80.
„Kouzelný klíč“ k pochopení textu je — jako v mnohých jiných

případech — konkrétní numerický výpočet. Takový numerický příklad
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zpravidla pomáhá i při nalezení postupu řešení: všimněme si, že v sou
hrnu (1) všech kombinací 2. třídy prvků 1, 2, 3, 4 se každé z čísel 1,
2, 3, 4 vyskytuje právě třikrát; proto součet všech čísel ze všech těchto
kombinací je 3. (1 + 2 + 3 + 4) = 30. Tuto induktivně získanou me
todu není nesnadné zobecnit.

Soutěžní úloha 1 zní: Je dána úsečka AB. Množina M je definována
takto: a) obsahuje body A, B; b) obsahuje-li body X, Y, obsahuje
1 bod Z úsečky XY, pro který platí YZ — 3. XZ. Dokažte, že každá
úsečka ležící v úsečce AB obsahuje aspoň jeden bod množiny M.

Jistě, že při čtení tohoto textu vezmeme papír a budeme načrtávat
body množiny M. Definice je zřejmě rekurentní, tj. její body se tvoří
postupně podle určitého předpisu (algoritmu) nejprve z bodů A, B
a pak z dalších bodů, které pomocí nich byly sestrojeny. Abychom
se ve struktuře množiny M lépe vyznali, pokusíme se vyjádřit ji aritme

oky — na číselné ose. Nechť body A, B mají souřadnice A = [0],= [1]; pak podle části b) textu úlohy obsahuje množina M také

body[z | [ž| Použijeme-linyní bodů [0], [1],2] 3] a výtvar
ného zákona b), zjistíme, že množina M obsahuje ještě body o souřad

1 3 3 10 13 15
16" 16" 8" 16" 16" 16

žiny M bude přibývat po jednotlivých krocích a že snad bude vý
hodné zachytit část množiny WWvzniklou až do n-tého kroku pomocí
zlomků se společným jmenovatelem 4". Dostaneme tedy po prvním
kroku body se souřadnicemi

13 4.
4 4" 4"

nicích —— . Ukazuje se, že bodů z mno

0, (2)

po druhém kroku

103 4. 6 10 12 1 15 1 9"16"16"16'16'16"16'16' 16' 16(9)
atd. Struktura množiny M bude tedy nalezena, zjistíme-li, která čísla
se vyskytují v soustavách zlomků (2), (3) a dalších. Určíme-li tuto
strukturu, bude odpověď na otázku úlohy poměrně snadná.

Je pravda, že tato úloha je pro středoškoláka neobvyklá, ale zato
matematicky velmi cenná. „Cizost““ úlohy je způsobena asi tím, že
střední škola se málo zabývá rekurentními definicemi a matematickou
indukcí vůbec. V knižnici Škola mladých matematiků vyšel před časem
svazeček dr. Výborného: Matematická indukce (sv. 6), jehož prostudo
vání Vám v tomto směru prospěje.

Můžeme Vás ujistit, že věnujeme textaci soutěžních úloh velkou
pozornost — texty recenzuje vždy několik pracovníků. Sem tam se
sice vyskytne tisková chyba nebo menší nejasnost, ale těžko lze říci,
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ACCže by texty byly „„častonepřesné““. Jiná věc je to ovšem s jejich sro
zumitelností: to je pojem velmi subjektivní. Chceme vést účastníky
olympiády k chápání stručně formulovaných úloh; uvažte, že porozu
mění textu matematické úlohy je prvním stupínkem dovednost číst
a chápat matematické texty.

A ještě něco: Vaším hlavním poradcem při jakýchkoli nesnázích
v matematické olympiádě by mohl být Váš učitel matematiky nebo
některý jiný z učitelů matematiky na Vaší škole. Mimo to se pořádají
v řadě měst přednášky pro olympioniky, kde Vám jistě ochotně poradí
(ovšem nežádejte, aby Vám úlohu rozřešili). Není opravdu v silách
ústředního výboru, resp. jeho předsednictva, aby poradil a pomohl
všem, kteří by to potřebovali.

Nedejte se však odradit od práce ani nesnázemi ani třeba dočasnými
neúspěchy. Pište nám své připomínky: věcný dopis napsaný bez zauja
tosti je vždy impulsem k přemýšlení a nápravě, byť i ne okamžité.
Konkrétně: připomínky, které byly podnětem k napsání tohoto dopisu,
jsou i podnětem k tomu, aby se na příští schůzi ústředního výboru MO
jednalo znovu o výběru a zejména o textaci soutěžních úloh.

Přejeme Vám hodně dobrých nápadů, úspěchů v práci a srdečně
Vás pozdravujeme.

Za ÚVMO: Doo. Jan Vyšín

NEJMLADŠÍM
ČTENÁŘŮM

V Kocourkově
Bylo to v Kocourkově, kde se konšelé rozhodli zavést osvětlení do

hlavní ulice, která přirozeně ústila do rynku. První lucerna byla při
rozeně na rynku před radnicí, následující svítila před domem páně
purkmistrovým a ostatní před domy pánů konšelů. Dopadlo to však
jako v Kocourkově. Všechny byly v přímce, to zase všechna čest, ale
ty vzdálenosti mezi nimi. První dvě byly od sebe vzdáleny 50 m, třetí
od druhé byla vzdálena 4 m a další vzdálenosti byly po řadě 26 m,
28 m, 42 m. Kocourkovští se tim proslavili široko daleko a tak není
divu, že pomýŠleli na nápravu. Sami na to nestačili, a proto si pozvali
odborníky z nedalekého Chytříkova. Ti jim rozestavili luoerny ve stej
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ných vzdálenostech. Přitom ponechali světlo před radnicí a mezi každé
dvě lucerny dříve postavené dali jednu lucernu novou. Vzdálenosti
luceren byly vyjádřeny přirozenými čísly (v metrech). Dovedli byste
říci, v jakých vzdálenostech byly lucerny rozestaveny?

S. H.

Povedení bratranci
O prázdninách se u strýčka sešli čtyři bratranci. Byli ještě malí,

do všeho vlezli, všechno bylo pro ně zajímavá hračka. A tak se dostali
1k šachům. Jeden sebral věže, druhý střelce, třetí koně a čtvrtý všechny
pěšce. S kořistí si pak hráli. Strýc se trochu polekal, když si chtěl
přehrát zajímavou partii a našel jen krále a dámy. Teta, která kluky
zahlédla, jak si s figurkami hráli, mohla poskytnout tyto kusé infor
mace:

a) Hráli si spolu vždy jen dva.
b) Karel s Petrem si hráli a měli věže a pěšce.
c) Když si spolu hráli Petr a Míla, neměli koně.
d) Při hře Karla a Milý neviděla pěšce.
e) Míla s Vašíkem během hry hledali pod skříní zatoulaného koně.
To vše stačí nyní k tomu, abyste zjistili, co si kdo vzal. SH.

RECENZE

Populárne o počte pra vdepodobnosti
BEDŘICH ŠOFR:

Slovenské vydavatelstvo technickej literatury (SVTL) Bratislava
ve spolupráci se Socialistickou akadémiou, 1967. Stran 120, cena
Kčs 8,—.
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Vydání této knížky je příjemným překvapením, které nám SVTL
připravilo. Ve skrovné dosud sbírce „„Popularisačné literatůry o ma
tematike v slovenčine““ v Polytechnické knižnici SVTL je to zřejmě
první svazek, který není překladem z cizí řeči. A je to svazek zdařilý.
Na několika stránkách je podáno stručnou, ale přesnou a jasnou formou
mnoho věcí. Čtenář tu najde úvod do kombinatoriky, klasickou i sta
tistickou definici pravděpodobnosti, pravděpodobnost úhrnnou i slo
ženou, binomické rozdělení pravděpodobností, aplikace na různé hry
a na úlohy z pojišťovací matematiky, najde i zmínku o geometrických
pravděpodobnostech.

Po metodické stránce je knížka dokonale promyšlena: Projevuje se
tu autorova velká učitelská zkušenost. Jednotlivé věty jsou uvedeny
různými instruktivními příklady, vzatými často přímo ze života. Ne
chybějí ani úlohy ke cvičení. Důkazy jsou uváděny stručně, zřejmě se
předpokládá, že inteligentní zájemce si podrobnosti doplní sám. To je
po stránce výchovné velmi dobré stanovisko.

Knížka je zajímavá ještě v jednom směru. V dnešní době, kdy před
válečné naše středoškolské učebnice tvoří více méně archivní materiál
v různých knihovnách, je asi Šofrova knížka u nás asi jediným do
stupným pramenem, kde i středoškolský student najde např. vzorce
pro početkombinacís opakováním prvků apod.,a to i s důkazy.

Znalcům bude možná v knížce chybět Kolmogorovova moderní defi
nice pravděpodobnosti. Ale z předmluvy vyplývá, že autor o ní VÍ.
Neuvádí ji tedy úmyslně. Je třeba uvážit, že příslušný výklad by
vyžadoval seznámit čtenáře nejdřív s abstraktní teorií aditivních mno
žinových funkcí. Tím by rozsah knížky neúměrně vzrostl a zvýšila
by se ovšem i nákupní cena. Popularizační význam knížky by tím
byl pak oslaben, v popularizaci by takové téma vyžadovalo prostě
samostatný svazek.

Je škoda, že o slovenských knížkách tohoto druhu je česká veřejnost
málo informována. Šofrova knížka přispěje jistě k propagaci slovenské
literatury u nás. Můžeme ji každému vřele doporučit.

Karel Havlíček

Našim nejmladším čtenářům!

V příštím ročníku Rozhledů chceme věnovat větší pozornost našim nej
mladším čtenářům. Pro ně budou určeny zvláštní články, které je budou
— mimo jiné — připravovat na MO. Red.

392



RŮZNÉ -» RŮZNÉ « RŮZNÉ

K přijímacím zkouškám z matematiky
na matematicko-fyzikální fakultu
Karlovy university v Praze

Mladí přátelé,

předpokládáme, že máte vážný zájem o studium matematiky a fyziky.
Chceme Vám tímto krátkým článkem pomoci při vašem rozhodování
a říci Vám alespoň několik slov o Vašich prvních krocích, které Vás
čekají, rozhodnete-li se studovat na matematicko-fyzikální fakultě Kar
lovy university v Praze.

Nechceme Vás ke studiu na naší fakultě lákat krásnými slovy o ma
tematice a fyzice, o významu a nezbytnosti těchto vědních oborů
v moderní společnosti — ani Vás nechceme od studia odradit tím,
že hned zpočátku řekneme to, co považujeme za svou povinnost říci,
tj. že studium na naší fakultě není lehké, naopak, je náročné; stát se
dobrým matematikem nebo fyzikem je úkol obtížný, vyžadující svě
domitou, soustavnou a vytrvalou práci. Můžeme Vám však z vlastní
zkušenosti říci, že výsledek této práce stojí za to a že odměnou Vám
bude, vedle pocitu dobře vykonané práce, také poznání netušených
možností, které se lidstvu otevírají správným využitím poznatků mo
derní vědy a schopnost přetvářet tyto možnosti ve skutečnost. Mnoho
záleží jenom na Vás, nebudete vázáni proti jiným letům ani umístěn
kovým řízením, které bylo zrušeno.

Chceme Vám stručně říci základní věci, které byste, podle našeho
názoru, měli znát o prvním kroku, který Vás na naší fakultě čeká,
tj. o přijímací zkoušce.

Přijímací zkouška z matematiky a z fyziky se skládá ze dvou částí —
písemné a ústní.

V písemné části zkoušky z matematiky budete řešit pět různých
příkladů. Správné, logicky bezvadné a úplné řešení všech pěti úloh je
velmi náročný úkol. Nepodaří-li se Vám takové řešení najít, neznamená,
to, že nemůžete být přijati, protože i z nedořešených úloh lze mnohdy
poznat způsob usuzování, vlohy pro samostatnou práci, počtářskou
zručnost a další schopnosti 1dovednosti, které jsou při studiu matema
tiky a fyziky na naší fakultě potřebné.
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Při ústní části zkoušky z matematiky budete rovněž řešit několik
úloh. Při ústní zkoušce z fyziky se však zpravidla neřeší úlohy počet
ního charakteru. Při ústní zkoušce budete v bezprostředním styku se
zkoušejícím, se kterým se — v případě potřeby — můžete o některých
otázkách poradit a který Vám může vhodnými otázkami při řešení
úloh pomoci. Při ústní zkoušce můžete prokázat své vědomosti, pře
sahující rámec učiva střední školy, informovat zkoušejícího o svých
zájmech a poradit se s ním o volbě studijního směru. Pro Vaši informaci
uvádíme nejdůležitější z nich:

Učitelské studium:
a) matematika v kombinaci s deskriptivní geometrií, s fyzikou nebo

s filosofií,
b) tělesná výchova, matematika pro kombinace na fakultě tělesné

výchovy a sportu UK.
Odborné studium:
a) obor matematika se zaměřením: algebra, aplikovaná matematika,

geometrie, matematická analýza, matematická statistika, numerická
matematika, teoretická kybernetika, topologie,

b) obor fyzika se zaměřením: astronomie, biofyzika, elektronika
a vakuová fyzika, fyzika pevných látek, geofyzika, meteorologie a kli
matologie, teoretická fyzika.

V prvních dvou letech studia lze bez velkých potíží volbu studijního
směru změnit; v pozdějších letech je to také možné, ale již obtížnější
pro nutnost úspěšného vykonání potřebných diferenčních zkoušek.

Víme, že přijímací zkouška není příjemnou záležitostí a vyžaduje
určitou duševní a tělesnou námahu. Budeme rádi, pochopíte-li, že ne
menší nároky klade i na nás, kteří Vás budeme zkoušet.

Věřte nám, že se snažíme rozhodovat nezaujatě a že naším nej
větším přáním při přijímacích zkouškách je, přijmout ty nejlepší z Vás.
Každý bude posuzován nezávisle nejméně čtyřmi učiteli naší fakulty
a ve sporných případech bude o přijetí ještě rozhodovat hlavní přijímací
komise. Kromě toho, protože věřímeVašim učitelům, kteří měli možnost
Vás během studia na střední škole velmi dobře poznat, přihlížíme
1 k Vašim výsledkům při tomto studiu. Sami však jistě víte, že by
nebylo spravedlivé rozhodovat o přijetí pouze na základě výsledků
středoškolského studia. Ani to nejlepší vysvědčení nezaručuje úspěšné
vysokoškolské studium.

Pokusíme se o to, aby nejlepším účastníkům celostátního kola ma
tematické a fyzikální olympiády byla přijímací zkouška z příslušného
oboru prominuta.

Podáte-li na Vaší škole (či na Vašem pracovišti) přihlášku ke studiu
na naší fakultě, budou Vás zajisté zajímat ještě další podrobnosti
o studlu a přijímacích zkouškách.

Tyto informace získáte ze zprávy, která bude naší fakultou odeslána
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na všechny školy, od kterých dojdou na fakultu přihlášky. Kromě toho
v příštím čísle Rozhledů najdete podrobnější články, věnované mimo
jiné průběhu a obsahu přijímacích zkoušek z matematiky a z fyziky
na naší fakultě.
k. Přejeme Vám úspěch při přijímací zkoušce a při dalším studiuna
matematicko-fyzikální fakultě Karlovy university v Praze.

Milan Vlach

K přijímacím zkouškám z fyziky
na MFFUKv Praze v r. 1966/67
PRÓF. DR. EMIL KAŠPAR, KÚ Praha

Součástí přijímací zkoušky na MFF na obory: specializace matema
bika, specializace fyzika a učitelské studium matematika-fyzika byla též
písemná a ústní zkouška z fyziky. V tomto článku jsou uvedeny některé
informace a zkušenosti o průběhu zkoušek v minulém školním roce.

Přijímací zkouška z fyziky se na MFF UK skládala z písemné a ústní
části. Přitom písemná zkouška předcházela ústní, ale obě zkoušky byly
klasifikovány nezávisle na sobě.

K písemné zkoušce z fyziky byly předempřipravenysérie
po 5 úlohách. Děkan fakulty těsně před provedením zkoušky volil
(tažením zalepených obálek z osudí) úlohy, které byly zadány. Po
zjištění vylosovaných úloh dostal každý uchazeč text úloh písemně
a od okamžiku rozdání textů měl na řešení 60 minut čistého času.

Při ústní zkoušce zfyziky dostalkaždýuchazečdvěotázky,
které si volil tažením z osudí.

Písemná i ústní zkouška z fyziky (a podobně i z matematiky) byla
klasifikována navzájem nezávisle známkou od 1 do 5 a součet známek
(spolu s klasifikací z druhého předmětu) měl vliv na pořadí při při
jímání na fakultu.

Obsah zkoušky. Všemstřednímškolámbylo předemsděleno,
že obsahem zkoušky z fyziky je učivo z předepsaných učebnic fyziky
pro střední všeobecně vzdělávací školy.

Písemná zkouška obsahovala5 úloh,které bylyvolenytak,
aby pokud možno pokrývaly různé oddíly fyziky (mechaniku, termiku
a molekulovou fyziku, popř. vlnění a akustiku, elektřinu a magnetis
mus, optiku [paprskovou i vlnovou] a atomovou fyziku). Obsah a obtíž
nost úloh odpovídaly běžným úlohám ve středoškolských učebnicích.
Jestliže si tedy absolvent v průběhu studia na střední škole sám vy
řešil všechny úlohy z učebnic pro SVVŠ, nebyla pro něhopísemná
zkouška z fyziky žádným problémem. Při zkoušce se také projevilo,

395



jak se který žák věnoval v průběhu středoškolského studia řešení fy
zikálních úloh. Zkouška měla ukázat, jak uchazeč rozumí fyzikálním
zákonům a jak jich dovede užívat při řešení fyzikálních problémů.
Všechny potřebné údaje (konstanty apod.) byly v textu úlohy uve
deny, kromě toho byly úlohy tak sestaveny, že k jejich řešení potře
boval uchazeč jen velmi jednoduché matematické úkony, převážně jen
algebraické a numerické. Proto nebylo dovoleno užívat žádných kniž
ních nebo jiných písemných pomůcek.

Jestliže uchazeč vyřešil úlohu správně v obecném tvaru a dosadil
do výsledného vzorce správně číselné hodnoty veličin se správnými
jednotkami, byla úloha hodnocena jako správně vyřešená, i když ne
byla numerický dopočítána do konce. Podobně byla hodnocena, jestliže
výpočet obsahoval nezávažnou numerickou chybu. (Jako závažnější
chyba byl posuzován numerický výsledek, který byl po fyzikální stránce
hrubě nesprávný. Příklad: hustota kovu o — 1500 kg/dm?.)

Vcelku dopadly písemné zkoušky příznivě, velká řada uchazečů vy
řešila správně všechny úlohy. Na druhé straně se vyskytovaly některé
časté chyby. Tak např. veličiny nebyly převedeny na jednotky téže
soustavy, vyskytovala se i neznalost jednotek, i důležitých fyzikálních
zákonů. Nebylo výjimkou, že zkoušený nedovedl řešit jednoduché
rovnice.

V tomto stručném článku není možné uvádět všechny úlohy, které
byly při přijímacích zkouškách zadány. Domníváme se však, že pro
informaci stačí dvě ukázky, tj. dvě pětice úloh, které byly označeny I
a II.

I.

1. Čerpadlo vyčerpá 8 t vody za 1 minutu z dolu 300 m hlubokého.
Určete výkon čerpadla. (9 — 10 m/s?.)

2. Oč stoupla teplota skleněné tyče délky 0,6 m, jestliže se prodlou
žila o délku 1 — 0,15 mm?(« -= 0,000 01 deg"*".)

3. Jaký je výsledný odpor spotřebičů, zapojených podle obrázku 1,
je-liR, —50, Rs,= 150, R; =5 0!

R

R

4. Zvětšení hvězdářského dalekohledu je 30x. Jaká je vzdálenost
objektivu a okuláru, jestliže objektiv má ohniskovou vzdálenost f, =
= I5 m?
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5. Spektrální čára 2. řádu monochromatického světla je na matnici,
postavené 2 m od optické mřížky (kolmo ke spojnici středu matnice
a optické mřížky),vzdálena od čáry nultého řádu o 12 cm.
Mřížkovákonstanta je b —2.107? mm. Určete vlnovou délku světla.
(Uvažte, že pro malé úhly platí sin « -——tg «.)

II.

1. Jakou rychlostí dopadlo kladivo hmotnosti 0,5 kg na hřebík,
jestliže pronikl do desky do hloubky 45 mm, počítáme-li, že průměrný
odpor při pronikání hřebíku byl 50 N?

2. Vodík má při teplotě 27“C objem 3 1 a tlak 600 torr. Jaký bude
mít objem, zmenší-li se jeho tlak na 450 torr a teplota se zvýší na 57“C?
(7%= 273*K.)

3. Kondenzátor o kapacitě C = 1 uF byl nabit na 100 V. Za 1 hodinu
pokleslo napětí na kondenzátoru na 10 V. Jakým průměrným proudem
se kondenzátor vybíjel?

4. Jak veliká je rychlost šíření světla ve skle, jestliže index lomu
skla je n = 1,5?

5. Určete energii fotonu záření X, které má vlnovou délku — 1 A.
(k=6,6.10-% Js, 1Á = 10- m.)

Ústní zkouška se konala před komisí,v níž vedle předsedy
byl examinátor pro matematiku a další pro fyziku. Z fyziky si uchazeč
sám vytáhl z osudí dvojici otázek. Jedna otázka byla z některého
tématu z mechanických oddílů (mechanika, vlnění a akustika, moleku
lová fyzika a termika) a druhá z některého ze zbývajících oddílů (elek
třina a magnetismus, optika paprsková a vlnová, atomová fyzika).
V každé otázce byl většinou naznačen,i rozsahučiva, které je obsahem
dané zkoušky. Při zkoušce šlo především o zjištění, jak uchazeč rozumí
fyzikálním jevům, jejím souvislostem, zákonitostem, jak zná obsah
fyzikálních pojmů, zvláště věličin. Nešlo tedy o slovní reprodukci na
učenéhoučiva podle učebnice, o znalost konstant na řadu platných
míst a'jiné podobně formální vědomosti. Ukážeme si na příkladě dvou
dvojic otázek, jak byly při ústní zkoušce formulovány. Potom na jedné
z nich provedeme rozbor, v jakých souvislostech by asi uchazeč měl
příslušné učivo znát.

L

a) Mechanická energie. Zákon zachování mechanické energie.
b) Vznik a vlastnosti katodového a rentgenového záření.

II.

a) Vypařování, var. Kondenzace (Křivka nasycených par. Kritická
teplota, kritický tlak. Význam pro zkapalňování plynů).
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b) Elektrický odpor vodiče (Elektronový výklad odporu kovu. Značka
odporu, definice veličiny a jednotky odporu. Vztah pro odpor drátu.
Reostaty. Závislost odporu na teplotě. Měřeníodporu metodou přímou,
substituční a můstkovou).

Rozbor otázek ve dvojici L.
Ad a) Při otázce o mechanické energii může dojít na tyto poznatky:

Mechanická energie je energie kinetická, potenciální gravitační a po
tenciální elastická. (Veličinu „energie“ definovat nelze. Věta ,„„Energie
je schopnost tělesa konat práci“ není definicí veličiny „,energie““.)Sou
vislost energie a práce: při ději „„konání práce“ přechází mechanická
energie z jednoho tělesa na druhé. Množství energie, která přitom
přechází z jednoho tělesa na druhé, se měří veličinou práce. - Jed
notkou energie je v SI joule (J), tj. jednotka práce. - Jednotka kpm. 
1 kpm -= 9,81 J (odvození tohoto vztahu). - Odvození vztahu Wx,=
= žmvžprokinetickou energii: Hmotnýbodohmotnostim,
který byl na počátku v klidu, se pohybuje účinkem stálé síly F rovno
měrně zrychleným pohybem se zrychlením a = F/m. Síla koná práciA=F.s,kdesjedráharovnoměrnězrychlenéhopohybus =žať.
Je tedy práce (a tedy též kinetická energie tělesa) rovna

A = F.s= ma.žaď? = ž mě? = ž mě?= WI,
kde v = atje rychlostpohybu rovnoměrně zrychleného v čase ť.

Potenciální energie tíhová- odvozenívztahu W,= mgh
pro tuto formu mechanickéenergie z úvahy pro práci, která se koná
při zvedání tělesa tíhy G —=mg do výše h v homogenním tíhovém poli
s tihovým zrychlením g.

Zákon zachování mechanické energie se odvozuje
pro případ volného pádu (viz Fyzika pro 1. tř. SVVŠ,str. 94). - Jiné
příklady na zákon zachování mechanické energie: pohyb kyvadla, kmi
tání závaží zavěšeného na pružině. - Příklady na přeměnu energie
v různých oddílech fyziky (kalorimetrická rovnice, Jouleův-Lencův
zákon apod.).

Ad b) Vznik katodového záření v trubici (závislostna
stupni vyčerpání trubice a na napětí). Podstata katodového záření 
letící elektrony. Vliv elektrického, popř. magnetického pole na kato
dové záření. Účinky, katodového záření (světelné, tepelné, mechanické),
popř. popsat některé pokusy.

Vznik rentgenového záření. Rozdílnostpovahy.katodo
vého a rentgenového záření. Rentgenka. Vlastnosti rentgenového zá
ření. Závislost pohlcování RTG záření na atomovém čísle prvku, užití
v praxi. Tvrdé a měkké záření. Účinky RTG záření: fluorescenční,
fotografické, ionizační. Užití v praxi.

Poznámka. Z uvedeného příkladu plyne, že při ústní zkoušce
nebylo zdaleka možné vyzkoušet všechno to, co s danými otázkami
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souvisí. Na druhé straně je však zřejmé, že při určité otázce může
dojít i na zdánlivě velmi odlehlá fyzikální témata. Tak s otázkou Ia)
souvisí témata:

dráha a rychlost pohybu rovnoměrně zrychleného,
2. pohybový zákon Newtonův,
práce (děj a veličina),
tíhové pole, práce v tíhovém poli,
volný pád,
pohyb kyvadla,
kmitavý pohyb tělesa na pružině,
teplo jako forma energie,
kalorimetrická rovnice,
energie elektrického proudu,
atd. atd.
Při otázce Ib) může dojít na témata:
vývěvy, vakuum, měřenítlaku plynu,
elektrické napětí, elektrický proud, proud v plynu,
elektron, katodové záření jako proud letících elektronů,
elektronky,
lonizace vzduchu, ionizace vůbec,
působení elektrického a magnetického pole na pohybující se elektrický
náboj, popř. na vodič s proudem,
působení magnetického pole na letící elektron,
fluorescence,
elektromagnetické záření, rentgenové záření, záření vůbec,
přeměna energie při přeměně záření,
vznik; fotonu všelektronovém obalu atomu,
absorpce záření RTG,
užití záření RTG v praxi,
atd. atd.
Z předešlého plyne, jak je potřebné, aby uchazeč znal vzájemné

souvislosti fyzikálních jevů, aby měl přehled o fyzikálních zákonech
ze všech oddílů fyziky. Při zkoušcese nevyžaduje znalost detailů,
zejména ne znalost konstant na řadu platných číslic. Proto se při pří
pravě ke zkoušce má každý uchazeč sám kontrolovat, jak zná to, co
s danou otázkou souvisí. Ne nadarmo se říká, že se na kterékoli otázce
může vyzkoušet celá fyzika.

Závěrem je třeba uvést, že přijímací zkoušky na MFF v r. 1966/7
dopadly ve velké většině případů příznivě. Nové přijímací zkoušky
z fyziky budou pravděpodobně organizovány podobně jako v minulém
roce. Malý rozdíl bude asi v písemné části zkoušky, kde z 5 úloh jedna
bude problémové povahy (nepočetní, kvalitativní úloha), ale opět na
úrovni učiva SVVŠ. Takovými úlohami jsou např. tyto (první je obsa
žena v učebnici Fyzika 1 pro SVVŠ,str. 72):
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1. Plavec sedící na lodce se přitahuje
a) v prvním případě ku břehu za lano, které je upevněno pevně

druhým koncem ku břehu, silou 1 kp;
b) ve druhém případě je druhý konec lana připevněn k jiné lodce,

volně plovoucí, ale síla, kterou plavec působí na lano, je opět 1 kp.
Otázka: Vysvětlete, proč je v obou“případech zrychlení loďky plavce

stejné.
Řešení: Podle 2. pohybového zákona“Newtonova musí být zrychlení

v obou případech stejné, neboť jak síla, tak hmotnost loďky je v obou
případech stejná. |

A 2 B

2. Ke dvěma svorkám A, B (obr. 2) jsou připojeny v sérii stejně
dlouhé železné dráty, jeden tenčí o odporu R; = 5 © a druhý tlustší
o odporu R, = 1 ©).Ke svorkám A, B přivádíme napětí, které plynule
zvětšujeme.

Otázka: Vysvětlete, proč začne dříve žhnout drát o větším odporu.
Řešení: Oběma dráty prochází stejně veliký proud I, neboť jsou

zapojeny v sérii. Proud prochází po stejnou dobu ř. Uvolněné teplo
v L. drátě je 0, = R,I% a ve 2. drátě O, —R,I% (v joulech). Protože
je Rx >>Rz, je i ©, >>©. V tenkém drátě vzniká tedy teplo větší,
a proto se rozžhaví dříve (při menším proudu) než drát silnější.

Našim předplatitelům!
Jestliže nedostanete některé číslo Rozhledů, urgujte je u Poštovní noví

nové služby, tj. u svého poštovního doručovatele. Redakce nemá přebytečná
čísla, nemůže je proto rozesílat. Redakce
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MATEMATIKA

Řešení kubické rovnice pomocí stupnice
ING. JAN PETRÁSEK,Praha

Úvod

V 6. čísle Rozhledů matematicko-fyzikálních, roč. 43, v článku
Praktické řešení kubické rovnice je popsánjeden
ze způsobů řešení rovnice 3. stupně, která se vyskytuje často v praxi.
Několik metod řešení této rovnice, uvedených v minulých ročnících
tohoto časopisu), svědčí o velkém úsilí autorů najít metodu, která by
byla pokud možno univerzální a odstranila by při řešení velkou početní
pracnost. Metoda uvedená v tomto článku podává rychlý postup řešení
grafickou stupnicí. Čtenář, který si prostuduje tuto metodu i metody
předešlé, může sám posoudit, která je výhodnější. Vzhledem k tomu,
že je žádoucí, aby rozsah článku příliš nevzrostl, neopakujeme základní
obecné vlastnosti kubické rovnice a odkazujeme na dřívější uvedené
články?).

1)JiříMarek,Výhodné řešení rovnice třetího stupně,
roč. 1957 (35), č. 7, Rozhledy m.-f.

JiříMarek,Přímé řešení úplné rovnice třetího stup
ně, roč. 1954 (33), č. 3, Matematicko-přírodovědecké rozhledy.

2) Čtenáře, který by si chtěl podrobně prostudovat teorii rovnic třetího
stupně, odkazujeme na knížku, vydanou v poslední době Šisler - Andrys,Ořešení algebraických rovnic.
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Odvození metody grafickou stupnicí.
V obecné rovnici

«*-bar Půda -+ (c=0 (1)
proveďme substituci

dostaneme-roi lerpre
Další úpravou pak

pa ap© £
| +3k*z5+Sk ++

2 a? ab
hy — —— — ——— = .obe + at 3] kzb z te 0

Vynásobme rovnici výrazem

—k 0),
potom je

a dále

.. . . wav

a- d3(966-=o »
Konstantu £ zvolme tak, aby bylo"AEG o
z čehož můžeme určit k, k?.
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Dále označme

m=— slé) -o|: (5)je? 3

potom rovnice (1) přejde na tvar

22— ma — 1=0 (6)

Sestrojení grafických stupnic

Závislost veličin v rovnici (6) lze vyjádřit tabulkou, kterou vyneseme
pro větší přehled grafickou dvojstupnicí.

K tomu převeďme rovnici (6) na tvar
lm=ž2——. 7

2—— (7)

Čtenář může tuto dvojstupnici sestrojit, a to tak, že si vynese nej
prve hodnoty m v určitém měřítku, např. 1 dílek — 3 mm.

m-10 -9 -8 W -6 -5

z 010 011 012.. 013 014 015 016 017018019 0,20

m, Měprihono 8, m
z 020." 025 030O5 0408505 06J7'08091

m +0 +1 +2 +3 +4 +5 +6 +7 +8 A!
z 1 15 2 2,5 3. 0br.1

K ní sestrojí příslušnou stupnici z. Na obr. 1 je stupnice m sestrojena
v intervalu — 10 < m < 8,6. *

Nyní stručně shrneme postup výpočtu. "%
1. Vypočteme hodnotu k* z rovnice (4). Známe-li k*, můžeme určit

k, kč z,
. Vypočteme podle rovnice (5) hodnotu m.
„ Na grafické dvojstupnici přečteme k danému m příslušné 2.
. Známe-li 2, vypočteme první kořen «, z rovnice (2).
. Další dva kořeny %2,%4dostaneme řešením kvadratické rovnice

2+ (ata):——=0.) (8)
1

OUBOW

6. Kontrolu výpočtu všech tří kořenů umožní známé závislosti koefi
cientů a kořenů kubické rovnice“)

s) Viz např. v úvodu citovaný článek, roč. 43, str. 243.
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MT DT R = -—a,
T + XT + Tag—b,

wtaT3—6,
čímž je výpočet i kontrola skončena.

Přiklad.

43313 —4+2 =0.
Nejprve vypočtěme

2

(s)=1 (5) =1, kM=(1.(212347+2 =I1,
z toho

k= W -2,22, k?-—4,03.
Dále stanovme

l= — [3.1+7)-203.= 3 [ + 7]
Na grafické stupnici vyhledáme m =- 2,03 a k němu přečteme příslušné

z — 1,03.
První kořen rovnice je

a —— (2,22. 1,68 +- 1)-—— 4,62.
Další kořen dostaneme z kvadratické rovnice

«* — 1,627 + 0,433 — 0, T2-=1,28, x- -—0,34.
Kontrola výsledku

— a== — 4,62 + 1,28 — 0,34-— — 3,00,

—(== (—4,62).1,28 034-201
Kontrola výsledku ukazuje, že výpočet kubické rovnice s použitím

logaritmického pravítka a grafické dvojstupnice dává rychlý a dosti
přesný výsledek, který je postačující v technických úlohách (např.
Vnauce o železovém a předpjatém betonu).

4) Týž článek, str. 245.
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Pravidelný dvanáctiúhelník
VÁCLAV SKALICKÝ, PFHradec Králové

1. Pravidelný dvanáctiúhelník vepsaný do kružnice poloměru 7 má
zajímavou vlastnost. Jeho obsah je racionální násobek 7, dokonce
násobek celý

Pyy= 30 (1)

Lze dokázat, 1 když to není právě nejsnadnější, že obdobnou vlastnost
má ze všech pravidelných n-úhelníků do kružnice vepsaných už jen
pravidelný čtyřůhelník(P, = 2).

Vzorec (1) lze snadno dokázat planimetricky, nebo pomocí gonio
metrických funkcí (obr. 1)

Px= 2 m = Ga120;

a- (3)+(r—3) =re-V,
aa 2"2-3 2+/,

4 4
2—2.

O 4 ;

Pa=or2—V3 —V2+V8= 30,473 = 3Spoužitím© goniometrických
funkcí počítáme rychleji

Py$ = 12 7? sin 15" cos 15“ =

= Jr"

Ještě, rychleji dojdeme k cíli s po
mocí vzorce pro obsah trojúhel
níka z délek dvou stran a sinu úhlu
jimi sevřeného

Px = 12 ž?*.sin 30“=
= 37?

2. Odvozený vzorec (1) pro obsah pravidelného dvanáctiúhelníku lze
zajímavě ilustrovat rozkladem tohoto obrazce v části vzájemně se ne
překrývající, z nichž lze složit jiné jednoduché obrazce.

- ————-—--=

A dyz 8
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Tak např. obr. 2 ukazuje rozklad v části, z niohž lze složit tři čtveroe
o straně 7, tedy rozklad Py=rř++ r.

3

4

Co

+41

9 * 10
1"

10 Obr. 2

Části 3, 4, 7, 8, 11, 12 jsou shodné rovnoramenné trojúhelníky s úhly
150", 15%,%“15“*,části 2, 6, 10 jsou shodné rovnostranné trojúhelníky.
Potřebné důkazy jsou snadné a není třeba je tu podrobně uvádět.

Obr. 3

V obr. 3 je znázorněn rozklad pravidelného dvanáctiúhelníku ve dva
neshodné čtverce podle vzorce

Py=2+= (rf2*+ r (2)
Tvar dílčích obrazců je zčásti přímo patrný z nákresu, zčásti jej lze
snadno určit. Části 4, 5, 8, 9 jsou rovnoramenné trojúhelníky (150“,
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15“, 15“), části 6, 7, 10, 11 jsou pravoúhlé trojúhelníky (30“, 60“, 90).
O příslušných důkazech lze říci totéž, co u rozkladu předešlého. Jiná,

wsv?
forma tohoto rozkladu je v obr. 4. Je však složitější než předešlá.

Obr. 4

Velmi pěkný, jednoduchý a symetrický. je rozklad pravidelného dva
náctiúhelníku v části, z nichž lze složit jediný čtverec (tedy provést
kvadraturu pravidelného dvanáctiúhelníka). Strana tohoto čtverce je

Obr. 5

r V3,rozkladje provedenB vzorcePyx= 3r*= (r 3) (3)

Uvedenou sérii rozkladů doplníme ještě rozkladem pravidelného dva
náctiúhelníku v části, z nichž lze složit dva shodné čtverce, tedy roz
kladem podle vzorce
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V (6
Ve všech uvedených rozkladech byla dodržována zásada, aby dílčí

obrazce byly vesměs konvexní mnohoúhelníky. Kdybychom připustili
1 mnohoúhelníky nekonvexní, bylo by možno počet dílčích obrazců
zmenšit. Např. v obr. 2 lze spojit části 2 —+4, v obr. 5 části 5 + 7 +
+ 8+ 9atp.

V
K,> 

3. Provedené rozklady jsou jen zvláštní případy vět mnohem obec
nějších. V elementární geometrii se odvozují různé konstrukce obecně
zvané proměny obrazců (rozumí se v obrazce téhož obsahu). Cílem je
tu zpravidla odvození vzorců pro výpočet obsahů, popřípadě důkazy
důležitých planimetrických pouček. Tak je tomu např. u vět pro troj
úhelník pravoúhlý. Většina důkazů věty Pythagorovy (několik desítek
důkazů) je založena na proměně čtverce nad přeponou v dvojici čtverců
nad oběma odvěsnami. Ostatní důkazy jsou pak více či méně takové
proměny algebraicky i jinak maskované. Obdobně je tomu u obou vět
Euklidových.

Uvedli jsme výše několik rozkladů pravidelného dvanáctiúhelníku
v konvexní obrazce, z nichž lze složit obrazce jiné, obsahu rovného
obsahu dvanáctiúhelníku. Obrazcem rozumíme přitom takový rovinný
útvar, jenž je sjednocením konečného počtu trojúhelníků vzájemně se
nepřekrývajících. (Nikoli např. kruh.)

Lze pak dokázat větu: Maji-l* dva obrazce rovné obsahy, lze vžďy
naj takový rozklad jednoho z mich v trojúhelníky vzájemně se nepřekrý
vajicí, že z mechlze složit obrazec druhý. Důkaz této významné věty je
víc zdlouhavý než těžký a my se jím zde nebudeme zabývat.
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Zdvojení krychle
ING. KLEMENT NEDBAL, Praha

Zdvojení krychle, trisekce úhlu a kvadratura kruhu jsou proslavené
problémy starověku. Trvalo však přes 2000 let, než byly tyto tři úlohy
rozřešeny. Dnes už víme, že zdvojení krychle se nedá přesně kru
žítkem a pravítkem sestrojit, neboť při početním řešení vede na rovnici
3. stupně!).

Zopakujme si historii naší úlohy. Pověst vypráví, že obyvatelé řec
kého ostrova Delos byli sužováni morem. Obrátili se proto na delfskou
věštírnu s prosbou o radu, jak tuto metlu ostrova zažehnat. Dostalo
se jim odpovědi: „Váš oltář, který má tvar krychle, zdvojnásobte,
aniž byste změnili tvar.““ To bylo asi r. 400 let př. n. l.

Nevíme, jak spokojeni odcházeli Delští z Delf, ale víme, že matema
tikům přibylo starostí. Pokusme se úlohu řešit početně.

Označíme-li a délku hrany dané krychle a « délku dvojnásobné
krychle (tj. krychle dvojnásobného objemu), pak platí

x = 24, člix = aYz
(Zde je rovnice 3. stupně, o níž jsme mluvili v 1. odst.) Jde nyní o při

bližné sestrojení úsečky, jejíž dělka, je V2. Konstrukce má být ovšem
hodně jednoduchá a dostatek přesná. Uvedu zde svoji konstrukci, která
oběma těmto požadavkům vyhovuje.

I
Ic

Obr.1 bo NEL.= R
|

Na dané přímce r zvolme libovolný bod O (obr. 1). Od něho v urči
tém smyslu (na obr. 1 doprava) nanesme úsečku délky 1. Dostaneme
tak bod B. V bodě O vztyčme kolmici k k přímce z a nanesme na ni
od bodu O úsečky délky 0,15. V polorovině opačné k polorovině £B
sestrojme úhel OCÁ = 60", přičemž bod A leží na r. Pak platí

0A = 003 = 0,25980762

1) Kružítkem a pravítkem se dají totiž řešit jen úlohy, které při početním
řešení vedou k rovnici lineární nebo kvadratické.
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a tudiž
8AB=1,25980762| —|2

Z tabulek zjistíme, že

Vz = 1,259 921 0

Rozdíl mezi přesnou hodnotou a hodnotou sestrojenou je

0,000 114 4

Vidíme, že chyba, které se při přibližné konstrukci dopouštíme, je ne
patrná, a tudíž popsaná konstrukce je dostatek přesná.

Poznámka: Doc. Ota Setzer uveřejnil v Rozhledech, roč. 29, str. 27
v článku „„Multiplikace krychle“ tuto přibližnou konstrukci zdvojení
krychle (obr. 2)

4. u
a =%T%:

VPY
kde a je poloměr kružnice k, u úhlopříčka vepsaného pravidelného
pětiúhelníka, v její vzdálenost od středu kružnice

a“ = a (sin 729+ cos 72) = a.. 1,26008,
chyba je

A = a 0000 16.
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Cauchyova nerovnost
JOSEF HOŠEK, Olomouc (Dokončení)

Příklad 4. Dokažte, že pro libovolná reálná čísla a, d, c, d platí
vztah

zot3b+%o+-Lds|e+t3 bet- 4 8)
Řešení. Označíme-li

l l 1 ln=yz mz. "=" "=“:
l l l 1= =z 4s: -ya

a výraz na levé straně (8) písmenem F, je podle C. n.

Pslhotyě+zotyč)|rtytata):
neboli po úpravě

VsAboro M
a dále pak

1 l 1

<| Za--ba2+aE
a tedy tím spíše

l l l l

Zaž+ Z63+ ©L —dž
Vs|zo+tVtzdtad

Příklad 5. Pro libovolná reálná čísla Py, P2, -+++Dn, G1)425+-++dn je
splněna nerovnost

VÁTA+ a)? T (Pa+ a) + + (Pn+ dn)*S Vp?T pít + P +

+Větaát ta. (9)
Dokažte!

Řešení. Použití C.n. na číslap;, g;, i —1,2, ..., n, dává výsledek
(P1d + P2da+ + PnIn)*S

Slpií trpí t+ +paldai+02+ + m),
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neboli

|P171+ Pala T- T Pndn| <

<p +pi+ +pdathat +)
a z toho dále

P1di+ P2d T + Prin S

< lež +r3+. +pnlaita+ +4)
Poslední nerovnost nejdříve vynásobíme dvěma a potom k oběma
stranám přičteme výraz

[(pi-tpi+ +pa)rlgdí-tažt + m).
Po úpravě vychází

(P1+ a)* + (pz+ a) -+ T (Pant Mm)S

spi+ri+ +m+Vd+at +m,
z čehož vyplýváVararipraeT++ s

sloitrět +m+ldt+a+ +.
Poznámka. Speciálněpro n = I z (9) vyplývá známá nerovnost

|Piu+alsSlel+ al
Příklad 6. Dokažte, že jsou-li a, B, y velikosti úhlů v libovolném

trojúhelníku, pak platí. x;R

teZ4 teÉ4 te:Xz1, 10
a) te? — + te? — + te? — = (10)

b)te5 + te É + tg+ = 3.2
Řešení. Z předpokladupředevšímje patrno, že

O<a<n,0<B<a,0O<y<naa+B+y=a;
z toho je dále vidět, že pro uvažované velikosti úhlů

4. B. 22.2" 2
je funkce tangens definovánaa je

« 6 vt83>0, t6> 0, te >0.
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Označme nyní

«
m=Wm=i8z,-W eb,

a použijeme-li C. n. je splněna nerovnost
2x. BY V, U—teKte Z—te—|<

ešte biste +te%3)
B 2

s (ws> + te+ te?z (11)
Označme V výraz v závorce na levé straně nerovnosti (11). Dokáže
me-li, že

V=1I, (12)
bude tím zřejmě podle (11) dokázána i platnost (10). Pro V však platí

V=e5tsb +te s ÉHeš)2 2

=te3 tts5+ ootgsE s rte5)- 9)
«. B1

-buy pzleé +tgs)
2

x, „B x,= tg — tg — — tg — tg — =1.?B% 8% tl- tet% )
Čtenář si jistě sám ověří, že za výše uvedených předpokladů vzorec sku
tečně platí.

2) Neboť

takže

2 2teZ =te(5 sE) ootgEE.
3) Přitom používáme známé identity

ie3 te
mabBo 8% + te

2

1—te 5- tte 5
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Přistupme k důkazu tvrzení b). Vynásobíme-li (12) dvěma a tento
výsledek přičteme k nerovnosti (10), máme

tet5+ tet5+ te242723,
čili

B 2ež +4 +tgz) zs.
Konečně uvážíme-li, že výraz v závorce je číslo kladné, plyne odtud

ate +te5+8%2.
K dalšímuprocvičení použitíC. n. uveďmeještě několik

příkladů.
1. Dokažte, že pro libovolná reálná čísla Py, Pax +- +1Dns G1992x -+++ dm

která vyhovují vztahům
pit pz+ +Pí=, gitasi+ +a =l,

platí
—LSPW T PT + PninSl.

2. Dokažte, že pro libovolná reálná čísla py, P2»s- -> Pn platí nerovnost

PbPa+ +pnshnípi+pi+ +pů).
3. Nechťjsou dána libovolná reálná číslaa;, bz,ci, di, kde% = 1,2,..., n

Dokažte, že platíSlat+ai+| +af)(bt+b4++bý).othot+| togldi+di++dý).
4. Nechť jsou dána kladná čísla az, bz, ci, di, přičemž %= 1, 2, ..., n

Dokažte, že platí nerovnost

V abyody + V anbacda+ + V ambnendnS

sÝa tat. tan Vbd+ds+ + bn
Vata+r +mVdůátůá+ + dn.

5. Dokažte, že pro libovolná kladnáčísla a, b, c platí nerovnost
1 1 l 2

——2— >
48 "6Xa"ora aídic

£ MZB
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FYZIKA

Fyzikální zjišťování radioaktivity
celéholidského těla
PROF. Dr. VILÉM SANTHOLZER, DrSc., KU Hradec Králové

Případné znečištění (kontaminaci) lidského organismu radioaktivními
látkami je třeba zjišťovat u pracovníků v radioizotopových laboratořích,
v závodech navýrobu svítivých ciferníků, zaměstnanců u jaderných
reaktorů aj. Nedávno vyšetřoval prof. dr. Joyet v Curychu 111 tako
vých pracovníků, jejichž povolání při nedodržování předepsaných opa
tření může být příčinou kontaminace. Asi 20 % vyšetřovaných osob
bylo lehce kontaminováno radionuklidy (= radioizotopy) jódu, cesia,
india, kadmia a technecia. Zamoření zřídkakdy překročilo desetinu ještě
přípustného množství, tzv. maximálněpřípustné dávky, kterou stanovila
mezinárodní komise odborníků.

Jinou takovou „„zátěž“ pro organismus znamená výskyt atmosfé
rického neboli "nukleárního spadu, v podstatě radioaktivního prachu
vzniklého „následkem pokusných výbuchů nukleárních pum. Pokusy
v ČLR již se blíží megatunovému ekvivalentu,tj. patrně v brzku budou
rovnocenné miliónům tun tritolu. Také Francie připravuje megatunové
výbuchy v Polynésii. Sovětský svaz a USA dodržují moskevskou do
hodu z r. 1963, a výbuchy v ovzduší a ve vodě neprovádějí. Hlavním
důvodem k uzavření moskevské dohody byla skutečnost, že se strato
sféra začala naplňovat radioaktivními zplodinami nukleárních výbuchů,
které velmi pomalu:(s poločasem asi 4 roky) klesají do troposféry,
odkud jsou srážkami vymývány na zemský povrch. Cestou přespotravu
se radioaktivní látky dostávají do organismů. Významné jsou zejména
déle a dlouhožijící štěpné produkty stroncium 90 a ytrium 90, cesium
137, antimon 125, telur 125, plutonium 239 atd.
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Maximální množství radioaktivity nahromaděné v organismu bylo
nejisté, neboť rychlosti vylučování jednotlivých radioizotopů se od sebe
velmi liší. Tato nejistota o zamoření organismů v budoucnosti byla
hlavním důvodem, který velmocenské státy vlastnící nukleární zbraně
přiměl k opatrnosti.

Ve Švýcarsku podobně jako na naší měřicí stanici čínský výbuch
v květnu 1966 zvýšil aktivitu asi 7krát, avšak tato radioaktivita byla
řádově 10 až 100krát menší než aktivita v roce 1962, kdy SSSR a USA
prováděly megatunové výbuchy vodíkových pum. Přesto je v současné
době nutná stálá kontrola radioaktivity vzduchu a srážek.

Moderníradiologická fyziky vypracovala spektrometrii gama s velkým
krystalem jodidu sodného, popř. s několika krystaly, takže je možné
změřit aktivitu celého lidského těla. Základní poznatky z oboru spektro
metrie gama, která nahrazuje velmi obtížnou chemickou analýzu fyzi
kálním měřením paprsků gama vysílaných dotyčným radioizotopem,
byly již vysvětleny.!)

Při celotělové spektroskopii gama je nutno aktivitu okolí velmi silně
snížit, aby bylo měření vůbec možné. Specifická aktivita organismu,
tj. aktivita pro jednotku hmoty je asi 40krát nižší než aktivita okolních
hmot, půdy, stěn, radonu ve vzduchu aj. Tato aktivita se odstíní tlustý
mi kovovými stěnami obyčejně ocelovými, někdy ještě potaženými
olovem (3 až 5) mm Pb. Ocelová stěna tloušťky kolem 20 em s olověným
potahem sníží aktivitu pozadí asi na setinu — to se týká aktivity
paprsků gama energie (0,1 až 2,0) MeV Použité olovo musí být bez
radioaktivních přimíšenin, což není požadavek snadno splnitelný.

V ocelové komoře je značně výkonná ventilace opatřená speciálními
filtry, na nichž se zachycují dceřiné látky radonu (aktivní depozit
radia).

Celotělový počítač je také u nás ve Výzkumném ústavě hygieny
záření (v oddělení dr. Lengera, CSe.). Několik celotělových počítačů
pracuje v SSSR, ve Švédsku a jinde. Na Západě jsou často nazývány
momtory záření lidského těla a používají i několik vhodných krystalů
umístěných nad měřenou osobou.

Měřenáosoba je osprchována, aby se odplavila kontaminace povrchu,
a pak ulehne pod měřicí krystal do ocelové komory počítače paprsků.
Leží na zvláštním lehátku eliptického tvaru v takové poloze, aby byla
zcela určitá „„geometrie“ měření. V krystalu vznikají scintilace (zá
blesky), které se vhodným zařízením přeměňují v elektrické impulsy.
Ty jsou přístrojem tříděny podle velikosti a při měření ukládány
v magnetické paměti. Po měření může být obsah paměti zaznamenán
graficky nebo číselně. Vlastní absorpce paprsků gama v organismu
člověka je stanovena z kontrolních pokusů, takže při měření je možno

————m

) Rozhledy matematicko-fyzikální 5 (1964—65), str. 217.
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na ni patřičně vzít zřetel. Prof. Joyet se pokusil určit obsah radio
nuklidů z atmosférického spadu ve skupině mužů a žen stáří kolem
dvaceti let, na prahu reprodukčního období, neboť obyčejně krátce po
tomto období jsou uzavírána manželství. Mužů i žen bylo kolem pade
sáti a měření byla provedena v období, kdy se výbuchy v ČLR ne
uplatňovaly. (Zvýšení radioaktivity ve střední Evropě jimi způsobené
bylo stejně poměrně malé.)

10 105

8 J

6 Obr. 1

| 404. K

2 J

“

0 05.10.15 MeV
Obr. 1. Spektrum zdravého dvacetiletého muže. Na jedné ose je energie
paprsků gama v MeV,na druhé intenzita paprsků.

Na obr. 1 je spektrum gama dvacetiletého muže, jak bylo v prů
měru zaznamenáno zjara v loňském roce. Spektrum má dva hlavní
píky (vrcholy, z anglic. peak). Vrchol cesia 137 přísluší energii 0,66 MeV,
vrchol draslíku 40 energii 1,46 MeV Planimetrováním vrcholů v oblasti
vyznačené šrafováním bylo možno přibližně určit celkovou aktivitu
obou radionuklidů v lidském těle. Pro radioaktivní cesium 137 (po
cházející z nukleárních výbuchů) vychází asi 16 nanocurie (1 nČi =
= 107?(i).

Cesium 137 se v lidském těle objevilo až po období, kdy byly pro
váděny atomové výbuchy, kdežto draslík 40 je v lidském těle obsažen
trvale. Přírodní draslík se skládá ze dvou stabilních izotopů, z draslí
ku 39 (93,08 %) a draslíku 41 (6,91 %), a z jednoho radioizotopu K 40
(0,0119 %). Radioaktivní draslík tedy v nepatrném množství doprovází
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v přírodě oba stabilní izotopy a je možno jej zjišťovat měřením pa
prsků, jež vysílá. Rozpadá se velmi pomalu, jeho poločas je 1,25 mi
liardy let a jedině díky tomuto dlouhému poločasu se dosud všechen
nerozpadl. (Stáří naší Země je 3 až 5 miliard let.)

Paprsky gama vysílané draslíkem umožňují jeho přímé stanovení
v organismu. Podle obr. 1 lze určit celkové jeho množství v lidském
těle, které je kolem 150 gramů.

10.10"

0 05 10 15 MeV
Obr. 2. Spektrum ženy stáří 45 let, která pracovala v hodinářském prů

myslu ve Švýcarsku. Vyráběla svítící ciťerníky, přičemž se kontaminovalaradiem.

Důležitá zplodina nukleárních výbuchů stroncium 90, které se ukládá
v kostech, není ve spektru na obr. l patrné, neboť nevysílá paprsky
gama (vysílá jen paprsky beta).

Mezi oběma hlavními vrcholy na obr. 1 a před vrcholem cesia jsou
malé vrcholy, jejichž příčinou je zčásti statistické kolísání množství
paprsků, ale zčásti také stopy prvků radia a thoria v lidském těle.
Jejich aktivita je řádově jen desetiny nanocurie, takže touto metodou
je sotva zjistitelná.

Množství cesia v organismu žen je zhruba poloviční než u mužů.
Naměřené hodnoty jsou celkově 2 až 4krát vyšší než v roce 1957.
V USA a v Anglii bylo tenkrát zjištěno průměrně 5 nCi. Po roce 1957
začala cesiová zátěž organismu klesat a na začátku roku 1962 byla
minimální. Po sérii megatunovýoh výbuchů vodíkových pum v letech
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1961až 62 zátěž opět vzrůstala a dosáhla maxima až roku 1965, tři roky
po zastavení výbuchů. Zřejmě je to následek poklesu cesia ze strato
sférického rezervoáru, kam jej vymrštily megatunové výbuchy, a po
malého jeho vylučování z těla. Maximum v roce 1965 bylo podle mě
ření laboratoře v Brookhavenu (New York) šestkrát vyšší než minimum
v roce 1962. V současné době byla by tendence klesající, jestliže další
nukleární výbuchy nebudou zásobu cesia v atmosféře opět zvyšovat.

30.10"1 1010"
115m|h

24 1 -6

18- | 6
|

12- "C4 | 4
! 40K

1375 |
6 | | (8 Obr. 3

| |

Y v T T

0 05 10 15 MeV
Obr. 3. Malá kontaminace indiem a kadmiem následkem zacházení s kad
miovou regulační tyčí z reaktoru.

Menší obsah Cs 137 u žen je možno vysvětlit tím, že jejich svalstvo
je v průměru méně vyvinuto, neboť Cs se ukládá hlavně ve svalech.
Také draslík se ukládá hlavně ve svalových buňkách. U mladých žen
jeho množství je průměrně 1,6 g pro kg váhy, kdežto u mužů 2,1 g

ro kg.
* Geometrie měření celotělovým počítačem je volena tak, aby kon
centrace draslíku byla nezávislá od různých typů lidských těl. Meto
dika umožňuje prokázat i patologické (chorobné, nenormální) odchylky
od průměrného množství u zdravých lidí.

Celotělového počítače lze použít i ke kontrole případného zamoření
pracovníků s radioaktivními látkami. Na obr. 2 je spektrum ženy stáří
45 let, která pracovala 12 let v továrně na svítící ciferníky se sirníkem
zinečnatým, aktivovaným sloučeninou prvku radia. Ve spektru jsou
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všechny čáry paprsků gama radia B a radia C, rozpadových produktů
neboli dceřiných látek prvku radia 226.

Celková aktivita radia a jeho produktů je asi 60nanocurie. Prvním
rozpadovým produktem radia je plynný radon, který je asi ze dvou
třetin vydýchán plícemi, takže celková aktivita příslušejí spektru na
obr. 2 by byla 3 x 60 — 180 nCi. Tato hodnota již je větší než 100 nCi,
maximálně přípustná zátěž pro týto produkty.

Na obr. 3 je spektrum paprsků gama z těla pracovníka, který za
cházel s kadmiovými regulačními tyčemi reaktoru. (Pravá část obr. 3
je v jiném měřítku.) Celkem nepatrné zamoření zřetelně prozrazují čáry
india 115 a kadmia 115. In 115 má poločas přibližně 4 hodiny a vzniká
rozpadem radioaktivního kadmia 115. Tento radioizotop se tvoří v re
gulačních kadmiových tyčích ozařováním neutrony v reaktoru. Jeho
rozpadem za vysílání paprsků beta (negatronů) vzniká prvek atomo
vého čísla o jedničku vyššího, než je kadmium, tedy indium 115. Na
obr. 3 je označen "5%Jn, přičemž m značí metastabilní, vzbuzený stav
jádra, obyčejně označovaný hvězdičkou In 115*.

Z obr. 3 lze usoudit, že kontaminace pracovníkaod reaktoru je ne
patrná, neboť dosahuje pouhé desetiny toleranční (nejvýše přípustné)
dávky. Tuto nepatrnou kontaminaci bylo možno již před spektro
metrováním dokázat kontrolou vzorků moče, která byla pravidelně
prováděna.

Někdy je důležité určit lokalizaci a koncentraci radioaktivní látky
v určitém orgánu nebo ve tkáni. Lokalizace může se vyskytnout a tvoří
zátěž pro tento orgán. Velké snížení pozadí v ocelové komoře umožňuje
získat spektrum kousku tkáně hmoty jen 80 až 30 g. Řez tkáně se dá
do nádobky z plexiskla a umístí do blízkosti krystalu. Spektrometruje
se asi 7 hodin přes noc a získá se spektrum stejně zřetelné jako na
obr. 1—3.Čáry příslušející cesiu 137a draslíku 40 jsou stejně význačné
jako na obr. 1, pokud se nejedná o pracovníky kontaminované ještě
dalšími radioizotopy. Taková spektra byla získána z částí svalů, ze
štítné žlázy, z ovarií (vaječníků) apod. Na základě spektrometrie bylo
možno vypočíst i gonádovoudávku (gonády — pohlavní žlázy), důležitou
pro event. účinky genetické, tj. účinky na potomstvo. Zatím je tato
dávka pod nebezpečnou hranicí, avšak další nukleární výbuchy mohly
by lidstvo vážně ohrozit. Americký prof. Linus Pauling, dvojnásobný
laureát Nobelovy ceny, uvádí, že již dosud provedené výbuchy působily
u zcela určité, malé části lidstva neblaze a rozmnožily některé choroby.
Odtud mohutné celosvětovéhnutí za trvalý zákaz nukleárních výbuchů
všech druhů, v jehož čele je stále Sovětský svaz.



O měření gravitační konstanty
ING. JIŘÍ MACHALICKÝ, CSc., Praha

Podle gravitačního zákona Newtonova') se přitahují tělesa dvě
s hmotnostmi m4,m, jejichž vzdálenost r je velká ve srovnání s jejich
rozměry, silou F', která je úměrná součinu obou hmotností a nepřímo
úměrná druhé mocnině jejich vzdálenosti

MNm. (1)
Pro homogenní koule platí gravitační zákon přesně, ať je vzdálenost
jejich středů jakákoliv (samozřejmě ovšem větší, než součet obou polo
měrů). Konstanta úměrnosti « mezi silou F a výrazem

E=«x

MMrm
zv. gravitační, patří k tzv. univerzálním konstantám a má v celém
vesmíru (přístupném našim pozorováním) stejnou hodnotu. Závisí jen
na jednotkách, v nichž měříme veličiny vystupující v gravitačním zá
konu. Měříme-lije všechny v jednotkách měrové soustavy SI, má podle
měření Heylových*“)hodnotu

x = (6,670 -+ 0,007) . 1074 kg- m? s7?.

Nejdokonaleji byly propracovány dvě metody měření:
a) metoda torzních vah (Michell a Cavendish, Bailly, Reich, Braun,

Boys, Eótvós, Heyl ...);
b) metoda pákových (rovnoramenných) vah (Jolly, Poynting, Wilsing,

Richarz a Krigar — Menzel ...).
Blíže popíšeme jen metodu torzních vah. Navrhl ji John Michell,

ale měření provedl v letech 1797—1798 Henry Cavendish s přesností
v té době neobyčejnou. Později měření zdokonalili ještě další experi
mentátoři*), a to hlavně tím, že zmenšili rozměry měřicího zařízení.
Princip měření můžeme sledovat na obr. l, kde je nakreslen schema
ticky půdorys přístroje.
E. Na dlouhém vláknu (ocelový drát, bronzový pásek, křemenné vlákno)
visí lehká rovnoramenná příčka p, na jejichž koncích jsou upevněna

1) Viz článek „„Ogravitačním zákonu Newtonově““ v dalším čísle Rozhledů
mat.-fyzikálních, roč. 46 (1967/68).

2) Heyl měřil gravitační konstantu torzními vážkami z přitažlivé síly
mezi ocelovými válci (hmotnosti 66 kg) a malými kuličkami ze skla, zlata,
platiny a jiných kovů.

S) Viz literaturu [1 — 4].
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malá závažíčka (olověné, zlaté, platinové kuličky). K nim lze z opač
ných stran přiblížit veliké kovové koule nebo válce A;, By. Tyto ne
hybné koule (válce) působí na malé kuličky upevněné k příčce torzních
vážek gravitační silou F'. Dvojice sil

Dy= 2aF = dan E (2)

Mhoto l
/

/
/M

| ; |1
/

E „4777900-S R
o / MX

/ Í DS

/ XZNÍ 24 ZMM/ 7 / 6

— = — ——

Obr. 1. Schéma torzních vážek k měření gravitační konstanty (půdorys).

VPY
stočí příčku p do takové pozice 1, v níž se vyrovná torzní dvojici

« Al

(všechny rozměry jsou vyznačeny v obr. 1). Přemístíme-li velké koule
do pozice 2 (A2, B, — v obr. nakresleno čárkovaně), stočí se příčka
torzních vážek na opačnou stranu. Torzní tuhost K vlákna určíme
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nejlépe z doby kyvu T otáčivého systému“). Označíme-li jeho moment
setrvačnosti k ose vlákna J,je

2
JUK=J|—

| T |; (4)

Protožepříčka p má malou hmotnost proti oběma kuličkám, můžeme
psát přibližně J — 2ma?*.Malé úhlové výchylky (v obr. 1 jsou značně
přehnány) lze měřit zrcátkovou metodou; platí

tgJa==Ba—E, (5)
takže

Je 2 W= F
D,= 2ma?z AR . (6)

Z rovnosti D, = D; pak dostaneme výsledný vztah

Ů ab(13 —M) (7)4 MR? ?

do kterého je třeba dosadit všechny délky v metrech; vzdálenost b
určíme výpočtem z rovnice

p E —4e+Dua
v níž a, c, D jsou míry dané konstrukcí přístroje.

Při přesných měřeních je třeba eliminovat všechny nepříznivé vlivy.
Především se musí udržovat teplota na stálé hodnotě, abyse neměnila
pružnost vlákna. Také se ukázalo, že vlákna vykazují při měření torzní
tuhosti "systematické chyby způsobené elastickou hýsterézí. Proto
použil Boys křemenného vlákna, u kterého je dopružování velmi ne
patrné. Aby se při stále zmenšovaných rozměrechpřístroje“ zabránilo
chybám způsobeným oxydací koulí, užil Braun koulí pozlacených. Také
bylo třeba dbát na to, aby byly koule (zejména velké) v dostatečné
míře homogenní; proto se místo olověných koulí užívalo např. oceli
nebo rtuti, která se přečerpávala do pevně uložených nádobek. Tím se
současně odstranil nepříznivý vliv nárazů, které nebylo možno úplně
vyloučit při přemísťování koulí z pozice 1 do pozice 2.

Při všech těchto opatřeních a ještě některých dalších se však ne
odstranila systematická odchylka měření způsobená tím, že malé ku
ličky na příčce p jsou přitahovány nejen tou velkou koulí, která je
v bezprostřední blízkosti, ale také vzdálenou velkou koulí. Tato velmi

HN— ME (8)

4) Má-li být výchylka vážek spolehlivě měřitelná, musí být torzní tuhost
vlákna malá, takže doba kyvu vychází velmi značná. Proto je třeba rovno
vážné polohy (n, %) určovat z pozorovaných bodů obratu (podobně jako
na nebrzděných analytických vahách).
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malá síla má ve směru síly J průmět F", pro který lze odvodit z geo
metrie přístroje přibližný vztah “

PÁR, P (bž+ 4a?)|(b?+ 40?
Vztah (7) nabude s ohledem na tuto korekci tvaru

Tab? (ng — M)

4MRe (1—8B)'
Při měření je nutno dbát na to, abychom veličiny b a T (které vy

stupují v druhé mocnině) určili s větší relativní přesností než ostatní
veličiny.

Při Cavendishových měřeních*) bylo m —=0,730 kg, M = 158 kg,
a = 8 angl. palců, T = 14 min (slabší drát), T = 7 min (silnější drát).

(9)

“ (7a)

Obr. 2. Školní přístroj k měřenígravitační konstanty.

Na obr. 2 je snímek torzních vážek určených ke školním demonstra
cím. Je to výrobek německé firmy Leyboldt.

Literatura

[1] F. Auerbach: Allgemeine gravitation, Winkelmann, Handbuch der
Physik, Band T., str. 450—495.

[2] Č. Strouhal: Mechanika, JCČMF,Praha 1901, str. 297.
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[6] J. Machalický, I. Pacáková, K. Moltaš: Fyzikální měření (skriptum),
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5)Byla provedena ve sklepení Cambridgské laboratoře, která nese nyní
jméno Cavendishovo.
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Substituce jako prostředek ke zvýšení
přesnosti měření
ING. LADISLAV SMRŽ, Praha

Proti výchylkovým přístrojům, u nichž záleží nejen na jejich správném
konstruktivním provedení, ale i na spolehlivosti a zručnosti pozorovatele,
dosahujeme v elektrotechnice měřicímizařízeními několikanásobně vyšší
přesnosti měření, zvláště při jejich pečlivém laboratorním provedení.
Jako příklad můžeme uvést Wheatstoneův můstek pro měřeníelektric
kého odporu. Při jeho laboratorním provedení leží přesnost měření
v mezích — 0,02 % až + 0,1 % měřené hodnoty, v závislosti na veli
kosti měřeného odporu a na nastavení poměrových větví můstku.
Chceme-li získat vyšší přesnost a spolehlivost výsledku měření, musíme
do výpočtu zavést korekce na odchylky odporů jednotlivých můstko
vých větví od jejich jmenovitých hodnot a eliminovat případný vliv
termoelektrických napětí provedením dvojího měření pro oba směry
můstkového proudu. V dalším výpočtu se pak počítá s jejich střední
hodnotou.

Přesnost každého měřicího zařízení můžeme však vystupňovat také
užitím zvláštního měřicího postupu. Z toho se nejvíce používá substi
tuční metody. Jak již její název napovídá, nahrazuje se zde měřený
objekt, např. odporový etalon, druhým stejně velikým a přesně defi
novaným objektem. Měřicízařízení vyrovnáme postupně pro oba tyto
porovnávané objekty a vhodným početním zpracováním výsledků obou
měření dosáhneme toho, že hodnoty čtené na měřicím zařízení slouží
pouze ke stanovení jejich vzájemného rozdílu. Tímto postupem*jsme
téměř úplně vyloučili ovlivnění výsledku měření vlastními odchylkami
měřicího zařízení. Výsledek měření je především dán hodnotou přesně
známého porovnávacího objektu a pouze jeho poslední desetinná místa
jsou určována z nastavení čteného na měřicím zařízení.

Substituční metodou můžeme snadno dosáhnout vysoké přesnosti
měření i na zařízení méně přesném. Změna nastavení měřicího zařízení
při substitučním měření je velmi malá, a tím jeho vlastní chyba (např.
odchylky posledníchodporových dekád u Wheatstoneova můstkuapod.)
ovlivňuje výsledek měření velmi nepatrně. Je ovšem podmínkou, aby
se během obou měřeníneměnily vnější podmínky ,"např. teplota, velikost
proudu, velikost napětí apod. .

Příklad použití

Wheatstoneovým můstkem chceme substituční metodou měřit etalo
nový odpor Rp. Jako substitučního prvku použijeme etalonový odpor
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R, stejné jmenovité hodnoty, k němuž máme ověřovací list, takže
můžeme přesně určit jeho hodnotu při dané teplotě.

Nejprve vyrovnáme můstek pro měřený odpor R, potom zaměníme
etalon R, za substituční etalon R, a opět můstek vyrovnáme. Tím
dostáváme pro rovnováhu můstku dva vztahy známého tvaru

/ a A a
Ra=R < a Ra= R %'

kde R' a R" jsou hodnoty nastavené na dekádách můstku (na porovná
vacím odporu R), a, b jsou poměrové odpory můstku.

Odečtením a úpravou obou rovnic dostáváme výsledný vztah pro
hledanou hodnotu etalonu Rj

a
b

Jsou-li oba porovnávané odpory R, a R, prakticky shodné, liší se
nastavení můstku R' a R"“'pouze na posledních dekádách, takže jejich
rozdíl (R' — R"") je řádově velmi malý. Přesnost, s jakou jsme určili
hodnotu etalonu R,, závisí v prvé řadě na přesnosti, s jakou je defi
nován substituční odpor Rx. Všechny vlivy, vyplývající z nepřesnosti
vyrovnání odporových hodnot můstkových větví, odporu přívodů,
teplotě okolí (pokud se během měření nemění) aj. jsou zde eliminovány
a nemohou působit na výsledek měření.

Bz= Rat (B—R)

Odvození momentu setrvačnosti těles

elementárními prostředky
ZDENĚK UNGERMANN, HradecKrálové

(Dokončení)

3. Moment setrvačnosti homogenní kruhové desky k ose procházející
středem kolmo na rovinu desky. Tloušťku desky zanedbáme.

Rozdělme si poloměr kruhu na » stejně velkých částí. Dělícími body
veďme soustředné kružnice. Tím se nám kruh rozdělí na » mezikruží
(obr. 4).

Platí
= (Z —fi)y >

kde y»je plošnáhustota, tj. hmotnost plošné jednotky, u; hmotnost
k-tého mezikruží a r; poloměr i-té soustředné kružnice,
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Jelikož n je velké číslo, můžeme
každé mezikruží pokládat za hmot
nou kružnici s poloměrem rovným
aritmetickému průměru krajních
poloměrů.

Označíme-li

r
i = —(k—U,

pak pro k-té mezikruží platí
2 Obr. 4

. r TL Tvyr?Jidb) (1) Y .
Sečtením momentů J;,, dostaneme celkový moment setrvačnosti kru

hové desky

J =+34 554-774.+(©n-1).
Výraz v závorce je S;, který zanedbáním jedničky proti násobku »

nabývá hodnoty 2n*.Tedy

„vy“ 9na —Tvyr“dně 2
Dosazením za y dostáváme konečně pro moment setrvačnosti kru

hové desky
2

J = : (10)
Poznámka. Stejný výsledek dostaneme u plného homogenního válce polo

měru 7 a hmotnosti m, je-li osa rotace totožná s podélnou osou válce.
Dokažte.

4. Moment setrvačnosti plmé koule vzhledem k ose jdoucí středem
koule.

Poloměr koule SO = r rozdělíme opět na » stejně malých dílů
(n — oo). Dělícími body veďme kolmé řezy k tomuto poloměru. Tím
dostaneme » vrstev tvaru kruhových desek (obr. 5). Má-li k-távrstva
hmotnost u, pak celková hmotnost koule je

m=2 Ž M (11)



Je-li hustota materiálu koule o, pak poměr hmotností dvou vrstev je

2 T 2 r 5
MMe= M 09:7 1 09, RZ TEM (12)1

Dosadíme (12) do (11)
nm=2F4

lí 6=1
Platí (obr. 5)

Obr.5 | Obr. 6

Je-li k = I, pak lí = r?, tedy

% 2 2 2 2n=2fanŠi- E) (p- "7 +3F"k=1 2lí n

Použitím S; a zanedbáním jedničky proti násobku » je

4
m=3 mh (14)

Jelikož jsme polokouli rozdělili na » kruhových desek poloměru lz,
dostáváme pro moment setrvačnosti koule

n n 1 nJ=2 2 J4=22 3 Mi=2 (15)k=1 k=1 k=1l
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Podle (12) a (14) je

Dosadíme do (15)
n

dm :I= 2ls
Dále použijeme (13) a vztahů pro S, a 84

n 27.22

om Ž (e- 77) „Sm (net—or —nr)7 drn Ra -drn 9
Po úpravě dostáváme konečně pro moment setrvačnosti homogenní

koule vzhledem k ose jdoucí středem koule vztah

2
J = — mr. (16)

5

Příklady.
1. Jak velká je kinetická energie obruče průměru 1 m a vážící 5 kg,

otáčí-li se po horizontální rovině postupnou rychlostí středu 12 km/h“'?
Označení veličin a dané hodnoty: Hmotnostobruče

m — 5 kg, poloměr obruče r = 0,5 m, postupná rychlost

l
v —l2 km/h“ = = m/s=t,

moment setrvačnosti obruče J —mr?, pro úhlovou rychlost obruče platí

Ú)— = .
T

Řešení. Celková energie W se skládá z energie pohybu postupného
a z energie pohybu otáčivého, tedy platí

1 l 1 1 v?— 2 2 2 m2.W=3mWT Jo om bm (1)
Úpravou (1) obdržíme

W= mi (2)

Z výsledku (2) je vidět, že výsledná energie nezávisí na poloměru
obruče. Energie obou částí — postupné i otáčivé — jsou stejné.

Numericky

10 2

W=5 (P) [kgm?s-2]= 55,5J
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2. Malá těžká kulička (hmotný bod) tíhy G je zavěšena na niti a vy
chýlena ze svislé polohy o úhel «. Pustíme-li kuličku, určete napětí nitěovW,v nejnižším bodě trajektorie.

Řešení. Označíme-li hmotnost kuličky m, délku nitě /, úhlovou rych
lost w, výšku kuličky 4%(obr. 6) a moment setrvačnosti J = ml?, platí
podle zákona zachování energie

mgh= > Jež ,
odtud dostáváme

2gh
W“= Z (1)

V nejnižším bodě dráhy napíná nit jednak tíha kuličky a jednak
reakce na sílu dostředivou, tj. pro napětí dostáváme

F —mg+ mla?= my|1 „m (2)
Dále platí

0084= =1—3 odtud Z =1—0084. (3)
Dále platí

Použijeme-li (3), můžeme (2) upravit na konečný tvar
F=G(3— 2003x).

3. Určete zrychlení a dráhu plné koule poloměru 7 v čase /, která se bez
smyku valí po nakloněné rovině s úhlem « (Galileův padostroj). Počáteční
rychlost je nulová (obr. 7).

Řešení. Označíme postupnou rychlost těžiště v čase £ písmenem v
v

a úhlovourychlostw =—.r

Kinetická energie postupného pohybu je

1

W, = 2 mo?
Rotační energie je

1 v?

W, = 2 m.R?7 9

kde R je poloměr setrvačnosti.
Celková energie bude

: l R?— 21 LW=3m+).
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Tuto energii těleso získalo na úkor potenciální energie mgs sin «
(obr. 7). Podle zákona zachování energie

s 1 RŮ
mgssin« = —m? h + = | (1)2 r

8 je dráha uražená za dobu č.
Označme s, dráhu uraženou za dobu ť, a s, dráhu uraženou za dobu

t,. Odpovídající rychlosti jsou vy,v. Je-li 8, > s,, platí

88—4—=%(k—H), (2)
UT- W., ,

kde v = 3 Jeprůměrná,rychlostna dráhovémúseku3, —8,.

„
s

Obr.7 CN

—A
"3— 2gsina ' (3)

vž A RY"1dg sinaa=1+|ž
Odečtením rovnic (2) dostávámeS32—8172g sin« (02—VU)(v4+4). (3)
Pro hledané zrychlenía = i bude platit, použijeme-li(2) a (3')

-(4—"U| gsina 4a- m. (4)
l + T
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Dráha za čas f je dána známým vztahem
Mí ]L, 9804 5

2 1 RY+
Vztahy (4) a (5) platí pro libovolné valící se těleso, jehož poloměr

setrvačnosti je R.

V případěplnékoule (z = = ") je

a=Ž sin«m >
s = $ (ž sin ©

Srovnejte výsledek s klouzavým pohybem tělesa po nakloněné rovině.
Jak poznáte, která koule je při stejném r a stejné hmotnosti dutá?

Cvičení.
1. Odvoďte moment setrvačnosti homogenní obdélníkové desky o roz

měrech a, b. Osa rotace prochází středem a její směr je dán střední příčkou.

12

2. Určete moment setrvačnosti krychle hrany a, zhotovené z tenkého
plechu, prochází-li osa rotace středy protějších stěn.

|Výsledek:J, = jz 0, Ji = L mě?'

, 5Výsledek: J = — ma?.

[vstedk:7—met
3. Homogenní tyč hmotnosti m a délky 7 je zavěšena na jednom konci.

Pustíme-li ji z polohy horizontální, začne kývat ve vertikální rovině. Určete
její úhlovou rychlost ve vertikální poloze.

Vysledek:w= la .
4. Homogenní kruhový kotouč poloměru r a hmotnosti m, je ve svislé

rovině otočný kolem horizontální osy procházející těžištěm. Kolem kotouče
je ovinuta nit zanedbatelné hmotnosti, na níž je zavěšeno těleso hmot
nosti %. Jakou úhlovou rychlost získá kotouč, klesne- závaží po uvolnění
o výšku A?

|Výsledek:w= > hg .
rV Mm2m,



ASTRONOMIE

Zdánlivá klička planety Marsu
Dr. MIROSLAVA ŠIROKÁ — Dr. JAROMÍR ŠIROKÝ, UP Olomouc

wWov]Planeta Mars je první z řady tzv. vnějších planet, protože obíhá
kolem Slunce za drahou Země. Velká poloosa, dráhy Marsu je a =
= 1,524 astronomických jednotek (a. j.). Protože však má poměrně
velkou excentricitu e — 0,0934, může se jeho vzdálenost od Slunce
měnit v rozmezí od 1,382 a. j. do 1,666a. j.

Jako vnější planeta může Mars
zaujímat vzhledem ke Slunci a k
Zemi tyto význačné polohy, nazý
vané aspekty (obr. 1): V poloze M,
je Mars v konjunkci se Sluncem.
Je-li planeta v konjunkci se Slun
cem, pak vycházíi zapadá současně
se Sluncem a není proto pozoro
vatelná. V poloze M; a M; je plane
ta v kvadratuře; směr ke Slunci
svírá, se směrem k Marsu úhel 90“.
Při východní kvadratuře (M) vy
chází Mars kolem poledne, vrcholí
kolem 18ha zapadá kolem půlnoci,
takže je pozorovatelný v časných
večerních hodinách. Při západní
kvadratuře (Mj) vychází Mars ko
lem půlnoci, vrcholí v 6» a zapadá
v poledne; je tedy pozorovatelný
v časných ranních hodinách.

ků

M

Obr. 1. Aspekty vnější planety.
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Velmi významnou polohou planety je opozice (M4), kdy je planeta
na spojnici Slunce a Země, v bodě protilehlém Slunci. V době opozice
planeta vychází při západu Slunce, vrcholí o půlnoci a zapadá při
východu Slunce, takže je pozorovatelná po celou noc. V opozici se
Mars přibližuje k Zemi na nejmenší možnou vzdálenost. Kdyby byly
dráhy Marsu i Země přesně“kruhové, pak by tato vzdálenost činila

zdánlivá dráha MarsuoaNE

Obr. 2. Vznik zdánlivé kličky na dráze planety Marsu. Číslice značí vzá
jemně si odpovídající polohy.

při každé opozici 0,524 a. j., tj. asi 78 miliónů km. Vzhledem k po
měrně velké excentricitě dráhy Marsu se vzdálenost od Země při opo
zicích mění od 56 miliónů km, je-li Mars v perihéliu, do 99 miliónů km,
je-1 Mars v aféliu. Nejlepší podmínky k pozorování povrchu planety
jsou při perihélových opozicích, kdy zdánlivý průměr Marsova ko
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toučku dosahuje až 26" (při aféliové opozici je to pouzejl4"). Připo
meňme, že při perihéliové opozici dosahuje zdánlivá hvězdná velikost
Marsu —2,8m).

Stejné polohy Marsu vzhledem ke Slunci a k Zemi se. opakují po
uplynutí synodické oběžné doby. Tuto oběžnou dobu můžeme snadno
vypočítat, známe-li siderickou oběžnou dobu — je to doba, za kterou
průvodič planety opíše úhel 360". Označme 7T'siderickou oběžnou dobu
Marsu (T — 687 dní), T; oběžnou dobu Země (T%= 365,25 dní). Za

o

jeden den opíše průvodič, Země úhel , průvodič Marsu úhel
0

300 , Země tedy předběhne Mars o úhel

-18607 360“-m T
Po uplynutí synodické oběžné doby P jsou Země, Mars a Slunce opět
ve stejné konfiguraci; Země předběhla Mars o 360“ a platí

p. P=360,
čili

360“ 360" o
PROTO P= 360

a odtud synodická oběžná doba
T.TP—LU
T— T,

Po dosazení číselných hodnot dostaneme pro Mars synodickou oběž
nou dobu P —=780 dní, tj. 2 roky 49 dní. Protože rychlost obou planet
po dráze kolem Slunce není konstantní, může synodická oběžná doba
nabývat hodnot od 2 roků 14 dnů do 2 roků 80 dnů.

Sledujeme-li zdánlivý pohyb Marsu mezi hvězdami na obloze, mů
žeme pozorovat, že v době kolem opozice vytváří zdánlivou kličku.
Vznik této kličky (smyčky) je patrný z obr. 2 (připomeňme, že na
obrázku je sklon dráhy Marsu vzhledem k rovině ekliptiky pro názor
nost zvětšen; ve skutečnosti je 4 — 1"51").Pozorujeme-li pohyb Marsu
na obloze, vidíme, že zprvu probíhá v témž směru, v jakém se po
hybuje planeta (od západu k východu, ačkoliv při otáčení hvězdné
oblohy se pohybuje spolu s hvězdami od východu k západu); říkáme,
že se pohybuje v přímém směru. Po určité době se planeta zastaví
(v bodě 4"), pak se zdánlivě pohybuje zpětným směrem, tj. ve směru

1) Příští opozice Marsu bude 29. května 1969; úhlový průměr Marsu
bude 19,17. Následující opozice, 6. srpna 1971, bude perihéliová; úhlový
průměr Marsu dosáhne 25,0".
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otáčení sféry. V bodě 7" se znovu zastaví a pak se znovu pohybuje
mezi hvězdami přímým směrem. Na obr. 3 je nakreslena zdánlivá dráha
Marsu od září 1960 do dubna 1961 (opozice nastala 29. prosince 1960).

a 20" F 40m 20 6 40m
o[ T TTTTTTTTTTYTTTTTTTTTTTTE TT TTT TT TTTT T TÝ TT TTTTTTTTTTTETTT+29 Aur 4+29"

Ó 10

1 o+25 4+25
„Akliptika ->

o osa jeJe“a ŠÍKaa aaa
20m p 40m 20m 6h 40% G

Obr. 3. Dráha Marsu mezi hvězdami v souhvězdí Blíženců (Gem — Gemini)
kolem opozice 1960/61.

Podobné kličky můžeme pozorovat také u ostatních vnějších planet.
Průměr kličky (vzdálenost jednoho bodu obratu od druhého) závisí
na vzdálenosti planety od Země. Čím je tato vzdálenost větší, tím je
průměr kličky menší. Klička přitom může být uzavřená nebo otevřená;
závisí to na vzájemné poloze Země a planety.

Literatura

[1] Barabašov, N. P. - Široký, J.- Mars. SPN, Praha 1965. 15 s.
[2] Voroncov - Veljaminov, B. A.- Astronomie pro jedenáctý ročník. SPN,

Praha 1959. 150 s.
[3] Kolektiv: Astronomie fůr die Hand des Lehrers. VEB Deutscher Verlag

der Wissenschaften, Berlin 1960. 160 s.

Vážení čtenáři,

chcete-li, aby vám Rozhledy matematicko-fyzikální byly po prázdninách
doručovány pravidelně již od prvního čísla, objednejte si je u svého poš
tovního úřadu (Poštovní novinové služby) již nyní.
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(p)-3n (n-1)(1—2)..,4-2-3-4 sihosojk

MATEMATICKÉ ZABAVY

Jak si n-dívek hrálo s míčem

STANISLAV TRÁVNÍČEK, Olomouc j „jí

V zajímavé knize B. A. Korděmského [1] (nedávno vyšla ve 2. vy
dání) je uvedena úloha „Jak si 12 dívek hrálo s míčem“. Její (poněkud
zkrácené) znění je toto: s

Dvanáct dívek sepostavilo do kruhu a začalo si hrát s míčem. Každá
z dívek hodila míč své sousedce vlevo. Když míč obešel celý kruh,
házely jej dívky zase opačným směrem. Za nějakou chvili se jedna
dívka ozvala:

„„Házejme raději míč přes jednu!““
„Ale vždyť je nás dvanáct, to pak bude polovina děvčat ze hry

vyřazena,““namítla jiná.
„Pak budeme házet přes dvě!l““(Míč chytí až každá třetí.)
„Lo je ještě horší, budou hrát jen čtyři... Jestli chcete, abychom

hrály všechny, musíme házet přes čtyři, (pátá chytá), a to na jednu
stranu nebo na druhou. Jinak to nejde.

Dívky si nakreslily schémata všech možných způsobůhry a opravdu,
jen celkem při čtyřech (uvedených) způsobech hry se jí zůčastnily
všechny.

Co kdyby bylo dívek třináct? — ptá se ještě uvedená úloha a my
dodejme: Co kdyby bylo dívek"n? Kolik existuje způsobů hry tako

vých, aby si hrály všechny dívky? Za jakých podmínek sse hry nezúčastní všech » dívek, kolik z nich ano a kolik ne!

Uvidíme, že řešení dané úlohy dostaneme jako jednoduchý důsledek
určitých matematických vztahů, o nichž nyní stručně pojednáme.

Ý
K3
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Ukážeme si souvislost dané úlohy s vlastnostmi komplexních jed
notek, jež jsou řešením binomické rovnice

22—1=0 (1)

O přirozeném čísle » předpokládejme » Z 2 a dále se dohodněme,že
v celém tomto článku bude k prvkem množiny 10, 1, 2, ..., »n—l).

Ze střední školy víte, že rovnice (1) má » navzájem různých kořenů
«+,které lze vyjádřit v goniometrickém tvaru

2k „„ 2
U= 00s Tisin (2)

Příklad 1.
Pron = 4je

XG=l, A =, G = —I, AG= —4.
Pron=6 je 1,3 1,3

1.3 1.3==ap- up
Čísla «z se nazývají n-té odmocniny z jedné. Označme dále množinu

všech -tých odmocnin z jedné M,; množina M, má tedy » prvků.
Proměnnou na množině If, budeme dále označovat zpravidla «. Pro
všechny hodnoty « zřejmě platí |e| — 1. Z geometrického významu
komplexních čísel vidíme, že obrazy komplexních čísel «+ (stručně:
body «„) tvoří v komplexní rovině vrcholy pravidelného n-úhelníka
vepsaného do jednotkové kružnice, přičemžjeden vrchol leží pro všechna
n vždy v bodě « = 1 (obr. 1).

Tyto n-té odmocniny z jedné mají řadu zajímavých vlastností, z nichž
si některé dále uvedeme a dokážeme. Při důkazech budeme využívat
základní vlastnosti dané definicí, tj. e* — I, nebo vyjádření (2). Věty
budeme zapisovat ve stručném symbolickém tvaru, ale po jejich pře
čtení si vždy formulujte jejich slovní vyjádření.

Věta 1. Jestliže e, € My, e4e€My, pak (e1. e+)e My.
Důkaz. Ježto s%—=s%=1, platí (8,.€)* — e*.c* = 1, tedy

(€4. 8+) E My.

Věta 2. Je-li e e My, pak pro libovolné přirozené číslo m je e* e M,.
Důkaz. (£"" = (g")m= I" = 1, tedy s" e W,
Než uvedeme další věty, připomeňme si tyto pojmy:
Prvočíslo — přirozené číslo, větší než 1 dělitelné jen samo sebou

a číslem 1; např. 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 jsou prvočísla.
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Složené číslo — přirozené číslo větší než 1, které není prvočíslem.
Složená čísla lze vyjádřit ve tvaru součinu alespoň dvou činitelů, kteří
nejsou rovnijedné ani danému číslu. Tyto činitele nazýváme dělitelé
danéhočísla; např. 4 (= 2.2), 6 (= 2.9), 8 (=2.4=2.2.2),
9 (= 3.3), 10 (= 2.5) jsou číslasložená.

Y

G|A C x

«, (X
Obr. 1

Věta 3. Je-li přirozené číslo ď dělitelem čísla n, pak Mg € M,.
Důkaz. Podle předpokladu lze číslo » vyjádřit ve tvaru součinu

n — d.m, kde m je vhodné přirozené číslo. Zvolme“ libovolné e e Mg,
tedy e? — 1. Máme £" = 87" = (gdjm= 1m= ], takže [ee My. Tím
jsme dokázali, že každý prvek množiny Mg je rovněž prvkem množiny
My, tj. Ma € My.

Příklad 2. Nechť n —6. Uvažujme všechny j-té mocniny (j=1,
2, ..., 6) všech prvků ee My, tj. oh. Zapišme je do tabulky, v níž
pro přehlednostmísto « píšeme1.

Tabulka 1

J 1 2 3 4 5 6
ap

«%G=l 1 l l l l l
© O K Ag U Uz l
Oa Aa U 1 O U 1
U 03 l U l U l
A U 0 1 4 U 1
As A A 0 Ca U 1
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Vidíme, že ovšem pro všechna a, je az — 1,ale též to, že pro některá k

existuje exponent -A< 6 tak, že a = I; např. pro k = 2 je A=3,
neboť «3 — 1, pro k = 3 je h = 2 nebo 4, neboť a5 = až = 1. Je to
samozřejmě zcela ve shodě s větou 3, neboť il, «, aj = Mgc Mg,

Jestliže pro dané € e M,je e' =£ 1 pro všechna j = 1,2, ..., n“— l,
pak se číslo e nazývá průmitivní n-tá odmocnína z jedné (dále budeme
též stručně říkat jen „primitivní odmocnina““). V příkladě 2 jsou pri
mitivními odmocninami čísla a, a A5.

Věta 4. Dané «x e M, je primitivní n-tou odmocninou z jedné právě
tehdy, když čísla k, » jsou nesoudělná.

Důkaz: a) Nechť jsou čísla k, m nesoudělná a přirozené číslo h
(1 S h S n) má tu vlastnost, že u —=1.Vzhledem k (2) a podle Moivreo
vy věty je

2hk 2
1== COSZEsin 7

Musí tedy platit, že

2hkn o ho (2m)nn

. P 2 v? 9 MV hk * vw ? v >

je celý násobek čísla 2x, tj. že — Je číslo celé. Ježto jsou ale k, m ne
soudělná, je nutně 4%násobkem čísla ». Z nerovnosti AS n pak máme
hh= n, takže číslo az je primitivní odmocninou.

b) Nechť nyní naopak jsou čísla k, n soudělná; jejich největší spo
lečný dělitel označme ď. Pak čísla k, » lze psát ve tvaru

k—=d.l
n—=d.m , (3)

kde Z,m jsou vhodná přirozená čísla. Přitom je K> 1, < k, m< n,
L< m. Jestliže do (2) dosadíme za k, n a zkrátíme ďd,máme„A

ag= cos Li sinZ. (4)m

Z posledního vztahu plyne, že 0; € Mm, tj. a“ — 1 a že tedy a, není
primitivní -tou odmocninouz jedné.

Poznámka 1. Jsou-li čísla k, n soudělná a platí (3), kde ď je jejich
největší společný dělitel, pak z vyjádření (4) plyne (l <-m jsou čísla
nesoudělná), že «+ je primitivní m-tou odmocninou z jedné, přičemž
ovšem v množiněW, má indexl.
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Větu9. Je-li e € Mn libovolně daná primitivní odmocnina, pak

8, €*, e%,..., et (= 1) (5)

jsou právě všechny prvky množiny M,.

Důkaz. Podle věty 2 jsou všechna čísla (5) prvky M,. Stačí
ukázat, že jsou všechna vzájemně různá, tj. že pro libovolná r, s, kde
1S r, sSn, platí = = e*. Užijeme metody důkazu sporem. Nechť
např. 1S s< rS<n (tedy 1Sr— s< n) a platí s"= e*.Po vyná
sobení této rovnosti číslem 87* máme £"—*— I, což je ve sporu s před
pokladem, že ©je primitivní odmocnina. Všechna čísla (5) jsou tedy
navzájem různá, a ježto je jich », jsou to právě všechny prvky mno
žiny My.

Věta 6. Je-li « € M, libovolně daný prvek a ee W, libovolně daná
primitivní odmocnina, pak

we,«e*,xe, ..., xet (= «) (6)

jsou právě všechny prvky množiny My.

Důkaz. Podle vět 1 a 2 jsou všechna čísla (6) prvky M,. Další
postup je analogický jako u důkazu předchozí věty.

Vraťme se nyník původnímu problému hry » dívek s míčem. Umís
těme tyto dívky do komplexní roviny na místa prvků množiny My.

Pravidla hry. Každé číslo «+e€M, určuje jedno pravidlo, a to takto:
Násobit libovolné číslo « € M, číslem «+€ M, znamená otočit bod «

kolem počátku (tj. po jednotkové kružnici) o úhel = v kladném
smyslu. Toto otočení realizujeme tak, že dívka « hodí míč dívce «w,.
Je-li k = 0, pak dívka « hodí míč sobě (tento případ nazveme triviální),
je-li k — 1, hodí jej své sousedce vpravo, tj. pro k Z 1 háže dívka «
míč v kladném smyslu „přes k — 1 dívek““. Přitom ovšem „„vkladném
smyslu přes k — 1 dívek““ značí přesně totéž jak „„vzáporném smyslu
přes n — k — 1 dívek“ Pravidlo takto definované číslem a, dále na
zývejme pravidlo «+. Jestliže se tedy hra řídí pravidlem a,- 1, hodí
každá dívka míč své sousedce vlevo.

Průběh hry. Nechť hru zahájí libovolně daná dívka « a nechť platí
netriviální pravidlo «z. Pak účastníci prvních » hodů jsou

O, AO, AO) AAR)++ X0 (= a); (7)
vidíme, že další hra je už jen opakováním cyklu (7), neboť po n-tém
hodu dostane opět míč dívka «. Jsou-li čísla k, » nesoudělná, pak podle
věty 4 a 7 je prvních » čísel v (7) vzájemně různých a zahrají si tedy
všechny dívky. Jsou-li k, » čísla soudělná a ď je jejich největší spo

lečný dělitel, pak podle poznámky 1 a věty 7 sl zahraje pouze m = —

441



dívek
2 m— 1

U,AO, AOK, -> XUL
zatímco ostatních » — m dívek (jichž je K — 1 krát tolik) nečimně
jejich hře přihlíží.

Uvažme nyní ještě otázku, jak souvisí počet dívek s počtem pra
videl, za nichž si zahrají všechny.

Pro každé číslo n označme © (n) počet všech přirozených čísel men
ších než » a nesoudělných s ». Pro funkci g (») (zvanou Eulerova funkce)
lze sestavit tabulku:

Tabulka 2

n |2| 3 4| s|e|7|8|9|10|1|12|13
o(n) |i|2|2|4|2|e|4|e| a[io|«|1

(doplňte ji ještě pro několik dalšího hodnot »). Je-li p prvočíslo, pak
zřejmě všechna čísla k < p jsou s p nesoudělná, tedy ©(p) = p— 1.Pronz3 jee(n)Z2,neboťsčíslem»jsouvždynesoudělnáčísla1
an— I.

Jestliže si tedy hraje » dívek, existuje w (n) pravidel «,, za nichž
si zahrají všechny, n — © (n) — 1 pravidel, za nichž si nezahrají všechny,
ale aspoňdvě z nich, a jedno triviální pravidlo 1, za jehož platnosti
si hraje jedna z dívek sama. Je-li p prvočíslo, je p— w (p) — 1=0,
a neexistuje tedy netriviální pravidlo az, tak, že by si hrály jen některé
z dívek.

Poznámka 2. Vrátíme-li se k původní úloze, kde » — 12, pak lze na zá
kladě předchozích úvah říci toto: Ježto e (12) = 4, existují 4 pra
vidla wz, za nichž si zahrají všechny; dostaneme je pro k =1, 5, 7
a 11. Největší společný dělitel čísel 2 a 12 a též čísel 10 a 12 je roven
dvěma, takže pro k = 2 a 10 si zahraje celkem +ž* — 6 dívek. Po
dobně pro k = 3 a 9si zahrají 4 dívky, pro k = 4 a 8si zahrají 3 dívky
a pro k = 6 pouze dvě. Pro n = 13 je odpověď zřejmá, neboť jde
o prvočíslo.

Úloha. Rozeberte další případy, např. pro m = 18, 20, 22.

Literatura

[1] Kordémský;,B. A.- Matematické prostocviky, MF, Praha 1957.
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Pět čtenářů

Pět chlapců — Bohouš, Karel, Milan, Pavel a Standa — si z knihovny
vypůjčili pět knížek. Byly to: Poklad od Jiráska, Krakatit od Čapka,
Majerové Přehrada, Raisův Západ a Fimfárum od Wericha. Byly to
knížky, které dosud nikdo z nich nečetl. Během týdne každý chlapec
přečetl jednu knížku, pak se sešli, vyměnili si knížky a po dalším týdnu
se opět sešli, aby si knížky vyměnili. Před výměnou se o knížkách
bavili. Z jejich rozhovoru jsmezachytili těchto několik vět:

1. Milan vykládal veselé příběhy z knihy Fimfárum a vřele ji do
poručoval Standovi.

2. Při té příležitosti Standa s Milanem přebalili knížku, kterou oba
přečetli.

3. Poklad nečetl dosud ani Karel ani Standa.
4. Na Pavla hluboce zapůsobil tklivě psaný Západ; na Bohouše tolik

nezapůsobil.
5. Karel a Standa si libovali, jaké pěkné chvilky prožívali při četbě

Přehrady.
To je vše. A věříte, že tyto úryvky stačí k tomu, abyste zjistili,

které knížky každý z nich přečetl? Je to snadné a my se těšíme, že
nám brzy pošlete rozluštění.

S. A.

Mladí fotografové
Karel s Petrem si o prázdninách prohlížel výlohy s fotografickými

aparáty. U jedné výkladní skříně najednou Petr povídal: ,„Podívej se,
Kájo, tamty tři aparáty Praktina, Kodak a Mikroma jsou pěkně vedle
sebe jako tomu bylo v těch dvou výlohách před tím.“ Karel se na
chvíli zamyslel a pak odvětil: „Máš pravdu, ale v každé výloze je jiné
pořadí, v jakém jsou aparáty umístěny. V žádné výloze ani jeden
aparát není na tomtéž místě. Zde je např. Kodak napravo od Praktiny,
v první výloze byla Praktina uprostřed a v druhé výloze byla Mikroma
vlevo od Praktiny.“

A pro naše nejmenší čtenáře máme úlohu: Napište nám, v jakém
pořadí byly umístěny fotografické aparáty v první výloze, v druhé
a v třetí.

S. H.



MMO

Řešení úloh IX. Mezinárodní

matematické olympiády ve dnech
3. až 12. července 1967 v Jugoslávii
DOC. JAN VYŠÍN, Praha

(Dokončení)

5. Budiž dána posloupnost

C = U T 4 T + 44,
2 2 2C,= 41 T482 T T 45

COMTAT T4

kde a, dg, ..., dg jsou reálná čísla, ne všechna rovná nule. Nechť dále
nekonečně mnoho členů posloupnosti 1cy) je rovno nule. Určete všecka
přirozená,čísla n, pro která je c, = 0.

Řešení. a) Nejprve odvodímetuto pomocnouvětu P: Buďte a,
Ao)+++Oy,Ď (v Z 1) taková kladná čísla,že aj < 6, a, < B, ...,a, <.
Pak pro všecka přirozená čísla » od určitého počínaje platí

adbab -ba <p" (14)
Skutečně, podle předpokladu jsou všecka číslaAm%BB B

kladná a menší než 1. Podle známé vlastnosti exponenciální funkce
existují tedy přirozená čísla 4, %, n, tak, že platí pro všecka
"nZMm

nA l1 — 15
| 3 <- (15)
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pro všecka» Z n
wo, I

2

(2 < m (15)
atd.; pro všecka n Z n,

|“ 1
— —. 15(5)7 9

Sečtením nerovností (15) dostaneme nerovnostA+)+7
p p p v

neboli po znásobení číslem 6" nerovnost (14). Ta platí pro všecka
MZ M, kde m je největší z čísel 14, M, ..., %y.

b) Z předpokladu úlohy 5 (ag, dz, -.., dg nejsou vesměs rovna nule)
vyplývá, že c, > 0 pro všecka sudá n. Dokážeme, že c, — 0 pro všecka
lichá n.

Nejprve vynecháme z čísel a, az, ..., ag ta, která jsou rovna nule.
Zbývající rozdělíme do dvou skupin: kladná označíme 94, Pz; <-> Pr
záporná — 91, — 92; -+++— 95, Podle podmínky úlohy platí

p+p+ +p -dů—82— —4=0,
neboli

m+Pm+ tp =ůté+ +% (16)
pro nekonečně mnoho lichých exponentů 1.

Čísla py, Po) --+> Pri dp 42 <--> Gejsou kladná a můžeme předpo
kládat, že jsou uspořádána sestupně, tj. že platí

MĚEmMZ ZP KERZ S44. (17)
Kdyby bylo p; >>g,, bylo by podle (17) p3 > 42, --., P1> g,. Podle
pomocné věty P by pak platilo od určitého exponentu n

m>atge+ +4,
a tím spíše p+P+ +r>d+et +4
To znamená, že rovnost (16) by nemohla být splněna pro nekonečně
mnoho lichých exponentů 1.

Stejně jako jsme vyvrátili nerovnost p; >>g4,vyvrátíme i nerovnost
ga> Pů je tedy py = 94. Obdobně dokážeme dále, že je 92 = G, -..,
Pr = 4 (r = s). Rovnost (16) pak platí pro všecky liché exponenty n,
tj. ca — 0 pro všecka lichá n.

6. Při sportovní soutěži bylo rozděleno v » po sobě jdoucích dnech
(n > 1) celkem m medailí. Prvního dne byla udělena 1 medaile a $
ze zbývajících m — 1 medailí. Druhého dne byly uděleny 2 medaile
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a % ze zbývajících, atd. Posledního dne bylo uděleno posledních »
medailí. Kolik dní trvala soutěž a kok medailí bylo celkem rozděleno?

Řešení. Označmeze(k — 1,2, .. n) počet medailí, které zbyly
k-tého dne po udělení k medailí. Pak je

%41= %—92— k—L,
neboli po úpravě

92k = 2k+1L k+1 (18)

Označme a; počet medailí vydaných k-tého dne; pak je

Ze vzorců (18), (19) dostaneme snadno rekurentní vzorec pro ax; stačí
napsat (19) pro £ + 1

Aa4i—=k+1+%8%+ (20)

a ze vzorců (19), (20), (18) vyloučit 2z, 2441; vyjde po snadné úpravě
O =6%+1— 1 (21)

Rozpíšeme-li rovnost (21)pro k = 1,2, ..., n — 1, dostaneme
7W —64 — l,

7An-1mém- 1.
V W

Znásobíme-li rovnosti (22) po řadě čísly

1,6. (6), ..., (6)"7?
a sečteme, dostaneme vzorec

m=(W'a—[ I+s+ +(9"7],
který po úpravě a po dosazení a, = 1 nabude tvaru

a = (6)"7' (n— 6)+ 6 (23)
Vzorec (23) lze dokázat matematickou indukcí z rekurentní formule (21).

Protože je u >> 1, plyne z (23), že číslo » je násobek šesti. Jedno
řešení je 1 = 6, aj = da = ... = dg= 6, m = 36 [vypočteme z (22)].

Je-li » > 6, položíme n — 6k, kde k je přirozené číslo větší než 1.
Pak/koeficient n — 6 — 6 (k — 1) v,(23) je dělite'ný mocninou 6"71 =
—=665-1. Protože pro každé k > 1 platí

6k—1>k-—1,
není koeficient 6 (k — 1) dělitelný mocninou 66*—1.

Úloha má tedy jediné řešenín = 6, m = 36.
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RŮZNÉ > RŮZNÉ » RŮZNÉ

Klub mladých matematiků v Ostravě
Ve školním roce 1963/64 byl při Městském pedagogickém středisku

v Ostravě ustaven ,„„Klubmladých matematiků“. Jeho zřízení bylo
motivováno snahou podchytit a zvýšit zájem 0 matematiku u žáků
poslední třídy ZDŠ a pomoci řešitelům MO kategorie Ď.

Jeho členy se stávají žáci ZDŠ na návrh učitelů matematiky, a to
nejčastěji po jednom žáku z každé deváté třídy v okrese Ostrava.
Klub má zpravidla 60 členů. Po dobrých zkušenostech je od školního
roku 1966/67 utvořen rovněž klub pro žáky 8. tříd ZDŠ.

Organizační stránku obstarává Městské pedagogické středisko ve spo
lupráci se členy pracovní skupiny pro matematiku. Náplň práce a její
plnění obstarávají dva členové JČMF, přičemž jeden z nich se spe
cializujena aritmetiku a algebru, druhý na geometrii. V aritmetice
a algebře se probírá v 8. třídě: číselné soustavy, dělitelnost, rovnice,
nerovnosti, absolutní hodnota, číselné obory. V 9. třídě: rovnice 8 para
metrem, rozklady polynomů, kvadratické rovnice. V geometrii se pro
hlubuje a rozšiřuje látka probíraná ve škole, a to hlavně po konstruk
tivní stránce. Zdůrazňuje se správné vyjadřování po stránce odborné
i jazykové. V 8. třídě se probírá: Pythagorova věta, shodnost, geo
metrické místo bodů, konstrukce trojúhelníků a čtyřůhelníků, pravi
delné mnohoúhelníky, parabola jako g. m. b., některé úlohy z MO
kat. D. V 9. třídě: podobnost jako zobrazení, stejnolehlost, základní
vztahy mezi goniometrickými funkcemi, stereometrické úlohy.

Schůzky klubu se konají pravidelně, a to jednou za měsíc. Při práci
jsou žáci rozděleni do dvou skupin. Navíc se organizuje každoročně
o pololetních prázdninách — letos též o jarních prázdninách — tý
denní soustředění všech účastníků klubu ve škole v přírodě v Besky
dech. Na tomto soustředění je dopoledne věnováno matematice, odpo
ledne sportovnímu vyžití žáků — lyžování, sáňkování, hry — za od
borného pedagogického vedení. Večer se obvykle promítají filmy a ko
nají přednášky se sportovní tematikou. Rovněž se zde tradičně pořádá
soutěž v řešení příkladů z probrané látky a nejúspěšnější řešitelé jsou
odměňováni matematickou literaturou přiměřenoujejich věku.

Tato soustředění jsou financována odborem školství a kultury
MěstNV v Ostravě za přispění SRPŠ příslušných ZDŠ.

O členství v klubu je veliký zájem nejen ze strany žáků a učitelů,
ale blavně ze strany rodičů, kteří oceňují rozšiřování a prohlubování
znalostí v matematice jako dobrou průpravu pro další studium na
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středních školách. Důkazem zájmu je např. v letošním roce dvojná
sobný počet přihlášených žáků, takže musel být proveden užší výběr,
což navíc přispělo ke zvýšení úrovně práce a znalostí.

Na základě zkušeností a výsledků z pětileté činnosti lze konstatovat,
že tento klub přispívá k rozšíření a prohloubení zájmu o matematiku
u žáků ZDŠ a ovlivňuje i jejich volbu a zájem o technické studium
na středních i vysokých školách.

Dobré výsledky práce ostravského klubu podnítily rovněž zájem
o zřízení podobného klubu v okrese Karviná ve školním roce 1966/67.

O. L.

RECENZE

Trojuholník
DUBEC ANTON

Klúč na riešenie geometrických úloh. Bratislava: SPN 1967.231 strán,
cena Kčs 7,50, brož.

Z pera skůseného metodika matematiky vychádza v edícii ,„Knižnica
všeobecného vzdelania““ knižka, ktorá iste zaujme mnohých čitatelov
a uvedie ich do praxe tvorivého používania trojuholníka pri riešení
róznych geometrických úloh.

Autor neopakuje teóriu, ktorá sa preberá na hodinách geometrie,
ale len úvodom k jednotlivým kapitolám uvádza najdoležitejšte poučky
a vzorce. Potom uvádza priklady na typioké použitie poučiek a vzorcov
a po nich nasledujů metodicky usporiadané cvičenia, na ktorých každý
čitatel móže si brůsiť úsudok a zdokonalovať sa v metódach riešenia
úloh róznych typov.

Autor v knižke sa zameral na tieto problémy z geometrie: zhodnosť
trojuholníkov, použitie trojuholníka na výpočty a konštrukcie v ste
reometrii, trojuholníkové nerovnosti, počítanie s uhlami, podobnosť,
priečky v trojuholníku, množiny bodov s danou vlastnosťou, riešenie
úloh s výpočtom, úlohy o čiarach prechádzajůcich jedným bodom,
mekolko zvláštnych úloh. Na konci knihy sů uvedené výsledky, po
prípade stručné riešenie cvičení.

Knižka je vhodnou poměóckoupre všetkých záujemcov o stredo
školsků geometriu. Dobre móže poslůžiť pri opakovaní geometrie pred
maturitnou skúškou, popripade pri iných príležitostiach, pretože obsa
huje velké množstvo prikladov a cvičení.

Vrele ju mladým čitatelom doporučujeme. O0.Š.
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MATEMATIKA

O jednom grafickém řešení
kvadratické rovnice
DOC. VÍTĚZSLAV JOZÍFEK, ČVUTPraha

Kvadratickou rovnici ar? + by + c = 0 pro a >>0 řešímena střední
škole graficky zřídka. To proto, že bychom museli rýsovat parabolu
o rovnici y = ax? + bx + c a určovat její průsečíky s osou x. Ale gra
fické určení průsečíku přímky s parabolou je přesné jen užitím fokálních
vlastností paraboly.

Již od dob Descartesových se hledaly možnosti upravit grafické
řešení této rovnice tak, aby bylo převedeno na určení průsečíku přímky
s kružnicí. Jedno z takových řešení je uvedeno v Přehledu elementární
matematiky (Hruša a kolektiv, SNTL, 1957, str. 321).

Proveďme diskusi řešení při jiné volbě pomocné kružnice, než se uvádí
v citovaném Přehledu.

I postup při naší volbě kružnice může být různý, podle toho, jaké
znalosti z geometrie předpokládáme. Pokusím se ukázat více možností,
z čeho vycházet a jak uvažovat.

A. Je dána rovnice axž + by +- c = 0 pro a >>0 a hledejme pod
mínky pro koeficienty b, c, aby daná rovnice měla dva kladné různé
kořeny.

Umluvme si, že pomocná kružnice bude vždy obsahovat bod A =
= (0, 1).

Kružnice obr. 1 protíná osu z ve dvou různých bodech X; = (%,,0),
X = (z, 0) na téže kladné poloose x. Kořeny «,, X, rovnice splňují
danou podmínku, platí z; >>0, x; >>0.
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Z trojúhelníku SAM plyne

R[ + 2

< < 2
9 | F (4 1)*,

kde y, je délka úsečky SK.
Z trojúhelníku SKX, plyne

2
Ka — Z= E32 +4;

odečtením obou rovnic a po úpravě
2Ys — A724 1

Z obr. I

2Y4= YAT B)

tj.

YB= 243 — | = T%.

Tudíž

B= (1+ %, %%;)

x s=[žt 1X,+ 10A 2. 9
Obr. 1T

Budeme dále předpokládat znalosti vlastností kořenových činitelů

(z —z) (z —4) = t— (T + 7) £ + 272 = 0
a ze srovnánís tvarem rovnice

2pha+L=0
a a

vyplynou rovnosti

b C

Potom

b c b a-cB=|— —,-— = |———
|ej,:|2a' 2a|
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Aby proťala kladná poloosa x kružnici v obr. 1 ve dvou různých
bodech, musí být vzdálenost středu S kružnice od osy r menší než
poloměr, tj. musí

[Ys|< 7,neboli = < r2u T- T%+1
Je

2 2 2

= 7 +ul- 1= |-u) +( z) =
až + dž + © — 2ac

4a?

a podmínka |y;| < r vede po úpravě k nerovnosti
bž — 4ac > 0

Máme výsledek: Existují-li různé kladné kořeny rovnice ax*+ bz +
+ ©= 0,4 > 0, potom platí a >>0, b< 0, >>0 a b*— 4ac >>0. Pod
mínku pro koeficienty téže kvadratické rovnice, má-li tato rovnice dva
různé zápornékořeny, si čtenář odvodí sám.

Je otázka, zda platí také obráceně: Jestliže v kvadratické rovnici
ax* + baz+ c = 0, je a >>0, b< 0, c > 0 a b*— 4ac >>0, má rovnice
dva různé kladné kořeny.

O tom by bylo možno se přesvědčit zpětným postupem k před
chozímu postupu a k tomu příslušnou úvahou, ale také ze vzorce

— b + Vb — 4acn 2a
Jestliže dž — 4ac >>0, jsou kořeny reálné. Přitom bž — 4ac < d?, neboť4ac>0a jetedy

Vb: — 440 < Ib]

Poněvadž b < 0, je — 6 >>0. Kořen

— b + (bb — 4ac
2a

je bezesporu kladný. Ale je také

— b— Vb2—4ac
Vo 4ac = 0,2a

jak plyne ze shora odvozených nerovností, neboť odčítáme od kladného
čísla — 5 kladné číslo menší. Můžeme tedy říci: Rovnice axž — bz —
+ c = 0 má dva různé kladné kořeny právě tehdy (tehdy a jen tehdy),
když platí a > 0,b < 0, c >>0, dž—4ac > 0.
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Čtenář si odvodí sám také platnosti obrácené věty pro případ dvou
záporných různých kořenů.

B. Předpokládejme nyní, že oba kořeny jsou sobě rovny a že jsou
pro změnu záporné.

Platí: X1= x, ©4< 0. Potom průsečíky kružnice s osou z jsou X, =
— X2, kde X, = (x,, 0).

Z trojúhelníku SAM (obr. 2)
plyne

Obr.2. R=ani+ (r—1)?,

z toho

2r=11 +1,
M yp=2r—1=1i,

Xp=21, Be(-2, 2). s=| Ď zb.Ra" Ra

neboť je x; < 0 a tedy také — b < 0, neboli b >>0.
Dále platí x, —7, neboť kružnice se dotýká osy r a tedy plyne

Z |ys| = TÍ rovnost
C BYa |-z)
bž—4ac=0

Poslední vztah se dá odvodit i z rovnosti |y;| = 7, do níž bychom
dosadili již známý vzorec pro

P až| bž+-* —2ac
m 4a?

Pro 71 = 4, >>0 platí a >>0, b < 0, c >>0, b? — 4ac = 0. Zbývá otázka,
zda každá rovnice axž+- bx +- c = 0, kde je a>>0, 6>0, c>0,

neboli
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bž — 4ac — 0 má dva záporné stejné kořeny x, = «2. Že platí obrácená
věta: Rovnice ax* —bz + c = 0 má dvastejné záporné kořeny, jestliže
a >>0,6>0, c > 0 a dž—4ac = 0, odvodíme, sledujeme-li předchozí
úvahu v obráceném směru, nebo z úvahy: Je-li d*— 4ac —0 potom

—5+ Vo
2a

Poněvadž je b >>0, platí g1 = %, 91 < 0.
Podobně by se odvodila obrácená věta pro kořeny %1= 4, 41> 0

naší rovnice.
C. Další případ jsou dva různé reálné kořeny, jeden kladný a druhý

záporný.
V obr. 3 jsme volili případ x >> |X|, kde © > 0, x4< 0. Postup

odvození by byl obdobný jako v předchozích dvou případech.

T122 —

Z trojúhelníků Obr. 3
2

SAM:r = E) + (lys|+ 1)?
2

SKA;PM= E > s) + lYs|*h

kde |1| = —«, neboťx, < 0.
Odečtením obou rovnic a úpravou

máme

b c

B=(4+4, 4%), B=(-2 2)
bmute- 770

tj.
b<0,a>0,

C=<,
tj.

c<0,a4>0.
Z podmínky, že kružnice protíná osu x ve dvou různých bodech,

plyne 6? — 4ac > 0. Pro náš případ «1 >> |£2|, 1 > 0, 14 < 0 platí:
v rovnici az? — br + c — 0 bude a>> 0, b< 0, c < 0, bž — 4ac > 0.
Platí rovněž obrácená věta, jak si čtenář sám odvodí.
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Právě tak je možno si odvodit pro případ r, < |x| platnost a > 0,
b>>0, c< 0, b*—4ac > 0 v rovnici ar? + bxž| ce= 0 a také obrá
ceně.

Bylo by možno odvodit tyto a všecky zde uváděné případy bez
znalostí vlastností kořenových činitelů, jen užitím vlastností podobnosti
trojúhelníků.

Z obr. 4 plýne

(úhly ostré s rameny k sobě kolmými).

Platí dále

Obr. 4 BiXy = OX, — OB),

AOX,A m A BiBX,;
odtud=© 0X,:0A=B,B:(0X,—0B,),
neboli

0X% —0B,.O0X, =.0A. B,B

Položíme-li

OX,= 2, BB= ys| = —45, OA=1,0B,= 3
a dosadíme do předchozí rovnosti, dostaneme

TÍ — Teri + YB= 0

Dále platí z obr. 4

NOXzZÁAv A BB,
a odtud obdobně po úpravě

TŽ — XBX2+ VB = 0

Čísla X1,X+jsou kořeny rovnice

£ — £pC T YB=

a srovnáním s rovnicí

b

P+ ha +Ž=0, B=|(-2,2)a a a a

Další postup by byl shodný s postupem naznačeným v případě C.
D. Neprotne-li kružnice osu r, nemá rovnice axž +- bz + c = 0 reálné

kořeny. Podmínky pro koeficienty odvodíme z obr. 5.
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Je-li opět

A=(01,Ba
. vVr
je rovněž

= b a+ c
97 2a ' 2a A

0- "© X
Potom je r < [ys| a tedy

V“ —+62+ © —2ac4až

neboli po úpravě 5? — 4ac < 0.
Pro případ v obr. 5 platí: v rovnici axž + bz +- c—=0 je a > 0,

b < 0,c> 0, bž—4ac < 0.
Obráceně je podmínka a > 0, b< 0, c>> 0, dž—4ac < 0 pro ne

platnost reálných kořenů očividná.
Úvahy v článku postupovaly obráceně,než bývá při výkladu kvadra

tické rovnice. Přitom jsme každou větu obraceli. Cílem článku bylo
řešit graficky rovnici jednoduše a přesně, dovedeme-li sestrojit přesně
průsečíky přímky s kružnicí a také zopakovat vlastnosti kvadratické
rovnice podrobnějším rozborem.

a+ c
2a 3

Praktické užití Bernoulli-Whittakerovy
metody při řešení algebraických rovnic

WW r w ©

vyšších stupňů
IVAN CHAJDÁA, studující PU, Olomouc

Úvod

Tímto článkem navazuji na články o numerických metodách řešení
algebraických rovnic vyšších stupňů, uveřejněné v loňských Rozhledech
matematicko-fyzikálních.

Bernoulli-Whittakerova metoda patří mezi numerické metody řešení
rovnic. Zatímco algebraické metody dávají vzorec, podle něhož můžeme
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určit kořeny, metody numerické ve většině případů určují algoritmus,
kterým nezjistíme sice přesnou hodnotu kořenů, ale dovedeme kořeny
určit s danou přesností (tj. na určený počet desetinných míst).

Tato metoda, na rozdíl od metody regula falsi a Newtonový (Roz
hledy, roč. 44, č. 6) nevyžaduje separaci (oddělení) kořenů, a proti
metodě Shinh-Nge Linově (Rozhledy, roč. 44, č. 3) je podstatně jed
nodušší.

Užitím Bernoulli-Whittakerovy metody ovšem vypočítáme co do
absolutní hodnoty největší kořen rovnice

byď?—by4x71 F + Ba + Bb=0, (1)
a to jen v případě, že je „„dostatečně vzdálen““ od ostatních a není

, 2., , v:: l
vícenásobný nebo imaginární. Ovšem, užijeme-li substituce z = —

y
kde r byla neznámá v rovnici (1), určíme kořen s nejmenší absolutní
hodnotou. Známe-li již jeden kořen, můžeme snížit stupeň rovnice,
dělíme-li k ní příslušný polynom činitelem (z — «,), kde x, je známý
kořen. Pak buď dospějeme k rovnici, kterou umíme algebraicky řešit
(je-li stupně nižšího než pátého), nebo dále užijeme jiných numerických
metod, popřípadě opakujeme Bernoulli-Whittakerovu metodu.

Předností následující metody je její jednoduchost, takže ji lze sche
matizovat a výhodně použít například při uplatnění samočinných po
čítačů.

Obecnýpostup řešení

Bernoulli-Whittakerova metoda je zvláště výhodná při užití tzv. po
hyblivého proužku.

Nechť je dána algebraická rovnice n-tého stupně (1), kde 5, = 0.
Normováním dostáváme

WE an-V"* + TA4ETm=0 (2)

Nyní na svislý proužek papíru napíšeme-©—Go|| Y-n+1| shoradolůkoeficientyrovnice(2)vpořaáčku5 ra díGp,G1)--+,An—1ASobrácenýmizna
-G -a p , © 1 © > 4n—1 © . yY! ih + De ménky.Viz obr. 1. Pak na list papíru-a -G. Y-n+3| napíšemepodsebedosvisléhosloupce»

-——-4 F---- libovolnýchčísel. Označme tato čísla

: Y—n+1> Y—n+2H Y—n+3> >41 4-6-2-G1-2|| 41Zlevaktomutosloupcipřiložímesvislý
-a -= || proužek tak,abyprvníz těchtočíselleželo
allně Gn-1 [Jo vedle koeficientu —a, na proužku, druhé

Obr. 1 Obr. 2 číslo vedle —a, atd. Viz obr. 2.
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Nyní vynásobíme každé z čísel y koeficientem stojícím vlevo od něho
na pohyblivém proužku a všechny součiny sečteme.

Označme součet y,. Pak zřejmě platí

Y1— — AY-n+1— AY—n+2— — 41—2Y—1— 41-14 

Toto číslo y; napíšeme do svislého sloupce pod číslo y,. Pak posuneme
pohyblivý proužek o jeden řádek dolů a celý postup opakujeme. Vždy
násobíme veličiny

Yyl(k= —n+1l,—n-+2, „—1,0,1,2,...)
s koeficienty, které stojí na pohyblivém proužku vedle vlevo, součiny
sečteme a výsledek napíšeme pod číslo y,. Platí tedy

Yi+1 7 77 AYi-n+17 AHYi—n+2 — d1—2Yi-1— A114

pro «— 0,1,2
Takto dostáváme sloupec veličin y;. Odtud již snadno určíme kořen

x,. Platí totiž

lim LF —z (3)
i—>00 Yi

Utvořme podíly Hr po sobě následujících čísel 4341a y;. Do vedlej
%

šího svislého sloupce zapisujeme tyto údaje.
Po určitém počtu takto vykonaných kroků zjišťujeme, že čísla

„H+
Yi

se od sebe liší jen nepatrně. Stanovíme, s jakou přesností potřebujeme
znát kořen .x,, například na 4 desetinná místa. Pak hodnoty x; za
okrouhlíme na daný počet desetinných míst (v našem případě na 4)
a když zjišťujeme, že po sobě následující čísla x; se již po zaokrouhlení
od sebe neliší, stanovíme 73;kořenem «, naší rovnice.

w1i

Poznámka 1. Čísla -m , Y—n+1--+>Yomůžeme sice volit libovolně,
ale přesto mohou někdy ovlivnit výsledek, a to tak, že nezjistíme
největší (v absolutní hodnotě) kořen, ale až další kořen x, nebo T; atd.
Abychom se této nepříjemné situaci vyhnuli, je výhodná tzv. modifi
kace Hildebrandova. Položíme

Y-n= Y-n+1= =y-1=0ay4-—m,
kde m je při prvním kroku 1, při druhém 2 atd. Tato modifikace za
ručuje, že popsaná metoda vždy vede k cili.

Poznámka %.Ukáže-li se v průběhu výpočtu, že podíl o neustálei
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osoiluje, aniž by se blížil k nějaké hodnotě 74;, pak lze očekávat, že
kořen s největší absolutní hodnotou je imaginární, a tudíž je porušen
jeden z předpokladů naší metody.

Poznámka 3. Správnost tvrzení (3) nelzeprokázat zcela elementární
oestou. Důkaz lze najít například v knize Děmidoviče-Marona: Základy
numerické matematiky, SNTL, Praha 1966, s. 211.

Příklad. Užitím metody Bernoulli-Whittakerovy řešte rovnici
343 — 12x? + 6x — 24 =0

s přesností na 4 desetinná místa.
Řešení. Rovnici normujeme na tvar

9 Obr. 3 X3— 47%+ 2x — 8 =0

-2 a zhotovíme pohyblivý proužek (viz obr. 3) s
následující tabulkou. Pak počítáme Hildebrandovou

4 modifikacíYi| Ti|X1
0 zaokrouhleno
0 na 4 desetinná

m místa
4

12
64
264| 4,1251024| 3,87874080| 3,9843753,984416384| 4,01568274 4,015765568| 4,0019531254,0020262144| 3,9980478283,99801048512| 3,9975585903,99764194304| 4,0002441254,000216777344| 4,0000305174,000067108864| 3,9999694824,0000

Tedy největší kořen je z, — 4,0000.
Dělením příslušného“polynomu dostáváme

(x*—47%© 24 —8):(x— 4)=a1+2.

Z rovnice x? + 2 — 0 určíme zbývající kořeny

T= iz, 0 = —iz.
Tím je naše úloha rozřešena.
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Součty mocnin přirozených čísel
ZDENĚK UNGERMANN, Pedagogickáfakulta HradecKrálové

V článku',,Odvození momentu setrvačnosti elementárními prostředky“
(Rozhledy matematicko-fyzikální, ročník 46, č. 8 a 9) opíral jsem výklad
o součty mocnin přirozených čísel. V dnešním článku tyto vztahy
odvodíme.

Pro součet n přirozených čísel (aritmetická řada s diferencí 1) platí

á nS=Zk=— (n+1) (1)
k=1 2

Dále použijeme binomické věty

(a+bb=a"+-nat!b+ ré a"—2bž+

+nD MDap bn (2)3.2.1
1. Součet druhých mocnin přirozených čísel

S=ZBA=BP+B+84 4m.
Podle (2)platí =

(a + 1)*= a? + 3a* + 34 + 1

Dosadíme-li za a postupně 0, 1, 2,3, ..., », dostaneme
i3=1,

29—1+43.12343 1+
33—23.13.2314 3.2+
43—334 3.3243.3+
. © 0 0 0 0 0 0 0 0 0 © 0 0 0 2 o 0 © 0 0 3 0 0 8 6

(n + 1)* = n? — 3nž — 3n + 1

Sečteme-li rovnosti (I), dostaneme
n nSByr(n+1=14+2P482R+82k+m
=1 k=1 k=1k

Dále
(n+1)*=3.S,+38n(n+1)+n+1,

2 (n+ 1) (2n +1)S, =
2. 6

8 = (Bk— 1: = 124324524 + (21—1)?
k=l
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Upravíme

S (2k—1)—X(kř —db+ 14% Ba k+n.
Použijeme-li S; a (1), dostaneme výsledek

Si = n.(4n2—1)

3. Podobně dostaneme

S = S (2k)*— 2? |- 42 - 6* |- + (2n)*==
km]

= Žn(n-+-1)(2+1)

Ý B=B+20434 +m.
k=1

Podle (2) platí
(a + 1)*= a* + 4a? + 6až — 44 +1 (3)

Z (3) dostaneme postupným dosazováním za a rovnosti

14=1,
23—14+4.1346 B+4 1+1,
84—2+4.246.2+4.2+1,44—344.346.34.341,
(m+ 1)*= nt + dně+ 6n2dn +1

Porovnáme-li součet pravých stran se součtem levých stran (II),
dostaneme

S H+(n+1i=1 +2 +484 68448 +n. (4)
k=1 k=1 :

(B)

Použijeme-li S3, S2, obdržíme z rovnice (4)

Ss=in(n+ 1)?.

S = k 1= 14874574 + (2n—1)?Uu k

Platí podle (2)
n n

Z (2k — 1) = X (8k* — 12k? + 6k — 1) = 88; — 128; + 6S4— 1.
k=1 k=]

Tedy
S, = Mm(n + 1)*— 2n (n +1) (2n + 1) — 3n (n +1) —
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Odstraněním závorek a sloučením vychází

S, = n (2n2—1)

6. Použijeme-li vztahu

(a + 1)$ = a? -+ 5u* +- 100? + 10až |- 5a -- 1

dostaneme obdobně
n

S = Z k = 31 (n- 1)(21+ 1)(3nž+ 3n —1)
k=1

Mohli bychom pokračovat dále. Dostali bychom tak vztahy pro $x,
Se, „... Platnost všech uvedených vztahů se dá dokázat matematickou
indukcí.

Poznámka. Součty S; patří mezi aritmetické řady vyššího
stupně. Všimneme-li si výsledků pro S;, vidíme, že součet S; je mnoho
členem stupně (%+- 1)-ho. Můžeme tedy psát

S;=pat + azněZazně +un.
Absolutní člen ag je rovný nule, jelikož pro » = 0 je S; = 0.

K výpočtu S; stačí určit koeficienty az41, dz, <+> a+. Např. pro 9,
dostáváme

Šz= Az" + az? + an (5)
Pro

n=l1:8,=l=a3-+atd,
= 2:8; = 5 = 843+ 442+ 201, (6)
n= 3:8, = 14= 2703+ 94, + 304.

6) určíme a1, dz, a; a dosazením do (5) dostaneme

Ss,=$n(n+1)(21-+1)
Podrobněji se o této metodě dočtete v článku Karla Kunce „Součty

mocnin přirozených čísel, Rozhledy matematicko-fyzikální, ročník 39,
č. 9, nebo v brožuře A. I. Markuševiče, Rekurentní posloupnosti.

Řešením soustavy (
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Dělení tabulkami
VLASTIMIL MRÁZ, VŮOŠ Praha

Moderní život nutí k zjednodušování výpočtářské praxe, zvláště tam,
kde jde o časté počítání. Některé často se vyskytující hodnoty jsou
sestaveny v tabulkách, např. druhé a třetí mocniny nebo odmoceniny,
tabelovány jsou obvody a obsahy kruhu, převrácené hodnoty čísel atd.
Však jste s některými tabulkami i sami pracovali. K numerickým
výpočtům se v praxi používá logaritmických pravítek, počítacích strojů
a jiných prostředků. K často se opakujícím zvláště rozsáhlým vý
počtům jednotvárného charakteru, se konstruují kótované výpočtové
grafy, zvané nomogramy. V tomto článku chceme čtenáře seznámit
s tabulkou, která umožní nahradit obtížnější algoritmus dělení pouhým
sečtením tabulkových hodnot.

Tabulka násobků převrácených čili reciprokých čísel, která je dále
uvedena, obsahuje k číslům « — II, 12, 13, ..., 98, 99 násobky jejich

převrácených čísel y = A pro a = 10, 20, 30, 80, 90 vypočtené
na desetitisíciny. K těmto hodnotám v tabulce uvedeným ještě pozna
menejme: pruh nad pětkou (5) značí, že vznikla zaokrouhlením na
horu, a tedy se z ní nebere oprava; tečka nad pětkou (5) označuje,
že za touto pětkou následují jen nuly. Vyhledávání v tabulkách je

jednoduché; např. číselnou hodnotu zlomku a = 1,4894 vyhledáme
na řádku, vlevo označeném dělitelem 47, ve sloupci, který je v záhlaví

70
nadepsán—

Nyní přistupme k výkladu o tom, jak používat tabulky násobků
převrácených čili reciprokých čísel. Učiníme tak na tomto příkladu:

Stanovte podíl 843,9 : 47.
Zapíšeme-li dělence a dělitele zlomkem, můžeme onen zlomek napsat

jako součet čtyř zlomků se jmenovatelem 47, kde v čitateli jsou moc
niny deseti 843,9800| 4030,9

4747T Ta"
čili

843,9 80 40 30 90

Čísla
80 40 30 © 90.
37 = 17021, 35 ==08511, Z-== 0,6883a ——== 1,9149
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vyhledáme v uvedené tabulce na jediném řádku, a to v průsečíku
řádku 47 a sloupců po řadě

80 40. 30.. 90— -= — ALL
21 4 x T

Vzhledem k mocninám deseti, které jsou koeficienty u jednotlivých
zlomků na pravé straně vztahu (a), píšeme tabulkové hodnoty pod
sebe, vždy o jedno místo vpravo. Uvádí to oba následující zápisy

843,9 47
17,021

0851
064

19

17955
nebo

843,9
: 47

17,021
0,851

064
19

17,955
provedeme-li algoritmem

843,9 47 — 17,9551.
343
449
260 (b)

250
50

3

Povšimněte si, že částečné podíly, psané vždy o řádkuníže, stojí
o jedno místo dále vpravo. Poslední číslice těchto podílů, které jsou
na místě nižších řádů než má částečný podíl (sčítanec) na prvním
řádku, nepíšeme, popř. z těchto vynechaných číslic bereme opravu.
Desetinnou čárku stačí napsat jen v prvním částečném podílu a z toho
je patrné i umístění desetinné čárky v součtu. Tento součet je hleda
ným podílem čísel 843,9 : 47 — 17,955. Stanovení desetinné čárky je

snadné, uvědomíme-li si, že hodnota zlomku M je desetkrát větší47

než hodnota zlomku a — 1,7021,kterou uvádí tabulka. Snad někomu
bude lépe vyhovovat, uvedeme-li desetinnou čárku v částečném po
dílu, u kterého je koeficient ve vztahu (a) číslo 1; v našem příkladě
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4
v podílu = „,tedy ve druhém řádku, jak je shora uvedeno vprostřed
u (b).

Porovnáme-li podíl, který jsme získali sečtením tabulkových hodnot
s podílem získaným užitím algoritmu dělení, jak je uvedeno na pravé
straně u (b), shledáme, že prvních pět cifer podílu se shoduje. Pro
běžné výpočty to je přesnost zoela postačující. Tato přesnost je do
konce větší než při stanovení podílu logaritmickým pravítkem o mo
dulu 25 cm. Při užívání tohoto způsobu dělení (sčítání tabulkových
čísel zapisovaných pod sebe vždy o jedno místo vpravo) můžeme za
pisovat dělence a dělitele pod sebe, podobně jako při sčítání, odčítání
a násobení, jak jsme tohoto způsobu již výše užili. [Viz u (b).]

Pro cvičení připojujeme několik příkladů, abychom na nich současně
ukázali některé obraty, které popř. ještě a) zvýší přesnost, b) zjedno
duší výpočet, c) umožní vyčíslit součet několika zlomků o různém
jmenovateli jediným zápisem.

Proveďte:
a) 936,85:32=,
b) 3998 :67—,

220 571 93,1
9571078102900
Řešení (doporučujeme, abyste si výpočty skutečně provedli):

a) 936,85 b) 3998
: 32 07

28,125 05970
0 9375 „7008

1875 59,67
250

15625

29,2765625

290 + 571 93,1
57 78 29

03 509
0,526

06,410
0 897

013
3,103

03

14,564.

c)
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Zjistili jsme, že v příkladu a) jsme určili zcela přesný podíl, který
je zapsán devíti ciframi. V příkladě b) jsme vystačili se dvěma částeč
nými podíly, ač dělenec je čtyřciferný. Příklad c) ukazuje, že je možno,
nezajímají-li nás částečné hodnoty jednotlivých zlomků, získat výsledek
jako součet jediného sloupce číselných hodnot.

Čtenář si jistě všiml, že tabulka je sestavena jen pro stanovení po
dílu, je-li dělitel dvojciferný, popř. i víceciferný a jde krácením na
dělitele dvojciferného převést, jak je tomu třeba v tomto příkladě

4962 | 248117487

Trojeiferný dělitel by vyžadoval tabulky převrácených čísely = =

pro « — 101, 102, 103, 998, 999 a pro a = I0, 20, 30, —..,80, 90.

Mnohý z vás si jistě povšiml tabulek převrácených čísely = r
kde x je trojciferné číslo (bývají v některých početních tabulkách).
Tyto tabulky umožňují obtížnější dělení přenést na snazší násobení,
jak vyplývá z posledního příkladu.

„ 373
Stanovtepodil37

Řešení. Podíl můžemezapsat jako součintakto
1

73 373.
V tabulkách vyhledáme k číslu 273 jeho reciprokou hodnotu, která

je zaokrouhlena na pět platných cifer 0,0042194. Nyní proveďme vý
počet

0,0042194 0,422
. 373 . 373 (c)

126582 1266
295358 2954

126582 1266

1,5738362 , tj. 1,5738 ; 1,57406 , tj. 1,57

Většinou vystačíme s výsledkem zapsaným na menší počet platných
cifer, třeba na tři. Pak bychom postupovali tak, jak je uvedeno v (c)
na pravé straně. V obou případech jsme násobili se zaokrouhleným
(neúplným) číslem 0,0042. ., a proto jsme museli tuto skutečnost
respektovat při určování počtu platných cifer ve výsledku. O počítání
s neúplnými čísly si povíme někdy jindy.
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2 o hd 2 , v a

Tabulka násobkůpřevrácenýchčísol y = z Většímu r odpovídá menší y

M 10 20 30 40 50 60.70.. 80.90Z £ Z x T x T x
11| 0,90911,81822,72733,6364| 4,5455|5,45456,36367,27278,181812| 0,83331,6667!2,50003,3333| 4,1667|5,00005,83336,66677,500013| 0,76921,5385"2,30773,0769| 3,8462|4,61545,38466,15386,923114| 0,71431,42862,14292,8571| 3,5714|4,28575,00005,71436,428615| 0,66671,33332,00002,6667| 3,3333| 4,00004,66675,33336,000016| 0,62501,25001,87502,5000| 3,1250| 3,75004,37505,00005,625017| 0,58821,17651,76472,3529| 2,9412|3,52944,11764,70595,294118| 0,55561,11111,66672,2222,2,7778|3,33333,88894,44445,000019| 0,52631,05261,57892,1053| 2,6316|3,15793,68424,21054,736920| 0,50001,00001,50002,0000| 2,5000|3,00003,50004,00004,500021| 0,47620,95241,42861,9048| 2,3810|2,85713,33333,80954.285722| 0,45450,90911,36361,8182| 2,2636|2,72733,18193,63644,090923| 0,43480,86961,30431,7391| 2,1739|2,60873,04343,47833,913024| 0,41670,83331,25001,6667| 2,0833| 2,50002,91673,33333,750025| 0,40000,80001,20001,6000| 2,0000| 2,40002,80003,20003,600026| 0,38460,76921,15381,5385| 1,9231|2,30772,69233,07693,461527| 0,37040,74071,11111,4815| 1,8519| 2,22222,59262,96303,333328| 0,35710,71431,07141,4286| 1,7857| 2,14292,50002,85713,214329| 0,34480,68971,03451,3793| 1,7207|2,06902,41382,75863,1034
30| 0,33330,66671,00001,3333|1,6667| 2,00002,33332,66673,000031| 0,32260,64520,96771,2903| 1,6129|1,93552,25812,58062,903232| 0,31250,62500,93751,2500| 1,5625| 1,87502,18752,50002,812533| 0,30300,60610,90911,2121| 1,5152| 1,82732,12122,42422,727334| 0,29410,58820,88241,1765| 1,4706|1,76472,05882,35292.647135| 0,28570,57140,85711,1429| 1,4286|1,71432,00002,28572,571436| 0,27780,55560,83331,1111| 1,3889|1,66671,94442,22222,500037| 0,27030,54050,81081,0811| 1,3514|1,62161,89192,16222,432438| 0,26320,52630,79001,0526| 1,3158|1,57891,84212,10532,368439| 0,25640,51300,76921,0259| 1,2820| 1,53851,79492.05132,307740| 0,25000,50000,75001,0000| 1,2500| 1,50001,75002,00002,2500
41| 0,24390,48780,73170,9756| 1,2198|1,46541,70731,95122,195142| 0,23810,47620,71430,9524| 1,1905|1,42861,66671,90482,142943| 0,23260,46510,69770,9302| 1,1628| 1,39541,62791,86052,0930

P
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Pokračování tabulkyz| 10.20.30.40| 50| 60.70.50.90
X X X X X X ZX Z X

44| 0,22730,45450,68190,9091.1,1364|1,36361,59101,81732,045545| 0,22220,44440,66670,8889|1,1111|1,33331,55561,77782,000046| 0,21740,43480,65220,8696| 1,0870| 1,30431,52171,73911,956547| 0,21280,42550,63830,8511| 1,0638| 1,27661,48941,70211,914948| 0,20830,41670,62500,8333| 1,0417| 1,25001,45831,66671,875049| 0,20410,40820,61230,8163| 1,0204|1,22451,42861,63271,836750| 0,20000,40000,60000,8000| 1,0000| 1,20001,40001,60001,8000
51| 0,19610,39220,58820,7843| 0,9804|1,17651,37251,56881,764752| 0,19230,38460,57690,7692| 0,9615| 1,15391,34621,53851,730853| 0,18870,37740,56600,7547| 0,9436| 1,13211,32081,50941,698154| 0,18520,37040,55560,7407| 0,9259| 1,11111,29631,48151,666755| 0,18180,36360,54550,7273| 0,9091| 1,09091,27271,45451,636456| 0,17860,35710,53570,7143| 0,8929| 1,07141,25001,42861,607157| 0,17540,35090,52630,7018| 0,8772|1,05261,22811,40351,578958| 0,17240,34480,51720,6897| 0,8621| 1,03451,20691,37931,551759| 0,16950,33900,50850,6780| 0,8475| 1,01691,18651,35591,5254
60| 0,16670,33330,50000,6667| 0,8333|1,00001,16671,33331,500061| 0,16390,32460,49180,6557| 0,8197|0,98361,14751,31151,475462| 0,16130,32260,48390,6452| 0,8065| 0,96771,12901,29031,451663| 0,15870,31750,47420,6349| 0,7937| 0,95241,11111,26981,4286
64|0,15630,31250,46880,6250| 0,7813|0,93751,09061,25001,406365| 0,15380,30770,46150,6154| 0,7692| 0,92311,07691,23081,384666| 0,15150,30300,45450,6061| 0,7576| 0,90911,06061,21211,363667| 0,14930,29640,44780,5970| 0,7463| 0,89551,04481,19401,343368| 0,14710,29410,44120,5882| 0,7353| 0,88241,02941,17651,324769| 0,14490,28990,43480,5797| 0,7246| 0,86961,01451,15941,3043
70| 0,14290,28570,42860,5714|0,7143|0,85711,00001,14291,285771| 0,14080,28170,42250,5634| 0,7042| 0,84510,98591,12681,267672| 0,13890,27780,41670,5556| 0,6944| 0,83330,97221,11111,250073| 0,13700,27400,41100,5479| 0,6849| 0,82190,95891,09591,232974| 0,13510,27030,40540,5405| 0,6758| 0,81080,91891,08111,216275| 0,13330,26670,40000,5333| 0,6667|0,80000,93331,06671,200076| 0,13160,26320,39450,5263| 0,6579| 0,79000,92111,05261,1842

dá duv !
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Pokračování tabulkyz| 10.20.30.40| 50| 60.70.80.90
X K ŽL K Z Z ZL Z XZ

77| 0,12990,25850,38960,5195|0,6494|0,77920,90911,03901,16778| 0,12820,25640,38460,5130|0,6410|0,76920,89741,02591,153879| 0,12660,25320,37970,5063|0,6329|0,75950,88611,01271,139280| 0,12500,25000,37500,5000| 0,6250|0,75000,87501,00001,1250
81| 0,12350,24690,37040,4938|0,6173|0,74070,86420,98771,111182| 0,12200,24390,36590,4878|0,6098|0,73170,85370,97561,09783| 0,12050,24100,36140,4819|0,6024|0,72290,84340,96391.080784| 0,11900,23810,35710,4762|0,5952| 0,71430,83330,95241,071485| 0,11760,23530,35290,4706|0,5882|0,70590,82350,94711,058886| 0,11630,23260,34880,4651| 0,5814|0,69770,81400,93021,0465
87| 0,11490,22990,34480,4598|0,5747|0,68970,80460,91951,034588| 0,11360,22730,34090,4545|0,5556|0,68190,79550,90911,022789| 0,11240,22470,33710,4494|0,5618|0,67420,78650,89891,011290| 0,11110,22220,33330,4444| 0,5556|0,66670,77780,88891,000091| 0,10990,21980,32970,4396| 0,5495| 0,65930,76920,87910,989092| 0,10870,21740,32600,4348| 0,5434|0,65220,76090,86960,978593| 0,10750,21510,32260,4301|0,5376|0,64520,75270,86020,9677
94 |0,1064 0,2128 0,3191 0,4255|0,5319| 0,6383 0,7447 0,8511 0,957495| 0,10530,21050,31580,4211| 0,5263|0,63160,73680,84210,947496| 0,10420,20830,31250,4167|0,5202|0,62500,72920,83330,9375
97| 0,10310,20620,30930,4124|0,5154|0,61860,72160,82470,927898| 0,10200,20410,30610,4082|0,5102|0,61230,71430,81630,918499| 0,10100,20200,30300,4040| 0,5051| 0,60610,70710,80810,9091

468



FYZIKA

Rentgenové záření
a fyzika pevných látek
RNDr. JAROMÍR HRDÝ, CSc.ČSAV

Snad každý čtenář tohoto časopisu si dovede představit, jak se po
mocí rentgenového záření (nazývaného též paprsky X) zjistí zlomená
kost, poloha cizího předmětu v lidském těle, nebo makroskopické vady
výrobků. V tomto článku bych chtěl naznačit, jak je možné zkoumat
pomocí rtg záření mikrofyzikální vlastnosti látek v pevném skupenství.

Tento výzkum mikrofyzikálních vlastností pevných látek lze rozdělit
zhruba do tří skupin:

a) Studium elektronové struktury“) pevných látek na základě zkou
mání rtg záření, které studovaná látka vyzařuje nebo absorbuje.

b) Studium uspořádání atomů v pevné látce na základě zkoumání
interakce?) rtg záření se studovanou látkou, sledování poruch krysta
lové mřížky apod.

c) Kontrolované vytváření krystalografických poruch ozařováním
rentgenovým zářením.

V dalším se pokusím stručně vyložit jednotlivé body.
a) Problematikou studia elektronové struktury se zabývá spektro

skopie rtg záření. V této souvislosti je vhodné připomenout, jak vzniká
rtg záření. (Zde mám na mysli tzv. charakteristické záření.)

1) Pod pojmem studium elektronové struktury zde rozumíme především
hledání hodnot energií, které mohou nabýt elektrony ve zkoumaném
objektu.

2) Interakce = vzájemné působení.
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Jak je známo, mohou mít elektrony v atomu jen zcela určité hodnoty
energie, přičemž počet elektronů, které mohou mít tutéž hodnotu
energie, je omezen. V atomech mluvíme o tzv. energetických slupkách,
které značíme K, L, M, |. (elektrony ve slupce K jsou nejblíže k jádru).
Tak např. slupka K obsahuje maximálně 2 elektrony (s opačným spi
nem), slupka L maximálně osm atd. Představme si nyní, že např.
ze slupky K vyrazíme elektron mimo atom. (Toho lze docílit např.
bombardováním elektrony, urychlenými na dostatečnou hodnotu
energie vysokým napětím mezi katodou a anodou rtg trubice.) Pak
může dojít k přeskoku elektronu ze slupky L do uprázdněného místa
ve slupce K. Jestliže energii počátečního stavu atomu, ve kterém
chyběl elektron ve slupce K označíme A; a konečného stavu, kde
chyběl elektron ve slupce L označíme E;, pak se přeskokem elektronu
ze slupky L do K změní energie atomu o 4E = E, — E; (říkáme, že
dochází k přechodu atomu ze stavu o energii E, do stavu o energii B)
a dojde k vyzáření určitého množství (kvanta) rentgenového záření
o frekvenci

AE
h

kde 4 je Planckova konstanta. Na uvolněné místo po elektronu ve
slupce L může přeskočit elektron ze slupky M atd. Tyto elektronové
přeskoky se však řídí jistými tzv. výběrovými pravidly, které zakazují
přechody atomu mezi některými stavy.

Za těchto podmínek atomy určitého prvku vyzařují určitý systém
spektrálních čar o frekvencích v odpovídajících přechodům, dovoleným
výběrovými pravidly.

V =

/UIIIIN
£

Obr. 1

Energie elektronových slupek atomů, které jsou spolu chemicky vá
zány v pevné látce, se obecně liší od energie slupek volných atomů.
Největší odchylku doznávají slupky valenční, jejichž hodnota energie
je vzhledem k příslušné energii u volných atomů poněkud posunuta
a současně rozštěpena do velkého množství navzájem se poněkud liší
cích hodnot, takže zde již vlastně nemluvíme o energetické hladině,
nýbrž o energetickém pásu (obr. 1). Všechny tyto změny se pak pro
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jevují posuvem, resp. rozšířením spektrální čáry. Takto je možno sle
dovat změny elektronové struktury určitých prvků v závislosti na typu
chemické vazby s okolními atomy, v závislosti na krystalické struktuře
atd.

Znalost elektronové struktury je totiž pro fyziku pevných látek
nesmírně důležitá, neboť na této struktuře závisí řada důležitých fyzi
kálních vlastností pevných látek, zejména elektrické, optické aj.

Podobný význam jako má spektroskopie emisní, tj. o které jsme
nyní mluvili, má i spektroskopie absorpční. Zde ozařujeme tenkou
fólii zkoumané látky spojitým“*)rtg zářením a zkoumáme, jak se která
vlnová délka záření absorbuje. Absorbované kvantum záření o vhodné
frekvenci v, tj. o energii Av,vyrazí z atomu elektron do některé slupky
či pásu, který není plně obsazen elektrony a zvětší tím původní energii
E, atomu o ÁE = hy, tzn. na E“ = E; + AJE. Podmínkou však je,
aby atom mohl této energie nabýt a aby přechod do tohoto stavu
o energii Z“ byl výběrovými pravidly dovolen. V opačném případě se
totiž záření o frekvenci v absorbovat nemůže. Vidíme tedy, že průběh
absorpčního spektra se bude skládat z řady maxim a minim, podle
jejichž rozložení lze činit určité závěry o elektronové struktuře pevných
látek.

Zatím jsme však hovořili o rentgenových spektrech atomů a jejich
změnách při vstupu atomů do chemické vazby v pevné látce. V rentge
nových spektrech pevných látek, a to emisních i absorpčních, lze však
pozorovat i jevy, které ve volných atomech neexistují, a které mají
svůj původ v tak zvaných kolektivních vlastnostech elektronů v pevné
látce. Víme např., že na elektrony v kovu lze nahlížet v jistém smyslu
jako na plyn, v kterém se mohou šířit vlny, podobně jako se šíří třeba
zvukové vlny ve vzduchu. Vybuzení nebo ztlumení těchto vln před
stavuje změnu v energii elektronového plynu, která se v kombinaci
s výše popsanými přechody atomu může podílet na energii vyzářeného,
či pohlceného kvanta záření, a tedy na jeho frekvenci.

Spektrálním rozborem emisního rentgenového záření je též možné
určit prvky, ze kterých se vyzařující látka skládá. Podle intenzity
spektrálních čar, které těmto prvkům odpovídají, je možné určit 1jejich
koncentraci.

Pro úplnost se jen velice stručně zmíním o tom, jak lze takové
rentgenové spektrum změřit. Z optiky je znám spektrální rozklad na
hranolu. I když by v oboru rentgenového záření bylo možno princi
piálně použít tohoto způsobu, neužívá se pro malou disperzi, neboť
index lomu se pro rentgenové záření jen nepatrně liší od 1. Dále se
užívá k spektrálnímu rozkladu světla hustě narytých mřížek.Pro rentge

3) Spojité záření, na rozdíl od charakteristického, obsahuje všechny frek
vence v v určitém intervalu od 0 do Ymax,kde Ymaxzávisí na napětí rentge
nové lampy.
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nové záření je vhodné použit místo ryté mřížky (1když té se v určitém
oboru vlnových délek také užívá) monokrystalu některé látky, neboť
systém atomových rovin v krystalu tvoří prostorovou mříž, na které
může dojít k difrakci (ohybu) záření. To se však již dostáváme k otáz
kám, které souvisejí s dalším.

b) Otázkami určování krystalové struktury pomocí rentgenového
zářeníse zabývá rentgenová strukturní analýza, jejíž princip lze objasnit
takto:

Nechť dopadá na krystal zkoumané látky svazek rentgenového zá
ření. Ze všech paprsků se budou na meziatomových rovinách, jejichž
vzdálenost je ď, odrážet jen ty, pro které je splněn tzv. Braggův
zákon, tj. 2d sin © = NÁ,
kde © je úhel, který svírá paprsek s meziatomovými rovinami, A je
vlnová délka záření a » je celé číslo. (Braggův zákon lze odvodit jako
interferenční podmínku na dvojvrstvě o tloušťce ď. Tento pohled, ač
vede k správnému výsledku, je však značně zjednodušený.) Známe-li d,
které lze u některých jednoduchých látek spočítat, je možno změřením
úhlu © spočítat A, což má význam pro měření vlnových délek v rentge
nové spektroskopii. Naopak, známe-li A, pak pro různé systémy ato
mových rovin je možno nalézt příslušné úhly ©, z nichž lze spočítat
příslušné hodnoty d. Tak je možno zjistit vzájemné polohy atomových
rovin a jejich vzdálenosti. Je vyvinuta celá řada metod jak lze pomocí
Braggova zákona získat informace o uspořádání atomů v pevné látce,
a to jak u látek monokrystalických, tak i polykrystalických, přičemž
se bere v úvahu nejen směr, ve kterém se paprsek odráží, ale i intenzita
s jakou se odráží. Tyto metody, které jsou velice pracné, dovolují
určit struktury, tj. uspořádání atomů 1řady velice složitých organických
látek a jejich význam tak výrazně přesáhl hranice fyziky.

Zákonitostí odrazu rentgenového záření na krystalech je též možno
použít ke studiu povrchové dokonalosti monokrystalů. Představme si
například, že svazek paralelního a monochromatického záření dopadá
na krystal pod úhlem, při kterém nastává reflexe podle Braggova
zákona. Fotografujeme-li odražený svazek záření, dostaneme v případě
ideálního krystalu homogenní obraz. Bude-li však část krystalu od
ostatního celku odlišná, např. atomové roviny, budou poněkud od
kloněny, pak nebude v této oblasti splněn Braggův zákon a toto místo
reflektovat nebude. Na fotografickém srímku zjistíme neosvícené místo,
které bude svým tvarem odpovídat tvaru místa s krystalografickou
odchylkou (pokud svazek záření je širší než toto místo).

Prakticky se zjišťování krystalografických odchylek monokrystalů
provádí poněkud jinak, neboť záření není nikdy přesněparalelní a mono
chromatické, ale z uvedeného výkladu je možné aspoň pochopit zá
kladní myšlenku těchto metod, tj. využití změny reflexe rentgenového
záření v místech, která se krystalograficky lší.
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V poslední době je velmi významné použití rentgenových paprsků
pro zobrazování mřížkových poruch krystalů, využívající tzv. anomál
ního rozptylu rentgenových paprsků na poruchách.

c) Definované vytváření poruch krystalové mříže je pro studium
vlastností pevných látek značně důležité. V řadě případů to jsou právě
poruchy krystalové mříže, jež určují vlastnosti, které nacházíme u pev
ných látek, např. zbarvení, magnetická hysteréze atd. Aby bylo možno
vliv jednotlivých druhů krystalografických poruch na vlastnosti pevných
látek sledovat, je třeba umět tyto poruchy též ve vhodném množství
vytvářet. To lze ovšem provádět různým způsobem, podle toho, jaký
typ poruch chceme vytvořit. Jedním ze způsobů je ozařování vzorků
rentgenovým zářením, které může např. u iontových krystalů vést
ke vzniku tzv. barevných center, ovlivňujících zbarvení krystalu.

V tomto článku bylo možno jen velice stručně naznačit nejdůležitější
fakta, která se týkají aplikace fyziky rentgenového záření ve fyzice
pevných látek. Přesto však, 1 když byl výklad značně zjednodušen,
je snad možné si učinit aspoň hrubou představu o významu a aplikacích
tohoto zajímavého oboru fyziky.

Termoelektrické jevy
FRANT. GOLAB, FRANT. KAMENČÁK Pedagogickáfakulta Ostrava

Termoelektrickými nazýváme takové fyzikální jevy, při nichž teplotní
rozdíly dávají v uzavřeném obvodu, který je složen z různých kovových
vodičů, vznik elektrickým proudům, nebo průchodem proudu takovým
složeným i homogenním obvodem se v něm uvolňuje nebo pohlouje
teplo, takže se na jednotlivých spojích složeného obvodu ustaví různé
teploty.

Objev termoelektrických jevů není nový. Nové je však jejich široké
využití v technice. Až do nedávné doby se nevěřilo v jejich praktické
užití a využívalo se jich jen u termočlánků v měřicí technice. Avšak
období po druhé světové válce přinesloi v oblasti termoelektřiny prudký
rozmach, který souvisí do značné míry s rozvojem fyziky a techniky
polovodičů, z nichž některé se ukázaly pro využití termoelektrických
jevů technicky 1ekonomicky výhodné.

Již r. 1885 lord Reyleigh a r. 1909. Altenkirch se zabývali termo
elektrickými generátory elektrické energie. O rok později pracoval
Altenkirch i na problému termoelektrického chlazení. Účinnost navrho
vaných zařízení však mnohdy nedosahovala ani 0,1 %. Teprve objevy
v oblasti polovodičů přivodily změnu situace. Roku 1925 navrhl so
větský fyzik A. F. Ioffe konstrukci termoelektrického polovodičového
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generátoru s účinností až 4 %. Dnes se v celém světě intenzívně pra
cuje na termogenerátorech pro průmyslovou výrobu elektrické energie
a na přímou přeměnu sluneční energie v energii elektrickou. Tato
potřeba byla vyvolána i rozvojem kosmonautiky.

Rovněž v konstrukci chladicích zařízení bylo dosaženo ve světě
značných úspěchů. Vyrábějí se zařízení, která mohou snížit teplotu
o 50 i více stupňů.

I u nás pokračuje úspěšně výzkum a vývoj zařízení využívajících
termoelektrických jevů.

Termoelektrickéjevy můžemerozdělit takto:
1. Seebeckův jev.
2. Peltierův jev.
3. Thomsonův jev.
4. Benedicksův jev.
Postupně probereme jednotlivé jevy.

T. Seebeckův jev

Víme, že v uzavřeném obvodu sestaveném z různých kovových vodičů
navzájem spájených nevznikají elektrická napětí, obvodem bez zdroje
napětí neprotéká proud. Již roku 1821 zjistil Seebeck, že tomu tak je
jen tehdy, je-li teplota v celém obvodu stejná. Je-li teplota spájených
míst různá, pozorujeme, že obvodem teče slabý, ale měřitelný proud.
V obvodu se objevil zdroj napětí.

Abychom si ověřilisprávnost tohoto tvrzení, sestavme obvod ze dvou
různých kovových vodičů (např. Cu-Fe, Fe-konstantan, Cu-konstantan)
podle obr. 1. V místech A a B oba vodiče spájíme (jiskrou, obloukem).
Jeden vodič asi uprostřed přerušíme a vzniklými konci připojíme k cit
livému galvanometru.

(©

Obr. 1 A B

Pokud budou teploty obou spájených míst A, B stejné, v souhlase
s tím, co bylo řečeno, neukáže ručka galvanometru žádnou výchylku.
Stačí však, abychom jeden spoj uchopili do prstů. Ručka galvano
metru se vychýlí, obvodem protéká proud — v obvodu se objevil zdroj
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elektrického napětí. Výchylka ručky galvanometru bude tím větší, čím
větší bude rozdíl teplot obou spojů 47T. Tento rozdíl teplot spájených
míst je tedy příčinou vzniku napětí a proudu, kterým říkáme termo
elektrické. Uvedenému spojení dvou různých vodičů říkáme termo
článek.

Na základě pokusů sestavil Seebeck kovy v tuto řadu
Sb, Fe, Zn, Ag, Au,Sn, Pb, Hg, Cu, Pt, Bi

Termočlánkem vytvořeným z kterýchkoliv dvou z uvedených kovů
prochází podle Seebecka ve spoji s vyšší teplotou proud směrem od
následujícího k předcházejícímu kovu uvedené řady. (Další pokusy to
však plně nepotvrdily.)

Z rozboru uvedené řady plyne, že termoelektrické napětí mezi dvěma
různými kovy je tím větší, čím jsou kovy v řadě od sebe vzdálenější.
Skutečně, největší napětí přísluší, jak bylo i experimentálně dokázáno,
dvojici Sb-Bi (asi 100 uV na stupeň Celsia).

V této řadě jsou uvedenyjen čisté kovy. Ke zhotovení termočlánku
můžeme však použít i různých slitin (např. konstantan, chromnikl,
platinarhodium aj.). Seebeckův jev můžeme pozorovat 1 mezi různými
polovodiči.

Matematicky můžeme přibližně vyjádřit velikost termoelektrického
napětí Z v obvodu tvořeném dvěma různými vodiči, mezi jejichž spoji
A a B je rozdíl teplot AT vztahem

E=«a.AT, (1)
kde « je součinitel termoelektrického napětí; udává napětí příslušné
teplotnímu rozdílu 1“C v uV deg-*. Tak např. termočlánek Fe-kon
stantan má v teplotním intervalu (—200až +-400)“C,« rovno 53uV deg-l.
Hodnota « je však poněkud závislá na teplotě. Pro uvedený termo
článek má « v intervalu teplot (800 až 900) *Chodnotu 69 uV deg.

Změny napětí termočlánku s rozdílem teplot 4T' obou jeho spojů se
využívá v praxi k měření teploty. Pro každý druh termočlánků se
sestavují cejchovní tabulky nebo se cejchují přímo galvanometry (volt
metry) v teplotních stupních. Podle druhu vodičů použitých ke zhoto
vení termočlánku můžeme měřit teploty v různých teplotních inter
valech. Tak např. termočlánky Cu-konstantan se používají maximálně
do teplot 600C, Fe-konstantan do 900“C, PtRh-Pt až do 1600C.
Užijeme-li k měření teploty kompenzační měétody, můžeme měřit
S přesností na 0,01 *C.

2. Peltierův jev

Peltierův jev, objevený r. 1834, je v jistém smyslu jevem opačným
k předcházejícímu. Spočívá v tom, že při průchodu proudu spojem
dvou různých vodičů se v tomto místě, kromě obyčejného tepla Jou
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leova; uvolňuje, nebo pohlcuje určité další množství tepla; spoj se tedy
buď ohřívá nebo ochlazuje. Při změně směru proudu se změní i zna
ménko tepla; ochlazoval-li se spoj, bude se po změně směru proudu
zahřívat a obráceně.

k
Obr.2 do

Peltierův jev můžeme pozorovat na pokuse uspořádaném podle obr.2.
Mějme spojeny vodiče A, B, A a proud nechť prochází směrem šipky
na obrázku. Nechť se spoj 7 proudem ohřívá a spoj 2 ochlazuje. To
znamená, že se v místě / teplo uvolňuje, v místě Z se naopak pohlcuje.
Současně však v obou místech vzniká Jouleovo teplo ©. Peltierovo
teplo má v obou místech stejnou velikost ©, ale opačná znaménka,
v místě / je teplo kladné, v místě Z záporné.

Vypočítejme nyní uvolněné teplo Peltierovo ©,.
V místě 7 se uvolní celkem teplo

1=4+ (2a)
V místě 2 bude uvolněné teplo

=4— (2b)
Odečtením obou rovnic dostaneme

O — © — 2%

a odtud pro Peltierovo teplo vychází

O=A2 (5)
Změříme-li 0, a O, (např. tím, že spoje I a 2 vložíme do kalorimetrů

s malým množstvím kapaliny malého měrného tepla, jak je naznačeno
na obr. 2), můžeme přímo určit velikost Peltierova tepla ©,. Toto
teplo, které je celkem malé u kovů, je úměrné proudu Z procházejícímu
vodičem a času ť, po který proud vodičem procházel; můžeme tuto
úměrnost vyjádřit matematicky vztahem

Op,=rT I.t, (4)
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kde x je tzv. Peltierův koeficient. Ten souvisí se součinitelem termo
elektrického napětí « vztahem

1=«a.T, (5)

kde T' je absolutní teplota místa spoje. Peltierův koeficient x můžeme
podle (4) definovat jako množství tepla, které se uvolní (nebo pohltí)
na styku dvou vodičů proudem 1 A za 1 s (nebo nábojem 1 C).

Spojením vztahů (4) a (5) obdržíme pro Peltierovo teplo výraz

A,=a.T.I.ú. (4a)
Vztah (5) vyslovil r. 1856 Thomson, když na vysvětlení termo

elektrických jevů užil zákonů termodynamiky.
Dlouhou dobu se soudilo, že Peltierův jev nemá praktický význam,

protože teplo ©, je u kovů zanedbatelně malé. Značné Peltierovo teplo
bylo však zjištěno u polovodičů, jichž se v poslední době používá
ke konstrukci chladicích zařízení pro různé účely.

3. Thomsonův jev

Tento jev, popsaný teoreticky Thomsonem r. 1857 a dlouho předtím
experimentálně zjištěný Seebeckem, spočívá v tom, že v homogenním
vodiči, jehož teplota není všude stejná (ve vodiči existuje tzv. gradient
teploty), vzniká elektrické napětí. Účinkem tohoto napětí se při prů
chodu nestejnoměrně zahřátým vodičem uvolňuje nebo pohlcuje kromě
Jouleova tepla ještě další množství tepla. Toto množství tepla, zvané
Thomsonovo, je úměrné procházejícímu proudu I, času ť, po který
proud vodičem prochází a gradientu teploty dT/dz, kde x je délka
vodiče. (Gradient teploty udává změnu teploty připadající na jednotku
délky vodiče.) Matematicky zapíšeme tuto úměrnost ve tvaru

Or=r1.I. (6)
Koeficient úměrnosti T se nazývá Thomsonův koeficient a souvisí s koefi
cienty « 1 jr. Thomsonův koeficient můžeme definovat jako množství
tepla, které vznikne (pohltí se) průchodem proudu 1 A za 1 s vodičem,
v němž se mění teplota o 1 "C na jednotku délky.

Experimentální zařízení k pozorování Thomsonova jevu je velmi
jednoduché. Dvě homogenní tyče AB a CD ze stejného materiálu,
stejné délky r a stejného průřezu, spojíme vodivě podle obr. 3. Konce
A, C udržujeme na vyšší teplotě T, druhé konce na nižší teplotě T'.
Pokud nezavedeme do obvodu proud, je teplota středů obou tyčí (body
a, b na obr.) stejná. Po zapnutí proudu se bod a ohřeje, bod b ochladí.
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4. Benedicksův jev

V letech 1920 až 1921 oznámil Benedicks objev ještě dvou dalších
termoelektrických jevů. Ty nejsou určovány rozdílem teplot mezi konci
vodiče, ale jen hodnotou gradientu teploty při stejné teplotě obou
konců. Jsou-li teploty konců vodiče stejné, ale mezi oběma konci je
ohřátá, nebo ochlazená část nesymetrický položená blíže k jednomu
konci vodiče, pak se mezi jeho konci objeví rozdíl potenciálů.

Tento jev, nazvaný po svém objeviteli jevem Benedicksovým, byl
pečlivě zkoumán mnoha dalšími vědci, ale jeho existence nebyla dosud
experimentálně potvrzena. Lze proto soudit, že existuje-li Benedicksův
jev vůbec, je vzniklý rozdíl potenciálů neměřitelně malý.

Literatura

[1] Dragoun, Z. - Šmirous, K.: Polovodiče, 2. vyd. SNTL, Praha 1962.
[2] F'riš - Timoreva: Kurs fyziky II, NČSAV, Praha 1953.
[3] Ilkovič, D.: Fyzika, SVTL - SNTL,Bratislava - Praha 1959.
[4] Ioffe, A. O.: Fyzika polovodičů, NČSAV, Praha 1959.
[5] Ioffe, A. F'.: Poluprovodnikovyje termoelementy, IAN SSSR, Moskva 

Leningrad 1960.



imÚU)v [+rASTRONOMIE

Význačné polohy planety Venuše
Dr. MIROSLAVA ŠIROKÁ — Dr. JAROMÍR ŠIROKÝ, UP Olomouc

VV
Druhá Slunci nejbližší planeta — Venuše — obíhá kolem Slunce

ve střední vzdálenosti 0,723 astronomických jednotek (a. j.). Excen
tricita její dráhy je nejmenší ze všech planet sluneční soustavy, e =
= 0,0068 (excentricita dráhy Země je e — 0,0167); proto se vzdálenost
Venuše od Slunce mění v poměrněmalém intervalu — od 0,718 a. j.
do 0,728 a. j.

Protože Venuše obíhá uvnitř dráhy Země, rozlišujeme u ní tyto
význačné polohy vzhledem ke Slunci a k Zemi (obr. 1).

1. Dolni konjunkce (V,), kdy je
Venuše mezi Sluncem a Zemí. V dolní
konjunkci se Venuše přibližuje k Ze
mi na nejmenší vzdálenost. Je-li
Země v přísluní, je tato vzdálenost
0,26 a. j. V této poloze má Venuše
úhlový průměr větší než 1I', není
však přístupná pozorování, neboť je
k nám obrácena neosvětlenou po
lokoulí a je na obloze v blízkosti
Slunce. Kdyby byla rovina dráhy
Venuše totožná s rovinou dráhy
Země, mohli bychom při každé
dolní konjunkci pozorovat přechod
Venuše přes Slunce. Protože však
sklon roviny dráhy Venuše je 3*24'
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(po Plutovi a Merkurovi největší ze všech planet), je přechod Venuše
přes Slunce poměrně vzácný úkaz — může nastat jen čtyřikrát v prů
běhu 240 roků!).

2. Horní konjunkce (V,). Venuše leží opět v jedné přímce se Sluncem
a Zemí, ale Slunce je nyní mezi Venuší a Zemí. V horní konjunkci je
Venuše v největší vzdálenosti od Země, 1,74 a. j. a její úhlový průměr
je pouze 10" Je-li v poloze V;, je k nám obrácena osvětlenou polo
koulí a vychází i zapadá současně se Sluncem (jako při dolní kon
junkai).

3. Není-li Venuše v konjunkci se Sluncem, pak směr ke Slunci svírá
se směrem k Venuši určitý úhel, který se nazývá elongace. Tento úhel
se může měnit jen v určitých mezích. Největší hodnoty nabývá, je-li
Venuše v bodech V; a Vy; mluvíme pak o maximální elongaci, která
je buď východní anebo západní. Hodnota maximální elongace u Venuše
je mezi 45754"a 46944 (dráhy Venuše a Země nejsou přesně kruhové).

Při západní elongaci vychází Venuše před východem Slunce a mů
žeme ji na obloze pozorovat jako jitřenku, při východní elongaci za
padá Venuše po západu Slunce a pozorujeme ji jako večernici. Maxi
mální elongace nastávají 71 až 72 dnů před dolní konjunkcí anebo po ní.
V blízkosti maximálních elongací vychází nebo zapadá Venuše až čtyři
hodiny před východem nebo po západu Slunce a její zdánlivá hvězdná
velikost je asi —3,2m. Největší zdánlivé hvězdné velikosti (—4,3%)
dosáhne Venuše v době asi 30 dnů před dolní konjunkcí anebo po ní.

Známe-li maximální elongaci Venuše, můžeme stanovit její vzdále
nost od Slunce v astronomických jednotkách geometrickou úvahou.
Označíme maximální elongaci «, vzdálenost Venuše od Slunce r, vzdá
lenost Země od Slunce a (obr. 2). V okamžiku maximální elongace je
v trojúhelníku SVZ úhel při vrcholu V rovný 90" a platí

Obr. 2 r .
— == S81 Ca

a odtud

r=asin«.

Dosadiíme-li a = 1 a. j., « = 46,93",
je r—= 0,723 a. j. Z trojúhelníka
SVZ můžeme také vypočítat vzdá
lenost d Venuše od Země při maxi

Z mální elongaci, neboť platí

1) Nejbližší přechody Venuše budou 8. června 2004 a 6. června 2012.
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==C08U, d = acos«u
s|e

a číselněje ď = 0,691a. j.

Doba, která uplyne mezi dvěma po sobě následujícími stejnými po
lohami planety vzhledem ke Slunci a k Zemi (např. mezi dvěma dol
ními konjunkcemi) se nazývá synodická oběžnádoba. Tuto dobu musíme
odlšit od skutečné oběžné doby (siderické), za kterou opíše planeta
úhel 360“ na dráze kolem Slunce.

Ukažme nyní, jak vzájemně souvisí synodická a siderická oběžná
doba. V okamžiku dolní konjunkce jsou Slunce, Venuše a Země v jedné
přímce. Označíme-li T, oběžnou dobu Země (T%= 365,25 dní), pak za

. Je-li T siderické oběžná doba
o

1 den opíše průvodič Země úhel
0

a rozdilVenuše, pak průvodič Venuše za jeden den opíše úhel

úhlů průvodičů Venuše a Země vzroste za den o hodnotu

36073605-T T
Po uplynutí synodické oběžné doby P bude Venuše opět v dolní kon
junkci, rozdíl úhlů tedy nabude hodnoty 360“a platí

wp.P= 360,
a tedy

o -3607 360“360“= PT P
a odtud pro synodickou oběžnou dobu máme11 l

PT T
Pro Venuši, jejíž siderická oběžná doba T' — 224,7 dní, je tedy syno

dická oběžná doba P = 583,9 dní.

Tabulka 1. Polohy planety Venuše v letech 1968 až 1970

1968 1969 1970

Horní konjunkce 20. 6. — 24. 1.
Největší východní elogance — 26. 1. 1. 9.
Dolní konjunkce — 8, 4. 10. 11.
Největší západní elogance — 17. 6. —
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X. ročník fyzikální olympiády

Ve školním roce 1968/69 proběhne již X. ročník fyzikální olympiády.
Soutěž FO nabývá stále většího významu pro lepší přípravu žáků
středních škol ke studiu na vysokých školách.

Poněvadž chceme, aby žáci středních škol znali aspoň první příklady
soutěže FO včas (dříve, než dostanou do rukou leták FO), uveřejňujeme
první trojici příkladů pro kategorie A, B a C.

Kategorie A

1. Pred pevnou zvislou pružnou rovinnou doskou o stojí na vodo
rovnej hladkej podložke v mieste A, ktoré je od dosky o vzdialené
o dížku 7, pružná gulóčka hmotnosti my. Na túto gulóčku narazí cen
trálne druhá, rovnako velká pružná gulóčka o hmotnosti m, rýchlosťou
V, orientovanou kolmo na dosku o.

Vypočítajte:
a) v akom pomere musia byť hmotnosti gulóčiek, ak sa majú znova

zraziů
1. vnútri dížky I, smerujúcej z bodu A kolmo na dosku o,
2. na priamke, ktorá obsahuje úsečku /, ale mimo tejto úsečky,

tj. vlavo od bodu A (viď obr.
Obr. 1 d ý 1),

7 b) aký musí byť pomer hmotností
v ý gulóčiek, aby k ďalšej zrážke

ní 7 nedošlo,
O" 7 ; e) pri akom pomere hmotností sa

l obidve gulóčky znovu zrazia v
strede úsečky 7?

Trenie a rotačný pohyb gulóčiek“neuvažujte. Polomery gulóčiek sů
(vóči dížke I) zanedbatelné.

2. Střední rychlost neuspořádaného pohybu volných elektronů v ko
vech závisí na vlastnostech krystalové mřížky kovu a na teplotě. Při
průtoku elektrického proudu přistupuje k tomuto pohybu ještě usměr
něný pohyb elektronů o střední rychlosti v, pro niž platí v < u.

482



Předpokládejme, že okamžitá rychlost příslušející tomuto usměrně
nému pohybu elektronů roste vlivem sil elektrického pole v době mezi
dvěma po sobě následujícími srážkami elektronu s ionty kovu rovno

měrně od nuly do hodnoty v, takže v = >
a) Stanovte počet volných elektronů » v objemové jednotce mědi,

jestliže na každý atom mědi připadá jeden volný elektron a dále sta
novte řád vzdálenosti atomů v krystalové mřížce mědi za zjednoduše
ného předpokladu, že atomy zaujímají objemy tvaru krychlí, jejichž
stěny se navzájem dotýkají.

b) Určete střední rychlost v usměrněného pohybu volných elektronů
v měděném vodiči délky / o průřezu S, na jehož koncích bylo udržo
váno napětí U.

c) Stanovte dobu T mezi dvěma po sobě následujícími srážkami
elektronu s ionty krystalové mřížky.

Řešte nejprve obecně a potom pouze části a) a b) pro hodnoty / =
—=10,0 m, S = 1,00 mm*, měrný odpor mědi o = 1,7 107% (2 m,
U = 1,00 V, hmotnost elektronu m — 9,1 107%!kg, elementární náboj
e = 1,6.10-9 C, Avogadrovo číslo N —6,02. 10% kmol-*, hmotnost
kilogramatomu mědi « — 63,5 kg, hustota mědi s — 8900 kg m“*.

3.Měřeníkapacity můstkovou metodou
stejnosměrným proudem

Potřeby:Kondenzátor neznámé kapacity C,, sada kondenzátorů zná
mých kapacit, Wheatstoneův můstek pro měření odporů, regulační
reostat odporu R, citlivý galvanometr G na stejnosměrný proud s nulou
uprostřed stupnice, baterie Z, klíč K, spojovací vodiče.

Výklad: Uzavřeme-h klíčem K obvod (viz obr. 2), platí pro napětí
mezi body AM" a M'B úměra

Uam Uws=(C C, (L)

a pro napětí mezi body AM a MB úměra
Uam Umak=a:b, (2)

kde AM = a a MB =, je-li vodič z homogenního materiálu a má
všude stejný průřez.

Dokažte vztahy (1) a (2).
Jestliže při střídavém zapínání a vypínání obvodu klíčem K zůstane

ukazatel galvanometru v klidu, pak platí
a

Dokažte vztah (3).
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Postup měřen:
1. Zapojte obvod podle obr. 2. Odpor R slouží jako ochranný odpor.

Postavte pohyblivý kontakt M blízko středu vodiče AB, na reostatu R
nastavte největší odpor a vyhledejte v sadě kondenzátor takové kapa
city C,aby ukazovatel galvanometru připřerušováníproudu kmital s nej
menšími rozkmity.

2. Najděte takovou polohu kontaktu M, aby ukazatel galvanometru
zůstal při střídavém zapínání a vypínání obvodu klíčem K v klidu.

3. Zmenšováním odporu R až po jeho úplné vyřazení zvětšujte cit
livost měření. Změřte teď a a b a vypočítejte hodnotu C, ze vztahu
(3). Naměřené hodnoty a a b i vypočítanou hodnotu C, zaznamenejte
do tabulky.

4. Zapněte odpor R znovu na nejvyšší hodnotu a opakujte měření
2. a 3. několikrát.

5. Z hodnot a, b, C, určených při každém měření vypočítejte aritme
tické průměry a absolutní i relativní chyby měření.

Ji + JLm CH

C, © C B
M

S
Absolutní chyba ukazatele galvanometru na stupnici se rovná polo

vině hodnoty nejmenšího dílku měřítka. Absolutní i relativní chybu
kapacity C určíte ze záznamu na kondenzátoru.

Obr. 2

Kategorie B

1. Válec ze stejnorodé látky o hmotnosti m a o poloměru podstavy r
byl uveden do pohybu po nakloněné rovině vzhůru počáteční rychlostí v.
Válec koná po nakloněné rovině valivý pohyb bez klouzání

Vypočítejte výšku k nad místem počátku pohybu, do které válec
po nakloněnérovině vystoupí, jestliže

a) se pohybuje po nakloněné rovině jen působením tíhové síly, třecí
síla je zanedbatelně malá,

b) kromě tíhové síly na něj působí třecí síla, součinitel valivého
tření je u. Nakloněná rovina svírá s vodorovnou rovinou úhel x; mo
ment setrvačnosti válce vzhledem k ose otáčení při valivém pohybu je

mr?
——

J = 9
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Řešte nejprve obecně, potom pro hodnoty v = 2,0 m s"?, r = 10 cm,
a — 307, u = 0,02.

2. Dutá bóje kulového tvaru se má při plování ponořit polovinou
svého objemu do kapaliny.

a) Určete tloušťku stěny bóje, je-li hustota materiálu stěny 0;, hustota
kapaliny 02,poloměr bóje r.

b) Jak závisí tloušťka stěny bóje na jejím poloměru za jinak stejných
podmínek?

c) Použije-li se za jinak stejných podmínek ke konstrukci bóje ma
teriálu o větší hustotě, je nutno tloušťku bóje zvětšit nebo zmenšit?

d) Jakou tloušťku ocelového plechu je nutno volit ke zhotovení bóje
o poloměru 1000 mm, aby plovala za daných podmínek?

3. V uzavřené nádobě je směs dvou plynů o hmotnostech My a Mg,
o molekulových hmotnostech u; 4 W, o teplotě ť a tlaku p. Určete
hustotu směsi plynů za daných podmínek. Oba plyny považujeme za
plyny dokonalé.

Řešte nejprve obecně a pak pro kyslík a dusík o hmotnostech m =
= Mm;= 100g,t = 0,070, p = 10 N m“.

Kategorie C

1. V mezihvězdném prostoru se pohybují rovnoměrně po přímé dráze
proti sobě dvě tělesa, první rychlostí vy, druhé rychlostí vp. V určitém
okamžiku vyšle první těleso krátkovlnný rádiový signál, který se odrazí
od druhého tělesa a vrátí se na těleso první, kde je přijat za dobu t
po vyslání.

V jaké vzdálenosti byla obě tělesa od sebe
a) v okamžiku vyslání,
b) v okamžiku příjmu signálu?
Řešte nejprve obecně a pak pro hodnoty v4= 2,0 107m s“, v; =

= 30.107ms- 1=24s.

2. Těleso se uvede v místě O z klidu do rovnoměrně zrychleného
pohybu a dosáhne v čase /, rychlosti v; a v čase 7, rychlosti v = 10.
V časovém intervalu 4ř = f, — U,vykoná dráhu s.

a) Určete zrychlení pohybujícího se tělesa.
b) Jaké vzdálenosti od bodu O má těleso v časech 7, a !,?
Řešte nejprve obecně, potom pro hodnoty 4ř = 10,0 s, s = 30,0 m,n=Ď
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Potřeby:Kartónový papír, kružidlo, nůžky, laboratorní váhy a sádka
závaží, délkové měřítko s milimetrovým dělením.

Návod: Dva přímé hranoly nebo válce z téhož homogenního mate
riálu hustoty o o stejné výšce h, jejichž podstavy mají obsahy S, a S,
mají hmotnosti m, a m. Známe-li velikost podstavy S; jednoho z těchto
těles, dá se vypočítat velikost S podstavy druhého tělesa ze vztahu

m

Lze tedy velikost libovolné (i zcela nepravidelné) rovinné plochy
určit vážením a srovnáním se známým obsahem jiné plochy.

Ukol: Určete vážením obsah kruhu o poloměru r.

Postup práce:
a) Odvodte vztah (1).
b) Vystřihněte z listu kladívkového papíru kruh o poloměru r (asi

10 cm) a obrazec, jehož obsah se snadno počítá, nejlépe čtverec o straně a.
Změřte 10 různých průměrů kruhové desky a vypočítejte její poloměr.
Stranu čtverce a určete jako aritmetický průměr z deseti měření vzdá
leností protilehlých stran čtvercové desky. Určete absolutní i relativní
chyby měření.

c) Vážením na laboratorních vahách určete s dosažitelnou přesností
hmotnost obou vystřižených papírových desek. Každou z nich zvažte
pětkrát, určete aritmetické průměry naměřených hodnot a absolutní
i relativní chyby obou naměřených veličin.

d) Vypočítejte obsah S; čtvercové desky.
e) Podle vztahu (1) určete obsah S narýsovaného kruhu a vypočítejte

absolutní i relativní chybu této veličiny.

Kontrolní úkol:

Ze vztahu z = Z určete výpočtem hodnotu Ludolfova čísla a por

rovnejte ji s hodnotou z tabulek.
ÚV FO

486



MO

XVIII.ročník matematické olympiády
Pro informaci uvádíme texty přípravných úloh XVIIT. roč. MO. Organi

zace tohoto ročníku nebude se lišit od předcházejících. Podrobnosti budou
uvedeny jak v letálkuMO, tak při otištění textů úloh I. kola v tomto časopise.
Zatím jen upozorňujeme, že termín odevzdání přípravných úloh je 15.
hstopad 1968.

Kategorie A
1. Buďte a, b, c tři kladná čísla, pro něž platí

an- bn= n,
kde n je přirozené číslo větší než 1. Pak existuje trojúhelník, jehož strany
mají délky a, db,c. Dokažte.

2. Je dán obdélník ABCD, jehož strany mají délky AB = a, AD =.
Trojúhelník XYZ je vepsán obdélníku ABCD tak, že vrcholy X, Y náležejí
straně AB, vrchol Z straně CD.

a) Dokažte, že poloměr 7 kružnice opsané trojúhelníku XYZ splňuje
nerovnosti

b až +- b?

—<r< OLD
2 = 26

b) Dokažte, že každé číslo r splňující nerovnosti (1) je poloměrem kružnice
opsané některému z takových trojúhelníků XYZ.

3. Určete všechna komplexníčísla z, která vyhovují rovnici
(I+i)a2—i|22|-+-1—i=0.

4. Buďte u, d, c, ď délky stran konvexního čtyřúhelníka, u, v délky jeho
úhlopříček,P jeho obsah. Pak platí

4užvž = 16P? + (až + c* — dž — d?)?,
Dokažte.

Kategorie B
1. a) Najděte všechny dvojice («, y) celých kladných čísel, pro které platí

|2t— 107| S65.

487



b) Je-h p kladné číslo, pak nerovnost
| 2x — 10v| Sp

má v oboru dvojic celých kladných čísel (z, y) jen konečně mnoho řešení
(nebo žádné). Dokažte.

2. Platí-li zároveň
snz + sny + snz=0,
cost + cosy + cosz2-=0,

pak je také
sin 2x + sin 2y + sin 22 = 0,
cos 2x -+ cos 2y — cos 22 = 0.

Dokažte.
3. V rovině je dán dutý úhel MON, vnitřní bod P polopřímky opačné

k polopřímce O.Ma vnitřní bod © dutého úhlu NOP. Dále je dán čtverec se
stranou ď. Bodem © veďte přímku p, která protíná polopřímky OM, ON po
řadě v bodech X, Y tak, aby trojúhelník OXY a daný čtverec měly stejný
obsah.

4. Jsou dány roviny o || o', jejichž vzdálenost je v > 0. V rovině o leží
čtverec ABCD o straně ď a středu S, v rovině pe“s ním shodný čtverec
A'B"G"D" o středu S“. Přitom je SS“ | o, odchylka přímek SA, S"A“ je «,
kde OS x S90, a polopřímka SX souhlasně rovnoběžná s polopřímkou
S"A" má s úsečkou AB společný bod. Vypočtěte objem tělesa, které omezují
čtverce ABCD, A"B"G"D*"a trojúhelníky AA/B, A'BB', BB"C, B"ČC", CC'"D,
C*DD",DD"A, D'AA'.

Kategorie C
1. Dva chodci jdou stálými rychlostmi podél železniční trati v témže

směru. V témž směru jede po trati vlak. Lokomotiva předjede prvního
chodce 7 minut poté, co předjela druhého chodce. Prvního chodce mine.
vlak za /; vteřin, druhého chodce, který jde rychleji, za ?, vteřin. Za kolik
minut dohoní druhý chodec prvního?

2. V rovině je daná priamka p a bod A vzdialený od priamky p o a > 0.
Ďalej je dané kladnéčíslo c. Určite geometrické miesto vrcholu Ď obdlžnikov
ABCD, ktorých plošný obsah je c a ktorých vrchol B leží na priamke p.

3. Športový krůžok na škole má 79 členov. Fotbal pestuje 45 členov,
volejbal 30 členov, basketbal 36 členov, hokej 28 členov, plávanie 25 členov
a Iahků atletiku 35 členov. Každý člen pestuje aspoň dva športy a najváčší
početšportov pestuje 40 členov.Koko členovpestuje práve dva športy, práve
tri športy atď,

4. Sestrojte lichoběžník ABCD, jehož úhlopříčky jsou k sobě kolmé, je-li
dána délka jeho ramene AD = dď,délka jeho úhlopříčky AC = e a poměr
obou základenAB: DC = 5:3.

Kategorie D
1. Rozpočítali, že stavebný materiál odvezie auto za x dní, kde z > 3.

Kedže bolo treba urýchliť odvoz, na štvrtý deň začali odvážať materiál eště
dalšími dvoma autami.

Výkon prvého pomocného auta bol ž výkonu póvodného auta, výkon
druhého pomocného auta bol 1,5 výkonu póvodného auta. Všetkými tromi
autami bol odvoz dokončený za y dní.

a) Vyjadrite y pomocou z.
b) Pre ktoré celé čísla r < 50 je y celé číslo?
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2. Určite všetky dvojice prirodzených čísel z, y, pre ktoré platí
83 — y* = 387

3. Jsou dány body A, B, C, D, z nichž žádné tři neleží v přímce. Sestrojte
bod Z tak, aby bylo AE || BD, DE || AB, a bod F tak, aby bylo AF || CD,
DF || AC. Dokažte, že EF —BC.

4. Je dán čtverec ABCD, jehož strana má délku a; K je střed strany AD,
L je bod polopřímky BA, pro který platí BL = ž a. Označme o nějakou
takovou přímku procházející bodem D, že úsečka XY souměrně sdružená
s KL podle osy o leží celá ve čtverci ABCD.

Jaký útvar vyplní všechny takto vytvořené úsečky XY? Narýsujte
obrázek a vyšrafujte tento útvar.

(P)-3G320-274234 sono

MATEMATICKÉ ZABAVY

Zábavná matematika

1. Maminka rozdělila 96 ořechů do tří nestejných hromádek. Za
volala své tři děti a řekla jim: „Když z první hromádky přeložím do
druhé tolik ořechů, kolik jich bylo v této druhé hromádce, potom
z druhé do třetí tolik, kolik jich předtím bylo ve třetí, a nakonec ze
třetí do první tolik, kolik jich právě bude v první hromádce; pak bude
ve všech hromádkách stejně ořechů. Kolik je ořechů v každé hromádce
nyní? Kdo to uhádne první, dostane největší hromádku.““ Jistě 1 pro
vás, milý čtenáři, bude zajímavé zjistit, kolik ořechů bylo původně
v jednotlivých hromádkách.

2. Vnuk se dotázal dědečka, kolik je mu let. Dědeček odpověděl:
„Před 3 roky mi bylo právě 3x tolik jako tvému otci, když se ženil,
který v té době byl 2x starší než ty nyní a já za 7 let budu 7x starší
než ty nyní.““ Kolik let je dědečkovi?

František Jirásek
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Zmoklá rekreace

Rekreace je velmi pěkná věc, ale nesmí pršet. Sedmi přátelům —
jejich jména jsou Bohouš, Emil, Fanda, Jenda, Kája, Milan a Standa —
se právě přihodilo, že na jejich rekreaci lilo jako z konve. Na štěstí
každý z nich si přivezl jednu knížku a tak měli k dispozici tyto knížky:
J. Š. Baar: Skřivánek, K. Čapek: Zahradníkův rok, K. M. Čapek-Chod:
Turbína, J. Drda: Městečko na dlani, A. Dumas: Tři mušketýři, B.
Hrabal: Perlička na dně, E. Vachek:. Bidýlko. Každý četl jen knížky
svých přátel, nikoliv svoji a tak Bohouš přečetl Tři mušketýry a Za
hradníkův rok, Milan Zahradníkův rok a Skřivánka, Standa Tři muške
týry a Turbínu, Fanda Tři mušketýry, Jenda Zahradníkův rok a Kája
Turbínu. Ale pršelo stále, a proto našich sedm přátel se po kratší pře
stávce pustilo znovu do čtení. Fanda přečetl Turbínu a Bidýlko, Bo
houš, Jenda a Milan přečtli tytéž dvě knížky a Milan s Jendou přečtli
Městečko na dlani a Tři mušketýry.

Vaším úkolem nyníje zjistit majitele jednotlivých knížek.
S. H.

Neúplné násobení
V neúplném násobení, které zde čtenářům předkládáme, je v náso

bsnci skryto tajné číslo cizího agenta a v součinu šifrovaný Špionážní
vzkaz. Dokážete doplnit zbývající cifry v celém násobení a pomoci tak
kontrašpionáži?

S. H. ml.
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RECENZE

MATEMATIČKO--FIZIČKI LIST
ZA UČENIKE SREDNIJIH ŠKOLA

GODINA XVIII
BR O J 1!

ZAGREB ŠKOL. GOD.
1967. — 1968.

Jako u nás vychází již 46.
ročník Rozhledů matematicko-fy
zikálních, časopisu pro studující
škol všeobecně vzdělávacích a od
borných, tak v Jugoslávii je vy
dáván letos 18. ročník časopisu

MATEMATIČKO-FIZIČKI
LIST za učenike srednjih škola.

Je také, jak již z názvu vidíte,
určen žákům středních škol. Vy
chází čtyřikrát do roka a jeho
vlastníkemje Savez družstava matematičara i
fizičara SFRJ, vydavate
lem Društvo matemati

čara i fizičara SRH
v Zagrebu.

Každé číslo má obvykle 48
stránek a jeho náplň je podobná
obsahu našeho časopisu. Časopis
řídí společně s redakční radou re
daktoři dr. Branimir Brankovié
a Stjepan Skreblin, profesoři
v Zagrebu. Adresa redakce je
Zagreb, Ilica 16/III, cena jed
notlivého výtisku 1,60 dináru (tj.
4,80 Kčs).

Český nebo slovenský čtenář
jen s malou pomocí slovníku může
tento časopis dobře číst.

M.M.
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REDAKCE HOVOŘÍ

Připravuje se invaze
ČEHO AKAM?

Redakce připravuje invazi moderní matematiky a logiky na stránky
Rozhledů matematicko-fyzikálních. V příštím ročníku najdete řadu
článků, které vám přístupnou formou vyloží některé principy moderní
matematiky a logiky a ukáží jednoduché prostředky k řešenízajímavých
úloh. Půjde o množinové diagramy, r binárních relací, o grafy
sloužící k řešení logických úloh (mimo ; »ilárních zeber), o tabul
kovou metodu při práci s konečnými množinami, 0 jednoduché výpočty
v Booleově algebře atd. Svůj důvtip budete moci osvědčit při řešení
úloh zvláštní soutěže.

Zajistěte si odběr Rozhledů matematicko-fyzikálních již od prvního
čísla příštího ročníku. Přihlaste se proto k odběru již před prázdninami!

hd

J. 8.

Vzhledem k četným urgencím z řad čtenářů oznamuje redakce, že znač
né zpoždění při vyjití čísla 8 bylo zaviněno nečekaně zvýšenými požadav
ky denního tisku, které nemohla naše tiskárna svým vybavením zvlád
nout. Rukopisy jsou redakcí odevzdávány tiskárně ve stanovených
termínech.
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