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ZahajujemečtyřicátýročníkRozhledů matematicko-fyzt
kálních, které jsou nejstarším československýmčasopisem pro mládež.

Z původní přílohy vědeckéhoČasopisu pro pěstování matematiky a fyziky
se vyvinul samostatný časopis Rozhledy matematicko-přirodovědecké, které
podesetiletívydávalaJednota československých matema
toků a fyziků a pečujedosudojejichodbornounáplň.

Časopis vychází desetkrát do roka a je určen studující mládeží i všem,
kteří mají zájem o matematiku, deskriptivní geometr, fyziku a astronomwu.
V doběfantastického rozvoje techniky - jejiž základy tvoří právě tyto přírod
ná vědy potřebuje naše pokroková společnost dobře připravenou mládež
pro tvůrčí práci v tomto oboru lidské činnosti.

Rozhledy pomáhají svýmčtenářůmprohlubovánímznalosti srozumi
telnou, někdy 1 zábavnou formou a informují je o nejnovějších časových
problémechmatematiky a technicky užité fyziky, a tak podporují snahu naší
školy spjaté se životem a technickým pokrokem. Celostátní soutěže M ate
matická olympiáda a Fyzikální olympiáda užívají
tohoto časopisu k svému úřednímu zpravodajství.

w .

Redakce se těší, že jako každoročně dostane od čtenářů jak řadu přípomí
nek a přání k obsahu Roz hledů, tak i odbornýchpřispěvků.Radi mla
-dým autorům poradíme. V novém školním roce jim přejeme mnoho úspěchů.

Redakce



Matematika

Milan Hejný, ČVUT,Praha:

Príklad na postupnosť

V elementárnej matematike sa bežne stretávame s prikladmi typu:
zostrojte trojuholník daných vlastností; alebo: dokážte, že daný výraz
je delitelný šiestimi; alebo: riešte danú rovnicu; alebo: zistite, za akých
podmienok platí daný vzťah ap. Príklad, ktorému je následovný článok
venovaný, má trochu odlišný charakter od uvedených úloh. Požaduje
sa dokaz neexistencie (resp. existencie) istého útvaru. Takéto požiadav
ky sú-vovyššejmatematikevelmibežnéa hovorímeim existenčné.
Uvidíme, ako sa pri takejto úlohe postupuje z logického hladiska a na
viac sa zoznámime i s niekolkými „trikmi'“, ktoré v stredoškolskej ma
tematike nestretneme. Bez týchto obratov by riešenie bolo skoro ne
možné.

Príklad. Buď A,4,...A, taký vypuklý n-uholník(n >>2), kto
rému možno vpísať kružnicu k. To značí: existuje kružnica k dotýka
júca sa každej zo strán daného n-uholníka. Body dotyku kružnice k
so stranami n-uholníka označme B,, Bg, B, a to tak, aby bod B;
ležal na strane A; A;41 (pre 4 —=1, 2, ..., n— 1) a B, ležal na strane
A, A. Obdržali sme n-uholníkB,B;,...B,, ktorý je zrejme tiež vypuklý
(obr.1.) Vnátorný uhol n-uholníka A,4;... A, pri vrcholeA; označmew;;
vnútorný uhol n-uholníka B,B,... B, pri vrchole B; označme63.Nech čísla

A, Ag). + An (1)

tvoria po usporiadaní prvých » členov rastůcej aritmetickej postup“
nosti a nech rovnako1 čísla

B1>Bas bn (2)

tvoria po usporiadaní prvých » členov (inej) rastůcej aritmetickej po
stupnosti. Dokážte: n-uholník A, A, uvedených vlastností existuje
práve keď je n číslo nepárne (samozrejme 1 >>2).
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Riešenie: Mámedokázaťdve veci: I. pre » párne n-uholníkuve
dených vlastností neexistuje ani jediný a 2. pre » nepárne (váčšie ako 2)
hladaný n-uholník vždy existuje aspoň jeden. Ako budeme pri riešení
postupovat? Doporučujeme čitatelovi, aby sám skúsil priklad riešiť.
Riešeniu dalej uvedenému potom už lahšie a lepšie porozumie.

Spočiatku predpokladáme, že požadovaný n-uholník existuje. Budeme
hladať také súvislosti, ktoré by pre párne » viedli ku sporu. Akonáhle
spor nájdeme (tj. akonáhle dokážeme dve odporujúce si tvrdenia) bude
dókaz prevedený. Myslíme samozrejme iba na dókaz časti 1. Druhů časť
prikladu dokážeme tak, že požadovaný n-uholník priamo zostrojíme,
skonštruujeme. Takýto druh dókazu nazývame konštruktiívny.

Obr. 1

1. Medzi číslami (1) a (2) platia vztahy, ktoré plynů z ich geometrickej
interpretácie. Všimnime si trojuholníka B,A,B,. DVUžkydotyčníc vede
ných z bodu A, ku kružnici £ sů rovnako dlhé. Preto je uvedený troj
uholník rovnoramenný a teda

X A, ByBi = X A, B, By.
Z vety o súčte uhlov v trojuholníku plynie

2XAB B,=n— u
analogicky 2X A,B, Bs=n— «.



Zo súůčtuoboch rovníc dostaneme okamžite

2(x —By)= 2x — (% + %);
odkial

AT%
B = 2

Obdobným postupom by sme dostali vzťahy:

BpZ prei=2,8,n 1 (3)
a

an T «Ba
Ku týmto » rovniciam odvodeným pomocou geometrických vlastností
čísiel (1) a (2) pridáme ďalšie.dva vzťahy, ktoré plynů z vety o súčte
uhlov vo vypuklom »-uholníku (súčet vnůtorných uhlov vypuklého
n-uholníka je rovný uhlu (n — 2)x:

AOTb%-+. tm=(n-2)a,
Byt Ba+ + Bu= (n—2)a. (4)

Tým sme vyčerpali všetky závislosti ktoré plynů z geometrických vlast
ností čísiel (1) a (2) a ktoré budeme v ďalšom potrebovať.

Prejdime k aritmetickým vlastnostiam čísiel (1) a (2). Dostaneme ich
z vlastností aritmetickej postupnosti po „„patričnom usporiadaní““ čísiel
(1) či (2). Avšak nájsť „„patričné usporiadanie““ iba pomocou rovníc (3)
a (4) nemóžeme. Nutne potrebujeme užit vzťahov, ktoré plynů z toho,
že po usporiadaní budú čísla (1) a (2) tvoriť aritmetické postupnosti.
Aby sme odstránili fažkosti vzniklé s usporiadaním, je výhodné previesť
nasledovný obrat. Najmenšie z čísiel (1) - tj. prvý člen aritmetickej
postupnosti vytvorenej číslami (1) - označme znakom w;. Druhý člen
tejto postupnosti označme ©, tretí označme G3, ... -tý označme gy.
Tak sme pre tie isté veličiny zaviedli dvojité označenie. Každé z čísiel
(1) má teraz dve „„mená““.Prvé označenie (,,meno““)a, X, «; atď. bolo
užité pre geometrické vzťahy, druhé označenie 4, Po, ©3atď. použijeme
pre vztahy aritmetické. Nakoniec pójde o to, nájsť, ktoré označenia
prisláchajů tej istej hodnote, tj. ktoré „„mená““označujů to isté číslo.
Podobne označímei čísla (2):najmenšie z nich označíme znakom w,, druhé
ZASWx... -té (nejváčšie) znakom wp.Diferenciu postupnosti Oy,Px...
budeme značit d, diferenciu postupnosti 44,W2,... znakom 4. Nakolko sú
obe postupnosti rastúce, je 8 > 0 i A >>0. Teraz už móžeme napísať,

4



nám dobre známe, vzťahy platné v aritmetických postupnostiach. Bu
deme potrebovať iba dva:

o =pm+(1—90 -++ (j—1)4 (5)
n— I

a V T +m=sla + —zodhsn+ Vy—
n— I

="(n+ 4). (6)
Z rovníc (3) vidíme, že Iubovolné z čísiel y4,..., V, (napr. číslovz) sa

dá písať ako aritmetický priemer sitých dvoch z čísiel ©;, ..., Pnm(napr.
čísiel 9; „©; ). Poznamenajme, že čísla ©; a ©; sú rózne a sú už číslom
Wx jednoznačne určené, ak predpokládame, že je jednoznačne určené vzá
jomné priradenie čísiel ©; <> «, 4 Yz <> P; (ktoré zatial nepozná
me). Móžeme preto písať JAT
odkial po dosazení © = ©, + (i—1)0, © = ©, + (j—1) 0 —po
dla (5)— bude

2 +1—2)ó ÓpyE yprež, (0)
kde c = 1 + 7 — 2 je celé kladné číslo. Skutočne %>> 0,7 >> Osú celé a ne
móžebyti —31=. (5).

Nakolkoi čísloa > 0, jeaj

Wx> © a špeciálne y, >> 9,. (8)
, vw?

V súčte nezáleží na poradí sčítancov. Podla (4) je preto
MT PMm=%4T.. tm=(n-2)a

a WT + =AT + bn= (n—2)x,
z čoho podla rovníc (6) obdržíme

— I

"m4" )=m-—3a (9)
n— I ,

a "lm 9 a)=-Da
Porovnaním. posledných dvoch rovníc dostaneme rovnicu

n—1I n— 1
Pot —g-98=W4+ 4 (10)



ktorá v pripade, že n je nepárne, dá podla (5)

Pnr1 7 Vn+1 (11)
2 2

l . ? 2 ,
je číslo lomené a znak ©,+; nemá zmysel.2

Z (8) a (10) plynie nerovnosť medzi diferenciami vyšetrovaných postup
ností:

Ak je n párne potom =

A<ó. (12)
Vyšetrime diferencie 4 a 0 bližšie. Podla (7) je

Ó Ó ů

4=m—m=|ntog)-(ntig)= 0-9
teda

2A = (c— d)ů, (13)

pričomc aj d sů celé kladné čísla.Vzhladomna to, že 0<410<0,
je i číslo (©— d) celé a kladné. Všimnimesi poslednej rovnosti (13) a ne
rovnosti (12).Ani jeden z týchto vzťahov nám presnů závislosťmedzičís
lami 4 a dnestanoví. Avšak pomocou oboch týchto „„neurčitýchvzťahov“
dostaneme presné vyjadrenie vzájomného pomeru diferencií4 a 0. Podla
(13) sú možnétieto prípady:

24 = 0;2A = 28; 24 = 30;

Z nich, nerovnosť (12), splňuje jedine pripad
24=. (14)

Poslednů velmi děležitů rovnicu sa nám podarilo získať „trikom““
z dvoch „,„neurčitých““vzťahov. Po jej dosadení do (10) bude

n—1 dWatz
z čoho po porovnaní s rovnicou (7) špecializovanou pre k — 1 plynie

n— I
0=—73-.

Ako vieme, je číslo c celé. Preto musí byť číslo (n — 1) delitelné dvoma,
t.j. číslon musí byť nepárne. To sme ale práve potrebovali ukázať! Ak
n-uholník požadovaných vlastností existuje, potom nutne je n číslo ne
párne. Inak povedané, neexistuje n-uholník požadovaných vlastností pre
ktorý by bolo číslo» párne. Tým je prvá časťdókazu prevedená.

Obráťme sa teraz ku tvrdeniu 2. Ako sme už na začiatku naznačili, pre
vedieme dókaz konštruktivny, t.j. priamo udáme postup, ktorým by sa
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hladaný n-uholník pre nepárne » Z 3 zostrojil. Hlavnou úlohou je nájsť
vzájomné priradenie číslel a; <—>©, 4 B;<> W.

Obecný pripad je neprehladný. Začnime teda tak, že si rozeberieme
pripad pre » = 5 (pripad 1 = 3 je príliš jednoduchý a neposkytol by do
statok materiálu na zobecnenie) (obr. 2).
Podla (11) a (9) je

3 = V = 51.
Stačí zvoliť diferenciu Á a všetky dalšie čísla sú potom už pomocou (5)

M

A,
Obr. 2

a (14) jednoznačne určené. Pre názornosť vypíšeme ich menovite:

P = 3 —44; pz= n —24; 93= ŠWpa—$+ 24; ps = $n + 44
(15)

W= ša —24; ya= dn —4; 5 = šn; Wy= ša + 4; 5 = no+ 24.
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Volba čísla 4 je obmedzená podmienkami

Zr—44>0a4>0,
t.j. Pe >A4>0, (16)

Podla rovnic (3) je w, aritmetickým priemerom istých dvoch z čísic]
©,- -> Ps. Pretože tieto dve čísla sú rózne, musí jedno znich byťmenšie ako
Vy,t.j. menšie ako $r — 24. Ako vidíme z (15), existuje jediné také číslo

91 T 93 Pz T 95
2 2

Porovnaním uvedených rovníc s rovnicami (3) vysvitá, Že ©, W3,O; sů
hodnoty troch uhlov pri troch susedných vrcholoch páťuholníka A,...
A5.Ďalej budeme priamo hovorit o susedných uhloch. Keby boli ©, a 5
uhly susedné, potom by podla rovníc (3) existovalo 1akési 4; rovné ich
algebraickému priemeru. Z (15) vidno, že také vy; neexistuje. Nemóžu
byť teda ©, a m;uhly susedné. Teraz už usporiadanie prevedieme lahko.

a to m,. Preto vy,= a podobne 4; =

Je možné jedine toto usporiadanie:

Vy, P3s 95s Pa Va > (17)

pripadne ešte opačné

94 Px 955 P3 V

Samozrejme nezáleží od toho, pri ktorom vrchole začneme označovat.
T.j. nezáleží od prvého „„pomenovania““ čísla «, niektorým z „„mien““
© 5. Táto volnosť je iba v označení, geometricky cyklickou záme
nou „„mien““nedostaneme nič nové. Pri zmene označenia v zmysle obie
hania, keby sme miesto poradia (17) vzali opačné, dostali by sme zrkad
lový obraz 5-uholníka povodného. Kvóli pohodlnému rozpracovaniu
a zobecneniu našich úvah volme toto označenie:

A — 93) X2— 9, K3— Vy A — Da A5 — 95) (18)potom| Bi=VuBr=ViBa=V35Ba=VwPs=45 (19)
Dókaz ešte však stále neni hotový. Treba ukázať, že takto „„navrhnutý“

S-uholník je realizovatelný. To už prevedieme zostrojením. Zvolíme
kružnicu k a vedieme k nej dotyčnicu f. Dotykový bod označíme B, a ve
dieme dalšiu dotyčnicu p tak, aby X B,A,B; —=«, kde B; je dotykový
bod dotyčnice p a A, priesečík priamok ť,p. Zbytok konštrukcie prene
cháme čitatelovi. V podstate je nutné vyšetriť iba situáciu pri vrchole.
A+,ktorý zostrojíme ako posledný. Jeden taký páťuholník je na obrázkused
2. Preň je A = 15

(Pokračovanie)



Doc. Emil Kraemaer, UniversitaKarlova,Praha:

Geometrický význam kvadratické rovnice
ve dvou proměnných

míV řaděčlánků„O analytické geometrii v rovině
otištěných v Rozhledech matematicko-fyzikálních jsem odvodil rovnici
kružnice a pak rovnici paraboly, elipsy a hyperboly pro případ, kdy
jedna jejich osa leží v některé souřadnicové ose nebo je s ní rovno
běžná. Přitom jsem se omezil jenom na tzv. kartézskou soustavu sou
řadmc, tj. takovou, jejíž osy x, y jsou vzájemně kolmé a mají stejnou
jednotku délky. Všechny čtyři uvedené křivky (parabolu, kružnici,
elipsu a hyperbolu) označujeme společným názvem kuželosečky, a to
proto, že každá z nich se dá také vytvořit jako řez její roviny s nějakou
rotační kuželovou plochou.

Shrňme a doplňme výsledky uvedených článků.

a) Má-li parabola vrchol V(m; n) parametr 2p >>0 a osu rovnoběž
nou s osou r, pak má rovnici

(y — n)? = 2p(x — m) nebo (y — n)* = — 2p(x — m),

podle toho, je-li (při obvyklé orientaci osy r) její ohnisko F napravo
nebo nalevo od vrcholu V. Provedeme-li početní výkony naznačené
v obou rovnicích, dostaneme v obou případech rovnici tvaru

yž+ Mx+ Ny+ L=O,vnížje M=0 (1)
Má-li parabola vrchol Vím; n), parametr 2p >>0 a osu rovnoběžnou
S osou y, má rovnici

(x — m)? = 2ply — n) nebo (z — m)* = — 2ply — n)

Její úpravou dostaneme (v obou případech) rovnici tvaru
+ Ma+ Ny+ L=O0,vnížjeN30. (2)

b) Má-l: k užnice střed S(m; n) a poloměr r >>0, má rovnici

(©—m?+ (y—n=r,
jejíž úpravou dospějeme k rovnici tvaru

2 by + Mr+ Ny+4L=0; (3)
Zúpravy je patrno, ženemůžebýt zároveňM = N=L=0.

c) Má-li elipsa střed S(m; n), poloosy a, b (a >>>> 0) a hlavní osu
rovnoběžnou s osou T, má rovnici

bž(x—m)?*+ až(y — n) = až.



Je-li při stejném označení hlavní osa elipsy rovnoběžná s osou y, pak
má elipsa rovnici

až (x — m)? + bř(y — n)? = a*b?ž

V obou případech dostaneme po úpravě rovnici tvaru
Haž+ Kůý?*+Ma+ Ny+ L=0, HSK, H>0,K>0; (4)

z úpravy také plyne, že nemůžebýt zároveňM = N = L=0.
d) Má-li hyperbola střed S(m; n), poloosy a, b (a je reálná poloosa)

a hlavní osu rovnoběžnou s osou T, má rovnici
bž(x — m) — až(y — n)? = a?b?

Je-li při stejném označení hlavní osa hyperboly rovnoběžná s osou y,
pak má hyperbola rovnici

— až(z — m)? + děly — n)? = a?%?

V obou případech dostaneme po úpravě rovnici tvaru
Hxaž+ Ký*4Ma+ Ny+ L=0,H>0,K<0; (5)

z úpravy také plyne, že nemůžebýt zároveňM —N=L=0.
Protože každý průměr kružnice je její osou souměrnosti, můžeme

vždy kružnici brát jako kuželosečku, jejíž osa je rovnoběžná s některou
souřadnicovou osou. Z případů a) až d) vidíme, že každá kuželosečka,
jejíž některá osa je rovnoběžná s některou souřadnicovou osou, má
rovnici, která se dá napsat některým z tvarů (1) až (5). Přitom rovnici
kružnice můžeme psát ve tvaru (4), jestliže připustíme ve (4) případ
H —K> 0. Avšak i rovnici paraboly můžeme psát ve tvaru (4), jestliže
připustíme v této rovnici 1 případ H —=0, nebo K = 0. Konečně si
ještě všimněme, že v každé z rovnic (1) až (5) se vždy vyskytují obě
proměnné (tj. není zároveň H — M = 0, nebo K = N = 0) a v žádnémpřípaděnemůžebýtM—N=L= 0. Takdospívámektomutový
sledku.

Věta I. Je-li osa kuželosečkyrovnoběžná s některou osou dané kar
tézské soustavy souřadnic, pak má kuželosečka v této soustavě rovnici

Haž+ Ký*+ Ma+ Ny+ L=0, (1)
v niž aspoň jedno z čísel H, K není rovno nule, kromě toho není H =
= M=0, neboK = N=0, neboM = N= L= 0. Pro paraboluje
buď H nebo K rovno nule, pro elipsu a kružnici je H>> 0, K>> 0 (pro
kružmci je H = K>> 0) a pro hyperboluje H >>0, K< 0.

V sedmém čísle loňského ročníku Rozhledů jsem také odvodil rovnici
hyperboly, jejíž asymptoty leží v souřadnicových osách. Taková hyper
bola (jejíž žádná osa není rovnoběžná se souřadnicovou osou z nebo y)
má rovnici gy = C,c 35 0, čili

Ty+ L=0,L=S0
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Je možno dokázat, že v rovnici kuželosečky, jejíž žádná osa není
rovnoběžná s některou souřadnicovou osou (takovou kuželosečkou není
ovšem nikdy kružnice), se vždy vyskytuje člen Bxy, kde B = 0. Platí
totiž věta, kterou uvedu bez důkazu:

Věta II. Není-li osa kuželosečkyrovnoběžná s některou osou dané
kartézské soustavy souřadnic, má kuželosečka v této soustavě rovnici

Ag + Bxzy+ Čýy?+ Dax+ By+ F=0, (IT)
ve které je vědy B = 0.

Každou rovnici (II), ve které je aspoň jedno z čísel A, B, Č nenu
lové, nazýváme kvadratickou rovmicí ve dvou proměnných x, y. Je-li
B = 0 a zároveň aspoň jedno z čísel A, C není rovno nule, vznikne
z rovnice (II) kvadratická rovnice (I) napsaná ve větě I. Je tedy rov
nice (I) jenom zvláštním případem rovnice (II). Musíme si ovšem uvě
domit, že podle vyslovené definice je kvadratickou rovnicí ve dvou
proměnných také např. rovnice 3x%+- 2z — 1 = 0, neboť má tvar (II),
ve které je 4350, B= Č = E = 0. Z vět I a II však plyne, že rovnice
kuželosečky obsahuje vždy skutečně obě proměnné z, (neboť podle
věty II je B 550 a podle věty I není zároveň H = M =0,ani K =
—N = 0). Z toho a z věty I, II tedy plyne důležitý výsledek, který
můžeme vyslovit takto:

Věta III. Každá kuželosečkaje v dané kartézskésoustavěsouřadnic
vyjádřena kvadratickou rovnicí ve dvou proměnných, jež se obě v rovnici
skutečně vyskytují.

To znamená, že v rovnici (II) je buď B = 0, nebo je B = 0 (a aspoň
jedno z čísel A, C není nula), ale pak není A = D = 0, nebo Č = E =
= 0.

Přirozeně nás napadá otázka, zda také obráceně každá kvadratická
rovnice ve dvou proměnných je v dané kartézské soustavě souřadnic
rovnicí nějaké kuželosečky. Odpověď je záporná, neboť např. rovnice
ď* + 2x + 4 = 0 nemůže být (podle věty ITT)rovnicí kuželosečky proto,
že neobsahuje vůbec proměnnou y. Na příkladech však uvidíme, že anl
kvadratická rovnice ve dvou proměnných, které se v rovnici skutečně
vyskytují, nemusí být rovnicí kuželosečky. Příklady zvolíme tak, aby
chom ukázali všechny možnosti geometrického výkladu dané kvadra
tické rovnice.

1. Vyložte geometrický význam rovnice x* + 2x + 4 = 0. Tuto rovnici
můžeme upravit na tvar (x + 1)?+- 3 = 0, čili (r + 1)?= — 3. Protože
však pro každé reálné číslo r je výraz (x + 1)?nezáporný, nemůže být
nikdy rovný číslu (—3). Daná kvadratická rovnice nemá tedy žádný
geometrický význam.

2. Vyložte geometrický význam rovmce X2+ y* — 2x — 4y + 5 = 0.
Tato rovnice obsahuje skutečně obě proměnné «, y a může tedy (podle
věty III) být rovnicí kuželosečky.Je-li tomu tak, pak z věty (II) plyne,
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že její osa nesmí být různoběžná s osou rxnebo s osou y (jinak by mu
sela rovnice obsahovat člen Bry, B 5 0). Představuje-li tedy rovnice
kuželosečku s osou rovnoběžnou s osou r nebo s osou y, pak je to podle
věty I jedině kružnice (H —K = 1). Proto se rovnici snažíme upravit
na tvar (x — m)? T (y — n)? = r?, který představuje kružnici o středu
S(m; n) a poloměru 7 >>0. Rovnici upravíme takto

(až—20+1) + (yš—4y+4)=0,
(<—1? + (y—2*=0

Avšak a? +- bž —0 jedině tehdy, je-li a — b — 0. To znamená, že naše
rovnice platí jedině pro x — 1 = 0, y— 2= 0, čili jedině pro z = I,
y = 2. Daná kvadratická rovnice představuje jenom jediný bod a není
tedy rovnicí kuželosečky.

3. Vyložtegeometrický význam rovmce 4x? — l2xy + 94? = 0. Rovnice
obsahuje obě proměnné z, y a mohla by být tedy (podle věty III)
rovnicí kuželosečky. Protože je to rovnice (II), ve které je B=40,
mohla by to být jedině kuželosečka, jejíž osa není rovnoběžná s žádnou
souřadnicovou osou. Avšak je patrno, že rovnici lze psát takto

(2x — 3y)* = 0

Tato rovnice je splněna jedině tehdy, je-li 2x — 3y = 0. To však je
rovnice přímky, která prochází počátkem a bodem (3, 2). Daná kvadra
tická rovnice je tedy rovnicí jediné přímky.

4. Vyložte geometrický význam rovmce a* — xy + 94? + x — 3y = 0.
Rovnice obsahuje obě proměnné x, y a mohla by být tedy (podle věty
III) rovnicí kuželosečky. Zároveň je patrno, že její osa nemůže být
rovnoběžná s žádnou souřadnicovou osou. Avšak rovnici je možno
upravit takto

(x —3y) + (z— 3y) = 0,

(x— 3y) (£— 3y +1) =0

Tato rovnice však platí jenom tehdy, je-li buď x — 3y = 0, nebo z —
— 3y + 1 = 0 První rovnice však představuje přímku procházející po
čátkem a bodem (3: 1), druhá přímku s ní rovnoběžnou a procházející
bodem (2; 1). Daná kvadratická rovnice je tedy rovnicí dvou různých
rovnoběžek.

5. Vyložte geometrický význam rovmce x* — 4? = 0. Rovnice obsahuje
obě proměnné x, y a mohla by být tedy (podle věty III) rovnicí kuželo
sečky. Protože neobsahuje člen Bxy (B 55 0), nemůže mít osu různo
běžnou se souřadnicovými osami (viz větu II). Je-li to tedy kuželo
sečka, pak má osu rovnoběžnou s osou z, nebo s osou y. Taková ku
želosečka má podle věty I rovnici (I), ve které však není W — NY=
==L = 0. Avšak naše rovnice má tvar 13—y*—+0.z+0.y-+ 0 =
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= 0; není to tedy kuželosečka. To poznáme ihned, upravíme-li rovnici
takto

(zb y)(z—y)=0.
Tato rovnice platí jenom tehdy, je-li buď z + y = 0, nebo z —y = 0.
To jsou však rovnice dvou různoběžek, které procházejí počátkem.
Dané kvadratické rovnice je tedy rovnicí dvou různoběžek.

V uvedených pěti příkladech nebyla kvadratická rovnice ve dvou
proměnných rovnicí žádné kuželosečky a měla přitom pokaždé jiný
geometrický význam. Lze dokázat, že kromě těchto pěti geometrických
významů musí daná kvadratická rovnice představovat vždy některou
z kuželoseček, neboť platí:

Věta IV. Každá kvadratická rovnice ve dvou proměnných se dá vždy
geometricky vyložit jedním z těchto devíti případů:

1. Nemá vůbec geometrický význam. 2. Představuje jediný bod.
3. Představuje jedinou přímku. 4. Představuje dvě různé rovnoběžky.
5. Představuje dvě různoběžky. 6. Představuje kružnici.
7. Představuje elipsu. 8. Představuje hyperbolu.
9. Představuje parabolu.

Čtenáře by pravděpodobně zajímalo, zda se dá z koeficientů dané
kvadratické rovnice poznat, kdy nastane který z devíti možných pří
padů. To je skutečně možné, avšakodvození příslušných podmínek vy
žaduje podstatně hlubších znalostí, než obsahují mé články v Rozhle
dech. Mohu proto čtenáře jenom odkázat na vysokoškolské učebnice,
např.knihu doc.dr. Mastného„Úvod do analytické geo
metrie lineárních útvarů a kuželoseček“, kterou
vydalo nakladatelství ČSAV v roce 1953.

Deskriptivní geometrie

Karel Drábek, ČVUT,Praha:

Sdružené průměry kuželosečky
o daném úhlu ©

Nestrojení sdružených průměrů o daném úhlu w provedeme nejdříve
podrobně pro elipsu a získané výsledky budeme aplikovat pak na hyper
bolu. Abychom si zjednodušili prováděné úvahy, budeme předpokládat,
že úhel w daných sdružených průměrů je jejich ostrý úhel, tj. že 0 <
< p< 07.
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a) Kuželosečka k je elipsa (obr. la) určená osami 142Á, 1B*B:
Sestrojme kružnici k" procházející vedlejšími vrcholy *B, 2B elipsy k

a mající střed S" ve vzdálenosti m 74 0 od středu S této elipsy. Kruž
nice k“ a elipsa k mají vedle bodů !B, 2B případně další průsečíky X,
2X, které jsou souměrně sdružené podle hlavní osy to = "A*Á elipsy.
Potom platí:

Spojnice jednoho z průsečíků s oběma vedlejšími vrcholy jsou přímky
rovnoběžnése sdruženými průměry elipsy.

20

B
k < W

k' X +Ž

1 x

10

a) = = X
B

— 4 x

: ' T

a M e
b) X

akMOE-I
Obr. 1

Důkaz tvrzení je zřejmý,neboť stanovené průměry jsou středními
příčkami v trojúhelníku *B2B1X, které procházejí středem S strany
1B2Btrojúhelníka.

Spojnice druhého průsečíku s vrcholy !B, B dávají druhou dvojici
sdružených průměrů. Obě dvojice určují stejně velký úhel m a jsou
navzájem souměrné podle obou os elipsy.

Sestrojení průsečíků X, 2X kružnice k' a elipsy k provedeme pomocí
věty:
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Průsečiky TX, 2X kružmce k' s elvpsou k (které jsou různé od společ
ných bodů !B, 2B) leží na přímce rovnoběžné s vedlejší osou *o0a položené
v polorovině 208" ve vzdalenosti

2ažm=%
Důkaz provedeme pomocí analytické geometrie'). Elipsa k budiž

v základní (osové) poloze
ba? | ažyž — a?b?

Kružnice k' má pak rovnici
ď— 2mía+ ý=b?.

Vyloučením y? z rovnic elipsy k a kružnice k' dostaneme

x [x (až — 6b*)— 2a*m] = 0.

Pro x = 0 obdržíme průsečíky !B, B, v případě « 7 0 je
2a* m

x(až — b?*)— 2a%m= 0,tj.x = 7

a získáme zbývající dva průsečíky 1X, 2X.
Konstrukci úsečky x lze snadno provést, neboť je možno psát

—
Jamax 

£=-——, kdex =
e

Jedná se proto o přeměňování obdélníků (což je provedeno v obr. lb).
Průsečíky sestrojené přímky s kružnicí k' jsou hledanými průsečíky
1X,2X elipsy k a kružnice k.

Z provedené úvahy je patrno, že použitá kružnice k' dává dva různé
průsečíky X, 2X pouze tehdy, je-li

ež
m < 24?

tj. tehdy, jsou-li oba průsečíky kružnice k" s hlavní osou "o elipsy uvnitř
úsečky 14*A.

Poznámka l. Zřejměbychom mohli úvahu provádět obdobně
pro kružnici k“ procházející hlavními vrcholy LA, 2A elipsy k a mající
střed S“ ve vzdálenosti » 3£ 0 od středu S dané elipsy. Průsečíky TY,
2Y kružnice k" a elipsy k jsou v tomto případě na rovnoběžce s hlavní
osou "o a položené v opačné polorovině k polorovině 108" ve vzdálenosti

2bny= r
1)Viz články doc. E. Kraemera o analytické geometrii v minulých číslech

Rozhledů.
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Všimněme si nyní velikosti obvodového úhlu č v případě, že kruž
nice k' prochází body 2A, 1B, 2B, kdy tedy

e2

m= a .
V nyní uvažovaném případě je

Ě b 2abB = tedytes=
Tento úhel Ž je nejmenší možný úhel sdružených průměrů elipsy.

Takto určené sdružené průměry jsou navzájem souměrné podle obou os
elipsy. Všechny ostatní sdružené průměry svírají úhly o větší než výše
určený úhel €*?).

Obrácenou konstrukcí najdeme v elipse k snadno sdružené průměry,
které svírají předepsaný úhel ©. To si za cvičení proveďte sami.

Za cvičení si sestrojte též elipsu, jestliže znáte velikost její hlavní
a vedlejší poloosy, která má sdružené průměry na dvou daných různo
běžných přímkách (svírajících úhel w, který splňuje podmínku tg w =

2ab=)
e

b) Kuželosečka k je hyperbola (obr. 2) určená hlavní osou 1A*A a
ohnisky !F',?F.

2ab
?)Vztah tg ——z byl odvozen jiným způsobem v článku K. Drábka,

Sestrojení sdružených průměrů elipsy s daným
úhlem ©. Rozhledy 39 (1960—61), str. 65 — 69; viz tam rovnici (7b).
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Kružnice k" o středu S" na vedlejší ose %0hyperboly k (ve vzdále
nosti n 74 0 od středu S hyperboly) a procházející oběma vrcholy !A,
24 hyperboly, protíná ji vždy v dalších dvou bodech 1Y,?2Y.Platí pak
obdobně jako v případě elipsy:

Spojmce jednoho z průsečíků s oběma hlavními vrcholy jsou přímky
rovnoběžnése sdruženými průměry hyperboly.

A dále:

Průsečiky 1Y,2Y kružnice k" s hyperbolouk (různé od hlavních vrcholů
1A, 2A) leží na přímce rovnoběžné s hlavní osou "oa položené v polorovině
198" ve vzdálenosti

2bžn
J 3

kde dž = e*— a?. Ukázka konstrukce úsečky y je v obr. 2b.

Dostáváme tedy vždy dvě dvojice sdružených průměrů, které svírají
stejný ostrý úhel m.

Jak se najdou v dané hyperbole obráceně sdružené průměry, které
určují předem stanovený úhel w, to si proveďte opět sami jako cvičení.

Poznámka 2. V případěrovnooséhyperboly jsou hledané prů
sečíky !Y, 2Y kružnice k“ (o středu S" a poloměrů S"14) na přímce
rovnoběžné s hlavní osou lo (v polorovině t09S")ve vzdálenosti y = 1,
tj. na přímce jdoucí zvoleným středem S" (a pak 1YS" —?YS' =
= 148" = 245").

Za cvičení sestrojte hyperbolu, jestliže znáte velikost její hlavní polo
osy a velikost excentricity, která má mít sdružené průměry na dvou
daných (různoběžných) přímkách.

vv
Poznámka 3. Provedenéúvahy lze snadno rozšířiti na případ

úhlu g — 907, kdy pomocná, kružnice k" nebo k" je soustředná s danou
kuželosečkou.

Fyzika
Prof. dr. Vilém Santholzer, KU,HradecKrálové:

Radioizotopy v atmosférickém spadu

Atmosférický spad vzniká následkem výbuchů jaderných zbraní. Ra
dioizotopy vzniklé stěpením jaderné nálože se po výbuchu vyskytují
ve formě volných atomů, avšak ihned se okysličují a začnou se adsor
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bovat na prašné částice nejrůznějších velikostí). Tak vzniká umělý ra
dioaktivná aerosol, tj. „roztok“ radioaktivních částic v ovzduší. Aerosol

P v?
obecně jsou jemné, pevné nebo kapalné částice rovnoměrně rozptýlené
v plynu.

Po dočasném zastavení nukleárních zkoušek dnem 1. 11. 1958 se
množství atmosférického spadu za několik měsíců podstatně snížilo,
takže koncem r. 1959 a začátkem r. 1960 dopadalo u nás jen asi I mili
curie na 1 km? za měsíc. (Milicurie je tisícina jednotky curte pro množ
ství radioaktivního prvku. 1 curie je takové množství, v němž se za
jednu vteřinu radioaktivně přeměňuje 3,7 x 10!9atomů. Stejné množ
ství atomů se přeměňuje v jednom gramu prvku radia a v radonu,
který je s jedním gramem Ra v rovnováze. Na tomto základě byla
vytvořena jednotka curie.)

V L 1960 a 1961, po francouzských jaderných zkouškách, nastalo
přechodné zvýšení radioaktivity spadu, zvláště nápadné v březnu 1960
po prvním francouzském jaderném výbuchu na Šahaře?). Množství
spadu potom opět pokleslo na pouhé desetiny milicurie/km?/ měsíc.
Kdyby byly jaderné zkoušky opět obnoveny ve velkém měřítku, po
dobně jako v r. 1958, množství spadu by opět začalo stoupat a bylo by
ohroženo zdraví celého lidstva.

Které radioizotopy v atmosférickém spadu jsou zvláště nebezpečné!
Za nejvíce nebezpečnou zplodinu štěpení uranu a plutonia je považo
váno radioaktivní stroncium Sr 90, tj. stroncium hmotového čísla 90.
Stroncium 90 se na Zemi nevyskytovalo až do doby, kdy se začalo
tvořit jako následek výbuchů jaderných pum. Kdekoliv je tedý nachá
zíme, jeho přítomnost vždýcky dokazuje provedené jaderné výbuchy.
Také havárie reaktorů, které jsou však řídké,působízne
čištění radioaktivními látkami v malé oblasti kolem reaktoru, která se
dá snadno zabezpečit. Poločas Sr 90 je 28 let, tj. libovolné množství
Sr 90 se rozpadne na polovičku teprve za 28 let, takže Sr 90 napadané
na zemský povrch má dlouhý život. Poločas 28 let nazýváme poločasem
fyzikálňím. Pro člověka je důležitý poločas biologický. Je to doba, za
kterou se z organismu vyloučí polovička z množství radioizotopu, který
se dostal do organismu. Ve skutečnosti se uplatňuje poločas efektivní
(skutečný), neboť radioaktivity vstřebaného radioizotopu ubývá jednak
podle fyzikálního poločasu T, jednak podle biologického poločasu T7%.
Uplatňuje se současně radioaktivní přeměna i vylučování z organismu,
takže efektivní poločas T; je dán vzorcem

O Tx T
SO TLT'

1)František Běhounek: Lidé a radioaktivita,
ČSAV 1960.

2) Rozhledy matematicko-fyzikální 1960—61, č. 1, str. 17.
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jak se dá snadno odvodit z rozpadové teorie. Úbytek prvku radioaktivní
přeměnouv závislostina časese dějepodlekřivkyexponenciály
a podobně také úbytek vylučováním z organismu. Časový pokles podle
exponenciály se vyznačuje tím, že za jeden poločas klesne množství
prvku na polovinu, za dva poločasy na čtvrtinu, za tři poločasy na
osminu, atd. Na obr. 1 je pro srovnání také exponenciála e.

Různé orgány v těle mají pro daný radioizotop různé biologické polo
časy. Tzv. kritický orgán je ten, který má pro daný radioizotop nejdelší
biologický poločas. Předpisy pro ochranu při práci s radioaktivními
látkamimají to na zřetelipři stanovení nanejvýše pří
pustných koncentrací radioizotopů, kterésemohou
dostat do lidského organismu. Koncentrace může být nanejvýše taková,
aby kritický orgán nebyl poškozen.

Pro stroncium 90 jsou kritickým orgánem kosti. Biologický poločas
pro kosti je 4000 dnů, efektivní poločas 2900 dnů?). Množství stroncia 90
v kostech poklesne tudíž na polovinu teprve asi za 8 let. Vyplývá to
také z uvedeného vzorce pro T = 28 let, T%— 11 let. Naproti tomu
pro radioizotop césium 137, který je rovněž produktem štěpení uranu
a plutonia a má poměrně dlouhý poločas 33 let, jsou kritickým orgánem
svaly a efektivní poločas je pouze 17 dnů. To se jeví i v nejvyšších
přípustných hodnotách, které se ještě mohou v těle vyskytovat. Česko
slovenská státní norma ČSN 34 1730 z června 1956 stanoví pro celé
lidské tělo nejvyšší přípustné množství 1 mikrocurie Sr 90, kdežto pro
Cs 137 skoro 100krát více, 98 mikrocurie. (Mikrocurie je milión
tina jednotky curie.)

Nejvyšší přípustná koncentřace stroncia 90 ve vodě je 8x10%
mikrocurie v litru vody. Ve vzduchu 2x 1077 mikrocurie v litru vzdu
chu. Césia 137 může být ve vzduchu 1000krát více.

Stroncium má velmi podobné vlastnosti s vápníkem, doprovází vápník
a může jej také zastupovat. Množství obyčejného stroncia v kostech
v poměru k vápníku je asi I :500. Dostane-li se tedy jakékoliv stron
cium a tedy i radioaktivní Sr 90 do vody nebo do potravin, dostává se
stejnou cestou jako vápník také do kosti. To bylo dokázáno pokusy
na zvířatech a snadno to může být demonstrováno autoradiografů
destičky z kostí zvířat, která s potravou dostávala Sr 90. Autoradiogra
fická metoda využívá účinku záření na fotografickou desku. Vlivem zá
ření deska zčerná na místě, kde byl přiloženradioaktivní biologický pre
parát.

Úzký vztah prvků stroncia a vápníku byl příčinou, že v radiobiologii
byla zavedena stronctová jednotka. Je to 1 mikromikrocurie stroncia 90
na I gram vápníku. Např. začátkem roku 1959 mléko u nás obsahovalo

8)Vlastimil Slouka: Biologickéúčinky záření, Orbis
1959.
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Obr. 1. Časový pokles aktivity vzorku atmosférického spadu nabraného
3. 11. 1958 (vzorek č. 193). Jednotlivá měření jsou označena kroužky. Časový
pokles radiokativity se děje podle křivky hyperbolického typu, A = kt-12,
kde A je aktivita, čje čas, který uplynul od data jaderného výbuchu, k kon
stanta. Pro srovnání je nakreslena křivka e, která je exponenciálou. Časový
pokles aktivity podle exponenciály by byl rychlejší. Aktivity štěpných pro
duktů ubývá pomaleji, neboť na konec zůstávají radioizotopy dlouhého po
ločasu, jejichž úbytek s časem je velmi pomalý. Na obr. jsou ještě také po
mocné přímky 1, 2 a 3, kterých bylo použito ke geometrickému určení při
bližného data výbuchu T%— 10. 10. 1958. Čas ©— T — T%. Poločasy jsou
označeny 1.
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6 až 8 stronciových jednotek a po zastavení jaderných zkoušek začal
se také snižovat obsah Sr 90 v našem mléce.

Sr 90-1 jiné radioizotopy vznikající štěpením - dostávají se do lidského
těla biologickými(potravinovými) řetězy.Atmosférický spad je vymýván
dešťovou vodou. Sr 90 v něm obsažené se dostává z dešťové vody do pů
dy, z půdy s vápníkem do rostlin, kde se převážně hromadí v kořenech
(kořenový efekt), avšak přece jen část Sr 90 se tak dostává do mléka. Sr
90 dopadá ovšem také přímo jako radioaktivní prach na vegetaci. Např.
v Anglii, v době intenzivního provádění nukleárních zkoušek v 1. 1954—56,
byl zjištěn nápadný vzrůst obsahu Sr 90 v ovčíchkostech. Kostí se užívá
také k výrobě polévkových výtažků, takže odborníci správně upozornili
na nebezpečí touto cestou požívaného Sr 90, i když jeho množství v mase
bylo poměrně malé. Je pozoruhodné, že ovce, pocházející z horských
oblastí, měly větší množství Sr 90 v kostech než ovce z nížin - jako ná
sledek mnohem vydatnějších dešťů v horách. Dešťové srážky důkladně
vymývají radioaktivní částice z ovzduší, kdežto volným pádem a prou
děním vzduchu se dostává na zemi jen malá část spadu. Někteří autoři
odhadují, že 97 % radioaktivity spadu je vymýváno dešťovýmisrážkami.

Radiologové dokázali přítomnost Sr 90 i v lidských kostech, a to u lidí
ze všech končin světa. Jsou to zlomky stronciové jednotky; avšak asi
u 10 % lidí bylo dokázáno množství 10krát větší a v jednom případě
asi 6Okrát větší.

Z toho je jasně patrné, že je třeba již neprovádět další nukleární poku
sy a dohodnout se o zákazu jaderných zbraní, jak o to důsledně usiluje
Sovětský svaz. I na Západě většina odborníků považuje zákaz jaderných
zbraní za nutný v zájmu zdraví celého lidstva, a to právě na základě
soustavného měření atmosférického spadu a vědeckéhozjišťování obsahu
štěpných produktů v biologickém materiálu. Je např. pochmurnou sku
tečností, že obsah Sr 90 v lidských kostech je u nejmenších dětí vyšší
než u dospělých. I když zatím jde o množství zcela nepatrná, je nutno
tvrdě odmítat některé neodpovědné fyziky a generály na Západě, kteří
stále ještě podceňují toto děsivé nebezpečí. Boj za zákaz nukleárních
zbraní je dnes součástí mezinárodního třídního boje, v němž Sovětský
Svaz má spojence po celém světě. Vždyť např. není vyloučeno, že obno
vení jaderných zkoušek mohlo by způsobit v dohledné době zvětšení
počtu sarkomů (zhoubných nádorů) z kostní tkáně (sarcoma osteogene
ses). Dramatický případ kostní rakoviny, vyvolané stronciem 90, byl
zjištěn v USA, zatím sice jen u ondatry, která však žila v okoli atomové
stanice Oak Ridge v Tennessee a živila se také vodními rostlinami kon
taminovanými stronciem 90 z odpadu atomové továrny. Měla kostní
nádor na jedné noze, v kosti bylo deponováno Sr 90, které působilo míst
ní ozařovánímístní tkáně. Uvádí se také, že v oblastech blízko jaderných
pokusných střelnic v USA byl každý gram vápníku v mléce doprovázen
takovým množstvím stroncia 90, že při předpokládaném zadržení asi
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dvou procent vstřebaného stroncia, dostávalo by se do lidských kostí
nadtoleranční množství Sr 90 (tj. nad přípustnou dávku) po vypití asi
1300 litrů mléka. Odhad se vztahuje na dospělého člověka. U rostoucího
organismu je retence (zadržování) vápníku a tudíž i stroncia větší, neboť
vápníku je třeba pro stavbu kostí.

Také v zemích, kde se hodně požívá rýže, která obsahuje větší množ
ství Sr 90 než jiné rostliny, je nebezpečí hromadění Sr 90 v kostech.
Taková vědecká fakta burcují veřejné mínění i na Západě. Necháváme
stranou také účinky genetické“), které by se mohly vyskytovat jako
následek jaderných zkoušek a na něž důsledně poukazuje v USA prof.
Linus Pauling, laureát Nobelovyceny.Účinkemzářeníje možno
vyvolat mutace,tj. náhlé a nepředvídané dědičné změny, které jsou trva
lé a uplatňují se neustále v dalším potomstvu. Mutace obecně mohou
být prospěšné i škodlivé, avšak mutace vlivem záření jsou pravděpo
dobně škodlivé a mohly by vést snad i ke zrůdám. Do těchto speciálních
otázek nemůžeme zde zabíhat. Nebezpečné je, že záření z atmosférického
spadu postihuje celé lidstvo a postihuje především kosti v období vý
voje, kdy na záření nejvíc reaguje kostní tkáň.

V posledních letech bylo poukázáno také na nebezpečí z radioaktiv
ního uhlíku C 14, který vzniká účinkem neutronů na dusík v ovzduší.
Veliká množství neutronů vznikají zejména při explozích vodíkových
pum. Neutrony reagují s jádry dusíku podle rovnice

„NEL nl = C4 + ,H!

kde » značí neutron (má atomové číslonulové a hmotovéčíslo 1).

Poločas radiouhlíku C 14 je 5700 let. Uhlík je v přírodě všudypřítom
ný, takže právem je poukazováno na to, že C 14 by mohl být nejvíce
nebezpečným zdrojem trvalého zvyšování radioaktivity v biosféře, tj.
v oblastiživotakolemnás. Poukázalna to např.akademikSacharov
au nás F. Herčík. Poměrněznačná část radiouhlíku Č 14 se dostává
do kostí (asi 4 %; poločas vylučování je 180dní). Právě selektivní (výbě
rové) zachycování radiouhlíku v kostech mohlo by se stát vážným ne
bezpečím pro celé lidstvo, kdyby znovu byly prováděny výbuchy me
gatunových (tj. vodíkových) pum. Radiouhlík tvoří s kyslíkem radio
aktivní kysličník uhličitý, který je vdechován rostlinami i živočichy.
A tak by se celá biosféra mohla postupně kontaminovat (znečistit)
nejen radioaktivním stronciem, ale také radioaktivním uhlíkem.

Jedině trvalý zákaz jaderných zkoušek může odstranit toto nebezpečí
pro celé lidstvo.

4) Genetika je nauka o dědičnosti a proměnlivosti organismů.
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Inž. dr. Václav Šindelář, Praha:

Mezinárodní praktická teplotní stupnice

Úvod

Již v roce 1927 byla mezinárodně přijata teplotní stupnice, jejíž
definice byla založena tehdy na nejvyspělejších poznatcích v oboru
termiky. Jejím přijetím a zavedením byla odstraněna neshoda v tep
lotních údajích podle rozdílných teplotních stupnic. Od té doby ovšem
rychle pokračoval i vývoj měřicí techniky, byly získány a shromaždo
vány různé nové poznatky. Podle nich musela i teplotní stupnice ve
svých zásadách doznat různé změny. Dnešní Mezinárodní praktická
teplotní stupnice je založena na definici revidované v roce 1948. V mi
nulém roce (1960) bylo znění této definice doplněno, viz např. Zprávy
z XI. generální konference pro míry a váhy, konané v říjnu 1960 v Pa
říži. V dalších odstavcích se krátce seznámíme s hlavními zásadami této
stupnice.

Hlavní teplotná body

Mezinárodní praktická teplotní stupnice spočívá na šesti teplotách, jež
jsou po její délce „umístěny“ nerovnoměrně. Jde o teploty určitých
termodynamických rovnovážných stavů, jež lze za předepsaných pod
mínek kdykoliv a kdekoliv reprodukovat. Dobrá a spolehlivá repro
dukce těchto teplot je velmi důležitá, protože tvoří vlastně etalonový
základ termometrie. Těchto šest teplot nazýváme hlavními teplotním
body. Teploty na této mezinárodní stupnici vyjadřujeme ve stupních
Celsia, jež značíme “C. Chceme-li značkou připojenou u teplotních hod
not jednoznačně vyjádřit, že jde o údaje právě v této mezinárodní
(internacionální) stupnici (tj. revidované v roce 1948), pak píšeme “C
(Int. 1948).

Hlavní teplotní body jsou definovány jednak rovnovážnými stavy
při fázových (skupenských) přeměnách vhodných látek při varu, resp.
kondenzaci, při tání, resp. tuhnutí, jednak rovnovážným stavem při
koexistenci (společné, současné existenci) tří fází téže látky. Takový
stav nazýváme také trojným bodem nebo trojbodem. Zatím co teplota
fázových přeměnje závislá na okamžitém působícím tlaku, netřeba tuto
závislost uvažovat u trojného bodu, protože trojný bod nemůže existo
vat než pouze při jedné teplotě a jediném tlaku. Aby mohly být k hlav
ním teplotním bodům, které vyjadřují rovnovážný stav při fázové pře
měně, připojeny přesné údaje jim příslušejících teplot, musí být sou
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časně udántlak, při kterém platí. U pěti z těchto hlavních bodů
u trojného bodu jsme si řekli, že to není třeba - je v definici stupnice
předepsán tlak 1 fyzikální atmosféry (760torů), jež je rovna 1,01325.
„105N. m7? (newtonů na čtvereční metr). Hlavní teplotní body jsou:

bod varu kyslíku —182,97“ C (Int. 1948)
trojný bod vody + 001
bod varu vody 100
bod varu síry 444,6
bod tuhnutí stříbra 960,8
bod tuhnutí zlata 1063

K výčtu hlavních teplotních bodů doplňujeme ještě několik pozná
mek. Především teplota —182,97“C je nejnižší teplotou stupnice. Pro
nižší teploty mezinárodní stupnice není definována. Teplotní oblast
—273,157C až —182,97“ C není tedy do mezimárodní stupnice za
hrnuta.

Trojný bod vody nahradil dříve používaný boď tání ledu (HO), jako
lépe a přesněji reprodukovatelný. Bod u tání ledu, který je definován
jako rovnovážný stav mezi čistým ledem H;O a vodou nasycenou vzdu
chem (při 0“ C) při tlaku 1 fyzikální atmosféry, může být však použí
váno pro běžné účely i nadále, protože jej lze reprodukovat s přesností
až na -+ 0,001 deg. Značky deg zde užíváme pro označování teplotních
diferencí. Přitom rozdíl 1“ C - kdekoliv podél stupnice - je roven 1 deg
(z francouzského degré — stupeň). Označovat teplotní diference ve *C
není totiž dosti výstižné, pokud není diference vztahována k nulovému
bodu stupnice, tj. k 0“ C. Bod tání lze realizovat směsí jemně roztlu
čeného ledu a vody nasycené vzduchem (při 0“ C) uloženou v dobře
tepelně izolované nádobě, např. Dewarově. Přitom je ovšem teplota
směsi v různých hloubkách pod její hladinou různá. K výpočtu rovno
vážné teploty f v hloubce h (v milimetrech) a při tlaku dbodchylném
od normálního barometrického tlaku by= 760 torů můžeme použít
vzorce

bo

Podle nové definice není nulovým bodem mezinárodní stupnice bod
tání ledu, nýbrž teplota o 0,01 deg nižší, než je trojný bod vody. Trojný
bod vody je možno reprodukovat s přesností až na +- 0,0001 deg. Rea
lizace trojného bodu vody provádí se ve skleněných baňkách táhlého
válcového tvaru, do nichž je zatavena souose skleněná jímka, do které
se pak vkládá teploměr zkoušený na tomto teplotním bodě. Baňka se
z větší části naplní velmi čistou, vícekrát destilovanou vodou, když z ní
byl předtím vyčerpán vzduch. Po naplnění se baňka zataví. Tlak, při

t= [001 ( —v) —0,7 10-68.| C. (1)
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němž mohou tři fáze vody koexistovat, je totiž nízký - i zde mají vodní
páry svoji tensi - a činí asi 4,6 toru. Nehledě k přesnosti je zařízení pro
trojný bod spolehlivější a praktičtější než zařízení pro bod tání ledu.
I zde se ovšem bez ledu neobejdeme. ,„Namrazené““ baňky se totiž
uchovávají v ledových lázních, z nichž se vyjímají jen při měření. Tak
se uchovají baňky bez nového namrazování i po několik měsíců. Na
mrazování baňky se provádí tak, že se vodní náplň v baňce zevnitř
otevřené jímky ochladí, např. suchým ledem CO,, až se kolem jímky
vytvoří silná vrstva ledu. Pak se opět z vnitřku jímky ohřátím část
ledového prstence odtaví - takže kolem jímky bude vrstva vody, kolem
ní vrstva ledu a dále až k plášti baňky opět voda. Tak se vytvoří do
statečně velká styčná plocha mezi ledem a vodou. Správná teplota troj
ného bodu je ovšem jen v místě styku všech tří fází (skupenství)
na hladině. Teplotu ťrovnovážného stavu mezi ledem a vodou v hloubce
h (v milimetrech) pod hladinou (tj. pod rozhraním kapalina - pára) mů
žeme vypočítat ze vztahu

t—=(0,01 —0,7.1075.4)"C. (2)
(Pokračování)

Astronomie

Ladislav Sehnal, CSc,Ondřejov:

Umělé družice a kosmické rakety

Po prvém přehledu umělých družic a kosmických raket, který jsme
uveřejnili v 6. čísle minulého ročníku, přinášíme nyní doplněk, který
zachycuje umělá tělesa, vypuštěná do 1. června 1961. Většinou jsou to
typy známé, popsané již v minulém přehledu. U sovětských umělých
družic můžeme pozorovat pečlivou přípravu na let člověka do vesmíru,
který se uskutečnil 12. dubna t. r. Tomuto úspěšnému letu předcházelo
celkem pět těžkých umělých družic, tzv. kosmických lodí. Ty nesly
kabinu, která se vždy po prvém oběhu kolem Země od družice od
dělila.

Rovněž sovětská kosmická raketa, vypuštěná 12. února, se dostala
na předem vypočtenou oběžnou dráhu a proletěla v polovině května
kolem Venuše ve vzdálenosti menší než 100 000 km.
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Z amerických družic se objevuje nový typ Samos, který má špionážní
poslání. Zajímavá je družice Explorer X, která zkoumá magnetické
pole Země. Její perigeum je ve vzdálenosti jen 145 km od Země, ale
družice se dostává pak až do vzdálenosti 192 000 km. Její oběžná doba
je 111 hodin.

Umělé družiceVáhDoba| Výška| SklonDaoí Název9oběhu| perigea| dráhy
vypuštěn kg min km o8.XII.1960| Discoverer

XVIII 950 93,6 230 81,5
31. I. 1961 Samos ? 95 482 90
16. II. 1961 Explorer IX 7 118,4 636 38,9
17. II. 1961 Discoverer XX 1100 95,4 298 80,9
18. IT. 1961 Discoverer XXI 952 93,8 252 80,7
22. II. 1961 Transit III 137 96,3 170 28,4
9. JIT. 1961 Kosm. loď IV 4700 88,5 183,5 64,925.IIT.1961| Kosm.loďV 469588,4178,164,925.III.1961| ExplorerX 35111142?

hod.
8. IV. 1961 Discoverer XIII 193 94 298 90
12. IV. 1961 Vostok 4725 90 181 64,9

(Kosmická
loď VI)

Kosmické rakety

Váh Doba Vzdálenost
ní Název 9 oběhu v periheluvYpusve kg dnů mil. km

12. IT. 1961 Automatická 643,5 291 128,5
meziplanetární
stanice

“ V 4 ,
Ulohy k řešení

Rešitelům

Vypisujeme opět tradiční soutěž o ceny v řešení úloh z matematiky,
deskriptivní geometrie i fyziky.
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Tato soutěž trvá již několik desetiletí. Bývala vypisována nejprve
v příloze k Časopisu pro pěstování matematiky a fyziky, která byla
předchůdkyní dnešních Rozhledů matematicko-fyzikálních. Probíráme-li
se starými ročníky těchto příloh a Rozhledů, setkáváme se v seznamech
úspěšných řešitelů úloh se jmény pozdějších slavných představitelů
české i slovenské matematiky a fyziky, s akademiky i vynikajícímije
dinci technické praxe. Mnohý řešitel se stal autorem příkladů v dalších
ročnících.

Soutěž nekonkuruje ani s matematickou ani s fyzikální olympiádou,
naopak jest jejich vhodným doplňkem. Vítězové MO i FO bývají 1 na
šimi úspěšnými řešiteli.

Řešení úloh provádějte samostatně, každý příklad na zvláštním pa
píru formátu A4, pište jen po jedné straně papíru, každý list čitelně
označte dole celým svým jménem, druhem a místem školy, úplnou
adresou bydliště.

Příklady zasílejte v daném termínu na adresu:

Doc. Ota Setzer, Praha 2, Trojanovaul. 13.

Příklady budou otištěny po částech. Řešení příkladů z tohoto čísla
zašlete nejpozději do konce prosince 1961.

Matematika:

1. Sestrojte rovnoramenný trojúhelník vepsaný do dané kružnice, je-li
dán součet základny a příslušné výšky trojúhelníka. Určete podmínky
řešitelnostil

Josef Glivický

2. Pravidelný čtyřboký jehlan ABCDYVprotněte rovinou jdoucí hra
nou BC tak, aby obě vzniklá tělesa měla stejný objem.

Josef Ghivický

3. Jak musíme v trojčlenu «* + 5x?— c zvolit koeficienty d, c, aby
tento trojčlen byl dělitelný výrazem 1x?+ cr + b za předpokladu, že b,
c jsou reálná čísla různá od nuly?

Stamslav Horák

4. Jestliže v trojúhelníku při obvyklém značení je « = 607, B — 45"
pak o výškách tohoto trojúhelníka platí

VaVe+ VV V2 = 24b.
Dokažte! Stanislav Horák

5. Je dán rovnoramenný trojúhelník ABC, jehož vnitřní úhel při
základně je «. Na rameni AC sestrojme vnitřní bod D tak, aby BD =
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—BA, na rameni BC sestrojme vnitřní bod E tak, aby DE —BA. Jak
velký musí být úhel «, aby CE —AB?

Stanislav Horák

6. Matematickou indukcí dokažte, že pro reálná číslaa > — 1,a=:0
a pro celá n > 1 platí tzv. Bernoulliho nerovnost

(Ii+a)">1l-+n.
Josef Kotyk

7. Průměrná výška kosmické lodi ,„Vostok““ byla 4%— 254 km. Před
pokládáme-li, že oko rozliší ještě dva body od sebe, je-li zorný úhel
aspoň « = 2, určete, jak dlouhé předměty mohl major Gagarin na po
vrchu Země pozorovat: 1. pouhým okem, 2. kdyby byl měl dalekohled
s 500násobným zvětšením. í

Evžen Římam

8. V rovině o je dán rovnostranný trojúhelník ABC, jehož strana má
velikost a — 1. Ukažte, že je možno v rovině o najít nekonečně mnoho
bodů X takových, že všechny tři vzdálenosti AX, BX, ČX jsou ra
cionální čísla.

Jiří Sedláček

Deskriptivní geometrie:

1. Jsou dány různoběžné roviny «, G, v rovině « je dán bod A nele
žicí na průsečnici daných dvou rovin a úsečka délky a. Sestrojté pra
videlný šestiúhelník ABCDEF, jehož strana má délku a tak, aby strana
AB ležela v rovině « a strana CD v rovině B. Prostorové řešeníproveďte
obecně, graficky rozřešte úlohu pro případ, že rovina « je půdorysna,
rovina Óje nárysna, A (0; 6; 0), a = 4,5.

Stanislav Horák

2. Body A, B, Č tvoří vrcholy rovnostranného trojúhelníka a leží
na hlavní kružnici kulové plochy, jejíž poloměr r je dán. Sestrojte prů
měty této kulové plochy, je-li dán bod A, nárys bodu B a souřadnice
X, bodu C.

Stamslav Horák

3. Jsou dány dvě rovnoběžné roviny o, o a úsečky AB, jejíž krajní
bod A leží v rovině o a bod B v rovině o. Úsečka AB není kolmá
k daným rovinám. Sestrojte rotační komolý kužel, jemuž lze vepsat
kulovou plochu a jenž má jednu podstavu v rovině o a druhou v rovině
G, přičemž body A, B leží na obvodech podstav a úsečka AB protíná
střednou kužele v jeho vnitřním bodě.

Karel Přikrý
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4. Jsou dány mimoběžky a, d a mimo ně bod O. Sestrojte rotační
komolý kužel, jehož jedna kruhová hrana se dotýká přímky a, druhá
kruhová hrana přímky d a jehož osa o jde bodem Ó.

Ota Selzer

(Pokračování)

Řešení úloh z minulého ročníku

Uveřejňujeme řešení prvních úloh z minulého ročníku. Autoři jed
notlivých úloh prohlédli všechna zaslaná řešení, ocenili je a navrhli
redakci vhodná řešení k otištění, třeba i po menší úpravě. Řešení dal
ších příkladů budou otištěna v příštích číslech.

Matematika:

1. Jsou-li a; (i = 1, 2,3, ..., n) libovolná reálná čísla,pak platí
l l 1 1

(0Tdz+43+ rem(D4l+i+ +4)an
Josef Brejcha

(Došlo 12 řešení.)

Řešil Karel Hrbáček, 11. A, DSŠ Nymburk:

Při důkazu dané nerovnosti vyjdeme ze známé věty: Jsou-li a (t =
= 1,2, 3, ..., n) kladná reálná čísla, je jejich geometrický průměr g
menší nebo nejvýše roven jejich průměru aritmetickému a;

1 —————— i T- 4- 2.. + 4= ua ms . h=a. (1)
Přitom znaménko rovnosti platí jen pro a, = ds = 43= = an.Podle

1 1 l
této věty pro kladná reálná čísla—,— , ..., — platí

a Az An

n l 1 ji— T-—+ T —
l 1 L < 1 4 AnAA I n

čili (protože na obou stranách nerovnosti jsou kladná čísla)

| Posra nA1U... Un 1 l 1 .—+—+ +
n

IV
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Ale podle uvedené věty takéa+a-+...ta |
1 7 2zVau.az...m. (3)

Z tranzitivnosti nerovností (2) a (3) dále plyne

A1T Aa-T +++ T An n
n —- l l

—F-—+ T —

a| AUn
a odtud již ihned

l l l a(a1T dz+ + dn)(— + — + + —| sn
M U An

Přitom znaménko rovnosti platí právě tehdy, když ay = dz= -.. = dn;
protože i v nerovnostech (2) a (3) platí znaménko rovnosti podle výše
uvedené věty právě v tomto případě.

2. Nad stranami obecného trojúhelníka ABC jsou sestrojeny rovno
stranné trojúhelníky ABC;, BCAy,CAB,. Jakou vlastnost mají úsečky
AAy, BBy, CC?

(Došlo 11 řešení.) Josef Brejcha

Obr. 1

Řešil Jindřich Šilhán, 11. B, JSŠ Svitavy:

Podle 2. věty o shodnosti trojúhelníků platí
A ABB,= A ACC,

přičemž A ABB, vznikne z A ACC otočením o 60“. Proto jsou úsečky
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BB, a CC, shodné a přímky, v nichž leží, svírají úhel 60“. Stejnou délku
jako předešlédvě mái úsečka AA,, protože A ABA, jeshodný s AC;BC,
a také tato úsečka svírá s předešlými úhly 60“. Označme S, průsečík
přímek CC; a AAy, S, průsečík přímek CC; s BB, (obr. 1). V A CS,B
je X CS;B = 120%,CB = a; dále pro zjednodušení položme © S,BČ =
= «a'.Podobně v trojúhelníku CS,4, je X CS,A, = 609,CA; = ČB =
= a. Ze shodnosti trojúhelníka BCB, s trojúhelníkem A,CÁ plyne
X CAS, = «. Z trojúhelníka CS,B vypočteme pomocí sinové věty:

sinoCS,=—.
sin 60

Sinovou větou určíme z A CAS;
sin a'

1770000004275+sin 120“

Ježto sin 120“ = sin 60%,je CS, — CS;; body S, a S, nemohou ale
ležet každý na opačné straně bodu C, musí tedy tyto body 84, S, sply
nout. Proto přímky AA,, BB, i CC, procházejí týmž bodem, který leží
uvnitř A ABC, jsou-li všechny jeho úhly menší než 120%,nebo vně
A ABC, je-li jeden z jeho úhlů větší než 120“, nebo splývá s vrcholem,
při němž leží vnitřní úhel 120“.

3. Nad stranami pravoúhlého trojúhelníka ABC jsou sestrojeny čtver
ce ABDE, BCFG, CAHI, nad vzniklými úsečkami DG, FI, HE opět
čtverce DGKL, HEOP, FIMN a nad úsečkami KN, MP, OL čtverce
KNOR, MPST, OLUV. Jakou větu lze vyslovit o obsazích tří posledně
- » v o 0
jmenovaných čtverců! O. Cochsmeyer

v něm.časopiseArchimedes
(Došlo 13 řešení.)

Řešil Jiří Jedlička, učeň radiomechan., Praha:

OznačmeBC = a, CA = b,AB = c. Ze shodnosti trojúhelníků ABC =
= IFC vyplývá, že X FIC = «, a proto X HIM = « HÁE. Z kon
strukce bodů M, E plyne potom AIMH = AAEH a odtud HM =
—HP, tj. trojúhelník MHP je rovnoramenný.

Označíme-li X IHM — x AHEÉ= e, je X MHP = 180* — 2 e a
X HMP = 3 (180?—X MHP) = e, tzn. IH || MP. Jsou-li I,, H; prů
měty bodů I, H do úsečky MP, je

XIMI=a=>Ml=b
LH, =b => MP=4b.
HP =2b

Úplně analogicky se dokáže: KN = 4a.

Sestrojíme-li (viz obr. 2) obdélník WXYZ,platí
X WMN=90—au=fA>WH =b,
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APXOA A HH,P=> PX = HH,=a, X0 = HP =2b.
Podobně ZK = b, ZL = 2a. Je tedy

WX= 244 44=>LY=4| -Tao 2 2WZ4122 0Yda |> =160"+165
U

VZ »
1 Í

| |

I D I
R K i

£ i
OA BEg (0Ko A |

a NICE C |
| 1 OH i

I JE i-LŽÍ | JjMOH PV A

r S

Obr. 2

Lze tudíž vyslovit větu:
Obsahy uvažovanýchčtverců jsou šestnáctinásobky čtverců nad „,při
lehlými““stranami pravoúhlého trojúhelníka.

Odtud vyplývá 1rozšíření Pythagorovy věty pro uvažované čtverce.
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Poznámka redakce:Řešitelé používali buď jen podobnosti trojúhelníků
nebo vlastností z trigonometrie a v jednom případě i komplexních čísel.

4. Různá přirozená čísla v počtu » p rozepišeme do 1 řádek ap
sloupců. V každém řádku určíme největší číslo, nejmenší z těchto ma
xim označíme a; v každém sloupci určíme nejmenší číslo a největší
z těchto minim označíme b. Které z čísel a a b je menší, které větší?

F. Gattier
ve francouzském časopise Le facteur X

(Došlo 10 řešení.)

Řešil Emil Kraemer, 11. B, 27. JSŠ Praha 6:

Řešení. Uvažujme čtyři možnosti vzájemných poloh čísel a a b:
1. Čísla a, b jsou v různých sloupcích a v různých řádcích. Označme

« číslo ležící v témže řádku jako číslo a a v témže sloupci jako číslo 5.
Z textu plynou podmínky
b<x1,a > xaznich a > b.
V uvažovaném případě tedy platí vztah a >>b.
2. Čísla a, b leží ve stejném řádku, ale v různých sloupcích.
Potom opět z textu plyne podmínka a >>bd.
3. Čísla a, b leží v různých řádkách, ale ve stejném sloupci.
Z textu zase vyplývá b < a.
4. Čísla a, b leží ve stejném řádku i ve stejném sloupci, tedy splývají.
Potom zřejměplatí vztah a = b.
Odpověď. Vždyplatí a = b.
Poznámka redakce. Úvahy,s kterými jsme se seznámilive 4.

úloze,nejsou jenom samoúčelným problémem.Vyšetřování řádkových maxim
a sloupcových minim v obdélníkovém schématu má totiž konkrétní význam
v tzv. teorii her. V posledních desetiletích se zabývá teorií her řada matema
tiků zahraničních i československých; ukazuje se, ža má tato nová mate
matická disciplína velký význam nejen v rekreační matematice, ale 1v eko
nomii, ve vojenství apod. Zájemce o teorii her můžeme odkázat na populár
něpsanouknížkuJ. D.Williamse „The Compleat Strate
g yst““; knížka vyšla r. 1960 též v ruském překladu (Soveršennyj strateg)
a tento překlad je k dostání také u nás.

5. Jsou-li a, k přirozená čísla (k == 1), sečtěte n členů řady

1 o, 1 +aFDaF2. (a+k) (a+2)(a+3). (aeTkT)
1

TGT8G14. GTRTY
(Došlo 10 řešení.)

Řešil Karel Hrbáček, XI. A, DSŠ Nymburk:
Obecný člen dané řady

Josef Kotyk
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l
"mGr marm+1 (a+ k+m-])

lze psáti v tvaru

i- | 1m T armarm+i1. (a4krm-2.
1(a +m+1)(a+-m-2)n

Dosazujeme-li postupně m = 1, 2,3, n a sčítáme, vychází

Sn= UT 4+4 + T mn

g I | 11 k—1'((a+1)(a+2) (a+k
l

(a+n+ bB(a+n1n-+2) GTETRTT|
Poznámka autora. Výraz je v uvedeném tvaru způsobilý, abychom při

pustili také n-—>o.Řada se pak stane nekonečnou a má součet s —lim Sr.
H—D>00

Poněvadž lim 1 = 0)n—>oo(a+ n+I)(a+n1n+2)...(a + k+ 1-1)
l 1

jestS= T GIDGaT3 (GXE-D
6. Dálkoměrem byly v osmivteřinových intervalech změřeny vzdá

lenosti od pozorovatele i — 2600 m, I, = 3200, I; — 4200 m letadla,
letícího rovnoměrně přímočaře. Určete jeho rychlost a) obecně, b) po
četně pro daný případ, c) graficky.

Miroslav Menšík
(Došlo 15 řešení.)

Řešil Emil Kraemer, 11. B, 27. JSŠ Praha 6:

a) Jak je patrno z obr. 1, v A XAČ známe dvě strany a těžnici
ke třetí straně, kterou máme určit výpočtem (A XAC doplněn na rov
noběžník XADC) V A XCD známe všechny tři strany, vypočteme si
tedy cos £« DXC = cos g kosinovou větou:

l —4h+k— 4hi;cosy,
o3+4k-B

cos© = 4LU

1) O pojmu limity mohou čtenáři nalézt přístupné poučení v článku inž.E. Kriegelsteina „Uvoddodiferenciálního počtu“
v Rozhledech, roč. 39, čís. 8, str. 345 až 355.
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Dále je
2 4,$=AB=BC=|B+4ozn- n —2344

kde ovšem je

Obr. 4

s
Označíme-li t čas, za který urazí letadlo dráhu s, je rychlost v = T

Tedy 2
=|Vk—28+4 2

t p 2
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b) Nyní dosadíme l; = 2600 m, I; = 3200 m, l; — 4200 m, f = 8s.

p | 4200 —2 . 3200?+ 2600? 1m 5 5 msi = 175m/s —620km/hod.

c) Grafické řešení spočívá v sestrojení trojúhelníka ACX, známe-li
dvě strany XA = 4;, XC = U a těžnici ke třetí straně AB ==
(obr. 2). Pak polovinu sestrojené strany AC rozdělíme na 8 shodných
úseček. Jestliže jsme rýsovali v určitém měřítku v příslušných jednot
kách, je velikost této úsečky číselněrovna rychlosti letadla.

7. Beztabulek určete hodnotu výrazu

tg 9" — tg 277 — tg 63" + tg 81"

Attila Meskó, Budapešť
(Došlo 16 řešení.)

Řešil Jindřich Šilhán, 11. B, JSŠ Svitavy:

Označmedaný výraz V a upravmejej:

V =1tg9* + cotg 97 — (tg 277 + cotg 27")

Pro další úpravu odvoďme vzorec:

sin « COS l 2
tg x —+cotg a = T — -7 — =COS« sin « sin X COS« sin 2«

Potom:

„2 2 Sině4“—sinl8“
sin 18" in549 © sin 18".sin 54?

sin 18“ cos 36"
— 4 — 4

sin 18“ . cos 36"

(Pokračování)

Matematické zábavy

Kdo měl pravdu?

Učitel matematiky dal žákům za úkol sestrojit a vystřihnout síť
krychle o hraně délky 5 em. „„Je velmi mnoho různých sítí krychle,“
pravil, „„přemýšlejte o svém úkolu, ať přinesete pokud možno každý
jinou síť.“
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Příští hodinu dal učitel sebrat vystřižené sítě. Žák, který je sbíral,
kladl na sebe ty sítě, které se kryly; nakonec leželo na stole 11 hromá
dek. „„Všechno?““ptal se učitel. ,„Ano,““ odpověděl žák, „všichni ode
vzdali.““ „„No, to jste se příliš nenamáhali,““ bručel učitel nespokojeně,
„je vás tu 35 a sestrojili jste jen 11 různých druhů sítě.“ Žáci se však
bránili, že žádnou další síť už nemohli objevit.

Rozhodněte sami: byla oprávněná učitelova nespokojenost, nebo měli
pravdu žáci“

Doc. Jan Vyšín

Fysikdlní zajímavosti

Inž. Ladislav Smrž, ÚN,SMS,Praha:

Je sklo tekutina?

Z fyzikálně chemického hlediska pokládáme sklo za pevný, přechla
zený roztok dvou nebo více křemičitanů s nadbytečným kysličníkem
křemičitým. Je to tedy kapalina s velmi vysokým vnitřním třením.
Důkazem je tu okoln: i, že sklo nemá jako jiné pevné látky přesně
definovaný bod tá:“ Zahříváním nejprve měkne, jako např. vosk, a
potom zvolna taje. Jeho vnitřní tření kontinuálně klesá se stoupající
teplotou.

Podle toho musí tedy pro sklo platit elektrolytické vedení elektric
kého proudu jako u jiných kapalin, kde jsou nosiči elektrických nábojů
kladné a záporné ionty. Bylo to dokázáno zajímavým pokusem, při
němž je použito skleněné baňky obyčejné žárovky s wolframovým
vláknem, bez jakékoli plynové náplně.

Uspořádání pokusu znázorňuje obr. 1. Spodní část baňky žárovky je
ponořena do tekutého čilského ledku (NaN0O,)roztaveného při teplotě
asi 310“ v železné nádobce A plamenem plynového kahanu. Žárovka
je normálně žhavena stejnosměrným proudem. Železná miska je přes
ochranný odpor R připojena ke kladnému pólu pomocného zdroje na
pěti B (např. k akumulátorové baterii). Tohoto zdroje není třeba, je-li
napětí použité pro žhavení vlákna žárovky samo dostatečně vysoké,
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např. 220 voltů. Pak je nádobka A spojena přes odpor R přímo ke
kladnému pólu žhavícího napětí.

Podívejme se na mechanismus vedení elektrického proudu v této
části obvodu. Z wolframové spirálky žárovky, která zde tvoří katodu
K, prochází elektrický proud jako proud elektronů až k vnitřní stěně
skleněné baňky. Její stěnou prochází již
však jako proud elektrolytický. Pozitivně
nabité ionty sodíku putují směrem od že- Bleznénádobky,kterájezdeanodouA,© Hyl:=ZLLE
sklem baňky až na její vnitřní plochu,
kde se slučují s elektrony a tím ztrácejí
svůj kladný náboj. Stávají se z nich ne
utrální atomy, které se již mohou zů
častnit chemických reakcí, vytvářet usa
zeniny anebo se měnit v plyn. V žárovce
se usazují neutrální atomy sodíku na vni
třních stěnách její baňky jako kovový
sodík, který se vzápětí vypařuje a sráží A
se na chladnějších místech žárovky, např.
na hrdle její baňky v podobě lesklého
zrcadlového povlaku.

Je to jednak důkazem iontového ve- Obr. 1
dení elektrického proudu sklem, jednak
1 toho, že ionty mohou za příznivých okolností, např. při do
statečně silném elektrickém poli, procházet i velmi tuhými tekutinami,
mezi které patří též sklo.

Evžen Ří man CSc,Praha:

Kto skor?

Matka doniesla synom raňajky. Každý dostal šálku do troch štvrtín
naplnenúů horúůcimčajom a jeden deciliter studeného mlieka vo zvlášt
nej nádobke. ,„Chlapci, dolejte si mlieko do čaju, ale piť smiete začať
až vtedy, až bude nápoj dostatočne ochladený,“ hovorila a odišla.

Jožo, ktorý sa ponáhlal za kamarátmi, vlial mlieko ihneď do šálky
a miešal nápoj lyžičkou. Peťo miešal niekolko minút len horúci čaj
a len potom vlial mlieko do šálky. Ktorý z nich mohol začať raňajkovať
skór? (Ináč povedané: Čí nápoj sa skór ochladil na teplotu po
vedzme 50" C*?)
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Matematická olympiáda

Jak probíhal desátý ročník MO

V devátém čísle minulého ročníku přínesly Rozhledy vzpomínkový
článek k desátému výročí Matematické olympiády“). Dnes si chceme
podrobněji všimnout průběhu desátého ročníku MO, který byl ročníkem
jubilejním a probíhal na našich středních všeobecně vzdělávacích a od
borných školách v uplynulém školním roce.

Jako v předcházejících ročnících byla i tentokrát soutěž rozdělena
do tří kol, přičemž nejvyšší kolo se týkalo jen studentů nejvyšších tříd
středních a odborných škol. Kolo první mělo charakter přípravný a pro
bíhalo v podstatě přímo na školách. Kolo druhé má vždy podobu pí
semné školní práce, při které účastníci řeší čtyři zadané úlohy. V desá
tém ročníku se druhé kolo konalo po celé republice v neděli dne 9. dub
na 1961 pro kategorie A, B, C a v neděli dne 16. dubna 1961 pro
kategorii D.

Na závěrečné třetí kolo bylo do Prahy pozváno 80 nejlepších řešitelů
z celé republiky, kteří byli vybráni z úspěšných účastníků druhého kola
kategorie A. Třetí kolo se konalo v sobotu dne 20. května 1961 dopoledne
na matematicko-fyzikální fakultě Karlovy university a uzavřelo jubi
lejní ročník této celostátní matematické soutěže. Sobotní odpoledne bylo
pak věnováno tradiční besedě s řešiteli MO 1 s širší veřejností školskou1mimoškolskou.Besedasekonala© jakoobvyklenamatematicko
fyzikálnífakultě,řídilji akademik Josef Novák a mělaten
tokrát zvlášť slavnostní ráz. K mladým olympionikům promluvil mi
nistr školstvía kulturydr. František Kahuda, jménemJed
noty čs.matematikůa fyzikůje oslovil akademik Vladimír
Kořínek, profesor Karlovy university, a o studiu na technice je
informovalkandidát technickýchvěd prof. dr. inž. Bohumil
Kvasil, prorektor Českého vysokého učení technického. Úspěšnou
práci řešitelů MO ocenila v závěru též zástupkyně ČSM. Při diskusi,
která byla součástí besedy, se přítomní studenti zajímali o otázky sou

1) Je to článek „„Deset let Matematické olympiády““, který vyšel na str
429 až 431 v 9. čísle našeho časopisu, roč. 39.
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visící s MO i o možnosti dalšího vysokoškolského studia. V sobotu
večer navštívili všichni řešitelé třetího kola divadelní představení v Ty
lově divadle v Praze.

Jména vítězů třetího kola přináší náš časopis na jiném místě. Srdečně
jim blahopřejeme a doufáme, že o nich v budoucnu ještě častěji usly
šíme v souvislosti s matematikou.

Pro informaci čtenářů uvádíme závěrem texty čtyř úloh, které byly
zadány ve třetím kole uplynulého ročníku MO:

1. Je dána posloupnost
1, 2,2, 3,4, 3, 4,4,4,4, 9,.
Vypočítejte její ticící člen.

2. Je dán pravoúhlý trojúhelník APG s přeponou AP. Sestrojte čtverec
ABCD tak, aby přímky BC, CD procházely po řadě body P ©. Vyjádřete
délku strany čtverce ABCD pomocí délky odvěsny daného trojúhelníka.

3. Dva cyklisté vyjedou současně z téhož místa kruhové dráhy a jezdí
Dotéto dráze v opačných smyslech, první stálou rychlostí c, m/s, druhý stálou
rychlostí c, m/s. Kolikrát se potkají v době, v které první cyklista objede
kruhovou dráhu n-krát? Proveďte výpočet pro cx,= 10, c, = 7, n = Il.

4. Je dán čtverec ABCD, jehož strana má délku 1. Vrchol X proměnného
rovnostranného trojúhelníka X YZ leží na polopřímceAB, vrchol Y na úseč
©»AD, vrchol Z na polopřímce DC.

Zuštěte, jak závisí délka strany trojúhelníka XYZ na vzdálenosti AX.
Odtud vypočtěte, který z trojúhelníků XYZ má nejmenší a který má nej
větší obsah.

Sedláček, CSc,Praha

Vítězové X. ročníku Matematické olympiády
(šk. r. 1966/61)

1. *Karel Příkrý XI. a, svvš,Vyškov;
2. TomášďJech III. b, svvš, Praha 1, Hellichovaul.;
3.—4.Alexandr Groda XL.b, jsš, Praha 8, Kollárovaul.;

Jan Lusk XI. d, svvš, ČeskéBudějovice;
5.—6.Michal Kretschmer XI. b, svvš, Praha 13,Vršovice;

Přemysl Svoboda. IIL. b, svvš, Roudnicen. L.;
7. Pavel Obložinský XI.a, vsš,Bratislava,Palisády;

8.—9.*Karel Hrbáček III. a, svvš,Nymburk;
*Rmil Kraemer XIL.b,jsš,Praha 6,Žukovova;

10.—13.Jiří Lauda XI., a, svvš, HavlíčkůvBrod;
Bolemír Lonek. 4.a,p.š. jadernétechn.,Praha2,Ječnául.
Miroslav Šmuk XL.c, svvš,Ostrava5, Hladnov;
Zdeněk Výborný XI,svvš, Praha6,ul. Pionýrů;

14.—15. Bobumil Král XI. a, svš, Bratislava, Novohradská;
Ladislav Lukšan XL.a, svvš,Ustí n. L.,Naskřivánku;

16.—19.Jan Dobeš XI. a, jsš, Český Těšín;
PavelKrbec III. b, svvš,Beroun;
Karol Macák XI. c, svš,Bratislava,Novohradská;
Dušan Mikloš XI. c, svš, Bratislava,Novohradská;

20. J osef Daneš X. d, svvš,Praha 9.
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Redakce Rozhledů matematicko-fyzikálních blahopřeje vítězům, z nichž
většina jsou čtenáři našeho časopisu a označení hvězdičkou jsou úspěšní ře
šitelé naší soutěže.

Fyzikální olympiáda

Žákům středních všeobecně vzdělávacích

a odborných škol

Ministerstvo školství a kultury spolu s Jednotou československých
matematiků a fyziků a Československým svazem mládeže pořádá ve
školním roce 1961/62 třetí ročník soutěže Fyzikální olympiáda (FO).

Touto soutěží chceme vás získat k hlubšímu studiu fyziky a tech
nických oborů a zároveň vám dát příležitost k tomu, abyste ukázali,
co dovedete. Pro naši socialistickou společnost chceme přitom vyhle
dávat budoucí odborníky ve fyzice a v technických vědách.

Předcházející dva ročníky této soutěže byly velmi úspěšné. Těšíme
se, že i letos budete s nadšením pracovat v třetím ročníku této soutěže.

V této práci Vám přejeme hodně úspěchu.

Ústřední výbor Fyzikální olympiády

Organizace soutěže

Soutěž FO je řízena celostátně Ústředním výborem Fyzikální olympiády
(ÚVFC) se sídlem Praha 1 - Malá Strana, Maltézské nám. 1 (Jednota česko
slovenských matematiků a fyziků). V každém kraji je řízena Krajským vý
borem Fyzikální olympiády (KVFO).

Soutěž je dobrovolná a je určena pro žáky výběrových škol 2. cyklu. Bude
probíhat ve třech kategoriích. Kategorie A je určena pro žáky 3. ročníku
středních všeobecně vzdělávacích škol a 3. a 4. ročníku středních odborných
škol. Kategorie B je určena pro žáky 2. ročníku a kategorie C pro žáky 1. roč
níku všech středních výběrových škol.

Učast v kategorii pro vyšší třídu může žáku z nižší třídy povolit vyučující
učitel s referentem pro FO na škole. Tyto mimořádné případy ohlásí referent
KVFO.

Soutěž v kategorii B a C probíhá ve dvou kolech, v kategorii A ve třech
kolech.
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V prvém kole mají soutěžící za úkol do 17. února 1962 řešit 9 úloh a pro
studovat samostatně fyzikální téma. Řešené úlohy-odevzdají soutěžícísvému
učiteli fyziky v těchto termínech:

úlohu prvou až třetí nejpozději do 30. listopadu 1961,
úlohu čtvrtou až šestou nejpozději do 6. ledna 1962,a
úlohu sedmou až devátou nejpozději do 17. února 1962.

Za úspěšnéhořešiteleprvého kola bude považován ten žák, který
úspěšně rozřešíaspoň 6 úloh. Experimentální úlohu, která je v každé katego
rii uvedena pod číslem 9, musí každý soutěžící řešit.

Pozvánína druhé kolo dostanekaždýřešitel od KVFOprostřednict
vím ředitelství své školy.

Druhé kolo proběhne ve dvou půldnech za učitelského dozoru. V jednom
půldní bude úkolem rozřešit tři teoretické úlohy v době tří hodin. V druhém
půldni bude úloha experimentální. Jedna z úloh - teoretická nebo experi
mentální - bude z fyzikálního tématu zadaného k prostudování.

Učastník druhého kola, který rozřeší úspěšně aspoň dva příklady, bude
úspěšným řešitelem. Nejúspěšnější řešitelé ve všech kategoriích budou od
měněni věcnými cenami. .

Z nejúspěšnějších účastníků druhého kola kategorie A vybere UVFO na
návrh KVFO nejvýš 80 soutěžících ze všech krajů k účasti na třeřímkole
soutěže.

Řešení úloh piště čitelněa v úhledné úpravě nalisty formátu A4. Každou
úlohu vypracujte na samostatném listu papíru, pomocné obrázky nebo ná
črtky schémat k řešenéúloze proveďte tužkou.

Řešení úloh doprovoďte vždy slovním výkladem tak, aby každý porozu
měl vašemu myšlenkovému postupu. Úloha bez slovního výkladu se hodnotí
jako nevyhovující.

V obecném řešení provádějte rozměrové zkoušky; při numerickém řešení
uvádějte jednotky (viz vzorová řešenív brožuře Fyzikální olympiáda roč. I.).

Při řešení úloh se opírejte především o učebnice fyziky. Váš učitel fyziky
nebo referent FO vám poradí i jiné vhodné studijní pomůcky. Jednota
československých matematiků a fyziků vydává pro vás časopis Rozhledy
matematicko-fyzikální, v němž najdete také další zprávy o soutěži.

Úlohy pro první kolo FO
Kategorie A

1. Železná koule plave na rtuti. O kolik procent svého objemu se vynoří
ze rtuti, nalijeme-li na ni tolik vody, aby byla celá ponořena?

2. Kulové duté zrcadlo má středový úhel 2x; krajní paprsek rovnoběžný
s optickou osou se odráží do bodu A (obr. 1). AF se jmenuje podélná
aberace, FB příčná aberace. VypočtěteAF a FB pomocír
a úhlu «. Dále určete, kdy jsou obě uvedené vady rovny nule.

3. Otevřená nádoba se zahřeje na teplotu 727“ C. Kolik procent hmoty
vzduchu zůstane v nádobě ve srovnání s množstvím, které tam bylo při
09 C? Roztažnost nádoby zanedbáváme.

4. Z bodu A nakloněné roviny (úhel sklonu B) je vrženo těleso rychlostí
v pod výškovým úhlem « (obr. 2) v rovině nákresné. Určete

a) vzdálenost místa dopadu od bodu A (měřeno po nakloněné rovině);
b) pro jaký úhel « bude tato vzdálenost největší.
5. Dvě kuličky stejného poloměru a stejné váhy jsou zavěšeny na nitích

tak, že se vzájemně dotýkají. Předá-li se této soustavě náboj 4. 107 C,
vzdálí se kuličky od sebe tak, že nitě svírají úhel 60“. Jsou- kuličky po
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nořeny v petroleji (€+— 2), úhel nití se zmenší na 54%. Určete hustotu
materiálu kuliček! Hustota petroleje je 800kg/m“ a vzdálenost bodu závěsu
od těžiště každé kuličky je 0,2 m. Řešte nejprve obecně.

6. Šest článků akumulátoru, z nichž každý má EMS 2 V a vnitřní odpor
0,04 0, je spojeno sériově po třech ve dvě skupiny, které jsou spojeny
paralelně. Do obvodu je zapojena žárovka o odporu 11 © pomocí železného
vodiče o délce 470 em a o průřezu 0,5 mm?. Určete množství tepla, které
vznikne za 1 minutu a) v celém obvodu; b) v žárovce; c) v železném vo
diči; d) v baterii; e) v jednom článku akumulátoru. (Měrný odpor železa
o—=0,10.mm?/m.)

7. Do obvodu sestávajícího z měděného vedení o průřezu 8; = 3 mm,
je zapojena olověná pojistka s průřezem drátu S, — I mm*?.O kolik se
zvýší teplota měděného drátu při přepálení pojistky? Předpokládáme, že
děj trvá tak krátkou dobu, že všechno teplo přejde na zahřívání obvodu.
Potřebné konstanty vezměte z tabulek.

8. Pružný míček se odráží od vodorovné pevné plochy tak, že nabude
p % výšky, ze které spadl. Určete

Obr. 1 Obr. 2

a) číslo p, jestliže míček byl volně spuštěn z výšky h a doba jeho pohybu
až do úplného zastavení na vodorovné rovině byla ť;

b) rychlost, kterou musí být míček mrštěn, aby se odrazil do původní
výšky h.
Odpor prostředí zanedbáváme.

9. Zjistětecharakteristikudvourůznýchžárovek. Charakteristi
ka vodiče je křivkazávislostiproudu na napětí, tj. závislostiI —f(U).
Nakreslete schéma zapojení, kterého použijete ke změření charakteristiky.
Měřenísestavte do tabulek a sestrojte graf.
Literatura:Z. Horák, Praktická fyzika, SNTL,Praha 1958.

Kategória B

1. Vzdialenosť stredu Zeme od stredu Mesiaca je r. Hmota Zeme je p-krát
váčšia, ako je hmota Mesiaca. Zistite, kde sú príťažlivé sily Zeme a Me
slaca v rovnováhe a udajte polohu tohto miesta vzdialenosťou r od stredu
Zeme. Za aký čas a s akou rýchlosťtou by obletela družica našu Zem po
kruhovej dráhe s polomerom r, ak Mesiac by neexistoval. Riešte najprv
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obecne, potom použite číselné hodnoty: r = 3,84. 105m, p = 81,5; R =
= 6,37.. 105m, g — 9,81 ms-?, kde R je polomer Zeme a g je ťarchové
zrýchlenie na povrchu Zeme. ,

2. Plný ocelový valec (kruhový a priamy) má priemer ď a dlžku /. Máme

ho dostať z vodorovnej roviny, po ktorej sa móže valiť na inůúohA< 5
vyššie ležiacu vodorovnů rovinu cez hranu jednostupňového schodu ták,
aby určitá povrchová priamka valca splývala s hranou schodu počas celej
manipulácie a sila, ktorou pritom pósobíme, bola vždy v priamke pretína-.
júcej geometricků os válca a bola na ňu kolmá.

V akom smere máme tlačiť (prípadne ťahať) valec, aby sila, ktorou po
čiatočne pósobíme, bola a) rovná váhe valca, b) najmenšia možná?

Aká je velkosť sily v prípade b)? Mení sa sila počas procesu dvíhania
a či nie, keď A) zachováme jej póvodný smer, B) v každej polohe valcamánajmenšiumožnůvelkosť?(Opíšteaodóvodnite!)© Akáprácasevy
koná pri prevádzaní úlohy v prípadoch A a B?

Udajte príklady z vlastnej skúsenosti, keď išlo v podstate o konanie,
ktoré je predmetom tejto úlohy.

Nech d = 50 cm, / = 1,26m, h = 15 cm. Neudané, ale pre výpočet po
trebné číselné hodnoty materiálových a iných konštánt nájdite vo vhod
ných tabulkách. Pri počítaní všetky numerické hodnoty veličín nech už
od začiatku sú vyjadrené v jednotkách sústavy MKSA.

3. Naklonená rovina o dlžke Zmá dve časti: horná je pokrytá kovom
a dolná drevom (dubom). Povrchy sú suché. Vo vertikálnom reze s naj
věčším spádom pripadá na vodorovné meranů vzdialenosť z = 9,20 m, stů
panie h —4,09 m. Prepona príslušného pravouhlého trojuholníka je práve
dlžka 7. Keď u horného okraja hornej časti položíme kludne (bez počiatoč
ného nárazu) na naklonenů rovinu kovový kváder (napr. o rozmeroch 2,
3 a 4cm), nastane pohyb. Prečo nastane a aký je to pohyb? Pri akom
pomere dižok jednotlivých častí možno dosiahnuť, že kváder samočinne sa
zastaví práve na konci dráhy 7? Aký čas je potrebný na vykonanie celej
tejto dráhy? Aká bola najváčšia rýchlosť počas celého pohybu? Pre koefi
cienty vlečného trenia najdeme v literatúre: kombinácia kov-kov f; = 0,20,
kombinácia kov-dub f; = 0,60.

4. Na hadici požární stříkačky je nasazen kovový nástavec délky 800 mm;
průměr kruhového otvoru se podél nástavce zúží ze 75mm na 20 mm.
Stříkačka dává za 5 min. 3,3 m* vody. Jakou rychlostí proudí voda kraj
ními průřezy nástavce ve vodorovném směru? S jakým přetlakem (vzhle
dem k atmosférickému tlaku) proudí voda z hadice do nástavce? Vyjádřete
jej v technických atmosférách. Ve vhodném měřítku znázorněte graficky
průběh rychlosti proudění a přetlaku vody podél nástavce (narýsujte graf
na milimetrový papír).

5. K sklenenej banke o objeme 1,000 ecm*je pritavena kapilára o prie
mere 0,43 mm a o dížke 20 cm. Banka a čast kapiláry v dížke 30 mm je
vyplnená pri teplote 15“C a) ortuťou, b) vodou.

A. Pri akej teplote jednotlivých kvapalín bude nimi vyplnená celá ka
pilára? Rozťažnosťskla zanedbejte. Posůďte podmienky,

B. Navrhnite vhodný objem banky pre kapiláru o dlžke 30 cm, aby pri
naplnení ortuťtou sme získali teplomer v rozsahu —15“ C až +150" C.
(Stupnica nech sa začíná 1končí 2 cm ďaleko od koncov kapiláry.)

6. Ocelová obruč byla naražena na kolo železničního vozu při teplotě
1, = 3007 C. Vypočtěte namáhání obruče v tahu při teplotě to = 20" C, při
průřezu obruče 20 cm*?.Modul pružnosti oceli v tahu je B — 2,1.. 106kp/em?,
délková roztažnost oceli « — 12. 10—*deg-*. Řešte nejprve obecně, pak
numericky.
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7. Sklenená nádoba je pri teplote f — 10“C úplne naplnená ortutou a
majú spolu hmotu M; = 14,5000 kg. Po zohriatí na fo = 307C má ortuť
s nádobou hmotů M, = 14,4375 kg. Aký je objem nádoby pri 0“ Č, ak
súčinitel objemovej rozťažnosti skla je « — 0,000 024 55 deg—", ortuti je
B = 0,000 180 18 deg—*,a hustota ortuti pri 07 C je 00 = 13,598 gem—*?

8. Kúsok medi o teplote 100“C se ponorí do 200 g vody v kalorimetru
o tepelnej kapacite 0,015kcal/deg; póvodná teplota vody a kalorimetru je
15,0“ C, konečná teplota je 17,5“ C. Opakujeme pokus tak, že nahradíme
vodu inou kvapalinou rovnakej hmoty a počiatočnej teploty 16,5“C; vý
sledná teplota je potom 19,07C. Určite merné teplo kvapaliny.

9. Určite merné teplo telieska neznámeho zloženia, prizerajúc na tepelnů
kapacitu kalorimetra.

K dispozícii máte: kalorimeter, merané teliesko, teplomer, váhy, destilo
vanů vodu, zdroj tepla (varič).

Tvar meraného telieska možno upravit.

Kategorie Č
1. Posuďte a vysvětlete, jsou-li správné závěry v úlohách:
a) Motocyklista jede z místa A do B průměrnou rychlostí 40 km/h a

vrací se z místa B do A průměrnou rychlostí 60 km/h. Jeho celková prů
měrná rychlost“je 50 km/h.

b) Míč je vržen počáteční rychlostí vo svisle vzhůru a dosáhne za dobu ť
výšky h.

Bude-li vržen počáteční rychlostí 2 vo,dosáhne za dobu 27 výšky 2 h.
2. Motorista jede rychlostí 80 km/h. Ve vzdálenosti 50 m uvidí před sebou

překážku. Dovede vůz včas zabrzdit, jestliže jeho reakce na vnější popud
trvá 0,5 s a při dané rychlosti může vůz zabrzdit za 3s? (Řešte nejprve
obecně.)

3. Raketa je odpálena svisle vzhůru se zrychlením 40 m/s*; palivo vyhoří

za 2 minuty. i Jak vysoko raketa vyletí? b) Za jak dlouho po vypálení sevrátí na zem ? Řeštenejprve obecně. Odpor vzduchu zanedbejte (g — 10m/s).
4. a) Na rovnoramenných vahách je vyvážena nádoba s vodou. Poruší se ;

rovnováha, když do vodý ponoříme prst? Vysvětlete.
b) Na jedné misce rovnoramenných vah je stojan s dlouhým vodorovným

ramenem, na jehož konci je na tenké niti zavěšen kovový válec nad druhou
miskou vah. Na druhé misce vah je nádoba s vodou; váhy jsou v rovno
váze. Prodloužíme-li závěsnou nit tak, aby celý válec byl ponořen ve vodě,
rovnováha se poruší. Vysvětlete, «) proč se rovnováha poruší, B) jakým
závažím a na kterou misku položeným ji obnovíte.

c) Stojan s válcem a nádobka s vodou jsou nyní umístěny na téže misce
vah; na druhé misce jsou vyváženy závažím. Poruší se rovnováha, když se
válec zavěšený na niti «) částečně ponoří do vody?, P) postaví až na dno
nádoby (a nit se uvolní)?

5. Na hladkém stole leží dvě krychle o hmotách m4,m, spojené navzájem
tenkým vláknem. Krychle m, je spojena dalším vláknem, vedeným přes
kladku na okraji stolu, s volně visícím závažím o hmotě M. Určete: a)
zrychlení, se kterým se tělesa pohybují; b) sílu, kterou jsou namáhána
vlákna mezi tělesy M a m, Mma M. Tření a hmoty vláken a kladky za
nedbejte. Řešte nejprve obecně a pak pro m, = 0,20 kg, m; = 0,30 kg,
M = 0,10kg, g = 10m/s.

6. Brzdící síla brzd automobilu se rovná poloviční váze vozu. Určete,
na jak dlouhé dráze s se automobil zabrzdí, je-li jeho počáteční rychlost v.
Sestrojte tabulku a graf závislosti dráhy s na rychlosti v automobilu. Po
stupujte při tom po 10 km/h až do rychlosti 120 km/h (g —=10 m/s?*).Graf
narýsujte na milimetrový papír.
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7. Kulička o hmotě 20 g je vržena svisle dolů z výšky P; = 70cm nad
deskou stolu počáteční rychlostí vo = 2,0 m/s.

a) Do jaké výše by vyskočila po odrazu, kdyby kulička i deska stolu
byly dokonale pružné?

b) Ve skutečnosti se kulička odrazila do výšky h; — 40cm nad desku
stolu. Určete úbytek hybnosti a mechanické energie kuličky po nárazu.
Vysvětlete tento úbytek podle zákona zachování hybnosti a zákona za

TO mj energie. Řešte nejprve obecně, odpor vzduchu zanedbejte (g == 10m/s).
8. Kosmická loď Východ s prvním astronautem J. A. Gagarinem obletěla

Zemi za 89,1 min; na své oběžné dráze měla největší vzdálenost od po
vrchu Země (apogeum) 327 km, nejmenší (perigeum) 175km. Její hmota
byla 4725 kg.

a) Jak se mění na oběžné dráze kinetická a potenciální energie lodi vzhle
dem k Zemi? Vysvětlete podle zákona zachování mechanické energie.

b) Předpokládejme, že místo skutečného pohybu koná loď rovnoměrný
pohyb po kruhové dráze o poloměru rovném aritmetickému průměru nej
větší a nejmenší vzdálenosti lodi od středu Země. Určete rychlost pohybu,
kinetickou energii lodi vzhledem k Zemi, dostředivé zrychlení v jednotkách
n.

c) Jakou přitažlivou silou by v tomto případě působila Země na loď?
Porovnejte s vahou lodi na povrchu Země.

d) Sestrojte ve vhodném měřítku průřez Země a kruhovou dráhu lodi.
Jaký by byl poloměr dráhy Měsíceve zvoleném měřítku?

(Potřebné číselné hodnoty vyhledejte v Matematicko-fyzikájních tabul
kách.)

9. Určete tíhové zrychlení g z měření na nakloněné rovině.
Návod:

a) Sledujte pohyb kuličky po hladké nakloněné rovině asi s = 180 cm
dlouhé při vhodné výšce h (např. 5 cm). K měření si opatřte kuličku z ku
ličkového ložiska o hmotě menší než 30 g. Změřte stopkami dobu pohybu
kuličky po dráze, např. 10 em, 40 cm, 90 cm, 160 cm při stálé výšce na
kloněné roviny. Pro každé měření vypočítejte zrychlení pohybu a; určete
jeho aritmetický průměr z vypočtených hodnot a. Z této hodnoty a z roz

. h
měrů nakloněné roviny vypočítejte tíhové zrychleníg = 34 Měřeníse
stavte do tabulky:
h = cm

Poř. Sk lk ak
číslo (cm) (s) (cm/s?)

1
2
3

a = em/s*, g = em/s?.

b) Opakujte měření pro jinou výšku 4%nakloněné roviny. Určete g opět
z aritmetického průměru hodnot a.

c) Určete g jako aritmetický průměr obou výsledků.
Popište přesně zařízení pokusu a postup měření.

K řešení úlohy si prostudujte úlohu 3 z knihy Laboratorní práce II.
(SPN Praha 1956), str. 62—66.
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Recenze

M. Novák: Exkurze do parní elektrárny

Kniha vyšla jako 10. svazek I. řady Polytechnické knižnice, vydávané
Čs. společností pro šíření politických a vědeckých znalostí, nákladem
SPN v Praze, v roce 1960. Obsahuje 144 stran malého formátu a 74 ob
rázků. Cena 10 Kčs za brožovaný výtisk.

Základními dodavateli elektrické energiednes jsou a ještě dlouho budou
v prvé řadě parní elektrárny, které přeměňují energii získanou spalová
ním uhlí, rašeliny, plynu nebo oleje; budují sepřevážněv blízkosti zdrojů
těchto paliv. Je zajímavé poznat, jak taková továrna na elektřinuvypa
dá a jak pracuje. Mohloby se tak stát na exkurzi, ale k té není vždy pří
ležitost. I když se do takové elektrárny dostaneme, nemůžemevidět vše
chna její zařízení,protože jsou nepřístupná. Uvedená kniha chce takovou
exkurzi nahradit a ukázat činnost parní elektrárny a všech jejich pomoc
ných zařízení.

V první kapitole autor přehledněpopisuje nejprve celou elektrárnu
a podává informaci o jejích jednotlivých částech. Pak popisuje usklad
nění uhlí jako základní suroviny našich elektráren, manipulaci s uhlím
a různá zařízení,která zjednodušují jeho skládání a mechanizují jeho do
pravu až na topeniště. Autor pojednává pak o různých typech mlýnů na
uhlí, cyklonech a zásobnících uhelného prachu. Další nezbytnou důle
žitou surovinou pro provoz parní elektrárny je voda, jejíž potřeba je znač
ná. Proto jsou všechny parní elektrárny postaveny blízko řeky nebo ji
ného vydatného zdroje vody. Vodaslouží jako základní surovina pro vý
robu páry, ale velmi mnoho vody se spotřebuje také v kondenzátorech
vodní páry a v jiných chladičích. Voda určená k napájení parních kotlů
musí být chemicky zvlášt upravována, aby nedošlo k poškození kotle.

Vlastní pochod spalování paliva v topeništi není tak jednoduchý, jak
by se na první pohled zdálo. Vyžaduje velmi mnoho technických zaříze
ní, zejména u moderních parních elektráren, které se kontrolují a řídí
z jediného místa od ovládacího a kontrolního panelu. Při pohledu na
obrázky bude většina čtenářů překvapena, jak se moderní kotel liší od
představy, kterou o něm většinalidí dosud má. Také odstraňování škvá
ry a popela z topeniště vyžaduje zvláštních strojních zařízení. Odpad se
přitom dnes stává cennou surovinou pro výrobu tvárnic. V parním kotli
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se vyrobí pára vysoké teploty a velkého tlaku. Ta se pak dále předehřívá.
Před svedením do turbin se však často ještě ve zvláštní redukční sta
nici upraví na vhodný tlak. Pak teprve přicházído parních turbin ohrom
ného výkonu, které mění energii obsaženou v páře v otáčivý pohyb.
Aby se při tom plně využilo energie páry, užívá se dnes obyčejně dvoutě
lesových turbin, které spojují turbinu na vysoký a na střední nebo nízký
tlak. Z turbiny pára přicházídokondenzátorů, které umožňují další vyu
žití v ní obsaženého tepla.

Energie otáčivého pohybu se mění v energii elektrickou a v elektrických
generátorech, jejichž princip a dnešní technické provedení jsou v knize
podrobně popsány. Vyrobená elektrická energie přichází pak do rozvod
ny a odtud do elektrické sítě. Kniha obsahuje ukázky moderních trans
formátorů a transformačních stanic i rozvoden našich velkých tepelných
elektráren, v nichž jeden, nebo několik pracovníků, řídí z jediného místa
provoz celé elektrárny. Kniha ještě uvádí náčrt plánovaného rozvodného
zařízení elektrické energie v ČSSR. Ukazuje, jak je možné při vhodné
úpravě využít i těch částí tepelné energie, která by jinak přišla nazmar.

V závěru dává kniha nahlédnout do budoucnosti. Upozorňuje zejména
na možnost využití sluneční energie, na vliv, který bude mít pro provoz
elektráren stále rostoucí automatizace, na přímésplynování uhlí v dolech
a na možnost využití atomové (jaderné)energie k výrobě elektrické ener
gie. Uvádí základní údaje o první velké sovětské jaderné elektrárně s vý
konem 420 000 KW.

Kniha je psána jasně a populárně. Řada obrázků názorně ukazuje i to,
co bychom v takové elektrárně nemohli při skutečné exkurzi tak dobře
vidět a v přehledupochopit. Obsahuje řadu schemat i fotografií z našich
závodů a je dokladem vyspělosti našeho strojírenského průmyslu, na
který můžeme být skutečně hrdi.

K. Šoler

Redakční sdělení

Žádáme ředitelství škol všeobecně vzdělávacích i odborných a učitele vyu
čující matematice, deskriptivní geometrii a fyzice, aby podle doporučení mi
nisterstva školství a kultury laskavě provedli na počátku školníhoroku nábor
předplatitelů Rozhledů matematicko-fyzikálních. Objednávky provádějte
pouze prostřednictvím Poštovní novinové služby nebo u svého poštovního
doručovatele.

Čtenář plk. J. K. z.Obrubce upozorňuje na omyl ve výsledcích příkladů
3. a 4. v č. 9 loňského ročníku nastr. 406, které správně jsou ,„1 625 625 a*og“
A ,,4816 kusů“.
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ROZHLEDY MATEMATICKO-FYZIKÁLNÍ

ROČNÍK 40 - 1961/62 ČÍSLO 2

Matematika

Jaroslav Šedivý. VŠP,Praha:

Polární souřadnicový systém v rovině

Ve středoškolskémučivu je věnována značná pozornost kartéz:'.ému
souřadnicovému systému v rovině. Předpokládám proto, že čtenáři je
znám ten způsob vzájemně jednoznačného přiřazování uspořádaných
dvojic reálných čísel a bodů roviny, který je základem uvedeného sou
řadnicového systému. Bodům roviny můžeme ovšem přiřazovat uspo
řádané dvojice reálných čísel i jiným způsobem. Jeden takový způsob
si ukážeme v tomto článku. Místo slov „souřadnicový systém“ použi
jeme často zkratky s. s.

Výkladu o kartézském s. s. v ro
vině předchází zpravidla výklad o

y=c 0. JS M x/ 8. s. na přímce. Čtenářsi jistě pa
-1 04 1 24 3 matuje, že souřadnicový systém na

přímce je jednoznačně určen, při
řadíme-li některému bodu Ó uva
žované přímky nulovou souřadnici
a některému bodu J= Osouřadnici
rovnou jedné. Souřadnicový systém
na přímce určený uvedeným způ
sobem označíme [O; J]. Vyznačí
me-li na přímce body, jejichž sou

Obr.1. řadnice v [O;J]jsou celá čísla, dosta
nemetzv. stupnici na přímce.

Kartézský s. s. v rovině má tu vlastnost, že množinou bodů roviny,
kterým přiřazuje touž druhou souřadnici, je přímka rovnoběžná s osou
x. Na obr. 1 je zobrazen graf funkce y = c a vyznačena stupnice
v [O0";J"], přímka sama je označena «". Je zřejmé, že uvedená stupnice
na přímce «' je shodná se stupnicí na ose r. Stupnici na z můžeme

-1 0 1 © 3
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ztotožnit se stupnicí na x" vhodným posunutím ve směru osy v, při
němž přejde počátek O v bod O', bod J v bod J'. Toto posunutí lze
jednoznačně charakterizovat jeho velikostí. Velikostposunutí ve směru.
osy y je reálné číslo, jehož absolutní hodnota je rovna velikosti úsečky
O0" a jehož znamení je kladné, náleží-li bod O“kladné poloose y a zá
porné, náleží-li bod O" záporné poloose y. Z toho je patrno, že velikost
posunutí ve směru osy y je rovna souřadnici c bodu O“na ose y a tím
současně druhé souřadnici všech bodů přímky rz.Souřadnice bodu W v kartézském s. s. s osami
x, y lze určit takto

1. Posuneme osu x ve směru osy y tak, aby procházela bodem M;
2. první souřadmce bodu M je rovna jeho souřadnici v s. s. [O"; J"]

na posunuté ose x;
3. druhá souřadnice bodu M je rovna velikosti posunutí osy «.
Čtenář si jistě snadno určí popsa

ným způsobem souřadnice libovol
ných bodů. Uvedený způsob je v x“
kartézském s. s. poněkud nezvyklý,
je však obdobný postupu, kterým
výhodně určujeme souřadnice bodu
v polárním s. s. Roli posunutí ve
směru osy y však hraje otáčení ko
lem počátku.

Zvolme opět přímku z (obr. 2) a
s. s. [O; J] na této přímce. Polo
přímku OJ můžeme otočit kolem -1
O do polohy OJ“ buď v kladném,
nebo v záporném smyslu. K cha- -1
rakteristice uvedeného otočení stačí Obr. 2
udat velikost otočení, tj. reálné čís- s
lo, jehož absolutní hodnota je rovna
délce dráhy bodu J (délce oblouku JJ" a libovolného celistvého ná
sobku délky kružnice k = (O, OJ) a jehož znamení je kladné, máme-li
na mysli otáčení v kladném smyslu, a záporné, máme-li na mysli otá
čení v záporném smyslu. Pokud čtenář zná pojem orientovaného úhlu,
poznává jistě, že velikost uvažovaného otočení je rovna velikosti orien
tovaného úhlu JOJ' Důležité je to, že každé reálné číslo je velikostí
právě jednoho otočení.

Nechť je zvolen s. s. [0;J] na přímce OJ=. Libo
volnému bodu Wroviny přiřadíme uspořádanou
dvojici reálných čísel 0, w (tzv. polární souřad
nice) takto

1. Otočíme přímku OJ kolem bodu O do polohy OJ* tak, aby po otočení
procházela bodem M;
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2. za první souřadnici bodu M považujeme jeho souřadnici o v S. 8.
[0; J'] na přímce x";

3. za druhou souřadnicí bodu M považujeme velikost m provedeného
otočení.

Bod O nazýváme pólem s. s. v rovině, polopřimku OJ základní polo
přímkou tohoto s. s.

Čtenáři je jistě zřejmá nápadně zdůrazněná analogie s postupem po
psaným v odstavci o kartézském s. s. v rovině. Určení polárních sou
řadnic bodu způsobem, který jsme uvedl, je velmi názorné. Snadno
stanovíme souřadnice bodů WM,N, © na obr. 3, dostaneme postupně

7
výsledky M (4; 0), N | 3
stanovili všechny možné dvojice polárních souřadnic uvedených bodů.

| a |- 2; —z).ae otázka,zdajsme tím

N

0
T
3

0 J A m
6

+p

Obr. 3.

Ukážeme,že v témž polárníms. s každému bodu W lze
přiřadit nekonečně mnoho navzájem různých
dvojic polárních souřadnic.

Je-li M = O, je jeho první souřadnice vždy nulová, protože při každé
poloze přímky x“ je bod O počátkem s. s. [O; J"] na této přímce. Druhou
souřadnicí bodu O je však libovolné reálné číslo, protože každé reálné
číslo je velikostí otočení, ve kterém bod O přejde sám v sebe.

Je-li M 25 O, má dvě různé první souřadnice!), které jsou navzájem

1) V některých učebnicích se při definici polárního s. s. považuje první
souřadnicebodu za vzdálenostbodu od pólu a je proto nezáporným
číslem. V takto zavedeném s. s. nelze zobrazovat funkce w = f(g), které na
bývají záporné hodnoty o, je třeba doplnit s. s. další úmluvou. Při našem
postupu to nebude zapotřebí.
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opačnými čísly. Tato skutečnost vyplývá z toho, že bod If může být
„zachycen“ při postupném otáčení přímky r kolem O buď polopřímkou
OJ, nebo opačnou. Podle toho je buď o >>0, nebo o < 0. Každý bod
M 550 má nekonečně mnoho navzájem různých druhých souřadnic;
je-li ©, jedna z nich, je také © + km jeho souřadnicí (k je libovolné
celé číslo). Čtenář se o tom může názorně přesvědčit: začne-li otáčet
přímkou z v kladném smyslu, zachytí bod If po prvé při velikosti
otočení rovné číslu W, 0 S 4 < x (obr. 2). Při dalším otáčení (v kte
rémkoliv smyslu) zachytí přímka z bod M po každé polovině otáčky
a to střídavě polopřímkou OJ a polopřímkou opačnou. Polovině otáčky
příslušívelikost otočenírovná čísluz, je tedy $ = 9 + ka.

Obr. 4.

Bod M zobrazený na obr. 3 má dvojice souřadnic (4; 0), (—4; 7),

(4;—4m), BodP másouřadnice23) ( v ( —s)

—2; —n ; Různé dvojice souřadnic zbývajících bodů za
kreslených na obr. 3 určí čtenář snadno sám na základě pohybové
představy.

Platí tedy:
Má-li bod M —5Opolární souřadnice (09; Pe), má v témž polárním s.s.

souřadnice (09; Po + 2k zv),(—09; Po + (2k + 1) z), kde k je libovolné celé
čislo?).

Naučili jsme se přiřazovat bodům roviny souřadnice ve zvoleném
polárním s. s. Při konstrukci grafů funkcí však potřebujeme znalost

2) V polárním s. s. není tedy přiřazení bodů roviny a uspořádaných dvojic
reálných čísel vzájemně jednoznačné. Tato zvláštnost polárního s. s. je vý
hodná při sestrojování grafů goniometrických funkcí.
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obráceného postupu, tj. sestrojit bod, známe-li jeho polární souřadnice
a máme-li zvolen polární s. s. v rovině.

Je-li dána dvojice souřadnic o, g bodu W, oto
číme nejprve přímku OJ=«xkolem pólu Oo úhel
w*)(podle znamení čísla w buď v kladném, nebo
záporném smyslu) do polohy OJ=. Hledaný bod
M je tím bodem přímky ď, který má v s. s. [0; J]
na přímce ď souřadnici o.

v=7
I(7

p=3
0=2

o=1

v=0

v=-7

Obr. 5.

Čtenáři, který se po prvé seznamuje s polárním s. s., bude užitečné,
sestrojí-li si obrazy bodů, jejichž souřadnice zvolí zcela libovolně. Je

vhodné volit druhé souřadnicebodů jako celistvé násobky čísel—a, 3

Zobrazí-li čtenář bod o souřadnicích É ; a) v polárním s. s. na obr. 4,
5
9 3

3

[ -al (0;77),| -> (->: -3) (—1;—37),|- s)

| Dané číslo p můžeme zmenšit nebo zvětšit o libovolný celistvý násobekčísla 2x.

dostane bod JM. Zobrazí-li body dané souřadnicemi |(—2;
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(> 3) dostane vždy některý z bodů vyznačených na obr. 4.

Víme, že některé jednoduché křivky jsou grafy formálně jednodu
chých funkcí v kartézském s. s., např. přímka je grafem lineární funkce
y = kr + g, nebo « = c. Funkci proměnné x zapisujeme zpravidla ve
tvaru y — f(x). V polárním s. s. volíme za nezávisle proměnnou raději ©,
funkce pak zapisujeme ve tvaru o = fly).

Snadno zobrazíme grafy funkcí p = c, w = c, je-li c konstanta. Grafemfunkcep=0jejedinýbod© póls.s.Je-lic340,ležívšechnybody
roviny, jejichž první polární souřadnice je rovna c, na kružnici se stře
dem v pólu. Každý bod této kružnice má první souřadnici rovnou c
nebo číslu opačnému. Je tedy grafem funkce o — c34 0 kružnice se
středem v pólu a poloměrem rovným (ej.

Množinou bodů, jejichž druhá souřadnice je rovna c, je zřejměpřímka,
která je obrazem přímky OJ = z v otočení o velikosti c. Tato přímka
je současně grafem funkcí g —c+- k, kde k je libovolné celé číslo.
Na obr. 5 je zobrazeno několik funkcí typu o = ©,e = c, které tvoří
tzv. souřadnicovou síť polárního s. s. v rovině.

Umíme zobrazit bod, který má dané souřadnice; můžeme proto za
kreslit libovolný počet bodů grafu funkce o = f(e), vypočítáme-li hod
noty f() příslušné zvoleným hodnotám . Získaná čísla lze zapsat do
stejného schématu jako zapisujeme hodnoty z«,y = f(x) (viz např. učeb
nici algebry pro 9. ročník). Rozdil je v tom, že místo proměnné z píše

T
me a volíme především p = k. 6 „= k7 kcelé.

(Pokračování)

Milan Hejný, ČVUT,Praha:

Príklad na postupnosť
(Dokončenie)

Na špeciálnom prípade, » = 5 sme sa naučili metódu postupu. Pokúsi
me sa o zobecnenie tejto na obecný pripad. Budeme sledovat špeciálny
pripad krok za krokom.
Podla (11) a (9) je

n—2
»n+1 = Wn+1= JC.

22
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Vzorce obdobné vzťahom (15) móžeme zapísať najvýhodnejšie v obecnej
forme

n—2
Y — 2+ (8z—n—1)4

114 a-—n—-1Í.(i=12..n. 00)gm

Volba čísla A je obmedzená podmienkami
n—2

n W—(n—1DA>0 a A4>0

t.j.
n— 2

"DD 7>A4>0, (21)
ktorých špeciálnymprípadom, pre n = 5 sú podmienky (16).

Nebudeme sa snažiťzobecnovaťpostup, ktorým sme dospeli ku poradiu
(17),resp. k definitívnemu označeniu danému v (18) a (19). Jednoduchšia
bude cesta priameho zobecnenia rovníc (18) a (19). Zvlášť rovnice (19)
vyzerajů velmi jednoducho. Ich zobecnenie tvorí n rovnícB=4(G=12,| m).(22)

Z rovnicami (18) je to už komplikovanejšie. Nakolko o; aw; sú pevne
dané rovnicami (20) a platí pre ne n vzťahov daných v (3), stačí určit
jediné ©;, teda stačí zobecniť jedinů z rovníc (18) a ostatné budů rovni
cami (22), (20) a (3) určené. Ktorú z rovníc (18) sa rozhodneme zobec
ňovať? „„Rozumne““vyzerá prvá i posledná. Zobecnenie poslednej by asi
vyzeralo am —n. My však vyjdeme z prvej. Skúsime ju zobeniť takto:

Podla (3) je
n— 1

Ry—261—0 = 2yy—pr+1 = 2 n z+ (3—n—1A4—

n— I
— =

n 9

Je zaujímavé, že druhá z rovníc (18) je už priamo v obecnom tvare
—ako smeteraz zistili. Čitateř sám si výpočtom overí ešte, že

K3 — Pn+3 > A4— Da A5 — On+5
2 2
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Obecne sa ukazuje, že by mohlo platiť

U = ©n+1 pre 4—13,5,...,1 (1je nepárne)2
G = ©: pre +—=24,...n—1 (1je párne). (2)2

Presný dókaz dohadu prevedieme matematickou indukciou:
I. pre 4 = 1 sme vzťah definitoricky zaviedli a je platný. Pre %— 2 sme

ho dokázali, pre %= 3,4,5siho čitatel overil. Prvý krok indukcie je boha
to splnený.

II. Budemerozlišovať dva prípady:
A.Číslo f je nepárne a príslušná rovnica (23)preň platí. Dokážemeplat

nosť rovnice (23) pre %+ 1. Toto číslo je párne, preto chceme dakázať
n— 2n Tspodný vztah. Je a;+1 = 26; — W = 2% — gn+i = 2

2

+Baa Pán —(iP —n-ija=7Sa+
+ B—n—id=" m-+p —1—1)4 = gi+1.Tosmema2

li dokázať.
B.Číslo %je párne a opáť platí príslušná z rovníc (23). Potom 1 + 1 je

nepárne a platí podobne:
— 2

ry —2 — 8 = Dim pi —27 n + (Bi—n— 1)A4—2

— 2 — 9 ——* n—(l(imn—-1A4=3 n+id=“ Žn+n n n

+b77E -1-14 mn.2

Tým je druhá časť dokazu a zároveň i celý dókaz prevedený.
Vlastná konštrukcia n-uholníka je už Iahká a prevedie sa spósobom.

ktorý sme pre » = 5 naznačili. Jej prevedením (dokázaním,že sa previesť
dá) je existencia požadovaného n-uholníka pre » nepárne už zaistená.
Tak sme previedli úplné riešenie príkladu. Mohli by sme si položiťotázku
najsí všetky n-uholníky požadovanýchvlastností. V špeciálnomprí
pade n —=5 sme i túto riešili. Pre obecný pripad dochádza ku kompliká
ciam, ktoré prenecháme ako hlavolam pre čitatela.
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Fyzika
Jaroslav Pospíšil, UPOlomouc:

Elektronová optika

V řadě technických odvětví jako je elektrotechnika, radiotechnika,
zvuková technika nebo televize, hrají důležitou roli zvláštní disciplíny,
mezikterépatřímagnetooptika, elektrooptika, plezo
elektřina, elektroakustika ataké elektronová
optika.

Elektronová optika je disciplína využívající částečkové (korpusku
lární) a zároveň vlnové povahy elektronů. Je založena na skutečnosti,
že se pohyb elektronů v elektrickém a magnetickém .poli řídí v určitých
případech obdobnými zákony jakými se řídí šíření světla v optických
prostředcích (např. skleněných čočkách, hranolech, destičkách). Všimně
me si některých zákonitostí.

V 0 K

světelný
paprsek

«
rozhraní m

O

a "n

Obr. 1.

Základnímzákonemsvětelnéoptikyje Snellův zákon lomu,
který mátvar

sine| %
, (1)

sina,| MW
07



kde «; a «, jsou úhly dopadu a lomu světelného paprsku, n, a %, jsou
indexy lomu prvního a druhého prostředí (obr. 1).

Obdobný zákon platí za určitých podmínek i pro elektronový pa
prsek v elektrickém poli. Pod pojmem elektronový paprsek rozumíme
sled elektronů vycházejících z katody a pohybujících se ve vakuu
k anodě.

Odvodíme si nyní zákon lomu pro elektronový paprsek procházející
rozhraním dvou prostředí s různými elektrickými potenciály V, a V;.
Předpokládejme, že svazek elektronů dopadá rychlostí v; na toto roz
hraní, a to pod úhlem «, vzhledem k normále k; (obr. 2). Rychlost v;
můžeme rozložit na dvě složky, a to na rychlost v3, ve směru normály
a na rychlost v3, kolmou k normále. Při průchodu elektronu uvedeným

k
elektronový ?

aprsek

ix

V.V i «,
Jrozhrani

V;

W

Obr. 2.

rozhraním se změní pouze složka vy, složka v, zůstane nezměněna,
neboť podél této složky se potenciál elektrického pole nemění. Protože
se změnila složka vy, rychlosti, budou mít elektrony po průchodu roz
hraním dvou potenciálů jinou rychlost vp.Z obr. 2 je vidět, že

. Viz Voxsna = —„sine=.0 v
Protože V413= %x, platí

Sin « v
— —> . (2a)sna U

Vzorec (2a) můžeme upravit zavedením elektrických potenciálů V,,
V; obou oblastí. Protože pro kinetickou energii elektronu, který proběhl
v elektrickém poli mezi dvěma místy s potenciálním rozdílem (V, — 0)
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platí
| MD—mvi=eVy,2

vychází pro poměr rychlostí
v% Vv.VV

SIN01 | V= (35. 2b
sin X; V, (b)

Vztahy (2a) a (2b) jsou obdobou Snellova zákona lomu (1) pro svě
telný paprsek, z níž také plyne obdobnost celé elektronové optiky
s optikou světelnou, pokud užijeme obdobných zařízení.

a vztah (2a) nabude tvaru

elektronový ,
paprsek M1

AR ,A ni 4UU
I

VLA,
Obr. 3

Vytvoříme-lielektricképole, jehož ekvipotenciální plo
chy (plochy stejného potenciálu) budou podobné plochám optické
čočkv (skleněné čočky), bude takové pole působit na svazek elektronů
jako čočka.Takovou elektrickou čočku bychommohli vy
tvořit ze dvou jemných drátěných sítěk ve tvaru spojné čočky (obr. 3).

Bude-li mít vnitřní síťka proti vnější síťce kladný náboj, budou se
elektrony, vycházející z bodu A se stejnou rychlostí různými směry,
pohybovat po průchodu čočkovitou dvojvrstvou tak, jako světlo po
průchodu spojnou optickou čočkou. To znamená, že budou směřovat
do bodu A". Zobrazovací rovnice

+= (3a)
p p

platná pro optické čočky, bude platit i v tomto případě. Písmena p
a p' značí vzdálenosti předmětu a obrazu od středu čočky; f a f jsou
vzdálenosti předmětového a obrazového ohniska od středu čočky. Bude-li
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předmětové a obrazové prostředí stejné a budeme-li vzdálenosti měřené
od středu čočky a směřující zleva doprava pokládat za kladné, pak
pro ohniskové vzdálenosti platí

f= —fnebo/=—
a výraz (3a) vyloučením f nabude tvaru

2 mI (3b)PpoD P
Pro ohniskovou dálku f' optické čočkyplatí vztah

1. bm | 1.1
—=- 1 —-—-Í, 4a
f ( 4! 7 (sa)

kde r, a r, jsou poloměry křivosti obou čočkovýchploch. Pro elektrickou
čočku platí vzorec obdobný vzorci (4a), když ve vztahu (4a) nahradíme

v * n v vpoměrindexů —poměremrychlostíM M!

1 v% VÍ 1r- [5-4 (4b)
Předpokládejme, žě uvnitř čočky je potenciál vyšší než vně. Čím

vyšší bude napětí mezi vniťřní a vnější síťkou elektrické čočky, tím
v .

větší bude hodnota poměru rychlostí . a jak ze vztahu (4b)vyplývá,
1

budetakévětší optická mohutnost čočky—

Bude-li vnitřní síťka elektrické čočky proti vnější síťcezáporná, bude

poměr rychlostí - menší než jedna. Ze. vztahu (4b) plyne, že optická
1

mohutnost čočky7 budezáporná, takže elektrická čočkabude působit
jako rozptylka.

Kdybychom zvolili rozdíl potenciálů mezi síťkami tak, aby původní
rychlost elektronů v; klesla mezi síťkami na nulu, budou se elektrony
vracet zpět podle zákona odrazu a elektrická dyojvrstva bude působit
jako vypuklé zrcadlo ve světelnéoptice.

V elektronové optice se používá elektrických čočekjiného uspořádání.
Využívá se přitom okolnosti, že každé středově souměrné elektrické
pole působí na svazek elektronů jako čočka, i když ekvipotenciální
plochy elektrického pole nejsou geometricky podobné plochám optické
čočky.

(Pokračování)
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Inž. dr. Václav Šindelář, Praha:

Mezinárodní praktická teplotní stupnice

(Dokončení)

Bod varu kyslíku se realizuje statickou metodou v jímce kovového
bloku, jež je zčásti naplněna kapalným kyslíkem. Kovový blok musí
být umístěnve hodném kryostatu, tj. zařízení,v němžlze udržo
vat nízkou teplotu. V kryostatu je kovový blok zpravidla ponořen opět
do lázně kapalného kyslíku, otevřeného okolní atmosféře. Prostor nad
kyslíkem v jímce je obvykle uzavřen a je třeba určit tlak, který zde je.
Není-li tento tlak b roven normálnímu barometrickému tlaku by(tj.
1 fyzikální atmosféře rovné 760 torů) je třeba rovnovážnou teplotu t;
fázové přeměny vypočítat ze vztahu

2

hb= |- 182,97+ 9,530$3 —j —3,72| —1 +bo bo

+22 (3 - JÍ C. (8)
Tento vztah však platí jen v tlakovém rozmezí b = 660 až 860 torů.

Bod varu vody se realizuje dynamickou metodou, při níž se zkoušený
teploměr vkládá do nasycené vodní páry. Pro běžné účely je výparník
otevřen okolní atmosféře, provyšší přesnosti se volí soustava zavřená.Výparníkjepakspojensmanostatem- tj.zařízenímudržujícímnějakýtlaknastáléhodnotě© sevzduchovou,nebočastějiheliovou
náplní. I zde je zapotřebí teplotu + rovnovážného stavu při nějakém
tlaku d 7 byvypočítat z opravného vzorce. Lze jej použít v tlakovém
rozmezí b — 660 až 860 torů

b b 2 b 3
to= 100 — 28,012|— — 1|— 11,64 |— — 1) +71|—— 1) Ic.

bo by bo

Voda musí být ovšem velmi čistá. Při tom není nutno brát ohled na
různé odchylky izotopického složení přírodní vody, obdobně jako tomu
je u trojného bodu vody.

Bod varu síry se realizuje podobně jako bod varu vody dýnamickou
metodou. Výparník je zde obvykle hliníkový, musí být ovšem.větší než
v předešlémpřípadě, aby byla umožněna náležitá cirkulace sirných par.
Použitá síra musí být velmi čistá, nesmí být patrně znečištěna arsenem
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a selenem, ani organickými látkami, jež uvolňují za varu vody uhlík.
Podobně jako v případech předešlých je možno rovnovážnou teplotu t;
vypočítat v tlakovém rozsahu b —=660 až 800 torů ze vzorce

2

tb= [144 + 69,010z —1 —27,48| —1 +bo bo

b 8

+ 19,14(s —1 | "C. (5)bo

U obou předešlých zařízení pro realizaci bodu varu vody a bodu varu
síry musí být čidla teploměrů (jímky, odporové cívky, spoje termo
článků) chráněna proti tepelnému záření vhodnými radiačními kryty.
Zvláště u síry je ochrana velmi aůležitá. Podle posledního znění Me
zinárodní stupnice se doporučuje používat na místě bodu varu síry bod
tuhnutí zinku, jemuž přísluší hodnota 419,505“ C (Int. 1948). Tento bod
je lépe reprodukovatelný nežli bod varu síry. Dobrou reprodukci mají
vesměs teplotní body realizované pomocí fázových přeměn při sledováníprodlev(nadiagranuteplota© čas)nakřivkáchchladnutíčistýchka
palných kovů, případně i kovových slitin vhodného složení. V daném
případě zinku musí být použitý kov velmi čistý (čistota 99,999 hmoto
vých procent). Tavení i tuhnutí zinku probíhá v kelímku z nepřírod
ního grafitu vysoké čistoty. Do kelímku je souose vložena jímka pro
vkládání kontrolovaných teploměrů. Kelímek lze ohřívat v jednoduché
peci s kovovým blokem. Rovnovážného stavu je při ochlazování taveninydosaženo,kdyžsevnípočnevytvářet© kolempředtímmírně
ochlazené jímky tenká vrstva pevného zinku. Tuhnutí pak dále pro
bíhá postupně od stěn kelímku k jeho středu. Body tuhnutí závisí rov
něž na tlaku, ovšem v mnohem menší míře nežli u bodu varu. Tak
např. u zinku vzroste teplota tuhnutí o 0,0043 deg, zvýší-li setlak o l fy
zikální atmosféru. Malé tlakové změny nemusí být zde tedy ani uva
žovány.

Body tuhnutí stříbra a zlata se realizují rovněž v kelímcích z nepří
rodního čistého grafitu, keramiky, nebo z taveného kysličníku křemi
čitého. Při výpočtu rozměrů kelímku nesmí se zapomenout na vzrůst
objemů kovů při jejich tuhnutí. Systém se zde volí obvykle uzavřený;
zvláště stříbro je při tavení nutno chránit před oxydační atmosférou.
Zkoušený teploměr, zpravidla termočlánek, se ponoří do roztaveného
kovu v příslušné ochranné trubici z porcelánu nebo jiného vhodného
žáruvzdorného materiálu.

vw?
Bod tuhnutí zlata je bod s nejvyšší teplotou ze šesti hlavních teplot

ních bodů. Existují ovšem jiné další teplotní body, tzv. druhotné (se
kundární), u některých z nich jsou také teploty vyšší než je bod tuhnutí
zlata. Kromě těchto zbývá probrat také druhy základních etalonových
teploměrů, pomocí kterých interpolujeme hodnoty Mezinárodní prak
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tické teplotní stupnice mezi hlavními teplotními body a některé zá
kladní vztahy, které k této problematice náleží.

Interpolační prostředky
+ v?

V minulé části jsme se zabývali hlavními teplotními body a způsoby
jejich realizace. Nyní si v krátkosti probereme teploměrnázařízení, jichž
se poúžívá k onterpolaci mezi teplotami příslušejícími hlavním bodům,
případně ležícími vně nich. Jsou to teploměry založené na změně elektric
kého odporus teplotou (teploměry odporové), na vzniku elek
tromotorické síly na spoji dvou různých kovů vystaveném nějaké te
plotě(teploměry termoelektrické, termoelektrické
články, krátce termočlánky) a na radiačníchzákonech(te p
loměry radiační). Protože se zde jedná o základní měření
vysoké přesnosti, jde vesměs o teploměry etalonové. Podle prostředků
vhodných k interpolaci můžeme celou teplotní stupnici rozdělit na čtyři
oblasti:

a) od —182,97“ C do 0“ C, kde jsou předepsány etalonové platinové
odporové teploměry;

b) od 0" Čdo 630,5“ C (což je bod tuhnutí antimonu) platinové odpo
rové teploměry;

c) od 630,57 C do 1063" C, etalonové termočlánky Pt-PtRh;
d) nad 1063“ C, etalonové radiační teploměry.
O jednotlivých zmíněných teplotních oblastech pohovoříme podrob

něji.
a) Vrozsahu od bodu varu kyslíku (—182,97“C)do 07C

lze teplotu 7definovat vztahem

Ryi=Ral+ A. 64 B.B+ C(t—hw)P, (6)
kde značí R; odpor etalonového platinového teploměru při teplotě t,
Roodpor etalonového platinového teploměru přiteplotě 0%C, %= 100"C,
A, Ba C konstanty.

Konstanty R, A a B musí být stanoveny experimentálně z hodnot
R; změřenýchpři trojném bodě vody, bodu varu vody a bodu varusíry,
nebo bodu tuhnutí zinku. Konstanta Č se stanoví rovněž z hodnot R,,
a to změřenýchpři bodu varu kyslíku. Platinový drát čidla teploměru,
tj. ta část měřicíhopřístroje, jejíž citlivosti na změně teploty využíváme
k jejímu měření,má být vyžíhán a čistota jeho materiálu má být taková,
aby poměr odporu teploměru při teplotě 100“ C, resp. 0“ C, činil

RxolR, > 1,3920.

b) Vrozsahuod0“C do bodu tuhnutí antimonu
(630,57C) lze teplotu řdefinovat vztahem

Ri=R(1+A.t+ B.8), (7)
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v němž vystupují kromě R; konstanty R, A a B uvedené již v předešlém
odstavci a). Jejich hodnoty se stanoví obdobně jako v předešlémpřípadě.

c) Od bodu tuhnutí antimonu (630,5?*C)do bodu
tuhnutí zlata (1063"C)používáse jakointerpolačníhoprostředku
termočlánku Pt-PtRh. Jedním jeho drátem je čistá platina (čistoty odpo
vídající nerovnosti uvedené v odstavci a), druhý drát je ze slitiny platiny
(90 %) a rhodia (10 %). Dráty termočlánku musí být vyžíhány. V této
teplotní oblasti je teplota ťdefinována vztahem

B=a-+b.t-+ c. (8)
kde značí £ elektromotorickou sílu etalonového termočlánku Pt-PtRh,
jehož jeden tzv. srovnávací spoj je udržován na konstantní teplotě 0“ C
a druhý tzv. měřicí spoj je vystaven teplotě f. Při tom a, b a c jsou kon
stanty. Tyto konstanty je nutno stanovit z hodnot Č, změřených při
bodech tuhnutí antimonu, stříbra a zlata.

d) Nad bodem tuhnutí zlata (1063"C)je teplotafdefino
vána vztahem

C;

(L.); e*tau o) 1 (9)(L) -©ETjůe*4—791

kde značí L, monochromatické (spektrální) záře černého tělesa na vlnové
délceApřiteplotě t, resp. při teplotě tuhnutí zlata 44, C; (druhou) radiační
konstantu v Planckově zákoně rozdělenímonochromatického vyzařování.
Je-li A v metrech, je C, = 1,438 . 107%?m .deg. T%= 273,15 deg., e je
základ přirozenýchlogaritmů.

Etalonový platinový odporový teploměr má teploměrné čidlo
zpravidla ve tvaru odporové cívky, na níž nemají být dráty vystaveny
nežádoucímu a proměnnému mechanickému napětí (protože bez nějaké
ho minimálního napětí se nelze dobře obejít). Dráty mají mít průměr
v mezích 0,05 až 0,5 mm. Odporová cívka má být vyžíhána, a to při mi
nimální teplotě 4507 C.

Průměr drátků etalonového termočlánku Pt-PtRh má být v mezích
0,35 až 0,65 mm. Také zde mají být dráty vyžíhány (Pt při 1100" C
a PtRh při 14507 C).

Druhotné teplotní body

Kromě hlavních teplotních bodů, o nichž jsme již dříve hovořili, je
možno použít také teplotních bodů druhotných čili sekundárních. Některé
z těchto bodů jsou dále uvedeny. Vyjma trojných bodůpříslušejí uvedené
teploty rovnovážným termodynamickým stavům při tlaku 1 fyzikální
atmosféry. Jsou to např.:
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2 v 2

teplota rovnovážného stavu mezi pevným kysličníkem uhličitým a jeho
párou — 78,5“ C (Int. 1948).
teplota rovnovážného stavu mezi pevnou a kapalnou rtutí —38,87

mezi ledem a vodou prosycenou vzduchem
0,000

teplota trojného bodu kyseliny benzoové 122,36teplotarovnovážnéhostavumezipevnýmakapalnýmindiem| 156,61
cínem 231,91
kadmiem 321,03
olovem 327,3hliníkem| 660,1

teplota rovnovážného stavu mezi pevnou a kapalnou mědí 1083teplotarovnovážnéhostavumezipevnýmakapalnýmniklem| 1453
paladiem 1552

teplota rovnovážného stavu mezi pevnou a kapalnou platinou 1769
2 v +

teplota rovnovážného stavu mezi pevným a kapalným rhodiem 1960
iridiem 2443

teplota tání wolframu 3980

Deskriptivní geometrie

Prof. dr. Alois Urban, ČVUT,Praha:

Prostorová konstrukce hyperoskulačních
kružnic kuželoseček

Při názorném prostorovém odvození známé konstrukce hyperosku
lačních kružnic ve vrcholech elipsy stačí v podstatě užít toho, že elipsa
je rovinným řezem kruhové válcové plochy. Hyperoskulační kružnice
ve vrcholu elipsy je rovinný řezkulové plochy, která se dotýká kruhové
válcové plochy a prochází její vhodně volenou kružnici).

Chceme-liužít téže názorné prostorové metody pro určení hyperosku
lačních kružnic ve vrcholech libovolné kuželosečky*), musíme místo

1)Podrobnějiv článkuAlois Urban, Hyperoskulační kruž
nice elipsy, Rozhledy matematicko-fyzikální,roč. 39 (1960—61),str.
256, 306.

2)Oskulační (hyperoskulační) kružnicí kuželosečkyro
zumíme kružnici, která má s danou kuželosečkou trojbodový (čtyřbodový)
styk. Pojem styku je v potřebném rozsahu blíže vysvětlen v článku cito
vaném v poznámce').
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kruhové válcové plochyvolit kruhovou kuželovou plochu.
I když je přitom možno omezit se jen na rotační kuželovou plochu,
budou zřejmě příslušné výpočty poněkud složitější než v případě, kdy
jsme se zajímali jen o hyperoskulační kružnice elipsy. Samotné kon
strukce zůstávají ovšem stejně jednoduché.

Základem dalších úvah bude věta, která se podrobně dokazuje ve
středoškolských učebnicích:

Řez rotační kuželové plochy rovinou, která není vrcholová, je kuželo
sečka,.

O druhu průsečné kuželosečky rozhoduje vzájemná poloha vrcholové
roviny, která je rovnoběžná s rovinou řezu a kuželové plochy (obr. l;
průmětna prochází osou plochy a je kolmá k rovině řezu o).

Obr. 1.

Má-li vrcholová rovina o|o s rotační kuželo
vou plochou společný jen vrchol V, řezem je
elipsa nebo kružnice (obr.la); má-li společnou
právě jednu přímku (tj. je-li o' tečnourovinou),řezem
je parabola (obr.lb); má-li společné dvě různé
přímky, řezem je hyperbola (obr.lec).

Kružnice vznikne jenom v případě, kdy rovina řezu o je kolmá na
osu plochy. Je-li řezem elipsa (obr. la) nebo hyperbola (obr. lc), pak
AB = 2a je hlavní osa a A“B = 2e (e excentricita); je-li řezem para
bola (obr. lb), je AF = (parametr).

Nechť je dán řez rotační kuželové plochy Á rovinou o, která není
vrcholová; hledejme hyperoskulační kružnici ve vrcholu A, který leží
ve společné rovině souměrnosti kuželové plochy a roviny řezu. V obr. 2
řezem je elipsa e; průmětna prochází osou plochy a je kolmá k rovině
řezu o.
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Povrchovou kružnicí k plochy, která prochází bodem A, proložme
libovolnou kulovou plochu « o středu O,(5£ U). Plocha « protíná rovinu
řezu o v kružnici l. Společné body elipsy řezu e a kružnice / určíme
z podmínky, že e leží na kuželové ploše Aa / na kulové ploše «. Jejich
společné body tedy nutně leží na průniku obou ploch Aa x.

Protože střed O, kulové plochy « leží na ose o kuželové plochy A,
obě plochy se protínají jednak v kružnici k, jednak v další kružnici £"*).
Rovina u kružnice k protíná rovinu řezu o v tečně ťelipsy e ve vrcholu
A; kružnice / se tedy v něm dotýká elipsy e. Rovina u' kružnice k'“)
protíná rovinu řezu o v přímce p; na ní leží všechny další společné body
elipsy € a kružnice / (v obr. 2 je čerchovaně vyznačen průmět ve směru
kolmém na rovinu řezu o, sklopený do nárysny).

Obr. 2.

Je zřejmé, že nutná a postačující podmínka pro to, aby elipsa e
a kružnice / měly společný právě jen bod A, je, aby bylo p S ť.K tomu
je nutné a stačí, aby kulová plocha « se dotýkala kuželové plochy
podél kružnice k. V tomto případě - a jen v tomto případě - je u = u
a tedy k= K.

Týž výsledek bychom našli také v případě parabolického a hyper
bolického řezu. Tím jsme tedy dokázali větu:

Nechť je dán řez rotační kuželové plochy ro
vinou, která není vrcholová. Hyperoskulačníkružnice

%)Výjimku činí kulová plocha, která prochází vrcholem V; v tomto pří
padě místo kružnice k“ dostáváme jen bod V.

4) Jestliže se k“redukuje na bod V, pak za rovinu u“vezmeme rovinu, která
prochází vrcholem V a je kolmá k ose o kuželové plochy.
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v jeho vrcholu*) je řezem téže roviny s kulovou plochou, která se dotýká
kuželové plochy poděl kružnice, jež prochází daným vrcholem.

V obr. 3 jsou zobrazený všechny tři případy řezu rotační kuželové
plochy, jejíž osa o leží v průmětně; roviny řezu jsou k ní kolmé. Rovina
G1 (G2,03) protíná plochu v elipse e (parabole p, hyperbole A); přitom
k, (ks, k3)je hyperoskulační kružnice příslušné kuželosečky ve vrcholu A.

Prostorové konstrukce hyperoskulačních kružnic rovinných řezů ro
tační kuželové plochy užijeme k určení velikosti poloměru hyperosku
lačních kružnic postupně pro jednotlivé druhy kuželoseček.

1. Eliptický řez
Průmětnýy zvolme tak, aby prů

sečná elipsa ležela v půdorysně a aby
osa rotační kuželové plochy byla
rovnoběžná s nárysnou (obr. 4). Po
dle dokázané věty kulová plocha o
středu O, jež se dotýká rotační ku
želové plochy podél kružnice k (AO
| AV), protíná půdorysnu v hy
peroskulační kružnici ky elipsy e
ve vrcholu A. Jsou-li a —AS = BS,
b — CS = DS poloosy elipsy e, a
je-li 04 poloměr její hyperoskulační
kružnice ve vrcholu A, pak musí

D2 6)

aplatit 04 —

Přesvědčímese analyticky, že sku- Obr. 3.
tečně ASA — 04

NechťX BAO = «, X 0A0' = [. Pak pro úhly trojúhelníka A 4;B;,A"
(jehož strany jsou A,B, = 2a, AB, = 2e, :A,A“= 2r; r je poloměr do
tykové kružnice k) postupně najdeme X Bz4;A“ = a + B, « A,A*B, =

Užitím sinové věty pro A A,B,A“ dostáváme
a:e:r—=cosf:sin (« + B) cos(a + 26) (1)

a tedy (jest « + 26 = R)

az r cosÓ p —5m (a + f)-cos (a+28) cos(a + 28)
5) V případěeliptického řezu je třeba doplnit takto: v jeho hlavním

vrcholu.
6) Viz např. článek citovaný v poznámce ").
7) Za předpokladu, že Onení vnějším bodem AABA?(obr. 4). Případy, kdy

O je vnějším bodem (jsou dva: buď « > B,nebo « < $), bylo by třeba disku
tovat zvlášť. Protože metoda důkazu i konečný výsledek jsou tytéž jako
v probíraném případě, nebudeme se oběma dalšími možnostmi zabývat.

(2)
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Z podmínky bi=a—e (3)
a užitím identity

cos? B — sin? (« + 6) — cos « cos (« + 26) (4)
snadno najdeme

r COSU
2— 5

h2, b cos (« + 2P) (9)

A%
PN

Azá (Sh /S=G=D, © B)
- „7 C;

Obr. 4.

Z relací (2) a (5) plyne pro poloměr 04 hyperoskulační kružnice
elipsy e v bodě A

2i noo (6)
a 00s

Avšak z trojúhelníků A A2(S4),0, a A 4,0,0, pro AS4 najdeme rov
A;(S4); A202

04 —

- - A — — M —
nici 4,0, C054 cos B a tedy (vzhledem k tomu, že A;(94);
= AS, A420"= r)

r COS«= 7
ASA cos B (7)
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Rovnice (6) a (7) ukazují, že A4S4 je skutečně poloměr 04 hyper
oskulační kružnice elipsy v jejím vrcholu A.

K témuž výsledku můžeme dojít přímo metodou deskriptivní geo
metrie (obr. 5, kde je vyznačen jen nárys). Užijeme k tomu vlastnosti,
že rovnoběžné roviny (kterénejsouvrcholové)protínají
danou kuželovou plochu v podobných kuželo
sečkách.

Střed S elipsy e promítneme z vrcholu V do roviny u kružnice k do
bodu S" Rovina a" || x, která prochází bodem S“, protíná kuželovou
plochu v elipse e“podobné elipse e. Její hlavní osa je 24' — AB Veli
kost 5" vedlejší poloosy určíme z podmínky, že vedlejší vrcholy C', D'
elipsy e' leží nutně na kružnici k a tedy také na kružnici, v níž rovina r
protíná kulovou plochu « (proto S" leží na přímce 084). Je tedy 5b'=
= SK' = SH. Bod K" promítneme z V na AB do bodu K. Pak je
(jak plyne z podobnosti elips e' a e) b — SK.

A

MX OT
K B

Obr. 5.

S 2 , , , COS X

V podstatě máme upravit vzorec (7). Dosadíme v něm za cosR
Z trojúhelníka A AS"L, pro který AO je zřejmě výškou, plyne

cosa AS- AS-7 (8)cosBAL a
Rovnost AL = avyplývá z toho, že čtyřúhelník ALS"A“ je rovno

běžník. Určíme dále 4S' Užijeme k tomu podobných trojúhelníků
A ASH oOoAS'K'A?;je

ASAS =KS.HS =b?. (9)
K nalezení rovnice (9) mohli jsme rovněž užít pravoúhlého trojúhelníka
A AC"A7, pro který S'C" = d' je výška a AS', 4*8' úseky na přeponě.
Zbývá určit ještě 478" Z podobných trojúhelníků AA*S"B"© A 4*4B
dostáváme

AS :r=a a. (10)
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Z rovnic (7) až (10) najdeme vyloučením 4A*S"a AS" podmínku
79 ,

ASA = 774, kterou vzhledem k relaci — — —můžeme hned přepsat naa a a

ASA — a h (11)

z níž je porovnáním se (7) hned zřejmé, že AS4 je poloměr hyperosku
lační kružnice elipsy ve vrcholu A.

(Pokračování)

Fyzikální zajímavosti

Inž.dr. Bohuslav Brauner, Praha:

Dvě první atomové pumy

Velký rozvoj poznatků o vlastnostech atomového jádra, vedoucí nako
nec k sestrojení atomové pumy, o kterém se v dalším zmiňujeme, nava
zuje již na znalost skladby atomů z jádra a elektronových obalů a dále
na znalost složení jader z protonů a neutronů, tehdy známých teprve
dva roky.

Jaký byl sled objevů vedoucí k tomuto vývoji?
Dne 15. ledna 1934 oznámili Frederic Joliot a Irém Curteová-Joliotová,

dcera Marie Curieové, slavné objevitelky radia, že se jim podařilo ozáře
ním přirozenéhoneaktivního prvku paprsky alfa připravit prvek radioak
tivní. Tento objev umělé radioaktivity vzbudil pozornost a vedl k dalším
pokusům s ozařovánímrůzných prvků. Tím nastala jedna z nejdrama
tičtějších situací ve vědě, protože výsledky, ke kterým se lidské poznání
dostávalo, otevíralo dvě možné cesty: využít těchto výsledků pro dobro
člověka, nebo vyvinout smrtící zbraně. V popředí vývoje stáli Enrico
Fermi v Římě, Otto Hahn a Lise Meitnerová v Berlíně a teoretik Niels
Bohr v Kodani.

Dne 10. dubna 1934 zjistil E. Fermi, že ozářením těžkých prvků perio
dické soustavy neutrony, vznikají nové radioaktivní prvky. Vyslovil do
mněnku,že tak lzevyrobit zuranu prvky, které by se mělyzařaditv perio
dické tabulce za uran, tedy prvky, které lze nazvat transurany. Tak se
přeneslostudium k těžkým prvkům a vyneslo poznatky vedoucí nakonec
k atomové pumě.
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Roku 1937 dokázali O. Hahn, L. Meitnerová a F. Strassmann, že mezi
transurany jsou aspoň tři skupiny navazující na přirozeněradioaktivní
prvky. V listopadu toho roku Hahn a Strassmann studovali domnělý
izotop radia vzniklý ozářením radia pomalými neutrony. Chemicky byl
však studovaný izotop bližší baryu. V referátu (6. ledna 1938) oba
autoři napsali pro německý časopis „Přírodní vědy“':„Jako chemikové
musíme doznat, že nová tělíska se nechovají jako radium, nýbrž spíše
jako baryum. Jako jaderní fyzikové nemůžeme se k tomu rozhodnout,
abychom zaujali kladné stanovisko k předpokladu, že se uranové jádro
ostřelováním neutrony rozštěpí na jádra středně těžká.“

Zde se vlastně poprvé hlásí štěpná reakce těžkého jádra uranu. Toto
její objevení bylo možno postřehnout jen proto, že Hahn byl chemikem
a používal velmi citlivé metody indikátorů, kterou mohl produkty che
micky identifikovat.

Současně se politická situace vyvíjela k začátku druhé světovéválky.
Další studium štěpných reakcí pokračuje již ve stínu válečných hrůz.
V únoru 1939zjistili L. Meitnerová ve Stockholmua její synovec O.Frisch
v Bohrově ústavu v Kodani, že energie uvolňovaná při reakci, vznikající
ostřelováním uranu neutrony,je asi 40Okrátvětší než energie uvolňova
ná při rozpadu atomů ozařovaných alfa částicemi.

K stejnému výsledku docházejí manželé Joliotovi-Curieovi, a tak se
ukazuje, že již při pokusech Hahna a Strassmanna se jednalo o reakci
uranu, který se vlivem neutronů štěpí na střednětěžká jádra, mezi která
patří jimi pozorované baryum. Postupně se ukázalo, že mezi odštěpky
jsou, kromě dříve uvedeného barya, konečné produkty ve formě jader
lanthanu, stroncia, kryptonu a xenonu.

Zprávy O. Hahna a F. Strassmanna nebyly ničím jiným než prvním
oznámením vědecky mimořádně zajímavého procesu přeměny prvků.
Přitom se později ukázalo, že tato přeměna se děje za současného uvol
ňování velké energie. Byla to snad nešťastná shoda okolností, že k tako
vému objevu došlo právě za války.

Niels Bohr se prvý domníval, že nových štěpných rakcí se přednostně:
účastní izotop uranu s hmotou 235, co se později potvrdilo při nalezení
způsobu izolace izotopů jak východními, tak západními badateli. Sou
časněbylo potvrzeno, že transurany, které mělna mysli E. Fermijiž roku
1934, skutečně vznikají ozařováním uranu neutrony. V roce 1940 bylo
objeveno neptunmum,následující v periodické soustavě hned za uranem
a v roce 1941 plutontum, mající podobnou vlastnost s izotopem uranu
hmoty 235.

Dnes je řada transuranů rozšířena a za plutoniem jsou známy prvky
americivum, curvum, berkelum, kalifornium, athenvum, centurium, men
delevvum,nobehum. Transurany se často označují jako aktvmdy.

Zpočátku jen vědecky zajímavé výsledky ukázaly perspektivu možné
ho využití, neboťpři štěpných reakcích uranu hmoty 235, nebo plutonia,
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se současněuvolňují dva nebo tři neutrony, které umožňují reakci udržo
vat v chodu, a tak ji přeměnit na reakciřetězovou.K takovému názoru při
cházejí již v roce 1939Jobot, Halban a Rus Kowarski. Postup se musel na
před vyzkoušet, a tak Fermi uvádí v Americe již v roce 1941 do chodu
první pokusný reaktor.V reaktoru je uvolňování atomové energie postup
né. Teoreticky však vychází, že při použití čistého izotopu uranu 235
museloby docházet k explozivnímu uvolnění energie, jemuž se nevyrovná
žádná chemická výbušnina.

Ve stínu válečných hrůz v té době zachvacujích celý svět, šlo skutečně
o záchranu lidství proti hrůzám nacismu. Teoretický příslib atomové
exploze způsobuje, že ve Spojených státech vynakládají obrovské sumy
na izolaci izotopu uranu 235 a později na výrobu transuranu plutonia,
připravovaného z nejrozšířenějšího izotopu uranu hmoty 238.

Ukázalo se, že je potřebí jisté nejmenší množství štěpného izotopu,
aby reakce začala a čas blíží se k dovršení dramatu vědeckého rozvoje
poznatků vlastností štěpných izotopů, k realizaci atomové pumy.

Je smutnou shodou okolností, že popisované poznatky byly načasová
ny právě do období druhé světové války. Proto asi došlo k zneužití po
znání a procesů, které by mohly být energetickou zásobárnou, používá
se k nevybíravému ničení. Drama končí a vědci, kteří se zasloužili o vy
vinutí pumy, jsou zdrceni při pohledu na výsledky své práce, jak se stalo
O. Hahnovi, když se dověděl o pohromě v Hirošimě a Nagasaki.

Na poznání se musíme dívat s největší odpovědností. V budoucnu má
proto právo na existenci jen ta společenská soustava, která se snaží o mí
rové soužití lidstva a propaguje používání vědeckého pokroku jen a jen
pro zvýšení životní úrovně.

Tragédie vědeckých objevů vyúsťujících v atomové pumě je výstraž
ným příkladem. V budouenu již nikdy nesmí být zneužito poznání k ni
čení lidstva.

Inž.Ladislav Smrž, ÚN,SMS,Praha:

Jak vznikla elektronka

Je podivuhodné, jak celá řada vynikajících vynálezů a objevů vznikla
pouhou náhodou. Tak italský lékař Luigi Galvani objevil nový zdroj
elektrického napětí, když náhodou si povšimnul pohybů žabích nožiček,
zavěšených měděným drátem na železném zábradlí. Německý fyzik W. K.
Roentgenobjevil nový, neznámý druh záření, když ho náhodně zaujalo
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zelené záření, které se objevovalo při dopadu katodových paprsků na
stěnu vysoce vyčerpané skleněné trubice.

A stejně tak učinil velmi závažný objev v roce 1883 americký vyná
lezce T. A. Edison u svých uhlíkových žárovek, když jej napadlo vložit
mezi ramena rozžhaveného podkovitého vlákna žárovky ještě jednu
elektrodu. Mezi ní a kladným koncem vlákna naměřil slabý elektrický
proud.

Tento zajímavý efekt se stane patrnějším v uspořádání, jaké je na
značeno v obrázku. Proti žhavenému vláknu K dobře evakuované žá
rovky je umístěna kovová destička A, spojená přes miliampérmetr M
s kladným pólem baterie B. Okruhem protéká proud, jak dokazuje vý
chylka miliampérmetru, ačkoli je obvod mezi vláknem a kovovou destič
kou přerušen. Připojí-li se destička k zápornému pólu baterie, proud ne
protéká.

Tento zvláštní zjev nebyl dlouho
uspokojivě rozřešen. Teprve později, B
kolemroku 1895,byla objevena jE
schopnost rozžhaveného vlákna, vy
sílat do prostoru kolem sebe, z něhož
byl vyčerpán vzduch, elektrony. Ve
vlákně žárovky se pohybují volné
elektrony různě rychle a různým
směrem, některé z nich také kolmo
k povrchu vlákna. Za bílého žáru
vlákna dostoupí rychlost elektronů
takové velikosti, že jejich energie
překoná povrchové odpory a elek
trony mohou vystupovat z vlákna.
V žárovce, upravené podle obrázku, Obr.1.
jsou vystupující elektrony přitaho
vány kovovou destičkou A (anodou), pokud má kladný potenciál.

Edisonův efekt studoval v letech 1889 až 1896 anglický fyzik J. A.
Fleming a na základě poznatků, že takto vzniklý proud se může pohybo
vat pouze jedním směrem, sestrojil prvou elektronku se dvěma elektro
dami, tak zvanou dioďu, a použil ji k usměrňování střídavého proudu.

Největší zásluhu o vznik elektronek, které způsobily rozvoj radiotech
mky, měl však Lee de Forest. V roce 1907 vytvořil z diody elektronku se
třemielektrodami, tak zvanou trioďu,která sestala základem ke všemdneš

WO WV

objev. Lee de Forest umístil mezi vlákno elektronky (katodu) a studenou
anodu mřížku jako třetí elektrodu. Napětím k této mřížcepřipojeným dal
se dokonale ovládat proud elektronů vystupujících z katody směrem
k anodě. Teprve tím se dala elektronka později využít k nejrůznějším
funkcím v radiotechnice a elektronice.
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: o /?Různé

Prof.dr. Vilém Santholzer, KU,HradecKrálové:

K prohlášenísovětskévládyo obnovení
nukleárníchpokusnýchvýbuchů |/

Vláda Sovětského svazu oznámila dne 31. srpna t. r., že se rozhodla
provést pokusné výbuchy jaderných zbraní.

Chtěl bych k tomu připomenout, že dohodou velmocí byly pokusné
výbuchy zastaveny dnem 1. listopadu 1958, takže se veliké série vý
buchů nekonaly bezmála 3 roky. Přes tuto dohodu provedla Francie
loňského roku samostatně tři pokusné výbuchy na Sahaře, z nichž první
byl poměrně silný a značně kontaminoval vzduch i u nás, tj. znečistil
jej radioaktivním prachem. Další, slabší pokusný výbuch provedla
Francie letos na jaře, opět bez ohledu na dohodu velmocí.

Vedoucí představitelé USA a jejich spojenci v poslední době ustavičně
vyhrožují, že se chopí zbraní a rozpoutají válku třeba i v odpověď na
uzavření mírové smlouvy s Německou demokratickou republikou. Vzhle
dem ke všem těmto znepokojivým skutečnostem pokládala sovětská
vláda za svou povinnost učinit všechna nezbytná opatření, aby Sovět
ský svaz byl plně připraven zneškodnit každého agresora, jestliže se
pokusí napadnout Sovětský svaz, popřípadě některý ze států našeho
socialistického tábora.

Sovětští lidé mají v čerstvé paměti otřásající tragédii prvních měsíců
Velké vlastenecké války, kdy Hitler měl převahu v bojové technice
a pronikl hluboko do sovětského území. Sovětská vláda ve svém pro
hlášení o obnovení pokusných výbuchů jaderných zbraní proto připo
míná, že v nynější doběnení možno něco podobného dovolit a že její
rozhodnutí provést pokusné výbuchy je pouze jedním z celé řady zá
važných opatření, která byla provedena k zajištění bezpečnosti Sovět
ského svazu, a tudíž i celého tábora socialismu. Sovětský svaz má
velikou převahu v bojové technice nad západními kapitalistickými státy
a tuto převahu si prostě hodlá udržet i dále.

Proto také vláda naší Československé socialistické republiky učinila
dne 2. září 1961 prohlášení, jímž plně podporuje závažné rozhodnutí
Sovětského svazu. Všechen náš pracující lid se staví za tato rozhodnutí,
v našich závodech a továrnách jsou k této události uskutečňovány
cenné pracovní závazky.
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Sovětský svaz ve svém prohlášení také důrazně připomenul velmi
škodlivé iluze o tom, že kdyby byla rozpoutána nová válka, obešla by
se bez použití termonukleárních zbraní, tj. různých typů vodíkových
pum. Zkušenosti z historie nás učí, že nikdy se nepodařilo udržet válečný
požár v předem vymezených hranicích a že války mají své neúprosné
a kruté zákony. Každý útočník si nakonec uvědomuje, že v případě
porážky postihne jeho samotného osud, který připravoval pro svou oběť.
Proto útočník nakonec vynaloží všechny prostředky, které má k vedení
války k dispozici. Za nynějšího stavu vědy a bojové techniky prostěbykaždýozbrojenýkonflikt-ikdybybylzpočátkunepatrný| nevy
hnutelněpřerostlve světovou raketovou a nukleární
válku, neboťzcela určitě by byly do něho zavlečenyvšechny nukleár
ní mocnosti.

V prohlášení sovětské vlády se připomíná, že sovětští lidé v poslední
válce zaplatili za obnovení míru cenu, kterou nelze k ničemu přirovnat.
Oběti sovětských lidí byly nesmírné. Avšak všechno to, co lidé prožili
v uplynulýchválkách, bledne před hrůzami, které by lidstvu přineslo
pouze několik výbuchů termonukleárních pum. Soudruh Chruščovv jed
nom ze svých loňských prohlášení připomenul, že atomová a vodíková
válka by vyhubila stamilióny lidí a lidstvu by způsobila nesmírné
útrapy.

Sovětský svaz se vyslovil první ze všech velmocí pro všeobecné a
úplné odzbrojení a v několika.posledních letech na konferenci v Ženevě
marně usiloval o zastavení všech druhů pokusných výbuchů. Američané
sami nedávno přiznali, že jednání o trvalém zastavení jaderných pokusů
v Ženevě bylo jen jakousi hrou na schovávanou, prováděnou pro uklid
nění veřejného mínění. Veřejné mínění i u nich je totiž pro zastavení
pokusů.

Již 5. září roku 1961, pět dnů po sovětském prohlášení, americká
vláda oznámila, že obnovuje podzemní nukleární pokusy. Takových
pokusů připravili američtí vojáci celou sérii a je možno se oprávněně
domnívat, že skrýváním pokusů pod zem chtějí utajit nějaký jejich
zvláštní charakter. Pokus provedený v ovzduší zanechává totiž po sobě
tzv. radioaktivní neboli nukleární spad, tj. radioaktivní prach rozme
taný do ovzduší. Radioaktivní spad se postupně rozšiřuje do ovzduší
na celé zeměkouli. Z jeho složení je možno provádět některé domněnky
o podstatě nukleární zbraně, která byla odpálena. Skrývání amerických
pokusů pod zem zcela jistě nesleduje žádné cíle humanistické. Zcela
právemSovětskýsvazoznačiltzv. neutronovou pumu, oníž
horuje americký tisk, za zbraň ryze gangsterskou, neboť tato zbraň má
zničit pouze vše živé a má zachovat nedotčené všechny hmotné statky
lidí, všechny závody, továrny a všechen majetek. Je-li taková neutro
nová puma vůbec možná,je-li ji možno sestrojit, o tom je možno disku
tovat. Je těžké si představit vznik velikého proudu neutronů bez sou
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časného vzniku jiných paprsků, bez vzniku obrovského tepla a tlakové
vlny. Můžeme se však oprávněně domnívat, že je-li možno takovou
pumu sestrojit, tedy by ji zcela jistě dovedli vyrobit i sovětští odbor
níci. Prohlášení sovětské vlády však ostře odsuzuje projekt neutronové
pumy. Jedině agresoři toužící po loupežích, okupování cizího území
a zachvácení cizího majetku mohou mobilizovat úsilí vědců na vytvo
ření zbraně tohoto druhu. Chtějí zničit lidi a přivlastnit si plody práce
obětí, které by usmrtili. Je to morální zvrhlost. Plány na vytvoření
neutronové pumy plně odhalují podstatu soudobého imperialismu, který
nenávidí člověka a nechce se už spokojit pouze s nestoudným vyko
řisťtovánímpracujících. V zájmu zisku je schopen uchýlit se k zločinům,
které by svou hrůzností zastínily vzpomínky na plynové komory a mu
čírny hitlerovských katanů. To bylo právem zdůrazněno v prohlášení
sovětské vlády.

President Spojených států amerických a britský ministerský před
seda vydali dne 4. září 1961 prohlášení, v němž navrhovali schůzku
představitelů velmocí, která by měla dohodnout trvalé zastavení vý
buchů v ovzduší, neboť takovými výbuchy vzniká škodlivý radioaktivní
prach. Přitom však jejich prohlášení naprosto nic neříká o tom, že bymělybýtzastavenytakévýbuchypodzemíavýbuchy| jakříkáme
za hranicí ovzduší, tj. ve větších výškách než 50 km. I takové výbuchy
jsou škodlivé, hlavně jejich důsledky, které by znamenaly další závody
v nukleárním zbrojení.

V Sovětském svazu jsou velmi dobře známy škodlivé důsledky pokusů
s termonukleárními zbraněmi pro živé organismy. Proto se v prohlášení
sovětské vlády praví, že se podnikají všechny kroky k tomu, aby dů
sledky pokusů pro živé organismy byly omezeny na nejmenší miru.
Sovětská vláda se rozhodla obnovit pokusné výbuchy opravdu jen
s těžkým srdcem. Byla nucena tak učinit s velkým sebezapřením a poh
továním a teprve po všestranném prozkoumání této otázky, včetně
úvah o škodlivých následcích pokusů pro živé organismy. Jakožto od
borník v otázkách měřeníradioaktivity, a zejména v otázce radioaktiv
ního odpadu, který vzniká následkem pokusných výbuchů nukleárních
zbraní, pevně věřím, že jestliže Sovětský svaz provede pokusné výbu
chy, vzroste radioaktivita našeho životního prostředí jen zcela nepatrně.
Připomněl bych v té souvislosti, že loni dne 1. března po únorovém
výbuchu první francouzské atomové pumy na Sahaře, se vyskytovala
u nás i jinde poměrně veliká radioaktivita vzduchu, která vzbudila
značnou pozornost. Z chystaných sovětských pokusů nemám však jako
odborník vůbec žádné obavy. Sovětská vláda zásadně vždy plní to, co
slíbila. A sovětští vědci se zcela jistě postarají o to, aby zvýšení radio
aktivity bylo jen nepatrné a lidskému organismu dobře snesitelné.
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Úlohy k řešení

Soutěž Rozhledů

(Pokračování)

Fyzika:

1.Motorový vlak, jedoucí přesněpodle jízdního řádu,projíždí daný úsek
trati předepsanou rychlostí vy— 21 m.s-*. Ale v místě A zpozoruje řidič
návěští, které žádá snížení rychlosti na hodnotu v, — 18 km.hod-*. Za
čne ihned brzdit s konstantním zpožděním a, = 0,25 m.s“?, takže v místě
B již má vlak žádanou sníženou rychlost v;, se kterou jede až do místa C,
kde další návěští povoluje zvýšit rychlost na původní hodnotu «. Od
místa C jede proto vlak rovnoměrně zrychleně se zrychlením a; = 0,2
m.s7?, takže v místě D nabude opět předepsanou rychlost v, se kterou
jede dále. Vzdálenost AD = s = 3612 m. Tření a odpor vzduchu zane
dbáme.

a) Dokažte, že doba jízdy se tímto nepředvídaným snížením rychlosti
prodlužuje oproti jízdnímu řádu o hodnotu

i 24 S — (U + 43)V(V4 — %%)
+ 2 A1 A3 Vy Va

(V — %)

a určete tuto dobu opoždění číselně!
b) Označte úsek brzdění AB = s, a potřebnou dobu 7;; úsek snížené

rychlosti označte BC —s, a potřebnou dobu f,; Úsek zrychlování budiž
označen CD = s; a doba k jeho projetí potřebná budiž ť;.Dobu, za kte
rou by byl vlak projel úsek AD = s původní rychlostí v, označte tg.

Nyní vyjádřete všechny hledané veličiny (6). 84, 82, 83 b1,b2,ts, la, to)
obecný mivýrazy obsahujícími jen dané veličiny (totiž 8, Vy,V, G1,A3)
a potom je vypočtěte numerický z daných číselných hodnot!

(Návod: pohyb rovnoměrný, rovnoměrně zrychlený a rovnoměrně
zpožděný).

Evžen Říman
2. Určete oběžnou dráhu T' prvého Sputniku, jehož vzdálenost od

povrchu Země byla v perigeu (přízemí) 4, — 227 km a v apogeu (odzemí)
hy — 947 km. Předpokládejte rovníkový poloměr Země R —=6378 km.
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Řešte dvěma způsoby:
a) Pomocí gravitačního zákona: Síla, kterou se Sputnik a Země při

tahují, je stejně veliká jako odstředivá síla při kruhovém pohybu Sput
niku. Dána hmota Země my-= 6.. 10**kg a hodnota gravitační konstanty

x = = N kg? m?.
b) Pomocí třetího Keplerova zákona, víte-li, že oběžná doba Měsíce je

T, — 27/; dne — 2,36 . 109 s a jeho střední vzdálenost od středu Země
je 74 — 9384000 km.

(V obou případech řešte pro kruhový pohyb Sputniku, při čemž za po
loměr kladete aritmetický průměr hodnot A;a hs.)

Evžen Říman
3. Největší dalekohled světa má ohniskovou dálku f, — 16,7 m.
a) Určete jeho zvětšení Z, použije-li še jako okuláru spojná čočka, kte

rá dá pro dálku zřetelného vidění (8— 25 cm) zvětšení Z, = 32.
b) Do jaké vzdálenosti 4 by bylo lze pozorovat odlet Sputniku I (od

startoval 4. 10. 1957), který měl tvar koule a průměru 2r = 58,3 em,
aby se jeho obraz jevil v tomto dalekohledu stejně veliký, jako se jeví
Měsícprostému oku, tj. v zorném úhlu « = 31!

l
(Návod: Zvětšení lupy Z = —; zvětšení dalekohledu se rovná poměru

ohniskových dálek objektivu a okuláru. Pro malé úhly platí tgx A are «.)
BvženŘíman

Rešení úloh z minulého ročníku

(Pokračování)

8. Daný rovnostranný trojúhelník ABC rozdělte úsečkou MN na dvě
části obsahem si rovné: na rovnostranný trojúhelník MNC a rovno
ramenný lichoběžník ABN.M. Která z těchto dvou částí má větší obvod!

(Došlo 18 řešení.) Jiří Sedláček

Řešil Jindřich Šilhán, 11. B, JSŠ, Svitavy:
Řešení. Je zřejmé,že obsah trojúhelníka ABC je dvojnásobkem

obsahu trojúhelníka MNC.
Položíme-liAB = a, MN =o, platí

a? Vs = b?.E

Odtud

bma.*Í.5.
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Obvod trojúhelníka M.NCje potom 32
01—4. 73

a obvod lichoběžníka

0—da—4 ba R
Zbývá tedy porovnat čísla3 2 a 6— V2.Nechceme-lipracně počítat

odmocniny nebo použít tabulek, můžeme obě čísla porovnat také tak,
že si první uvedeme na tvar 4 V2— V2 = 32 —V2 a druhé na tvar
36 —V2.Je tedy

8/2<6—2
a větší obvod má lichoběžník.

9. Určete všechna celá čísla z, y, pro která platí
2 —a)hy <20.

Jiří Sedláček
(Došlo 15 řešení.)

Řešil Karel Hrbáček, 11. A, DSŠ Nymburk:

Řešení. Z danénerovnostiplyne

2 (a3—1) < 0 —y S20, (1)

poněvadž y*= 0 pro každé reálné číslo y. Mohou tedy dané nerovnosti
vyhovovat jen ta celá čísla x, která splňují nerovnost

2 (£* — x) < 20
čili

X —a— 10<0 (2)

Nerovnost (2) lze psát ve tvaru

i — VT-+(eo2 2
a odtud plýne

1—/V|4a 1+Va

O
Protože « je celé, lze uvažovat pouze

—2sS1sSd). (3)

Nyní budeme uvažovat danou nerovnost 2 (z*—£) + 4 > 20 pro
každé celé číslo z z intervalu (3) odděleně.
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Pro x — —2 máme 2 (4 + 2) —y*< 20. Odtud y*< 8a|y S2.
Pro x — — 1 máme 2 (1 + 1) —-y* < 20. Odtud y* < 16 a |y < 4.+Prox—| 0máme2(0—0)+y*<20.Odtudy*<20ajy|S4.Prozx—o 1máme2(1—1)+y*<20.Odtudy*<20ayS4.Prox—© 2máme2(4—2)+y*<20.Odtudy*<16a|y|<4.
Prox— ©3máme2(9—3) + y*< 20. Odtudy*< 8a|y| S2.

Tímto postupem jsme našli tyto dvojice celých čísel:
(—2, —2), (22, —1), (—2, 0), (22, 1), (—2, 2);

4 1), (—1 ? 2),(—1, —3), (—L —2), (—L -I ( ), (—1
(0, — (0, —3), (0, —2), (0, —1), (0, 0), (0, 1), (0, 2), (0H

1), (1, 0),o 1), (1, 2), (1,

4),
(I, —4), (l, 3), (1, —2), (l,
(2, —3), (2, 2), (2, —1), (2, 0), (2, 1), (2, 2 (2, );
(S, —2), (8, —I), (3, 0), (3, 1), (3, 2).

Zkouškou se můžeme přesvědčit, že všech těchto 42 dvojic vyhovuje
dané nerovnosti.

(—1, 3);
9), (0, 4);
9), (1, 4)3 2

-6-5 -4 3 2 -1 101
.Dé *(3f

NÍ u O

Obr. 1.

Poznámka redakce.Řešitel Jan Žofka z Písku znázornil výsledek 9. úlohy
přehledně takto: Zvolil v rovině dvě navzájem kolmé osy ©,y a každou z vý
sledných 42 dvojic zobrazil jedním bodem tak, jak je to známé např.z partie
o znázorňování funkcí. Narýsujeme-li toto zobrazení, dostávármnev rovině
42 bodů, kterým se někdy v matematice říká „mřížové“ (viz obr. 1). Z obráz
ku je patrné, že se všechny nalezené body „„kupí““kolem počátku; pokroči
lejší čtenář,„Který zná základy analytické geometrie si snadno uvědomí, že
nalezené mřížové bodý vyplňují vnitřek elipsy s rovnicí 2(x*—v) + y = 20(tato elipsa není v našem obrázku narýsována).

(Pokračování)
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Matematická olympiáda

Přípravné úlohy
(Pokračování)

5. Je dána kružnice k = (S, r) a na ní bod A; ve vzdálenosti ď od
bodu A je vedena sečna p kružnice k, při čemž je p | ASA.

Sestrojte čtverec ABCD, jehož vrchol B leží na přímce p a vrchol D
na kružnici k.

Proveďte diskusi úlohy vzhledem k číslům 7, d. (Pokyn. Uvažujte
otočení o středu A.)

6. Do rotačního kužele je vepsána krychle, jejíž jedna stěna leží
v rovině podstavy kužele a zbývající 4 vrcholy leží na jeho plášti.
Délka hrany krychle je rovna třetině výšky kužele.

Vypočtěte velikost úhlu, který svírá osa kužele se stranou kužele.

3. Kategorie C

1. Do kruhové úseče o poloměru r a středovém úhlu 120“ jsme ve
psali kružnici tak, že se tětivy omezující úseč dotýká právě v jejím
středu.

Dokažte, že délka této kružnice je rovna 7 délky oblouku, který
omezuje danou úseč.

2. Narýsujte trojúhelník SMN, kde SM = 9cm, SN = 4cm, MN =
= 10cm.

Sestrojte kosočtverec ABCD o středu S, aby platilo:
. 1

(1) Uhel © DAB kosočtverec má velikost 67 —“2
(2) Přímka AB prochází bodem M.
(3) Přímka CD prochází bodem N.
Dokažte, že úloha má dvě řešení.
(Pokyn. Užijte souměrnosti o středu S.)

3. Řešte soustavu rovnic
bz bb c—Tx C a— y

3 7 3
a

X C y a 2 b
kde «, y, z jsou neznámé a a, b, c jsou danáčísla.
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Rozhodněte o řešitelnosti soustavy.

4. Sestrojte graf funkce

= 2+1- le-1)
(Pokyn.Rozeznávejtemožnosti:x< —1; —1sax=sl;x=l.

5. Je-li p celé číslo, potom je číslo p* — p? — 24dělitelné číslem 12;
dokažte.

6. Je dána kružnice k a na ní dva různé body A, B. Uvažujme troj
úhelník ABX, kde X je bod kružnice k. Na prodloužení úsečky AX
sestrojme bod f tak, aby platilo XY —BX.

Vyšetřte geometrické místo bodů Y, když bod X probíhá kružnici £
(s výjimkou bodů A, B).

4. Kategorie D

1. Národní podnikměl zvýšit výrobu o 40 %. Vhodnou organizací
práce se mu podařilo zvýšit výrobu o 50 %.

Na kolik procent tím splnil plán?

2. Udejte všechny dělitele (tj. přirozená čísla) čísla 270. Uveďte po
stup, kterým jste úlohu řešili.

3. Narýsujte dvě řrůznoběžkyp, g o průsečíku M tak, aby svíraly
úhel 60“. Na přímce p zvolte bod P tak, aby MP = 7,4 cm.

Kolem bodu P opište kružnici k takovou, aby na přímce g vytínala
tětivu délky 7,2 cm.

Rozhodněte, zda bod If padne na kružnici k nebo leží vně nebo
uvnitř kružnice k. Odůvodněte.

4. Je dán výraz

(EB a—b U) 4b- (242 24123 -P (až3+4b?)(a—d)
a) Výraz V zjednodušte a udejte, pro která čísla a, b nemá smysl.
b) Vypočtěte všechny dvojice přirozených čísel a, b, pro která je

V= 100.

5. Sestrojte rovnoramenný lichoběžník ABCD o větší základně AB =
= 8,3 cm, výšce v — 3,5 cm, a to takový, že z obou bodů C, Ď je
úsečka AB vidět pod pravými úhly.
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6. Sestrojte trojúhelník ABC tak, aby platilo:
AB = 4,9 cm, AC = 7 cm, výška příslušná ke straně AB je v, = 5 cm.

Výpočtemrozhodněte, zda pata Pvýšky v. vedené ke straně AB leží
uvnitř této strany či nikoli. (Třebarozlišovat dvě možnosti: úhel © ČAB
je ostrý nebo tupý.)

II. Soutěžní úlohy MO

1. Kategorie A

1. Jsou dány dvě kolmé roviny 04, 0; o průsečnici 0, O0,.V rovině 04
je sestrojena polokružnice k, se středem Cj a krajním bodem 0,. V ro
vině 0, je sestrojena polokružnice k; se středem O, a krajním bodem 0,.

Po polokružnici £; se pohybuje bod X; a po polokružnici k; se pohy
buje bod X; tak, že pro vzdálenosti platí vztah O, X1 = 0, X2.

Vyšetřte geometrické místo středů úseček X, X;.

2. Jsou dány velikosti a, b sousedních stran rovnoběžníka a velikost
o úhlu sevřeného jeho úhlopříčkami.

Sestrojte tento rovnoběžník a stanovte podmínky řešitelnosti vzhle
dem k daným číslům a, b, mw.

px
a + p? -+ 1o vy , l

kažte, že tato funkce nabývá jen těch hodnoty, pro něž platí |y| < 2

3. Je dána funkce y = kde p je reálný parametr. Do

1

Zvolte parametr p, tak aby funkce mělanejvětší hodnotu4“ tomto
případě vyšetřte její průběh a načrtněte její graf.

4. Jsou-li «, G, y velikosti vnitřních úhlů trojúhelníka, potom platí
3

cos?« + cos?B +- cos? y = 1 ;
dokažte.

Najděte všechny trojúhelníky, pro které v předchozím vztahu platí
rovnost.

5. Dvě místa A, B leží na témž zeměpisném poledníku p; místo A má
severní zeměpisnou šířku m,a místo B májižní zeměpisnou šířku ©. Kos
mická loď při přeletu nad poledníkem p byla z místa Á pozorována na
jižní straně ve výšce « stupňů nad obzorem; v témže okamžiku byla z mís
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ta B pozorována na.severní straně ve výšce B stupňů nad obzorem. Jak
daleko byla loď od povrchu Země?

6. Náčrtek znázorňuje dvě trati pouliční dráhy APOB a CPOD, které
mají společný úsek PO (viz obr. 1).

Kterýkoli vůz projede (nehledě na směr) každý z úseků AP, BO, DO,
PO za 20 minut, ale úsek CP za 40 minut; přitom nebereme zřetel na
dobu strávenou čekáním na zastávkách a konečných stanicích.

Určité dva vozy vyjedou z konečných stanic A, C v 10. hod.
a) V kolik hodin se tyto vozy potkají poprvé mezi místy P, ©!
b) V kolik hodin se tyto vozy potkají mezi místy P, © v době od 12 do

14 hodin!

2. Kategorie B

1. Jsou dáný dvě různé rovno
běžky p, g a bod A ležící na p; dále
je dáti bod WMležící uvnitř pásu
s.hranicemi p, g.
. Šestrojte rovnoramenný trojúhel
ník A-BČ-se základnou AB takový,
aby vrcholy B, C ležely po řadě na
přímkách g,p a bod Mna rameni BC.
. Proveďte diskusivzhledemk vzdá
lenosti v rovnoběžek p, g a vzdále
nosti d bodů A, M.

Obr. 1.

2. Druhá mocnina přirozeného čísla » má v dekadickém zápise posled.
ní dvojčíslí 56.Jaké je poslední dvojčíslíčísla n? (Jsou 4 možnosti.)

3. Jé dáno kladnéčíslo p. Mňožinavšech bodů v rovině, jejichž pravo
úhlé souřadnice z, y vyhovují rovnici

pla+|z+y =4,
Wy /

je obvod jistého rovnoběžníka; dokažte.
Potom zjistěte, pro které číslop je tento rovnoběžník obdélník.

4. Buďte a, b, c, délky stran trojú lníka a P jeho obsah.
Potom platí

a+db = 4P3;
dokažte.

Rozhodněte, ve kterém případě nastává rovnost.
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5. Je dána soustava rovnic

z2Ty+2=1
hry +-2=ec

xy=?
kde c je dané kladnéčíslo.

a) Udejte podmínky pro čísloc, aby soustava měla reálné řešenír, y, 2.
b) Udejte všechna čísla c, pro něž alespoň jednatrojice číselz, y, z (ře

šících soustavu) je složena z kladných a navzájem různých čísel.

D' C

Obr. 2.

6. Z krychle ABCD A'B'C'D" o hraně délky ď je vyříznut podle obráz
ku pravidelný čtyřbokýhranol XZYT XZ Y'T";tím vznikneduté těleso
K, jehož povrch se skládá z deseti rovinných obrázců. Označme po řadě
P, © středy úseček AA4",ČC* (obr. 2).

Vypočtěte délku lomené čáry PK YG a najděte kratší lomenou čáru
spojující body P, © a jdoucí po povrchu tělesa K.

(Pokračování)
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Fyzikální olympiáda

Prof. dr. Rostislav Košťál s kolektivemspolupracovníků,Brno:

Zákony Kirchhoffovy a jejich důsledky

A

Při odvozování Kirchhoffových zákonů pro rozvětvené obvody vyjde
me z analogického případu u kapaliny. Prochází-li potrubím ustálený
proud kapaliny, musí každým průřezem - i různě velkým protéci ve
stejných dobách stejné množství kapaliny. Proto také, když se potrubí
rozvětví, musí být množství kapaliny proteklé všemi větvemi potrubí+

V MR
——Ly

R 2. Ra
VYv»vVVVČ

2D A B58LO
Obr. 1.

totéž jako množství kapaliny proteklé v téže době nerozvětveným po
trubím. Kdyby totiž protékalo průřezem bližším k začátku trvale větší
množství než průřezem vzdálenějším, musela by se kapalina někde v po
trubí hromadit; kdyby protékalo blíže k počátku menší množství a dále
větší, musel by někde v potrubí vzniknout prázdný prostor.

Obdobněje tomu u elektrického proudu. Vodičempřipojenýmk elek
trickému zdroji konstantního napětí musíprocházet vevšech místech stej
ně velký proud. Jestliže se vodič rozvětvuje, pak bod, v němž se stýkají
aspoň tři vodiče, nazýváme uzel. V uzlu se proudy spojují nebo rozdělu
ji. Analogicky k rozvětvenému proudu kapaliny vyplývá pro elektrický
proud f, že musí být v nerozvětvené části roven součtu proudů ve všech
větvích (obr. 1); musí tedy platit

I=ZK, (1)
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kde / je proud v části nerozvětvené a I, proud jdoucí k-tou větví. Součet
se vztahuje na všechny větve. Kdyby nebyl splněn tento vztah, tj. kdy
by např.přitékající proud byl větší než součet proudů odtékajících, musel
by se v uzlu hromadit kladný náboj, v opačném případě by se v něm hro
madil náboj záporný. Tím by se měnil stále potenciál uzlů a nenastal by
ustálený stav, což odporuje skutečnosti.

Označíme-liproudy vstupující do uzlu kladně, proudy z uzlu vystupu
jící záporně, pak můžeme říci, že součet proudů v každém uzlu se zřete
lem ke směru proudu je roven nule; tedy

Z=0, (2)
kde I; značí jednotlivé proudy vcházející do uzlu nebo z něj vycházející
s příslušným znaménkem. Tento poznatek nazýváme prvý zákon Kirch
hoffův.

Všimneme si nyní případu, když se proud rozdělí na tři větve (obr. 1).
Označme odpory v jednotlivých větvích R,, R, a R;. Bod, ve kterém se
vodič větví, má určitý potenciál V,, bod, ve kterém se vodiče spojují, má
jiný potenciál V;. Pak musí pro napětí U = V, — V, mezi těmito body
platit podle Ohmova zákona

U= R = Rozl,= Raly, (5)
tzn.

RI, —Rl,=0 R, —Rila=0, Rol,—Rzl;= 0 (3)
Co vyjadřují tyto rovnice? Každý člen vyjadřuje napětí podle zákona
Ohmova - nebo jak říkáme Ožkmovonapětí. Tyto rovnice dostaneme též
tak, že si vyberemeuzavřený obvod, v.prvém případě z prvé a druhé
větve, v druhém případě z prvé a třetí větve a v třetím případě z druhé
a třetí větve. Proběhneme jéj libovolně zvoleným směrem - v prvém
případě ve směru proudu J;, a tedy proti směru proudu I;, v druhém pří
padě ve směru proudu /j, a tedy proti směru proudu I; a v třetím případě
ve směru proudu f;, a tedy proti směru proudu I. Pak součet Ohmových
napětí s přihlédnutím ke směru proudu je roven(nule, což vyjjadřují řov
nice (3'). Zvolíme-li směry oběhu opačně, dostaneme tytéž rovnice (3).
Jsou to však obvody, v nichž není elektrický zdroj.

Podle Ohmova zákona -rovná se svorkové napětí zdroje součtu napětí
na všech jednotlivých vodičích zařazených sériově do obvodu. Poněvadž
napětí na všech paralelních větvích je stejné, ize psát, že součet napětí
na vodiči o odporu R a napětí na kterékoli větvi (obr. 3) musí být roven
svorkovému napětí U,;;tedy

RI + R = Uz, RI + RzI,= Uz, RI + Rial;= U; (4)
Proto dřívější poznatek pro obvod bez zdroje lze upravit (užitím.po

znatku o sčítání elektromotorických sil při spojení zdrojů za sebou) pro
obvod se zdroji takto: V uzavřeném obvodě je součet Ohmových napětí
na vnějších odporech, spřihlédnutím ke směru proudu, roven součtu svor
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kových napětí v obvodu zapjatých se zřetelemna polaritu zdroje. Tento
poznatek nazýváme druhý zákon Kirchhoffův.

Přihlížíme-li i k vnitřním odporům zdrojů, počítáme místo se svorko
vými napětími s elektromotorickými silami (ems) zdrojů a s Ohmovými
napětími i na vnitřních odporech zdrojů.

Z obrázku 1 a rovnic (4) je vidět, že Ohmovo napětí počítáme kladně,
když zvolený směr proudu bude souhlasit se směrem našeho oběhu v uza
vřeném obvodu. V opačném případě počítáme Ohmovo napětí záporně.
Z obrázku je dále vidět, že svorkové napětí (příp. ems) bereme kladně,
když zdroj je ve větvi zapojen tak, že se od záporného pólu dostáváme
vnitřním odporem zdroje ke kladnému pólu ve směru oběhu; v opačném
případě bereme svorkové napětí záporně.

spojení velikosti elektrickýchproudů), vyznačímesi— směry
proudů v jednotlivých větvích. Směry proudů můžeme zvolit libovolně
v každé větvi. Vyjde-li řešením napsaných rovnic proud v některé
větvi záporný, znamená to, že jde touto větví opačným směrem,než jsme
zvolili. Pak můžeme napsat pro každý uzel prvý Kirchhofův zákon.
Tyto rovnice nebudou na sobě nezávislé (např. v obr. I máme dva uzly
A, Ba rovnice pro proudy jsou v nich totožné). Pak si zvolíme ve spojení
určitý bod a zvolímesměr, kterýmjej proběhneme. Napíšeme, že součet
Ohmových napětí se rovná součtu zapjatých svorkových napětí (příp.
ems, když přihlížíme i k vnitřním odporům). Pak rovnice řešíme.

B

Ze vztahu (3“)plyne pro » větví

I 82:l =D: LL 1

R, R, R, R, — G, . G, . G3 Gn,
(5)

kde I, je proud, Rx odpor, G+vodivost k-té větve. Tento vztah říká, že se
proudy v jednotlivých větvích rozdělí v nepřímém poměru k jejich od
porům, čili v přímém poměru k jejich vodivostem.

Když chceme odpor » větví nahradit jediným odporem R, kterým
by procházel stejný proud jako všemi větvemi dohromady, pak pro

U
proudy I; = R, VŠvětvích (podle vztahu (3))a pro výsledný proud I =k

U
=% plyne ze vztahu (1)

U U

RT R, či UG= Z UG;



z toho 1 lROC
kde G je výsledná vodivost. Tento výsledek znamená, že při spojení od
porů vedle sebe se součet převrácených hodnot odporů rovná převráce
né hodnotě výsledného odporu čili výsledná vodivost se rovná součtu
vodivostí jednotlivých větví.

či G=ZG,

C

Nyní vyřešímeněkolik příkladů. Prvé dva příklady se zabývají výpoč
tem proudů, druhé dva výpočtem odporů a pátý odvozením vztahů pro
elektromotorickou sílu měřenou kompenzační metodou.

Příklad 1. Vypočtěte proudy I, I,, I, ve spojení vyznačeném na obr. 2.
Přitom je dáno: R = 1000(2, R; = 50,0 ©, R, — 150,0 0 a U, = 2,00 V.

F, k2
R

C>
Obr. 2.

Z prvého Kirchhoffova zákona plyne pro uzel A
I=H+k (6)

(pro uzel B plyne táž rovnice). Podle druhého Kirchhoffova zákona platí
pro obvod tvořený odporem R, a odporem R;

Rly— Ryl,= 0, (7)
pro obvod tvořený odporem R a odporem R,

RI + RI, = U, (8)
Pro obvod tvořený odporem R a odporem R, dostáváme rovnici

RI + R, = Uz,
která však již plyne z rovnic (7) a (8).

Ze (7) plyne
R

I, = R, (9)
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pak z (6)
m R, OR+ RI=h+ gh- g 0M (10)

a dosazením do (8) dostáváme
R R

(zRTh +u L=U,,R,

I o UR, .1 RR-+RR,+ RR, '
z (9) plyne

I O UR,
2 RRx+ RR,- RAR,

a L 4 R 4 p
k] x Z o

U5 -= U
R, Rs

A
Ro :

/

S| |e
—- C

b

Obr. 3.
a z (10)

U;(R + R)I =
RR, + RR, + RR,

Po dosazení vycházíI,=1,45.10-3A,| I3=0,48.1073A,I=1,93.107*A.
Přiklad 2. Vypočtěte proudy v jednotlivých větvích sítě vyznačené

na obr. 3. Je dáno:

R, = 1,000, R, = 2,000, R; = 3,000, R, = 4,000,
R — 5,00 O, ' — 6,00 C, U — 4,00 V, Uz — 8,00 V,
Uz — 12,00 V, U, = 16,00 V, U — 20,00 V, Uz — 24,00 V.

V každé větvi zvolíme libovolně směr proudu a potom v každém vy
braném uzavřeném obvodu zvolíme libovolně směr oběhu. Ohmovo napě
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tí počítáme kladně, kdýž směr souhlasí se zvoleným směrem proudu, zá
porně v opačném případě. Elektromotorickou sílu zdroje počítáme kladně
směrem od záporného pólu vnitřním odporem ke kladnému pólu, záporně
v opačném případě.

Z obrázku je vidět, že jde o určení šesti proudů 1, Is, Ig, I,, I; a Ig;
proto potřebujeme šest na sobě nezávislých rovnic. Rovnice získáme vy
jádřením [. zákona Kirchhoffova pro vybrané uzly a II. zákona Kirch
hoffova pro vybrané obvody. Rovnice musí být na sobě nezávislé.

Pro uzly platí:
pro uzel A

—I + — 5 = 0,
pro uzel B

D—I —Ig=0
pro uzel C

1+ I + I = 0,
pro uzel D vychází již z dřívějších rovnic i přímo

—I— I, + Ig=0

Obr. 4.

Z II. Kirchhoffova zákona plyne
pro obvod ABC

Ry + Rolly— Rsls = U, — U, — Us
pro obvod ABD

RI, + Rs + RA, = Ux+ U%5+Ú,,
pro. obvod BCD

Ro, — Byly — Rg — — Uz + U; — Ug
Vztahy pro další obvody není třeba psát, poněvadž už máme 6 rovnic

na sobě nezávislých; z nich lze určit všechny proudy I;. Vychází

I, = 1,26 A, Ig = — 2,26 A, I, = — 1,89 A, I, = 5,41 A, Ig = 4,15 A,
Ig = 3,52 A.

Příklad 3. Vypočtěte výsledný odpor sítě, jejíž schéma je v obr. 4;
přitom R = 5,00 (©,r = 60,0 © a o = 20,0 0.
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Nejdříve nahradíme odpory mezi body C a D jediným odporem R;
(obr. 5); platí

1 Ol + l
R,or 2RB+0e'

a tedy v našem případě
1L 0 727,

R, 06079 T 30
R, = 20,0a

Nyní nahradíme odpory mezi body B a E, které se skládají z větví
r a 2 R+ Rx, odporem R, (schéma by bylo obdobné)

11 1
RO r 2RAR,

Obr. 5.

Protože v našem případě R, = o, je R, = 20,0 (2. Nýní nahradíme od
pory mezi body A a F. Skládají se z větví o odporu ra 2R+ R,
Proto 11, I

Ry;r“ 2R+ R,
Poněvadž v našem případě R; = o, je opět R; = 20,002. Je tedy ke
zdroji připojen odpor

Ri=2R+ R3=10,00+20,00= 3000.
Výsledný odpor sítě je 30,0 (2.

Přiklad 4. Určete odpor vodiče z homogenního materiálu tvaru obdél
níka o stranách a, b, s úhlopříčkou AC, do něhož vstupuje proud v bodě
A a vystupuje v bodě B (obr. 6).

Označme nejdříve odpory a proudy. Protilehlé strany mají týž odpor.
Odpor stran AD a DC a odpor úhlopříčky nahradíme odporem FR'
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(obr. 7); pro něj platí

z toho

Obr. 6.

Pro výsledný odpor R pak platí
1 1 "5
RoOR-+R,

Z «* "X
Obr. 7.

z toho

(p +Rys n)pRŘE +R) MA+rR+R
O RO+R -+R, R,Rs+ RoR oR R.RaRaRO Mt

Rx (2RRz+RzRz+ Ri+ RR)
- 2R,R3+ 2R,zR;+ R*+ 2R,R,+ Ri
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baaž+ b?C
PoněvadžR,= 0% R,= 0©R;= pět 0%
ný odpor a S průřez vodiče, dostáváme pro výsledný odpor

R- a (db-ab -ac+ 25bec) o. a(bž+ ab + ac + 2dc)-S ++ B+ 24b4 240+ 26. S (a+b+ 2) (a+b)
Příklad 5. Odvoďte vztah pro určení elektromotorické síly článku

kompenzační metodou.
Elektromotorickou sílu článku měříme obvykle tak, že k jeho pólům

prostě připojíme voltmetr. Každým voltmetrem (kromě elektrostatic
kého voltmetru, o kterém zde neuvažujeme) však prochází vždy proud,
třeba jen nepatrný. Proto se elektromotorická, síla rozdělí na vnější
odpor a vnitřní odpor a voltmetrem nenaměříme elektromotorickou sílu
článku, nýbrž jen svorkové napětí. Když je vnitřní odpor článku malý
vzhledem k odporu voltmetru, je rozdíl mezi naměřeným svorkovým

kde o je měr

Iné11
H o

4 OR h=IN

kl <. | lgr (6)
E R R

Obr. 8.

napětím a elektromotorickou silou nepatrný, a proto k němu v labo
ratorní praxi obvykle nepřihlížíme. Někdy je však třeba naměřit přesně
elektromotorickou sílu. Máme k tomu několik metod. Popíšeme si tzv.
metodu kompenzační neboli vyrovnávací.

Kompenzačnímetodapatří mezi tzv. nulové metody. Užije
me při ní pomocného článku o ems E (větší než je měřená ems E),
normálního Westonova článku, odporu R a galvanometru G s předřa
zeným odporem R" (obr. 8). Myšlenka metody spočívá v tom, že po
mocným napětím E vykompenzujeme napětí v obvodu měřeného na
pětí E, tak, že obvodem nebude procházet proud (proto nulová metoda).

Do obvodu pomocného článku o ems F zapojíme odpor R. Na něm
lze najít dva body, které mají potenciální rozdíl rovný ems E,; označme
odpor mezi těmito body R,. Jestliže k těmto bodům připojíme para
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lelně měřený článek tak, že k místu vyššího potenciálu je připojen
kladný pól článku, nemůže touto připojenou větví procházet proud.
Označíme-li vnitřní odpor článku o ems E písmenem R;, jde odporemR| pokudnenípřipojenparalelníobvod© proudI=ŘIEPak

i
na odporu R; je napětí

E= Rav (11)
Jestliže při tomto odporu R, neprochází obvodem s galvanometrem

proud, pak je napětí na R, rovno ems měřeného článku. Podle vztahu
(11) však nelze ještě určit ems E,, poněvadž neznáme E a R;. Proto
provedeme druhé měření, při němž místo článku o ems E, použijeme
normálního Westonova článku, jehož ems při 20%C je 1,018 64 V. Mě
ní-li se teplota, mění se jeho ems podle vztahu

E, = [1,018 64 — 0,000 040 6 (£ — 20) — 0,000 000 95 (£ — 20): +
-+ 0,000 000 01 (£ — 20)*] V

vw?
Proto lze pro teplotu, při níž měříme, určit přesně ems Westo

nova článku.
Jestliže nyní místo měřeného článku o ems HK,zapojíme Westonův

článek o ems H,„,nebude galvanometrem procházet proud při odvětvení
z jiného odporu R,. Proto bude platit

E

Vydělením rovnic (11) a (12) dostaneme
RE = E =

(= B (13)

Podle vztahu (13) určíme pak ems B, jen z E, a naměřených odporů
R, a R.

Aby před nalezením správného odporu R,, popř. R;, neprocházel
galvanometrem silný proud, příp. se silný proud neodebíral z Westo
nova článku, předřadí se galvanometru velký odpor R', který se pak
po přibližném vyrovnání vypne.

(Pokračování)

Změna adresy redakce Rozhledů matematicko-fyzikálních:

Praha 2, Trojanova 13, tel. 244529.
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ROZHLEDY MATEMATICKO-FYZIKÁLNÍ

ROČNÍK 40 - 1961/62 ČÍSLO 3

Matematika

Stanislav Horák, ČVUTPraha:

Racionální čtyřstěny

Mnozíčtenářijistěznajípythagorejské trojúhelníky.
Jsou to pravoúhlé trojúhelníky, jejichž strany mají délky vyjádřené
celými čísly. Tak např. trojúhelníky, jejichž střany mají délky

3, 4, 5; 5, 12, 13; 8, 15, 17

jsou trojúhelníky pythagorské. Snadno se přesvědčíme, že obsah py
thagorského trojúhelníku, poloměr opsané kružnice a poloměry ve
psaných kružnic jsou vyjádřeny racionálnímičísly.

Heronův trojúhelník je takovýtrojúhelník,jehožstrany
i obsah jsou vyjádřeny celými čísly (a nemyslí se tím zpravidla pravoúhlé
trojúhelníky). Je to např. trojúhelník o délce stran 13, 14, 15. Heronovy
trojúhelníky můžeme dostat skládáním pythagorejských trojúhelníků.
To si ukážeme na příkladě.

Z pythagorejského trojúhelníka (3, 4, 5) dostaneme pythagorejský
trojúhelník (9, 12, 15), znásobíme-li délky stran třemi. K němu přiložíme
pythagorejský trojúhelník (5, 12, 13) tak, aby stejně dlouhé odvěsny
splynuly a vrcholy úhlů se ztotožnily. Dostaneme tak trojúhelník

buď o stranách 13, 14, 15,
nebo o stranách 4, 13, 15.

První trojúhelníkmůžemenazývat součtový (kratší odvěsnyse
sečetly),druhýrozdílový.

Vprostorubylapodobněvyslovenadefinicepro racionální čtyř
stěn. Racionální čtyřstěnje ten, jehož délky hran, obsahy i objem všech
stěn jsou vyjádřeny raciálnáními čísly. Takový čtyřstěn je např. (pod
sebou jsou délky mimoběžných hran)

4200, 2793, 2015,
2260, 2465, 2583.
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Tyto hodnoty byly získány ze vzorců, které jsou velmi složité. Jednodušší
čísla poskytuje šestice 333,2067,| 7251732,© 644,2040..
V tomto čtyřstěnu jsou však dvě stěny pravoúhlé trojúhelníky o spo
lečné odvěsně.

A ještě se zmíníme o jedné skupině racionálních čtyřstěnů. Jsou to,
ty, jejichž mimoběžnéhrany mají tutéž délku,tj.

amu, Bb=W, (=ď.
Stěny takového čtyřstěnu jsou pak vesměs shodné trojúhelníky. Je
několik typů těchto čtyřstěnů. Uvedu zde hodně jednoduché vzorce pro
délky stran:

a—2.5(g+ D(g—U(g +3 +1)
db= (29 + 3) (49 + 1) (g" + 29 + 2)
c= (1+4) (3g + 2) (2g"+ 29 + 1)

přičemž g je dvojmoc libovolného racionálního čísla.
Upozorňuji však čtenáře, že uvedené vzorce neposkytují obecné řešení,

tj. existují racionální čtyřstěny se stejně dlouhými mimoběžnými hra
nami, které z těchto vzorců nedostaneme.

Stanislav Trávníček, P.U.,Olomouc:

Grafické znázorňování periodických funkcí
v polární soustavě souřadnic

Ve škole jste se seznámili s pojmem funkce a se způsoby jejího určení.
Funkci zpravidla vyjadřujeme rovnicí tvaru

y = f(x)

kde z je nezávisle proměnná, y závisle proměnnáa f je označení pro naši
funkci. Máme-li třeba rovnici

y=2+1,
je f pravidlo, které každému číslu r přiřazujejeho dvojnásobek zvětšený
o 1. Funkce f daná rovnicí

y=sinr
přiřazuje každému číslu x (velikosti úhlu) hodnotu jeho sinu.

Zvláštní třídu funkcí tvoří funkce periodické. Jsou to ty, k nimžexistu
je takové kladné číslop, že platí základní rovnost

f(x)= f(x+ p)=f(r— p)
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pro každou hodnotu nezávisle proměnné. Každéčíslo p, pro něž je splně.
na uvedená základní rovnost, se nazývá perioda funkce £. Základní vlast
ností periodických funkcí tedyje, že se jejich hodnota nezmění, zvětší
me-li nebo zmenšíme-li nezávisle proměnnou o periodu funkce.

Ze základnírovnosti plyne:
f(x) —f(x + np) = ť(r— np),

kde » je libovolné přirozené číslo. Každá funkce, která má periodu p,
má tedy též periody 2p, 3p, 4p, ..., tj. má i periodu »p, kde n je libovolné

řirozené číslo.
Úloha. Dokažte matematickou indukcí předchozí tvrzení.
Nejdůležitější je nejmenší perioda, z níž ostatní dostaneme násobením

přirozenýmičísly.
Příklad 1. Ukážeme, že funkce g definovaná rovnicemi

[1pro kp < + < Ok +1 Z2
g(x) = P

2pro(2k4-1) < xs (t+1)p
kde k je libovolné celé číslo, je periodická s periodou p.

Řešení: Je-li

kp<iSB+D5,
je

Wpca+rs+13
a

" OL! p

kde k' —k+ la k“ = k— L.Odtud pro « z intervalu kp < x S (2k +

+ > platí
gr) = slz + p)=glz— p) =1.

Podobnou úvahu provedeme pro

GE+1WÍ<rSk+Dp
a dostaneme

g(x)= glz+ p)=slr— p) =2
Základní rovnost tedy platí pro všechna ga g je periodická funkce

s periodou p. Graf funkce g v pravoúhlé soustavě souřadnic je na obr. I.
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Nejznámější periodické funkce jsou goniometrický sinus, kosinus, tan
gens a kotangens a další funkce z nich složené, jako např. y = sin 2x —
-+ 3 cos z a podobně. Víme, že nejmenší perioda sinu a kosinu je 2m,tan
genty a kotangenty m.Grafem goniometrických funkcí v pravoúhlé sou
stavě souřadnic jsou známé křivky sinusoida, kosinusoida, tangentoida,
a kotangentoida (obr. 2).

Y Y=g(X)

| x

O p 2p

Obr. 1.

Není-li periodická funkce s periodou p definována pro číslox, pak není
definována, jak plyne ze základní rovnosti, ani pro čísla x + kp, kde k
je libovolné celé číslo. Tak je tomu třeba u funkce tangens, která není

definována pro za tedy ani pro 7 + kn, tj. (2k + 1)T, au funkce ko9 2

Y

coťgx tgx

COSX sinx

-m O i 2n x

Obr. 2.

tangens, která není definována pro 0 a tedy ani pro 0 + km,tj. kr.
Základních rovností u periodických funkcí můžeme použít s výhodou

k zjednodušeníjejich grafického znázorňování. Ukážemesi, jak je možno
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znázornit periodické funkce s periodou 2x v polární soustavě souřadmce.))
V rovině zvolíme bod O (tzv. pól) a polopřímku OJ, přičemž velikost

úsečky OJ pokládáme za jednotku (obr. 3). Poloha libovolného bodu
M =O je nyní dána dvěma čísly:velikostí p úsečky OM a velikostí ©
orientovaného úhlu JOM. Čísla p, © jsou polární souřadnice bodu M.
Bod M o souřadnicích p, ©zapisujeme M(p; ©),nebo jen (p; ©).

Rovnici funkce nyní formálně změníme: nezávisle proměnnou budeme
značit ©a závisle proměnnou p, takže budeme psát

p= fly)
V polární soustavě souřadnic platí

M(p;) = H(p; g + 2kn)

Obr. 3. Obr. 4.

kde k je libovolné celé číslo a proto nejvhodnější k zobrazování v této
soustavě jsou periodické funkce s periodou 2m (2x nemusí být pro da
nou funkci nejmenší perioda).

Příklad 2. Sestrojíme v polární soustavě souřadnic graf funkce g z pří
kladu 1, je-li její perioda p = 2n.

Ř ešení: Podle definicetéto funkce je
p = I pro2kr < o S (2k+

p=2pro(2k-+-1)r <p s2
kde k je libovolné celé číslo.

Jejím grafem (obr. 4) jsou dvě polokružnice: jedna má poloměr 1
(pro 2kr < wS r + 2kr) a druhá 2 (pro x + 2kr < g S 2n + 2kn).

Sestrojený graf nám naopak dovoluje ke zcela libovolné hodnotě ne
závisle proměnné ©určit graficky příslušnou hodnotu funkce.

Jm,l
(k +- l)r

4
Přiklad 3. Ukážeme, že hodnota pyfukce g pro pe= T je rovna jedné.

1)VizJ.Šedivý, Polární souřadnicový systémvro
vině. Rozhledy matematicko-fyzikální č. 2, str. 49.
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Řešení: V obr. 4 sestrojíme orientovaný úhel v základní poloze
o velikosti ©, vyšetříme průsečík M koncového ramene orientovaného
úhlu s grafem funkce g a snadno nahlédneme, že velikost úsečky OM
určuje hodnotu funkce; tedy 09= l.

Nyní si všimneme grafů goniometrických funkcí v polární soustavě
souřadnic.

Přiklad 4. Najdeme graf funkce « = cos g.

Řešení: Víme, že pro 0< ©< 5 je cos o roven velikostiodvěsny
přilehlé k úhlu © pravoúhlého trojúhelníka s přeponou délky 1 (obr. 5).

Měníme-li nyní velikost úhlu ©od nuly do > pak připevné přeponě OJ
probíhá bod M podle Thaletovy věty po polokružnici nad průměrem OJ,
k níž nepatří body O, J. Připustíme-li však eg—0, pak máme M =J.

Platí-li tedy OS 9 < 5> je množinou bodů M,pro něž OM = cos w,
polokružnice s průměrem OJ bez bodu Ó.

J
Obr. 5.

Sestrojme kružnici s průměrem OJ (obr. 6). Jak plyne z předchozích

úvah, je grafem funkce p = cos e pro 0S9< > horní polokružnice
bez bodu 0; vzhledem k tomu, že cos (—©o)= cos 9, je grafem téže funk

ce pro —> < ps, tj. též pro 5m < e S 2n,dolnípolokružnicebez

5 <p9< a je tedy kružnicebodu O. Grafem funkce p = cose pro — o
S průměrem OJ bez bodu Ó. 3..

Pro ©,pro něž je > < 9 < o 7, Jecose < 0a grafemdané funkceje táž
kružnice.Tojiž plynezdříveuvedenéhovztahuM(p;e)= W(— pet
-+ 7r). Nanášíme tedy cos p < 0 na polopřímky opačné ke koncovým
ramenům orientovaného úhlu v základní poloze a dostáváme skutečně
tutéž kružnici.

102



Bod O má poněkud zvláštní postavení, protože při p — 0 nezáleží na
hodnotě p. Chceme-li tedy pojat pól do našeho grafu, musíme zvlášť sta
novit, ke kterým hodnotám ©přísluší. U funkce p = cos o jep = 0 pro

p = 5 + kr, a proto se dohodneme, že grafemtéto funkce pro ©= > +
+ kr, kde k je libovolné celé číslo, je bod O a naopak bod O grafu přiřa
řazuje jen těmto hodnotám o.

Tak jsme dokázali, že grafem funkce p = cos © pro 0 < e S 2r je
dvakrát počítaná kružnice o středu

=C0OS , , . v . . 1

Ý T s polárními souřadnicemi9 Oaopo

1 čruS om uz:
O v Vzhledem k tomu, že funkce ko

sinus je periodická s periodou 2r, je
jejím grafem pro 2kr < o S 2(k +
+ 1) r, kde k je libovolné celé číslo,
táž dvakrát počítaná kružnice o stře.6. l 1 n

Obr. 6 du 5? O1a poloměru DE stejný vý
sledek dostaneme i pro ©; < ©S 9, + 2r, kde ©, je nějaké konstantní
číslo. Jestliže totiž polopřímka OM svírající s polopřímkou OJ úhel o ve
likosti 0, se otočí kolem pólu o 2x, proběhne bod M dvakrát danou kruž
nicí nezávisle na velikosti úhlu 94.

(Pokračování)

Jaroslav Šedivý, VŠP,Praha:

Polární souřadnicový systém v rovině
(Dokončení)

Sestrojování grafů funkcí v polárním s. s. budou věnovány další
články. V druhé části tohoto úvodního článku se však zabývejme
vztahem mezi kartézskými a polárními souřad
nicemi bodu. Odvodímevzorce pro výpočet jedněchz uvedených
souřadnic, jsou-li dány druhé. Na základě nalezených vztahů budeme
moci najít funkce proměnné ©, jejichž grafy v polárním s. s. jsou běžně
známé křivky.

Zvolme kartézský s. s. v rovině tak, aby základní polopřímka OJ
polárního s. s. byla kladnou poloosou z kartézského s. s. Takové dva
souřadné systémy nazveme sdruževé.
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Nechť má bod K v polárním s. s. souřadnice o,
©; označme jeho souřadnice ve sdruženém kar
tézském s. s. +, y. Platí

X = PC0SY, (1)
y—=osngy.

Naznačíme základní myšlenky důkazu, čtenář si sám podle daného
návodu důkaz doplní. Pro o = 0 a libovolné p dostáváme z = 0, y =
= 0, což znamená, že pól polárního s. s. je počátkem sdruženého kar
tézského s. s. Podle definice sdružených s. s. tomu tak je, vztah (1)
je tedy v tomto případě správný.

Předpokládejme dále, že je o >>0 a že g je velikost orientovaného
úhlu JOM (obr. 6). Snadno ověřímesprávnost vztahů (1) pro o = 2k z,

p=(k+1x, p=5+%r, p=—3+2a, tj. bodykladných
a záporných poloos z, y. Pro ostat
ní hodnoty © z intervalu (0; 2 x)
užijeme trigonometrickýchvztahů 1
v pravoúhlém trojúhelníku OM,M.
O velikostech stran tohoto trojúhel
níka platí: OM, = |x, M,M = ly, .
OM = |g= o. Velikost vnitřního M p-n/ 0 JJ
(neorientovaného) úhlu M,O0.Mv troj
úhelníku OM,M závisí na tom,
uvnitř kterého kvadrantu leží bod

M. Je rovna po řadě 9, ——9, M
p— n, 2x — o, leží-i M uvnitř
prvního, druhého, třetího, čtvrtého Obr. 6.
kvadrantu.

Čtenář si sám snadno nakreslí příslušné obrázky podle obr. 6, kde
je zachycen třetí případ. Zapíše-li závislost |x|, resp. |y| na © pomocí
kosinu, resp. sinu úhlu M,O0.W,dostane úpravami podle známých vzorců
vždy vztah (1). Zapišme postup v případě, že M náleží III. kvadrantu:

OM =|i|=-eu, X MOM=w— x, sin(pý—x) = —sing,
MM=|Wy=-—y, cos($— T) = —cosg,

OM, = ocoslg— 1), —L = —00089,

M,M = osin(p— a), —Y=— osing

Vztah (1) zůstane zřejmě správný i v tom případě, že místo o užijeme
čísla g + 2k m pro libovolné k celé. Víme, že první souřadnice bodu
v polárním s. s. může být záporná. Ukážeme, že vztah (1) je splněn
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vždy současně pro dvojice (o; p + 2k z), [— 0; e + (2k + 1) z) polár
ních souřadnic bodu. Platí:

—o cosly + (2k + l)z] = —ocos (p + 1) =
= —0 (— 0089) = p cos p = plcos (p + 2kr)],

—e „sin [9 + (2k + Ur] = —e sin (9 + 7) =
— < o (—sin ©)= esmg = o [sin (p + 2kr)].

Tím je dokázána platnost vztahů (1) i pro o < 0.

Uvedli jsme, že bod M na obr. 4 má polární souřadnice[s i) Jeho
souřadnice ve sdruženém kartézském s. s. vypočteme dosazením do
vztahů (1):

bo|©xz=3 cos©—E y=3.sne =
Obdobným— může čtenářsnadnovypočítatkartézskésou

řadnice ostatních bodů na obr. 4.
Zabývejme se nyní obrácenou úlohou, tj. výpočtem polárních sou

řadnic bodu, jsou-li známy jeho kartézské souřadnice ve sdruženém
S. 8.

Jsou-li z%,y souřadnice bodu v kartézském s. s.
a označíme-li p, e jeho souřadnice ve sdruženém
polárním s. S.,je

d=Vž+r (2)
Je-li e = 0, je e libovolné. Je-li 0 3: 0, vyhovují

vztahu (2)dvě navzájem různáčísla p,—o.Zvolíme-li
o>0,je

« ycosY—Ver sm©—Ve Tre (3a)
Zvolíme-li po<0, je

O X . M y
cosE= Včíe T sin©= VereE (3b)

Platnost rovnosti (2) je okamžitě patrna z dokázaných vztahů (1),
protože

a + y?= ©(sin?p + cos*9)= *,||=|7+y
Souřadnice o je rovna nule právě tehdy, když x = 0, y = 0, tj. uva

žovaný bod je počátkem kartézského s. s. a pólem sdruženého polárního

s. s. Je-li o 7 0, je cos e = = „sin © = A ;na zvoleném znamení čísla p

závisí, zda |o| = 0, nebo |g| = — o. Ve všech případech platí tedy
prostrkaně vytištěná věta.
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Tato věta umožňuje však jen výpočet sin o. cos r; teprve pomocí
tabulek funkčních hodnot sinu a kosinu (ve zvláštních případech zpa
měti) stanovíme číslo o, jehož sinus a kosinus vyhovuje vztahům (9a)
nebo (3b).

Jsou-li dány, např. kartézské souřadnice3; 1) bodu M, vypočítáme
jeho souřadnice ve sdruženém polárním s. s. takto:

lo| = V3 + 1 =2, zvolíme třeba o = 2 a dosazujeme pak do (3a).

Rovnost coso =- 9 je splněna právě tehdy, je-li w = 5 + Zk nebo

v = —3 + 2kn“). Rovnost sine =, je splněna právě tehdy, je-li5 2,
v = 5 + Zk nebo 9 = 5 + 2km.Protože hledáme © vyhovující jak

rovnosti pro cos, tak rovnosti pro sin m, je ©= 5 + Zk. Souřadni

cemi bodu M ve sdruženém polárním s. s. jsou tedy dvojice [2;5 + 2kn
pro libovolné celé k. Kdybychom zvolili o — — 2, dosazovali bychom|r

do (3b) a došli obdobným postupem k výsledku - 2; —F +- 2kr),
Je zřejmé, že přechod od polárních souřadnic bodu k jeho kartézským

souřadnicím pomocí vztahu (1) je snazší než přechod od jeho kartéz
ských souřadnic k polárním pomocí vztahů (2) a (3). Rovnosti (1) a (2)
platí pro všechny dvojice x, y, o, e kartézských, resp. polárních sou
řadnic libovolného bodu ve sdružených s. s. Můžemejich proto výhodně
užít, chceme-li vyjádřit funkční závislost proměnných «, y jako závislost
proměnných o, m. Je-li dána např. funkce y = 3x + 2 definovaná
pro všechna «, můžeme ji pomocí vztahů (1) vyjádřit jako závislost
mezi 0, o: M

osing= |3ocose +2,
o (sine — (3 cosp) = 2.

Čtenář by patrně očekával, že také tento vztah musí platit pro
všechny hodnoty nezávisle proměnné ©. Není tomu tak, protože pro

„T $ 1 „ZV ne— V3 —
poz témk celé,je spa (3, tedysin© V300sp$=0
a levá strana je rovna nule, nikoliv dvěma. Funkci y = 3x + 2 defi
novanou pro všechna z lze vyjádřit v polárních souřadnicích jako funkci

2

sin9 —3 cos= definovanoupro v 7 > + kr, k celé.

4) V celém odstavci označuje k libovolné celé číslo.
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Všimneme-li si pozorně vět uvádějících vztahy (1), (2), (3), vidíme,

že čísla x, 4, 0, p vystupující v těchto vztazích jsou dvojicemi souřad
nic téhož bodu ve sdružených s. s. To znamená, že graf funkce y =
= 3 x + 2 v kartézském s. s. je totožný s grafem funkce o =

ve sdruženém polárním s. s. Na obr. 7 je narý——

sin © — V3 Cos ©
sována přímka, která je grafem obou uvedených funkcí ve sdružených

2

sn © — 3 Cos©

nemůže být definována pro w = 5 + km,protože polopřímky OJ", které

s.s. Na obrázkuje současněnázorně vidět, žefunkce p =

vzniknou otočením polopřímky OJ o úhel z krt jsou rovnoběžné
s grafem a neobsahují žádný jeho bod.

Víme, že každá lineární rovnice

/ ax + by% c = 0, v níž je aspoň
jedno z čísel a, b různé od nuly, je
rovnicí přímky v kartézském s. s.

, Úpravou uvedené rovnice pomocí
Y vztahů (1)dostaneme rovnici přímky

v polárním s. s.: a o cos 0 + bosin
p + c=0. Chceme-li z ní vypočítat

0 JJ závislost proměnné o na ©, musíme
rozlišit dva případy:

a) Je-li c —0, pak o (acose T
Obr.7. -+ dsing) = 0a jebudo = 0 nebo

acosýg+ bsny = 0, tge = —7 pro b-50, cosy =0 pro b=0.
V každém případě je ©= go + kr, kde k je celé, we < 0; x). Grafy
těchto funkci jsme již sestrojovali (obr. 5).

b) Je-li c350, pak 0 = > šech jicí t
2008pLbsine pro všechna mající tu

vlastnost, že tg © £ — 3 při b 3 0, cos o 3 0 při db= 0.
Obrácenýmpostupemle také každou funkci tvaru m= © + kz nebo

5

Sa cose + dsing
Nalozli jsme tedy všechny funkce proměnné , jejichž grafy v polárním
S. 8. jsou přímky.

vyjádřit jako lineární rovnici proměnných «, w.

S) Předpokládáme, že konstanta c a aspoň jedna z konstant a, b je různá
od nuly.
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Polární s. s. má v některých případech tu přednost, že v něm jsou
grafy jednoduchých funkci i takové křivky, jejichž rovnici v kartézském
s. s. nelze vyjádřit jako jednu funkci proměnné z. Vezměme např.
kružnici na obr. 8, jejímž středem je bod S (3; 0), r = 3. Její rovnici
(x — 3)? + y*= 9 v kartézském s. s. nelze vyjádřit ve tvaru y = f(x),
je totiž

y=9— (z—3)

y= 9- (e—3 m
a tedy buď y = (9 — (« — 3)*nebo y = — (9— («— 3).

Narýsovaná kružnice je sjednocením grafů dvou uvedených funkcí.

Obr. 8. Obr. 9.

Dosadíme-li do rovnice kružnice vztahy (1) a umocníme, dostaneme:

o?cos*y—Gpcosy +9 T ožsnže =),
03— Gpecosey=0,

o(o— Gcosey)=0.
Body kružnice jsou zřejmě právě ty body, jejichž souřadnice vyho

vují aspoň jednomu ze vztahů p = 0, e — 6cos e. Zvolíme-li w = 5 je
cos m = 0, rovnost o — 0 vyjde i ve druhém vztahu. Můžeme tedy po
važovat kružnici na obr. 8 za graf funkce o = 6 cos o.

Čtenář se snadno přesvědčí,že grafem každé funkce 0 = 2 m cos +
+ 22 sing v polárním s. s. je kružnice, která prochází pólem s. s.
Návod. Vyjděte z rovnice (z —m)*+ (y —n) = m?+ n* uvedené
kružnice v kartézském s. s. a užijte vztahu (1) k její úpravě na tvar
o = 2m cos e + 21 sin e. Zdůvodněte, že lze obráceným postupem dojít
od této funkce proměnné w k uvedené rovnici s proměnnými «, y.
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Závěrem si ještě ukažme nejúspornější konstrukci grafů jmenovaných
typů funkcí. Je-li dána funkce o —acosg + bsin, sestrojíme ve

b Pay
sdruženém kartézském s. s. bod S 5 5) Kružnice, která má střed S
a prochází počátkem kartézského s. s., je ve sdruženém polárním s. s.
grafem uvedené funkce. Konstrukce je správná pro všechny dvojice
hodnot a, b s výjimkou a = 5b=0.

a jel a 350,b740,c350,je
Je-li dána funkce p = a 05 9 T bsin p

výhodné spočítat hodnoty p pro gy= 0, w = 7 vyjde zřejmě0 =- ,

0 = 5- Vyznačíme-li v polárním s. s. body o souřadnicích M [E o)

N [ i) je přímkaMN grafemuvedenélomenéfunkce.
Na obr. 9 jsou popsaným způsobem sestrojeny grafy funkcí 0 =

= Z00sg+ 6singao= Zo0sgL 3sne
V tomto článku nemůžeme již probírat grafy ostatních funkcí v po

lárním s. s. v rovině. S některými zajímavými grafy se čtenář seznámí
v dalších číslech časopisu. Velmi přístupný výklad o polárním s. s.
v rovině je obsažen v poslední kapitole knihy N. P. Tarasova,
Základy vyšší matematiky, která vyšlav českémpře
kladu ve Státním pedagogickém nakladatelství r. 1954.

Cvičení.

1. Určete polární souřadnice vrcholů čtverce s úhlopříčkou OJ.
2. Určete polární souřadnice vrcholů pravidelného šestiúhelníka, jehož

dva protější vrcholy mají souřadnice (—4; —3x) a (o z]
3. V jakém vztahu vzhledem k pólu jsou obrazy bodů se souřadnicemi

(003 Po), (— 603 Po)?
4. Dokažte, že body X(0,; Pg),Ye; —o) jsou souměrné podle přímky OJ.
5. Která přímka je osou souměrnosti bodů se souřadnicemi (09; P) (—00;

—©)? Sestrojte několik dvojic takových bodů a všimněme si znovu obr. 4.

6. Sestrojtegrafyfunkcío = —2;0 = 1.e=0,9= 5 9 = —5 T.
7. Sestrojte grafy funkcí

1 1 O 5
E osy" ST Using: S87sing+2cosg'“ sing—3cose'

První dvě z uvedených funkcí upravte nejprve pomocí vztahů (1).
8. Sestrojte grafy funkcí o = cos, o = —Sing, o = sing + 20osg.
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Deskriptivní geometrie

Prof. dr. Alois Urban, ČVUT,Praha:

Prostorová konstrukce hyperoskulačních
kružnic kuželoseček

(Dokončení)

2. Parabolický řez
Průmětny zvolme opět tak, aby parabolický řez ležel v půdorysně

a aby byla osa o rotační kuželové plochy rovnoběžná s nárysnou (obr. 6).
Podle dokázané věty kulo

vá plocha «, která se dotýká A A*/02
dané rotační kuželové plochy 3 |
podél kružnice k, protíná půdo
rysnu v hyperoskulační kruž
nici k4 paraboly v jejím vr
cholu A.

Poloměr 04 kružnice ky ur
číme velmi snadno. Podle zná
méAuételetovy- Dan
delinovy věty propa
rabolický řezrotační kuželové
plochy střed O' kružnice k je
současně středem kulové plo
chy, která se dotýká roviny
řezu (tj. půdorysnv) v ohnis
ku F průsečné paraboly. U pa
rabolického řezu bod A" leží
na průměru 084 kulové plo
chy, neboť tečná rovina kuže
lové plochy podél VA“ musí
být rovnoběžná s půdorysnou.
Označíme-li p parametr para
boly, je tedy ASy = 2AF = Obr. 6.
= 9.

Tím jsme užitím prostorové konstrukce hvperoskulační kružnice ve
vrcholu paraboly dokázali větu, která se ve středoškolských učebnicích
uvádí bez důkazu:
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Poloměr hyperoskulačná kružnice paraboly v jejím vrcholu se rovná
parametru paraboly.

3. Hyperbolický řez

Daný hyperbolický řez Arotační kuželové plochy zobrazíme v promi
tání na dvě k sobě kolmé průmětny tak, aby řez ležel v půdorysně
a osa o plochy byla rovnoběžná s nárysnou (obr. 7).

Podle dokázané věty kulová, plocha », která se dotýká rotační kuže
lové plochy podél její kružnice k (procházející vrcholem A průsečné
hyperboly) protíná půdorysnu v hyperoskulační kružnici ky ve vrcholu
A hyperboly A.

X
M M
1

/
%

—n AoAlAH
0250=02=m; 50,X (S)< V

5- p...

Obr. 7.

Naším cílem bude pomocí této prostorové konstrukce odvodit velmi
často užívanou rovinnou konstrukci. Šestrojíme proto ještě půdorys A
řezu A.

Nejprve ze známých nárysů A;, B, najdeme vrcholy A,B, půdorysu
a jeho střed S,. Dále určíme asymptoty uj, u" Vrcholová rovina
o'||o (==x) protíná kuželovou plochu v přímkách g“, g“, které jsou
rovnoběžné s asymptotami průsečné hyperboly. Přímky g', g" protínají
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kružnici k kuželové plochy v bodech ©, ©"; pro jejich nárys platí
O,= =o,. k. K sestrojenípůdorysu užijemetoho, že kružnicek
a tedy i body ©, ©" leží také na kulové ploše «. Půdorysy bodů (7,
©" sestrojíme užitím kružnice m, v níž o“ protíná «; body ©, ©%leží
na m, a na kolmici k základnici procházející bodem ©; = ©;.Půdorysy
g!, aa přímek g', g" jsou přímky g/ = V407,9 = V190,(tj. tečny kruž
nice m, z bodu V,). Asymptoty uj, uj hyperboly h, procházejí jejím
středem S;; kromě toho je u, || gy,u | g,. Tím je určena hyperbola h4.

V obr. 7 je ještě sestrojen půdorysný obrys dané kuželové plochy.
Je tvořen tečnami z V, k hyperbole 8,; jejich dotykové body T", T“
jsou sestrojeny známým způsobem.

Vypočteme nyní poloměr 04 hyperoskulační kružnice ky hyperboly
hy ve vrcholu A. Podobně jako v případě eliptického řezu položíme
X SAO = xa X 040 = G.Vyjdemez trojúhelníkaA 4,B,4“ Jeho
strany jsou A,B; — 2a, A“B, = 2e a A.A“ = 2r, kde r značí poloměr
kružnice k; jeho úhly jsou © A“A,B; = 2R— «u—B, X 4,A"B, =
= R— Ba «XA,BzA" = « + 26 —R?). Na trojúhelník A 4,B;A“ uži
jeme sinové věty; dostaneme

a:e:r==cosf:sin(« + B) —cos(« + 26), (12)
tj.(R<a+ 2B<38)

r cos G r sin (« + 6)——08B Anet) (13)
cos (« + 26) cos (« + 26)

Definujeme-li velikost b vedlejší osy hyperboly vztahem

bim=e—a?, (14)

pak vzhledem k identitě (4) najdeme po dosazení (13) do (14)

r COSUbz—— U 15
cos (« + 2) (15)

Z trojúhelníků A A,(S4),0, a A 420/0, vyjádříme dvojím způsobem
0A

velikost přepony A4,0,.Je A;0;, = a tedy
cose| cosfb
TCOS

04 = cos B (16)

Dosadíme-li sem ze (13) a (15), obdržíme konečný výsledek ve tvaru
b?2

04 — a ; (17)

8) Předpokládáme přitom, že Onení vnějším bodem úhlu X S4.40*"(obr. 7).
Opačný případ bychom měli diskutovat zvlášť; metoda i výsledek jsou
však tytéž jako v případě uvedeném v textu.
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stejně jako v případě eliptického řezu. Užitím nalezeného výsledku
můžeme již snadno řešit úlohu.

Úloha. Sestrojte střed hyperoskulační kružnice ve vrcholu hyperboly.
Řešení (obr. 8). V průsečíkuZ vrcholovétečnyhyperboly v bodě

A s asymptotou vztyčíme kolmici k asymptotě. Její průsečík s hlavní
osou je střed S4 hyperoskulační kružnice hyperboly ve vrcholu A.

Především je totiž zřejmé, že kružnice k4 o středu 94 a poloměru
04 = S4Á a větev hyperboly procházející vrcholem A leží v téže polo
rovině určené vrcholovou tečnou AB hyperboly. Dále z pravoúhlého
trojúhelníka A SSAE dostaneme užitím Eukleidovy věty EA? = SA.
SAA, tj. b?= a. 04 v souhlase se vzorcem (17).

Obr. 8.

Poznámka. Příslušnékonstrukce jsme vlastně odvodili jen pro
rovinné řezy na rotační kuželové ploše. Konstrukce platí však pro
každoukuželosečku.Platítotižvěta,že každou kuželosečkou
je možno proložit rotační kuželovou plochu, ji
nýmislovy,každou kuželosečku lze pokládat za ro
vinný řez nějaké rotační kuželové plochy.

Závěr. Také v případě obecné kruhové kuželové plochy“) je možno
dokázat větu, která podává prostorovou konstrukci hyperoskulační
kružnice ve vrcholu kuželosečky (jíž tentokráte lze užít i pro vedlejší
vrcholy elipsy). K formulaci základního výsledku užijeme středového
promítání (obr. 9).

Nechť na kulové ploše « jsou dány dvě různé kružnice k, /, které se
dotýkají ve společném bodě A přímky ř. Nechť s je průsečnice tečné

S)Kruhová kuželová plocha je množinapřímek,kteréprochá
zejí daným bodem (vrcholem) a protínají danou kružnici (řídicí kružnici);
přitom daný bod neleží v rovině dané kružnice.

113



roviny kulové plochy « v bodě A s rovinou v, která prochází bodem A
kolmo na ť (v obr. 9 je v zvolena za nákresnu). Nechť V= A je libo
volný bod přímky s. Potom platí věta:

Siředový průmět kružnice k z bodu V do roviny z kružnice l je kuželo
sečka h, která má kružnici I za svou hyperoskulační kružnici ve vrcholu A
(nebo s m splyne).

Obr. 9.

Důkaz (obr. 9). Kružnice / leží na kulové ploše «, kuželosečka A
na promítací kuželové ploše A o vrcholu V a řídicí kružnici k. Společné
body kružnice / a kuželosečky Aleží tedy na průniku ploch « a A. Prů
nikem obou ploch je jednak kružnice k, jednak další kružnice k", která
se nutně dotýká f v bodě A. Buďje k£'= l (to nastane právě v případě
V = V' - konstrukce bodu V"je patrná z obr. 9) nebo k' zl. V tomto
druhém případě kružnice k, k' mají s rovinou z společný právě jen
bod A. Kružnice / je tedy hyperoskulační kružnicí kuželosečky A ve
vrcholu A.

Poznámka. Úvahy zde uvedenéje možnoještě rozšířitna prosto
rovou konstrukci oskulační kružnice v libovolném bodě kuželosečky;
příslušné konstrukce jsou však již složitější a nebudeme se jimi proto
zabývat.
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Fyzika

Přemysl Schůrer, Praha:

Porézní látky ve vakuové technice

1. Adsorpce a absorpce

Odčerpáváme-li vzduch z nádoby, do níž jsme vložili nějaké tuhé těle
so, jež bylo ve styku s určitým plynem, pozorujeme, že těleso uvolňuje
onen plyn, s nímž bylo ve styku. V některých případech se ukázalo, že
těleso připoutá tím více plynu, čím větší je jeho povrch - že tedy totéž
množství rozmělněné látky váže k sobě více plynu, než je-li v kompaktní
formě. Jindy nastává mohutné pohlcování plynu celou hmotou tělesa
a plyn se rozpouští v pevné látce, jak to známe u kapalin. Mluvíme tedy
jednakoadsorpci,což je poutání plynu na povrchu
tělesa, a jednak o absorpci(pohlcovánía vstřebávání), o poutá
ní uvnitř, pod povrchem tělesa. Adsorpciještěrozli
šujemepodlepovahypoutajícíchsil na fyzikální a chemic
kou.

Přifyzikální adsorpci přilneplyn v tenké monomolekulárnívrstvě k po
vrchu tuhého tělesa. Mezi molekulami plýnu a tělesa existují totiž velké
přitažlivé síly, působící však pouze na malé vzdálenosti. Tyto síly již
nestačí k tomu, aby udržely vzdálenější molekuly a další vrstvy se ne
vytvoří. Se vzrůstající teplotou) dochází k opačnému procesu - moleku
ly se odpoutávají od povrchu zahřívaného tělesa, nastává desorpce.

Při chemické adsorpci je tomu naopak. Zde vzniká užší vazba mezi
molekulami plynu a povrchovými ionty tělesa obvykle až při vyšších
teplotách.

Této schopnosti některých látek poutat k sobě molekuly plynů se nyní
běžně používá ve vakuové technice a látky s těmito vlastnostmi a ještě
dalšími potřebnými vlastnostmi nazýváme getry. Používá se jich ke
zkrácení čerpací doby, zlepšení a udržení vysokého vakua, nebo čistoty
v atmosféře vzácných plynů, např. přerušíme-li čerpací. potrubí mezivývěvouaevakuovanýmsystémem| elektronkou,obrazovkou,žárov

1) Nejen teplota, ale i ostatní činitelé, jako např. tlak plynu nad povrchem
zkoumaného tělesa hrají důležitou úlohu v otázkách sorpce molekul. Při
zachování ostatních podmínek beze změny bude tak počet adsorbovaných
molekul na téže ploše nižší při malém tlaku, než při vyšším tlaku nad zkou
maným povrchem.
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kou atd. Zde getr zabrání tomu, aby po odtavení stoupl tlak a zhoršil
nebo znemožnil funkci systému, jež je podmíněna nízkým tlakem plynů.

První praktické užití getru v odtaveném vakuovém systému sahá
do roku 1894, kdy Malignani použil červenéhofosforu v žárovce
s uhlíkovým vláknem. Dnes již máme po ruce řadu vhodných látek a get
rovacích způsobů. Jistě nezůstalo bez povšimnutí lesklé tmavé zrcátko
v elektronkách přijímačů - vypařený baryový getr. Ohromné nukleární
urychlovače elektronů a iontů, jako je betatron, synchrotron, cyklotron
a další, v nichž je třeba vyčerpat do velmi nízkých tlaků prostory desítek
krychlových metrů, jsou čerpány pomocí titanových vývěv, které pracujínazákladěgetrovacíchúčinkůvypařovanéhokovu© titanu,jak
o tom bylo také pojednáno ve třetím číslepředminulého ročníku Rozhle
dů matematicko-fyzikálních?).

©.Aktivní uhlí a silikagel

Nechme tentokrát stranou zajímavé kapitoly o kovových getrech
a věnujmepozornostporézním látká m, kterésevyznačujíschop
ností pojmout velké množstvíplýnů, nako např. aktivní uhlí
nebo silika gel*). Povrch těchto látek, na němž dochází k adsorpci,
je obrovský vzhledem k velkému množství otvorů, dutin, pórů a kanál
ků, jimiž jsou zcela prostoupeny. Abychom si o velikosti jejich povrchu
udělali názornou představu, proveďme toto porovnání:

Skleněná kulička o hmotě 1 g má povrch asi 1,25 cm?, pokud je ovšem
hladká, nepoškrábaná, nerozpraskaná. 1 g silikagelu má povrch asi
500 m?ž,tj. 5.. 10$om“ a adsorpční povrch uhlí, které se prohřívá v uza
vřené nádobě při teplotě kol 4007C za střídavého vpouštění a odsávání
vzduchu za tím účelem, aby se zbavilo uhlovodíků a aby se vytvořil co
největší pórovitý povrch, dosahuje 107cm? na jeden gram, tedy asi 8.
„10Skrát větší než je povrch pro příklad uvedeného hladkého skla.

Zatím co třeba platina pohlcuje vodík v objemech, které vztaženy na
normální tlak, tisíckrát převyšují její vlastní objem, když je rozžhavená,
u dřevěného uhlí se docílí zvýšené adsorpce při silném ochlazení - obvykle
na teplotu kolem —190"C,čehož dosahujeme ponořením nádoby s uhlím
do kapalného vzduchu nebo dusíku. Tehdy pohltí 1 cm“ uhlí násle
dující množství plynů, vztaženo na normální podmínky, tj. při teplotě
0“ C a tlaku 7060tor: Helhum| 15cem?

Vodík 135 "
Dusík| 155Argon| 175
Kyslík 230

2)VizčlánekP.Schůrer:Jak získáme nízké tlaky.
3) Vyrábí se z vodního skla pomocí kyseliny solné. Vzniklý gel kyseliny

křemičité se promývá a vysuší na prášek, zvaný silikagel.
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3. Nové sorbenty - molekulová sita

V poslední době se objevily zprávy o sorbentech*) s vyšší sorpční účin
ností. Čo je podstatou nových sorbentů - molekulovýchsít, kterých se
používá nejen v chemii, ale nyní i pro účely techniky vysokého a ultra
zvukového vakua? Jaké jsou to výhodné vlastnosti molekulových sít,
že jich můžeme využít k oddělování a čištění vzácných plynů, v ato
mových reaktorech, k získání a udržení ultrazvukového vakua v pro
storu za difúzní olejovou vývěvou, k důkladnému sušení plynů, par, ka
palin, i pevných látek, v plynové chromatografii, pro účinné dělení uhlo
vodíků a jiných organických látek, k oddělování nenasycených uhlo
vodíků ze směsí a k řadě dalších úkolů, jež jsou nesmírně důležité v mno
ha oborech našeho výzkumu a výroby? Podívejme se na tyto sorbenty
podrobněji.

Již sámnázevmolekulová síta je velminázornýa vystihuje
vlastnosti látek, o nichž je dále pojednáno. Pravidelná seskupení krystal
ků tak, že vytvoří velmi rozsáhlé dutiny s pravidelnými otvory - okénkyý
a kanálky, vedoucími do těchto dutin - to jsou molekulová síta. A jako
obyčejné síto propustí pouze zrnka, jež jsou menší než oka síta, tak také
molekulová síť propustí jen ty molekuly, které jsou dostatečně malé,
aby mohly projít vstupními okénky. Zde však již analogie naše končí.
Molekulové síto totiž netvoří síť, kudy by procházely menší molekuly
a větší aby zůstaly před ní. Molekuly, které projdou vstupními okénky,
budou pohlceny uvnitř objemu molekulového síta. Okénka určité vel
kosti dovolí proniknout menší molekule, větší molekula nebude pohlcena.

Byla získána různá síta, látky s různými velikostmi vstupních okének,
a tak můžeme oddělovat plyny podle různé velikosti jejich molekul.
V objemu krystalků molekulových sít je po vypuzení krystalové vody
ponecháno mnoho volného prostoru, kam se natěsnají sorbované mole
kuly v hustotě, jaká odpovídá kapalinám. Tak dokáže jeden krychlový
centimetr krystalků molekulovéhosíta pojmout všechny molekuly, které
za normálních podmínek, tj. za tlaku 760 tor a při teplotě 0“ C zaplňují
objem téměř jednoho litru! Abychom alespoň zhruba porozuměl me
chanismu činnosti těchto skvělých sorbentů, podívejme se na krysta
Jickou strukturu molekulových sít,

(Pokračování)

4) Sorbent (lat.), hmota mající schopnostpohlcovat jinou hmotu.
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Jaroslav Pospíšil, UPOlomouc:

Elektronová optika
(Pokračování)

V elektronové optice rozeznáváme tyto typy elektrických elektro
statických) čoček:

plochy stejného potencidlu
+ | $+

1 elektronový
paprsek

A,
v fa YYK

předmět“SNN
„P p

Obr. 4.

a) Immersní čočka, tvořená jednou nebo několika clonami rozmístě
nými tak, že se potenciál elektrického pole mění spojitě od první clony
(obr. 4).

plochy stejného potenciálu

elektronový paprsek

Obr. 5.

b) Unipotencialová čočka, skládající se zpravidla ze tří clonek, z nichž
dvě vnější clonky mají stejný potenciál, odlišný od potenciálu vnitřní
clonky (obr. 5).
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c) Bipotencialová čočka,která je složena ze dvou souosých válců stej
ného nebo různého průměru. Potenciál druhého válce je vyšší než po
tenciál válce prvého (obr. 6).

Abychom si dovedli vysvětlit chování elektronového paprsku v elek
trickém poli vytvořeném některou z uvedených elektrických čoček, je
třeba se seznámit alespoň s nejjednoduššími zákonitostmi pohybu elek
tronu v elektrickém poli. Předpokládejme, že elektrické pole je vytvořenovevakuua žejehomogenní,toznamená,žejehointenzitaEmá
ve všech místech stejný směr a stejnou velikost. Záporný náboj elek
tronu označíme písmenem e (e-— — 1,602 107" C) a hmotu elektronu
písmenem m (m— 9,106. 107**kg).

plochy stejného potenciálu

v>v,
elektronový V, V,
paprsek

A
A

p . p

Obr. 6.

Nejdříve si vypočítáme okamžitou rychlost elektronu pohybujícího
se v elektrickém poli. Na elektron, který vletí do elektrického pole
působísíla

FP=eH, (5)
která mu udílí zrychlení

eE
a = m . (6)

Protože rychlost elektronu se v elektrickém poli mění, mění se také
jeho kinetická energie W

Nechť je V; potenciál ekvipotenciální plochy, kterou elektron protíná
rychlostí v. Protne-li pak při svém pohybu jinou ekvipotenciální plochu
s potenciálem Vy,bude mít jinou rychlost v, a jeho kinetická energie W
se změní o hodnotu

mví| M
AW = 5 9
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Změna kinetické energie elektronu se děje na újmu práce A, kterou
vykoná intenzita elektrického pole a která se rovná

A = 6 (V, — V) .
Lze tedy psát

movo MŮ
z 7% 0(W—V. (7)

V, — Vyje napětí mezi uvažovanými ekvipotenciálními plochami a
označujeme ho písmenem U. Jestliže počáteční rychlost elektronu % =
= 0, vztah (7) nabude tvaru

2mv
2

Pro okamžitou rychlost elektronu v = v, pak platí:

|/2e U-| . (8)
Průletovou dobu ť pohybu elektronu, to je dobu, za kterou elektron
uletí v elektrickém poli dráhu délky s, lze vypočítat ze vzorce pro
dráhu rovnoměrně zrychleného pohybu

=U

a=—.P,"2
když za zrychlení a dosadíme vztah (6) a využijeme vzorce

p-Z,
s

dostaneme po úpravě
2mÍ= —."c

Při našich úvahách předpokládáme, že se hmota elektronu m zrychle
ním v elektrickém poli nemění.

Ukážeme si nyní na jednotlivých příkladech, jak elektrické pole ovliv
ňuje pohyb elektronů.

Bude-li se elektron pohybovat podél siločáry elektrického pole, bude
síla F daná vtahem (5) rovnoměrně zrychlovat jeho pohyb. Pohyb
elektronu bude přímočarý rovnoměrně zrychlený a bude se dít proti
směru intenzity elektrického pole E. Pro pohyb elektronu v tomto
případě budou platit vzorce v=al
a

8 = —-ať,
2
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kde v je okamžitá rychlost elektronu, s je přímočará dráha, kterou
urazil elektron za dobu 7 a a je příslušné zrychlení pohybu elextronu.

Vletí-li elektron rychlostí v = v, do elektrického pole kolmo k silo
čarám (obr. 7), bude konat složený pohyb, skládající se z rovnoměrného
pohybu přímočarého ve směru osy x a z pohybu rovnoměrně zrychle
ného ve směru osy y.

Pro složky x, y jeho dráhy platí
xL=V.Í

8 (9)

-I p? 10
yY= 2 al. (10)

Chceme-li zjistit, po jaké dráze se bude elektron v tomto případě
pohybovat, dosadíme do vztahu (10) vztah (6) a dobu pohybu elektronu
t vyloučíme použitím vzorce (9). Dostaneme výsledný výraz

—Ly, (11)423 mo

|
V=V, X x

O
—,

<
v, ,x drdha elektronu

VLNY
+

desky kondesdtoru

Obr. 7.

Vztah (11)je rovnice paraboly. Dráha elektronu je tedy v tomto případě
parabolická. Jev je obdobný vodorovnému vrhu tělesa v gravitačním
poll.

Ze vztahu (11) plyne pro elektronovou optiku důležitý závěr:
Vyletují-li z nějakého bodu A jedné z elektrod, mezi nimiž je homo

genní elektrické pole elektrony podél elektrody (obr. 8), budou po prů
chodu rozdílem potenciálů U, uvnitř kužele, jehož vrcholový úhel « je
určen výrazem

v
« = arctg>,

Vy

kde vz a vyjsou složky okamžité rychlosti v elektronu.
Odtud vyplývá, že elektrony vyletující z bodu na všechny strany,
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nelze znovu soustředit do jednoho bodu jediným homogenním elektric
kým polem, ať je jeho velikost jakákoliv. V obr. 8 je A' zdánlivý obraz
bodu A.

Obyčejně rychlost elektronu svírá v prostoru se siločarami elektric
kého pole obecně úhel x. Výsledná dráha pohybu elektronu bude v tomto
případě prostorově parabolická.

V nehomogenním elektrickém poli je dráha elektronu obecně prosto
rová křivka a výpočet této dráhy je jedním z úkolů elektronové optiky.

K ovlivnění pohybu elektronů lze také využít magnetického pole.
Zkoumejme nyní, jak bude působit na elektron homogenní magnetické
pole, vytvořené ve vakuu.

Působení magnetického pole na pohybující se elektron je analogické
působení magnetického pole na elektrický proud. Je známý jev, že

dráha elektronu

X,

P z
«ď

v V

Obr. 8.

vodič, kterým protéká elektrický proud, je v magnetickém poli vychy
lovánpodlepravidla levéruky, které zavedl Fleming:

Položíme-li levou ruku na vodič tak, aby prsty mířily po proudu
a siločáry magnetického pole vstupovaly do dlaně, pohybuje se vodič
na stranu palce. Toto pravidlo platí pro technický směr proudu (to
znamená pro směr opačný pohybu elektronů).

Síla, kterou magnetické pole působí na přímý vodič, je dána vztahem
F = Blisn«, (12)

kde B je magnetická indukce magnetického pole, / je účinná délka
přímého vodiče (tj. délka vodiče zasahující do magnetického pole),
I protékající proud a « je úhel, který svírá technický směr proudu
ve vodiči se směrem magnetických siločar. Označíme-li nyní počet vol
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ných elektronů v cm* písmenem », rychlost elektronů písmenem v
a průřez vodiče písmenem S, pak proud I, který teče vodičem, je

I =nevé, (13)
přičemže značí elementární náboj elektronu.

Vodič je v magnetickém poli tažen silou, vyjádřenou vztahem (12).
Po dosazení vztahu (13) do (12), nabude vzorec pro sílu F tvaru

F= BnevSlsin«w.
Ve vodiči účinné délky / a průřezu S je n SŤ elektronů, proto síla

působící na jeden elektron je
F, = Bevsin«, (14)

cožje Lorentzův vzorec pro sílu, kterápůsobínaelektron
pohybující se rychlostí v v homogenním magnetickém poli o magne
tické indukci B, svírá-li směr pohybu elektronů s opačným směrem
magnetických siločar úhel «.

x
dráha elektronu

Obr. 9.

Z Lorentzova vzorce (14) je patrné, že na elektron v klidu (v = 0)
magnetické pole nepůsobí.

Magnetické pole nebude také působit na elektron, bude-li se pohy
bovat po některé ze siločar magnetického pole, neboť v tomto případě
bude sin = 0 a tedy, jak ze vztahu (14) vyplývá, bude také síla
F, = 0. Elektron se bude pohybovat rovnoměrně přímočaře jen setr
vačností.

Působení magnetického pole na pohybující se elektron bude maxi
mální, bude-li směr pohybu elektronu kolmý na směr magnetických
siločar, které na obr. 9 směřují od pozorovatele kolmo k rovině nákresu.
V tomto případě je « — 90" a síla bude mít nyní velikost

F = Bev. (15)
Síla F, nemění velikost rychlosti elektronu v, neboť je neustále kolmá

ke směru pohybu a způsobuje jen zakřivení jeho dráhy. Elektron se
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bude pohybovat po kružnici. Odstředivá síla B", která současně působí
na elektron hmoty m, je

v?
! = —— 1B=m R (16)

a je v rovnováze se silou (15). Platí tedy
m v

R

a z toho poloměr křivosti R dráhy elektronu je

Bev=

m 0
= 3: (17)

zM7
y +/ |

V p v

Áz , X
B Y

v XY
0pJde /

Y dráha elektronu

Obr. 10.

Příslušnou dobu oběhu
2m RTr“ (18)

1

dostaneme dosazením vztahu (17) do (18)
m 1T=21n- —B (19)

Ze vztahu (19) je vidět, že doba oběhu nezávisí na rychlosti elektronu.
Předpokládejme nyní, že elektron vletí do magnetického pole tak, že

jeho rychlost v svírá v prostoru se směrem magnetických siločar pole
úhel 8 (obr. 10). Rychlost v rozložíme na tři složky: v, vy, vz. Účinkem
výslednice vy složek vy a vz, kolmých na směr siločar magnetického
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pole, bude elektron konat pohyb po kružnici a účinkem složky v, sé
bude rovnoměrně přímočaře posouvat ve směru siločar. Složením obou
pohybů vznikne pohyb po šroubovici.

V případě nehomogenního magnetického pole se budou elektrony
pohybovat po obecné spirále.

(Dokončení)

Úlohy k řešení

Rešení úloh z minuléhoročníku
(Pokračování)

10. Je dán rovnostranný trojúhelník ABC (AB = 10). Sestrojte
kružnici k tak, aby tečny, vedené k ní z bodu A měly délku a = 4, tečny
z bodu Bdélku b = 5atečny z bodu C délku c = 6.

Ota Setzer
(Došlo 11 řešení)

Řešil Jan Žofka, 12. B DSŠ Písek:
1. Rozbor. Hledaná kružnice je k(S; r), přičemžAT, AZ, B5, B4,

Cs, C6, jsou její tečny z bodů A, B, C. ST, 82, ..., S6 jsou normály
příslušné k těmto tečnám.

AI = A2, S1 | 'AI, 82 | 42, proto SI, S2 jsou tečny kružnice
k, (81= A; r, = AI = a) z bodu 4.

B3 —B4, S3 | B3, S4 | B4, proto S83, S4 jsou tečny kružnice
k, (S, = B; rz = B3 = b) z bodu 8.

C5 = C6, S5 | C5, 86 | C6, proto 85, 96 jsou tečny kružnice
k3 (83 = C; ry = ČS = 0) z bodu 8.

SI = 92 = —=S6, bod S je tedy bod, z něhož lze vésti ke kruž
nicím kp, kz, k; stejně dlouhé tečny, to je tzv. potenění boď kružnic k,
Ro, kg.

2. Konstrukce. Nad vrcholyA, B, C trojúhelníkaABCopíšeme
kružnice k,(4; a), k„(B; b), k;(C; c) a sestrojíme jejich potenční bod jako
průsečík chordál všech tří kružnic.

Protože b + c > BC, protínají se kružnice k;, k; ve dvou bodech W,
N chordály MN kružnic kz, k3; a +- e = AC, proto kružnice k, a k; se
dotýkají v bodě 7 = 6 na AC; bodem 7 prochází chordála kružnic k,
k; kolmo k AC. V průsečíku obou chordál je střed S hledané kružnice k.
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Její poloměrr = SI. Konstrukci tečen A7, 42, ..., Č6 provedeme uži
tím Thaletovy věty.

3. Důkaz. Že střed hledané kružnice je potenčním bodem kružnic
K1,ko,kgplyne z rozboru. Správnost jeho sestrojení je zřejmá (viz Přehled
elementární matematiky,.str. 249).

4. Diskuse. Úlohamá vždy řešení.
11. Dokažte, že pro každé přirozené číslo » je výraz n* + 5n dělitelný

šesti.
Ota Setzer

(Došlo 16 řešení)

Řešil Vladimír Věter, pom. dělnák, Blovice:
Výraz V si můžeme vhodně upravit:

V=n+ bn=n(n? + 5)= nín2—1+6) = n[(n—I1)(n+1)+6]=
= (n— I) n(n + 1) + 01.

Z této úpravy je zřejmo, že V je skutečně dělitelný šesti, neboť
výraz s, — 6n je dělitelný šesti zřejmě, s, = (n — 1) n(n + 1) je též dě
litelný šesti, jelikož jedno z čísel (n — 1), m, (n + 1) je celým násobkem
tří a kromě toho alespoň jedno z čísel (n — 1), n, (n + 1) je sudé.

12. Je dán pravoúhlý nerovnoramenný trojúhelník a odvěsnách a,b
(a > b> 0) a úhlu «. Osa souměrnosti přepony a osy vnitřního a vněj
šího úhlu při vrcholu C určují pravoúhlý trojúhelník. Vyjádřete jeho
odvěsny a, b a jeho úhly pomocí«.

Alois Urban
(Došlo 12 řešení)

Řešila Pavla Hlaváčková, 11. tř. JSŠ Modřany:
Průsečík osy vnějšího (vnitřního) úhlu při vrcholu C s osou strany c

označme A' (B“); střed strany c nechť je S; průsečík osy strany c se
stranou a nechť je bod K (obr. 1). Potom platí:
© BKS = XČKA' = a. Z trojúhelníka KCA' najdeme a“ — «XCČA'B'=

—2R—R-—a= ŽR-u F =AA4BO=R—Ra =
2 2 2

1za-R.
Z trojúhelníku A'B'C najdeme d' —A/C = A'B'sin S =

= AB sin 6 -79 =c (sin cosI- R —bos« sin7 R)2 2 2

V2 a— B V2
= ( 2 C = 2 (a —b).

yz
Podobně najdeme a' = BC = py (a + b)
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Poznámka autora. Většinařešitelůužilanejrůznějšímzpůso
bem trigonometrie, jeden užil analytické geometrie a jen jeden řešil
úlohu elementráním způsobem (ale velmi nepřehledně a zdlouhavě).
Úlohu je však možno řešit jednoduše takto:

Vrcholy A“, B' sestrojeného pravoúhlého trojúhelníka A'B'C leží. l
na kružnici k o středu S a poloměru c (obr. 2). Vedeme-li vrcholy A,
B' rovnoběžky se stranami B'C a A'C, dostaneme obdélník A'CB'C',
jehož vrchol C" leží také na k. Přímka A'C' (B'C*) protíná přímku BC
v bodě X (Y). Z rovnoramenných pravoúhlých trojúhelníků A'CX a

Obr. 2.

2 2
B'CYplyneA'C= P CX a BČ= bm Y.JelikožBX—BY=BC=

AC= b,je CX=a—b,CY =a+ db,a tedy A'C= Te —5),B'C=

= P (a+ 8).

Ve čtyřúhelníku SACA' úhel při vrcholu C lze vyjádřit dvojím způ

sobem: Jednak se rovná > R (podlekonstrukce), jednak « + a' (© A'CS

=, KAOS= a), tedya -+a'= R.Odtudu = R- =
1R- =a—gR.

127



Deskriptivní geometrie.
1. Sestrojte kulovou plochu, která má střed na přímce p a protíná

dané rovnoběžné roviny p a Ov kružnicích poloměru a a b.
Ota Setzer

(Došlo 10 řešení)

Řešil Karel Hrbáček, 11. A DSŠ Nymburk:

Rozbor: Nechťkulová plocha « = (8; r) řeší danou úlohu a tedy
protíná roviny p, d pořadě v kružnici k; = (84; a), k; = (8%;b). Protože
plld, leží body S;, S;, S v jedné přímce kolmé na p a 8. Přímkami SSS,
a p proložme rovinu T, kolmou na roviny p a 0, jež je protíná po řadě
v přímkách g, s; g||s. Kulovou plochu « protíná rovina r v hlavní kruž
nici k. Tato kružnice vytíná na přímkách g, s tětivy délek 2a, 2b. Odtud
plyne konstrukce: Rovinu T vedeme přímkou p kolmo na p a d. Dále se
strojíme libovolnou kružnici k",která vytíná na přímkách g, s tětivy 2a,
26 a tuto kružnici rovnoběžně posuneme ve směru, daném přímkami g,
S tak, aby střed S' kružnice £' přešel na přímku p. Tím získáme kruž
nici k = (S; r) a její rotací, např. kolem přímky p, hledanou kulovou
plochu «.

Diskuse. Jsou-li roviny p, o rovnoběžnétotožné, protíná je kulová
plocha « v téže kružnici a řešení existuje jen v případě a = b. Jsou-li
roviny p, o rovnoběžně různé, existuje vždy jediná kružnice k'. Přímku
vedenou bodem S" rovnoběžně s g a s ozněme v. V obou případech mu
síme dále rozlišovat:
je-li p= a, rozlišujeme (1)v 14p : jediné řešení,

(2) v || p, v= p: není řešení,
(3) v = p : nekonečně mnoho řešení;

je-li p = o, existuje vždy nekonečně mnoho řešení, buď různých (p 4 p)
nebo shodných (p | p).

2. Sestrojte kulovou plochu, která se dotýká roviny z v bodě 7 a která
na přímce p různoběžné s rovinou Tvytíná úsečku délky 2d.

Ota Setzer
(Došlo 7 řešení)

Řešil Jindřich Šilhán, 11. B SVVŠ Svitavy:

Kolmici vedenou bodem T' k rovině T označme k a průsečík přímky
p s rovinou T písmenem ť.

Jestliže T = P, má úsečka a, kterou hledaná kulová plocha vytíná
na přímce p, jeden krajní bod v bodě P. Druhý najdeme tak, že z bodu
P nanesene na přímku p vzdálenost 2ď. Protože můžeme nanášet na obě
strany, existují dvě řešení.Střed hledané kulové plochy musí ležet v prů
sečíku přímky k s rovinou souměrnosti úsečky a.

Jestliže T P a p | T, je vzdálenost b rovnoběžnýchpřímekp a k
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všudestejná,protomusímíthledanákulováplochapoleměrr = Ve +b
(z Pythagorový věty). Poloměr 7 lze snadno nalézt konstrukcí
z pravoúhlého trojúhelníka o odvěsnách d,b.I nyní existují dvě řešení.

V obecném případě P = T, p není kolmo k r. Označme p rovinu urče
nou bodem T a přímkou p a A, B krajní body úsečky vyťaté hledanou
kulovou plochou na přímce p. Průsečnice rovin p a Tje c a řezemroviny
o hledanou kulovou plochou je kružnice m. Kružnice m se dotýká zřej
mě přímky c v bodě T' a prochází body A, B. Mocnost bodu P ke kružni
ci m je

(PT)*= PA.(PA+ AB)= PA. (PA + 2d)
Když označíme PT —=f, PÁ = «, můžeme rovnici uvést na tvar

L dra—=0
s kořeny

mea=-d+|ě+e m=-d-|e+P,
=|P+2-a

Kořen «; je sice záporný, ale má smysl a budeme jej nanášet od bodu P
v opačnémsměrunež kořenr. PřitomPA = z1|=d+ Ve + R.

Při další konstrukci volíme tento postup: Z Pythagorovy věty určíme
konstruktivněvelikostVe+P+ P,sestrojímeúsečkyd +-Ve-+Ba—d-+
+ Ve-+© a naneseme je na přímkup od bodu Poběma směry, čímž
vzniknou body Ay,B, a A3, B;. Středy 94, resp. S, dvou hledaných kulo
vých ploch leží v průsečíku kolmice k s rovinou souměrnosti G4,Tesp. G
úsečky A,B,, resp. A,B,. Úlohy má vždy 2 řešení.

3. Sestrojte rotační válec, jsou-li dány různoběžné tečny ť;, ť, jeho
podstavy a bod A na obvodě druhé podstavy.

Ota Setzer
(Došlo 10 řešení)

Řešil Karel Přikrý, 11. A JSŠ Vyškov:

Kolmice sestrojená v bodě A k rovině různoběžekť,, t; protne tuto
rovinu v bodě A', který leží na obvodě druhé podstavy. Jde tedy o se
strojení kružnice k, která leží v rovině p=ť,.t, prochází bodem A
a dotýká se různoběžekt,, t,. Ta je hranou jedné podstavy. Kružnici k;
sestrojíme na základě stejnolehlosti: Sestrojíme libovolnou kružnici k;
o středu S“, která se dotýká různoběžek t,, t, a leží v tom jejich úhlu, ve
kterém se nachází bod A“.Body A,, A, stejnolehlé k bodu A"leží na spoj
nici PA' (P =1,.t, je střed stejnolehlosti) a na kružnici k",.Rovnoběžky
S,A"||S"A4,S,A'||S" A; určují na symetrále o úhlu £,,t, středy S, a S; hle
daných kruhových hran k,, k, v rovině p.
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Druhé jeho podstavy dostaneme rovnoběžným posunutím prvních
podstav ve směru A'A (i co do smyslu). Přitom bod A' přejde do bodu
A. Tím jsme obdrželi dvě řešení úlohy.

Disk use. Jestliže padne bod A"dovnitř některého úhlu různoběžek
1, t,, existují dvě kružnice stejnolehlé s kružnicí k, podle průsečíku P
a úloha má dvě řešení. Dvě řešení má také tehdy, padne-li bod A' na
některou z přímek ť,,/;, nikoli však do jejich průsečíku. Přitom podstavy
obou válců leží ve výplňkových úhlech různoběžek tj, t,. Padne-li bod
A" do průsečíku P, nemá úlohařešení.

4. Sestrojte rovnostranný kužel o daném vrcholu V, normále n, je-li
dán bod A v rovině jeho podstavy.

Ota Setzer
(Došlo 7 řešení)

Řešil Karel Hrbáček, 11. A DSŠ Nymburk:
R oz bor. Nechť rovnostranný kužel « vyhovuje podmínkám úlohy;

jeho osu označme VS, kde S je střed podstavy. Normála » protíná po
vrch kužele v bodě N a jeho osu VS v bodě O. Rovina p = SVŇ protíná
rovnostranný kužel « v rovnostranném trojúhelníku A'VB'; je tedy
X A"VB' = 60". Rovina podstavy kužele « prochází bodem A a je kolmá
k ose kužele VS. Na základě toho můžeme provést konstrukci.

Bodem Va přímkou n proložíme rovinu p.Vtéto rovině vedeme bodem
V přímku VK kolmo na » a sestrojíme A KVL = 60" a jeho osu VS
Rotací dutého úhlu KVS" kolem osy VS' dostáváme kuželový prostor,
z něhož rovina vedená bodem A kolmo na WS"oddělí hledaný kužel.

D ů kaz je zřejmý z rozboru a provedené konstrukce.
Diskuse. Předpokládejme,že přímka » neprochází bodem V a že

V — A. Pak lze bodem Vvést v rovině p k přímce » jedinou kolmici VK
a lzesestrojitdva duté úhlyKVLa KVL' tak, že KVL = AKVL=
= 60" (body L, L' leží v opačných polorovinách vyťatých přímkou VK).
Ke každému z obou úhlů © KVL a © KVL,'lze sestrojit jediný kuželo
vý prostor. Označme Ty (resp. T) rovinu vedenou přímkou VL (resp.
VL") kolmo k ose úhlu X KVL' (resp. k ose « KVL). Neleží-li bod A
v žádné z rovin 1;, 1., lze oddělit kužel z obou kuželových prostorů; úloha
má dvě řešení. Leží-li bod A právě v jednéz rovin 1, T, lze oddělit kužel
jen z jednoho z obou kuželových prostorů (z toho, k jehož ose rovina T,
v níž leží bod A, není kolmá); úloha májediné řešení. Leží-li bod A v prů
sečnici rovin T; a T, úloha nemá řešení.

Změna adresy redakce Rozhledů matematicko-fyzikálních:

Praha 2, Trojanova 13, tel. 244529.
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Matematické zábavy

Milan Koman,Traha:

Dobře nebo špatně?

Sedmá C dostala na příští hodinu opakování na slučování zlomků.
K proovičení měli všichni žáci vypočítat pět daných příkladů. Úkol vy
pracoval i malý Zdeněk. Protože však Zdeněk nepatří v matematice
mezi nejlepší žáky, má nad ním patronát jeho kamarád Pavel. Oba spo
lužáci si však tentokrát překontrolovali své výsledky a kdyžzjistili, že
mají stejné výsledky, nevěnovali už uloženému opekování další pozor
nost. Přesto dostal Zdeněk druhý den od soudruha učitele za domácí
úkol vyhubováno. Měl sice správné výsledky, ale počítal úplně špatným
postupem. Zde je jeho domácí svičení:

1.1818 16-18-2 2
18. 2 18 —27 —9 9

1 2 1 1+2-—1 2S $14 083264-8 3
a 34. 4a o da—4a o —a.
- 3(b-+-e).. 2462 3(d-+-c)—(3+2). bc

4. 4a+ 26-1 M Ba+ 5 „Ar B
6c bc 30

- (44424 1)—(ba+5) + (a+20—2)44—6 2-3
6c — 5c + 8c 4c 2c

5. 28p— I2g— 16 — P— 9 + l1—g o
8 (r2— t) 272 — 26. 3(r2— 4)

- (B8p—I27— 16)—(p— 9) + (I—0)- 2Ip— 127—B8(r2—1)—(2%— 21)+3(r*—1) 972—9
„po Mm

3 (r3— 2)

Přesvědčtese, že měl opravdu Zdeněk všechny výsledky správné. Po
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kuste se sestavit podobné příklady sami. Ukažte, že nelze sestavit po
dobný příklad pro sčítání pouze kladných zlomků,tj., že

pro žádná kladná čísla a,b,c,d nemůže platitrovnost
C a Tdb Oo-+

b 8

Různé

Prof. dr. Rostislav Košťál, Brno:

Osmdesátiny prof. Zahradníčka

V Brně dožil se dne 9. srpna 1961 osmdesáti let universitní profesor
dr.JosefZahradníček.

Více než třicet let věnoval se výchově učitelů škol 3. stupně a výchově
vědeckého dorostu na přírodovědecké fakultě v Brně. Na vysokou školu
přišel ve svých čtyřicátých letech již jako zkušený pedagog, který se
na dřívějších působištích věnoval s nevšední láskou svému předmětu
a výchově žáků. Způsobem výkladu, četnými experimenty a laborator
ními evičeními získával žáky pro svůj předmět.

Ani při působení na vysoké škole nezapomněl prof. Zahradníček na
konání pokusů na střední škole a na praktická cvičenína těchto školách.
V přednáškách vždy zdůrazňoval nutnost pokusů ajsám vždy pečlivě
připravenými pokusy doplňoval své přednášky. V praktiku fyzikálních
pokusů seznamoval posluchače s pokusy, které je třeba konat na gymna
siích, v kursech pro učitele měšťanských škol seznamoval posluchače
s pokusy pro dřívější školu měšťanskou. Svou praxi demonstrátora a
zkušenosti z praktik demonstračních i měřicích,které získal za působení
na gymnasiích i na vysoké škole, ukládal do sdělení a metodických
článků publikovaných nejčastěji v didakticko-metodické příloze Časo
pisu pro pěstování matematiky a fysiky.

Vědeckou a pedagogickou činností navázal na dílo našich předních
průkopníkůfyzikálnívědy,profesoraČeňka Strouhala a profesora
FrantiškaKoláčka.

O jeho životě a díle byl publikován článek v Pokrocích matematiky,
fyziky a astronomie (2, 1957, 303).
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Vítězslav Jozífek, ČVUT,Praha:

Geometrie z roku 1734

V roce 1734 vyšla v knihtiskárně impresora Adama Hogra
v Prazekniha Václava Josefa Veselého s názvemGrun
tovní počátek matematického umění, Geometria practica, Trigonometria
plana, Stereometria, Užívání Tabellarum Sinum a Logarithmorum, skrze
což výšky (hloubky), délky (šířky), pole (lesy), rybníky (louky), zahrady,
města, kraje a corpora se mohou vyměřit).

Je formátu 8“, obsahuje 625 stran, rejstřík a Errata, tj. opravy
tiskových chyb. Kniha je psána švabachem, názvy latinské a popisy
bodů jsou psány latinkou (body písmeny malé abecedy).

Autor byl mlynářem a geometrem, tj. měřičem. Byl svobodníkem,
tzn., že byl osvobozen od roboty. Cítil se velkým vlastencem a v úvodu
uvádí, že první knihu geometrie v českém jazyku píše proto, „aby
vlastenci, kteří ovládají jen český jazyk, ale jsou k pochopení velkého
umění dost ostrovtipní, mohli přijít k umění geometrickému. Aby každý
mohl dospět k určitému stupni dokonalosti“.

Již podle názvu je kniha zaměřena k aplikacím geometrie v geodézii.
První díl obsahuje teoretické úvahy, tj. definice některých elementů
a dále 23 kapitoly, které se zabývají grafickými konstrukcemi: prodlou
žením úsečky, dělením úsečky v daném poměru, rektifikací kruhového
oblouku, rýsováním pravidelných mnohoúhelníků z dané strany, z polo
měru kružnice opsané, úlohami z úměrnosti úseček, proměnami obrazců
rovinných i prostorových a výpočty z aritmetiky (čtyřizákladní početní
výkony, umocňování a odmocňování), dále úvahami a úlohami z ro
vinné trigonometrie a početními úlohami z planimetrie a stereometrie.

Druhý díl jsou praktické návody k měřenív přírodě.
Tím byl vymezen rozsah práce. Autor v knize ukázal teoretickou

znalost elementární geometrie tehdejší doby, cituje v práci Euklida.
Autor nemá ještě odvahu zčešťovat latinské názvy, pokud nejsou

již užívány v češtině (linie, plocha, tělo, kout apod.). Také výklad je
nepřesný, velmi primitivní, vzhledem k dnešnímu matematickému slohu.
Podobá se vyjadřování začátečníků v osmileté střední škole.

Všimněme si úvah z trigonometrie. V textu budeme slova, která jsou
v originále tištěna švabachem psát latinkou a slova psaná v originále
latinkou, jsou vytištěna ležatýmpísmem (kurzívou).

Nejprve definice. Užívá se jen funkcí sinus, tangens a secans.

1) Text je upraven podle dnešní mluvy a podle dnešního pravopisu.
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Sinus jest ta linie, která od jednoho konce oblouku na semidiameter
perpendicular padá zde, někteří to jmenujou rohová míra.

Tangens jest jedna linie, která od jednoho rohu toho koutečného

| Gruntotvníúbočúte
MathematiďéhomějGEOMELRIA
PRACTICA:: ©

: TRIGONOMETRIA
PLANA

STEREOMETRY . +
„8 x >

© "E A

|TABELLAŘŮM,SIPS
LOGARONORUM=frse toš:: i

(Boo Glauěřplén/K 'sboléje v/Spát date) |
Pon Avnge,aCorpora,Sn 8 ne .
Š připodennínmNivH1romáT

a VDodmm1ATtčřehý :netterýmanomýma Problema po “
dená/Aponcyprtoto3 Sajyčutvydánaz

Die Hama| oje s eyvbo/Dři=
fanjbo Semfteho tjnáče) ě(Geometra,n oben Ppře;s
SysdbaaaPůasarv nik s39Soptedferazáda

oblouku s tím stnem nebo rohovou mírou parallel (a tak perpendicular)
běží a potom od druhého rohu toho oblouku skrze kontinuvrování semi
diametru odřezává a terminirovaná. Česky: Jest tejkající linie (poněvadž
ten oblouk tangiruje aneb tejká).
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Zajímavé je odvození sinové věty. Přečteme si text, který je u troj
úhelníka pravoúhlého (obr. 1).

Předně tuto jeden rovnokoutečný triangl před sebe vezmem: (a b c)
ten jest (A), pak řeknu: jak se drží ten sinus toho kouta při (c) té na
proti stojící straně (a bd),tak také drží se ten sinus toho kouta při (a)
té naproti stojící straně (c 0). To dokázat, tak se vezme strana (b c)
za semmdiamelercyrkle, s kterým ty kouty měřit chceme a rýsují se

,

ke

oTrigonometri. | 379
ši Btý naproti ftogicý(ab) ta? taBy
deší fe ten finus tobo Pouta (a) £ tý
naproti ftogjcý(frane(c b) to doPázat/
ta? ft mezme zde ta firana (bc) 3a fe
mi-diameter cyrPle/ 6 Eterým ty Panty:
měřitdceme/a vegfigau fes nj ty bs
fauty3(c) (beg) a3 (a)(ef) (Čšte
nář at dobře posovuge/ že 30e ta linyé
(a ©)ta voelřábude / gafo (cb) po
něroddí gednobo cyrble femi-diametri
gfáu; ) tať geft ten oblauďtobo fautu
(c) a drubý tobo fautu Ca) oba 3 ges
Dnobo cytřle : Pterýdžto finus gfáu
(cb) a (eg). ať tehdy mideti gefř.
3 tobo/ co giž ftordu folifrat podoto
fnuto/ poněvoádž(Cb) a (cg) paral
lel gfau/ ta? fluge(cb) finustobo Čaus
tu (c)-bc.eg. finus tobo Bautu(3) pos
něvádš (ae) to geft> (cb) fpolu (řegs
ný gfáu/ gaťftordu £ posórovodujpřispamatománo,| Atogeft©tomfautu
pří (a) demonitrivomáéno : a Pbyž ft
6 tim obogjm pořračuge safe tařto /
tať vopgde ob tobo roronč taď ven t
totiž/ gaf (cb) ten finustobo faútuP (c).

zd

1

s ním ty oblouky z (c) a z (a). Čtenář ať dobře pozoruje, že zde ta linie
(ae) tak velká bude, jako (cb), poněvadž jednoho cyrkle semidiametrů
jsou. Tak jest ten oblouk toho koutu (c) a druhý toho koutu (a), oba
z jednoho cyrkle, kterýchžto stwus jsou (cb) a (eg).
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Tak tedy viděti jest z toho, co již svrchu kolikrát podotknuto, po
něvadž (cb) a (eg) parallel jsou, tak sluje (cb) sinus toho koutu (c), (eg)
sinus toho koutu (aj, poněvadž (ae) to jest (cb) spolu stejný jsou, jak
svrchu k pozorování připamatováno. A to jest o tom koutu při (a)
demonstrirováno. A když se s tím obojím pokračuje zase takto, tak
vyjde od toho rovně tak ven. Totiž jak (cb), ten sinus toho koutu (c)
proti (ba) k té protistojící straně, tak také (eg) ten sinus toho koutu
(a) proti (ae), aneb což rovně tak jest proti (cb) a zase, jak (ag) proti
(ae), tak (ac) proti (ab).

Též nápodobně drží se to také tak se všemi rovnokoutečnými triangly.
To se opakuje se šŠpičatokoutečným trianglem a 8 tupokoutečným

trianglem.

—— —AE=BC OC
„0 N

/ N
/ >

/ G X/ K |
i M X |L i mA E 77

Obr. 1.

Pro ostroúhlý trojúhelník můžeme větu sinovou odvodit (v dnešní
frazeologii) takto (obr. 2):

V ostroúhlém trojúhelníku ABC opíšeme kružnici kolem vrcholu C
poloměrem CB. Potom pro délkovou jednotku CB je sinus vnitřního
úhlu v velikost úsečky BF kolmé ke straně AC. Na to opíšeme kružnici
kolem vrcholu A poloměrem AE = ČB. Sinus vnitřního úhlu pro tutéž
délkovou jednotku CB je velikost úsečky EG kolmé ke straně AC.

Trojúhelníky AEG a ABF jsou podobné (u wu)a proto platí: AE
: AB = BG: BF, což se dá zapsat také: CB AB = sin « : sin y, neboli
CB :sina = AB siny. (Pokračování)

Vysokotlakovápára základem energetiky

Před 75 roky obdržel W. Schmidt patent na vysokotlakový trubkový
kotel o tlaku max. 100 atmosfér. V roce 1890 sestrojil přehřívač páry
na teplotu 350“ C, čímž se mu podařilo značně snížit spotřebu paliva.
O 20 let později zvýšil přehřátí páry o vysokém tlaku na 490“ C a roz
dělil kotel na odpařovač, přehřívač a předehřívač. Tehdejší vysoko

136



tlakové kotle se silnostěnnými trubkami činilypotíže, spočívající v efektu
Leidenfrostově. Parní bubliny oddalovaly vodu od horké trubky, což
kromě neklidného odpařování snižovalo i efekt kotle. Tato nesnáz byla
řešena na kotli Atmos, sestrojeném v roce 1922. Skládal se z vodorovné
otáčející se roury 330 ot./min., v níž byla voda odstředivou silou tla
čena na stěnu kotle a jeho středem pak byla odváděna vytvořená pára.
Potíže s utěsněním za vysokého tlaku znemožnily rozšíření těchto kotlů.
Dokonalé řešení vysokotlakového kotle uskutečnil r. 1924 Benson se
strojením kotle o nadkritickém tlaku páry 225 atmosfér a 375“ C pře
hřátí, za nichž voda a pára vykazují stejný objem, takže voda přechází
v páru bez vření. V téže době vznikl Lofflerův kotel o tlaku 101 atmo
sféry. Obcházel problém přechodu vody v páru bez mezistadií tím, že
nasycenou páru oběhovým čerpadlem vháněl do vytápěného přehřívače
a po její přeměněv přehřátou ji z třetiny spotřeboval v turbosoustrojí
a ze dvou třetin pak v odpařovači k výrobě nasycené páry. Nepřekonal
však Bensona a v praxi se neujal. Ani kotel La Mont s bubny sestrojený
v r. 1929 nedoznal většího rozšíření, takže prakticky Bensonův jedno
trubkový kotel a jemu podobné Sulzerův a Ramzinův ovládají dnes
moderní energetiku, jež se vyvíjí jednoznačně směrem k nadkritickým
tlakům a vysokému přehřátí páry, jakož i velkým jednotkám - blokům:
kotel-turboalternátor.

Pomineme-li éru nízkotlakových parních strojů na nasycenou páru,
přecházející v dobu strojů s přesnými rozvody na přehřátou páru, jakož
i akčních turbin De Lavala aj., jež kromě speciálních případů nedo
znaly většího uplatnění, těžištěm moderní energetiky se stala reakční
turbina Parsonsova, sestrojená v roce 1889, vyznačující se krajním vy
užitím přetlakového principu. Největší turbiny tohoto druhu o nad
kritickém tlaku páry 245 at. a přehřátí 565“ C v elektrárně Breed o vý
konu 500 000 kW a o tlaku 275 at. a přehřátí 593“ C v Drakelow o vý
konu 375 000 kW svědčí o mohutnosti těchto zdrojů energie, jejichž
účinnost je 40 %.

K rozšíření poznání těchto zdrojů energie přispělo značně i dílo dr.
inž. A. Stodoly: Dampf und Gas-Turbinen.

F. Komurka

Matematická olympiáda

Soutěžní úlohy MO
3. Kategorie C

T. Je-li r celé číslo, potom číslo x* + 2x je dělitelné třemi; dokažte.

2. Je dána úsečka MN a uvnitř této úsečky je dán bod A; dále je dán
ostrý úhel m.
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Sestrojte obdélník ABCD-těchto vlastností:
1) Přímky CB, CD po řadě procházejí body M, N;
2) je AB > AD;
3) úhel úhlopříček obdélníka je shodný s daným úhlem m.

3. V pravoúhlém trojúhelníku ABC s přeponou AB označme D střed
přepony a K průsečík osy úhlu X DCČBs přeponou AB.

Sestrojte tento trojúhelník, je-li dána délka úsečky CE a velikost úhlu
© DCE. Stanovte podmínky řešitelnosti.

4. Určete všechna přirozená čísla, která není možno vyjádřit jako
součet dvou složených čísel.

9. Je dána železná krychle o hraně délky 4. Z ní byly vyříznuty stejné
otvory tvaru pravidelného čtyřbokého hranolu o podstavné hraně délky
x: pobočné hrany všech otvorů jsou rovnoběžnés určitou hranou krychle.
Tím vzniklo těleso s dutinami, jehož povrch je dvakrát větší než povrch

VYVVY
KVV VAVÁVAVA

Obr. 3.

původní krychle a jehož váha je přibližněrovna */,váhy původní krychle.
Určete počet otvorů a délku z.

6. Na šachovnici se 64 poli byly sestrojeny všechny kružnice, jejichž
průměr není menší než délka jednoho pole a které neprocházejí vnitřkem
žádného černého pole. Určete počet těchto kružnic.

£. Kategorie D

1. Dílna splnila v 1. týdnu plán, tj. vyrobila » kusů výrobků. Ve 2.
týdnu poklesla výroba oproti 1. týdnu o p %.

O kolik procent musila dílna ve třetím týdnu zvýšit svůj výkon zdruhé
ho týdne, aby na konci týdne byl splněn třítýdenní plán?

Na závěr proveďte výpočet pro p = 10.

2. Je dán rovnoběžník ABCD, kde AB >>BC a úhel © DAB je ostrý.
Na přímceAB sestrojte takový bod X, z něhož je vidět úsečky AD, CD

pod shodnými úhly.
Vyšetřete polohu bodu X vzhledem k úsečce AB.
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4. Určete všechny dvojice přirozených čísel «, y, která vyhovují
rovnici

OT + 7y? — 1600.

P

4. Úsečka AB délky d je rozdělena na n shodných úseček; kolem kraj
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ních bodů těchto úseček jsou opsány kružnice o poloměru :
Vypočtěte délku čáry, která se skládá z tlustě vytažených oblouků

kružnic a dokažte, že pro jakkoli velké číslo » je délka této čáry větší
než ď (viz obr. 3).

5. Je dán čtverec ABCD o délce strany a a čtverec M NPO o délce
strany b, přičemž je a >>6; vrcholy M, N, P, © leží na úhlopříčkách AC,
BD (viz obr. 4).

Sestrojte čtverec X YZT tak, aby jeho vrcholy ležely na obvodu čtver
ce ABCD a aby body MW,N, P, ©ležely na obvodu čtverce X YZT.

Stanovte počet řešení úlohy vzhledem k daným číslům a, b.

6. Je dán kruh K o středu S a poloměru 7; bodem S vedeme dva kolmé
průměry AC, BD tohoto kruhu. Nad úsečkami SA, SB, SC, SD jako
průměry sestrojíme kruhy K;, K3, K3, K, (viz obr. 5).

Vypočtěte obsah P čtyřlístku, jehož každý lístek je společnou částí
některých dvou kruhů Kg,Ks, K, K.

Dále vypočtěte obsah © vyšrafované části roviny, která vznikne od
dělením kruhů K, K3, K3, K, od kruhu K.

Fyzikální olympiáda

Prof. dr. Rostislav Košťál s kolektivemspolupracovníků,Brno:

Zákony Kirchhoffovy a jejich důsledky
(Dokončení)

Vztah (11) pro výpočet ems kompenzační metodou můžeme určit též
užitím Kirchhoffových zákonů.

Podle I. zákona Kirchhoffova platí
I=1+I, (14)

a podle IT. zákona Kirchhofova platí
E=RI-+(R— R)I+ RI, (15)

E=R— (R,+R + Ra)I, (16)
kde R; je odpor galvanometru, R' předřazený odpor galvanometru
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a R; vnitřní odpor měřeného článku. Do rovnice (15) dosadíme za I
z rovnice (14)

EB=BH+ (R—R,+ R) (+ 1),
E=(R+R)L+(R— R+R)I, (17)

Vyloučíme nyní I, z rovnic (17) a (16) a dostaneme

- E—(R-BR+RJI,
5 R+ R,

E— (R— R,+ Rx)I ,
m= R RIER ——(Rx,+R + Ra)lg.

Jestliže zvolíme R, tak, aby bylo Ig = 0, pak dostáváme E, =
E

— R . 22
URIR jak dávávztah(11)

Další poučení o Kirchhoffových zákonech najdete v článku CSe. E.
Římana v Rozhledech matematicko-fyzikálních, roč. 39 (1960—61),
čís. 9, str. 425.

V článkuZákony Kirchhoffovy a jejich důsledky
v č. 2 na obr. 3 uprostřed odpadá v místě křížení vodičů oblouček; na
obr. 6 je AB = a, BC = b; na obr. 7 je AB = a, BC = b; na obr. 8 má
být v pravé části odporu I místo I;, dále Ry, místo R, a levá část odporu R
má být označena R,.

Prof. dr. Rostislav Košťál, Brno,
s kolektivem spolupracovníků:

Měřeníkalorimetrem

V prvé části článku pojednáme o základních veličinách kalorimetrických
a o tepelné kapacitě kalorimetru, v druhé části o určování měrného tepla
pevných látek a v třetí části o určování skupenského tepla tání.

a) Základní veličiny kalortmetrické a tepelná kapacita kalorimetru
Teplo je druh energie. Proto jednotkou pro teplo je jednotka pro energii,

tedy v soustavě MKSA joule (J). Místo této jednotky používá sev praxi
ještě jednotkakilokalorie (kcal), jejíž souvislost s joulem je dánavztahem

1 kcal ='4186 J.
Měrné teplo (c) je množství tepla, kterého je třeba k zvýšení teploty 1 kg

látky o 1“ C; závisí poněkud na teplotě. Každá látka má obecnějiné měrné
teplo, takže měrné teplo je charakteristickou veličinoudané látky. Aby se
teplota látky hmoty m zvýšila o 4ř, musíme jí dodat teplo

©= me.dt,
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a tedy
Omdt D

Jednotku měrného tepla dostaneme, když do vztahu(1) dosadímejednotky
uvedených veličin; je tedy jednotkou měrného tepla J .kg-!.deg-*. Toto
měrné teplo by měla látka, jejíž 1 kg by se ohřál teplem IlJ o 1“ C. Když
užijeme jako jednotky pro teplo kcal, pak je jednotka měrného tepla
kcal . kg-* . deg-*. To je měrné teplo vody. Měrná tepla jsou uvedena
v Matematicko-fyzikálních tabulkách.

Látka může být ve fázi (skupenství) pevné, kapalné nebo plynné. Pro
přeměnu z jedné fáze do druhé je třeba látce dodat nebo ubrat teplo. Množ
ství tepla, které je třeba dodat (ubrat) 1 kg látky při teplotě tání (tuhnutí)
k přechodu z jedné fáze do druhé, se nazývá skupenské teplo tání (tuhnutí).

Jednotkou pro skupenské teplo je tedy J .kg-' a v praxi kcal . kg-!.
K určení měrného tepla i skupenského tepla používáme kalorimetru. Je

to kovová nádoba od okolí tepelně izolovaná, opatřená míchačkou a teplo
měrem. Jako kalorimetru lze použít též Dewarovy nádoby. Jsou-li látky dané
do kalorimetru dokonale od okolí izolovány a chemicky na sebe nepůsobí,
ustálí se jejich teplota a teplota kalorimetru na určité hodnotě. Teplejší látky
vydají teplo a chladnější látky přijmou teplo. Teplo chladnějšími látkami

přijaté musí se rovnat teplu vydanému teplejšími látkami. Vložíme-li doalorimetru s kapalinou teplejší látku, zahřeje se od ní netoliko kapalina,
nýbrž i kalorimetr s míchačkou a s teploměrem. K této skutečnosti musíme
přihlédnout.Proto zavádímepojemtepelné kapacity (K) kalo
rimetru. Je to množství tepla, které potřebujekalorimetr s míchačkou
1teploměrem k zahřátí o 1“ C. Zvýší-li se dodaným teplem teplota látky i ka
lorimetru o Ať,přijal kalorimetr teplo

O=K..
Tepelnou kapacitu kalorimetru můžeme vypočítat podle její definice za

známých hmot a měrných tepel kalorimetru s příslušenstvím, nebo určit mě
řením. U Dewarových nádob musíme ji vždy určovat měřením.

1. Z definice určíme tepelnou kapacitu takto: Označme měrné teplo ka
lorimetrické nádoby c“, míchačky c“ a jejich hmoty m“ a m“. Pak teplo
potřebné k zahřátí kalorimetru a míchačky o 1“ C je

K; = me!+ me.
Tepelná kapacita teploměru je velmi malá proti tepelné kapacitě kalori

metrické nádoby s míchačkou. Proto ji někdy zanedbáváme. Přihlédneme
k ní jen při přesnějších měřeních. Pro její výpočet uvážíme toto: Teploměr
je ze skla a rtuti. Měrné teplo skla je 0,19 kcal .kg-' . deg-* a měrné teplo
rtuti 0,033 kcal . kg-* . deg-*. Určíme teplo, které potřebuje k zahřátí o 1“ C
1 em? skla, tj. 2,5 . 1073kg .cm-“? skla, a I em? rtuti, tj. 13,6 10-* kg cm“?
rtuti. Pro l cm? skla vychází 0,475 . 107%kcal .cm-* . deg-* a pro 1 em?
rtuti 0,449.. 107%kcal .cm-*.deg-*. Poněvadž obě hodnoty jsou přibližně
stejné, bereme tepelnou kapacitu teploměru vztaženou na I cm? 0,46.
„107%kcal . cm-? . deg-". Je-li Vobjem ponořené části teploměru (určímejej
kalibrovanou nádobou), je tepelná kapacita kalorimetru s příslušenstvím

K=mď + me“ + 0,46.10-3 V. (2)
Poněvadž ve vztahu (2) je číselný koeficient, musí být přesně stanoveno,

v jakých jednotkách musí být uvedené veličiny měřeny; m a m“ v kg, V
v em?, c“a c/“v kcal. ka-*.da3-*. Kalorimatr a míchačka bývají obvykle
zhotoveny z mosazi, jejíž c —c“ — 0,093 kcal .kg-'. deg-*.

Č =
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2. Měřenímurčujeme tepelnou kapacitu kalorimetru takto:
Do kalorimetru dáme odvážené množství vody m, a po vyrovnání její

teploty s teplotou kalorimetru změříme její teplotu f;. Potom přidáme do
kalorimetru množství m, vody o teplotě /; a po vyrovnání teplot změříme
výslednou teplotu ř.Pak z kalorimetrické rovniceme(i—4)+K(E—4)=mg(iz— U)
vychází

bt, —

L —

kde c je měrné teplo vody (c = 1,00 kcal .kg-*. deg—").

É

K = MC — MC 9b

b) Určování měrného tepla pevných látek
Měrné teplo pevných látek určujeme takto:
Do kalorimetru o tepelné kapacitě £ dáme kapalinu, v níž se zkoumaná

látka nerozpouští, s níž chemicky nereaguje a jejíž měrné teplo c, známe
její hmotu označme m, a teplotu ť,. Pak do kapaliny vložíme těleso, jehož
měrné teplo určujeme, zahřáté na vhodnou teplotu; jeho hmotu označme m?,
měrné teplo c, a teplotu t,. Když se výsledná teplota ustálí na hodnotě ť,ode
vzdala vložená látka teplo mc, (t$,— £), které přijala jednak kapalina
- MC1 (č — Uz),jednak kalorimetr - K (f — t,). Proto platí kalorimetrickárovnice

me, (t—ť) + K— ť) = moe(bz —1).
Odtud

(m0, + K). (t— ty)
m (iz — 1)

Těleso, jehož měrné teplo určujeme, zahřejeme v lázni na teplotu ť, (blízko
100“C). Potom těleso přeneseme do kalorimetru. Přenášení musíme provést
velmi rychle, aby se jeho teplota nezměnila. Přitom musíme dát pozor, aby
chom do kalorimetru nepřenesli i kapalinu z lázně.

C, —

c) Určování skupenského tepla tání
Budeme určovat skupenské teplo tání / látky, jejíž teplotu tání ť;,měrné

teplo v pevném skupenství c, a měrné teplo v kapalném skupenství c; známe.
Do kalorimetru o tepelné kapacitě K dáme nejprve kapalinu, v níž se

zkoumaná látka nerozpouští, s níž chemicky nereaguje a jejíž měrné teplo
známe (obvykle vodu). Její hmotu označme m4, měrné teplo c, a teplotu 4.
Teplota ř;musí být dostatečně vyšší než teplota tání t, zkoumané látky. Pak
do kapaliny vhodíme kousek zkoumané látky v pevném skupenství, tep
loty t,. Hmotu n, zkoumané látky určíme dodatečně z přírůstku hmoty ka
lorimetru s kapalinou. Pevná látka se nejdříve zahřeje na teplotu tání ?, pak
se její skupenství změní v kapalné téže teploty. Nyní se teploty obou kapalin
vyrovnají a ustálí na výsledné teplotě £.Teplo potřebné k přeměněskupenství
a k ohřátí pevné látky a vzniklé kapaliny se odebere kapalině, kterou jsme
dali do kalorimetru a kalorimetru s příslušenstvím.

K zahřátí látky hmoty m, o měrném teple c, z teploty ř;na teplotu ř, je
zapotřebí m+c,(t$— t,) tepla. Na proměnu skupenství této látky je zapotřebí
mz!tepla. Na zahřátí kapaliny o hmotě m, a měrném teple c; z teploty t, na
teplotu ť je pak zapotřebí m.c; (t — £,) tepla. Toto teplo se oclebere jednak
karalině v kalorimetru —me, (t$— t), jednak kalorimetru s příslušenstvím
— K (4 — č). Proto platí rovnice

m6; (č, — t) + K (i — £) = mt (fg— t;) + mal + M63 (6— ů)
a z ní pak určíme neznámé skupenské teplo tání Z.
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Redakční sdělení

* Čtenář nám píše: Ačkoliv jsem již starý vojenský důchodce, uchoval
jsem si zálibu v řešení různých matematických a fyzikálních problémů.
Pročítám proto s pozorností i Vaše Rozhledy. Mám radost z toho, že
věnujete ve svém časopise více místa takovým článkům, z nichž může
čerpat poučení hlavně mladší generace - žáci vyšších ročníků škol - aby
byla u nich vzbuzena záliba pro tento vědní obor. Je to velké plus,
které my staří jsme kdysi velmi postrádali. Přeji Vám proto k dalšímu
vydávání Rozhledů matematicko-fyzikálních mnoho zdaru.

F. K. Obrubce-Všeborsko.

* Vedení fyzikální olympiády nás žádá o tuto opravu: Na str. 41
prvního čísla Rozhledů má být na 13. řádce zdola ÚV FO místo ÚV FC;
na str. 46 v 1. řádku budiž A; — místo 6, —. Na str. 78 ve fyzikálním
příkladě 1. v čitateli zlomku vyplňte prázdné místo činitelem a;. Na

20
str. 79 v příkladě 2. má znít hodnota gravitační konstanty « = 3
„1071 N kg-? mě.

* Obr. 1. náležík článku inž. L. Smrže Jak vznikla
elektronka v minulémčíslena str. 73.
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ROZHLEDY MATEMATICKO-FYZIKÁLNÍ

ROČNÍK 40 - 1961/62 ČÍSLO 4

Matematika

Jaroslav Krbilfa, VŠLD,Zvolen:

Riešitelnosťa geometrická interpretácia
sústavy dvoch lineárnych rovníc

V 37.ročníkuRMFč.2 boluverejnenýčlánok: Determinanty,
od Jaroslava Chudého. Okrem iného v ňom autor píše, že determinanty
hrajů doležitů rolu v teórii riešenia lineárnych rovníc a že sa používajů
aj v analytickej geometrii. V tomto článku poukážeme na použitie de
terminantov pri skúmaní riešitelnosti sústavy dvoch lineárnych rovníc
o dvoch neznámych. Výsledky budeme geometrický interpretovať
(vysvetlovat). Budeme sa pritom odvolávat na článok doc. Emila
Kraemera:O analytické geometrii v rovině (dalejAG),
ktorý bol uverejnený na pokračovanie v 37. a 38. ročníku RMF.

Pre úplnosťuvediemenajprvniečoo determinantoch dru
hého stupňa. Hodnotadeterminantu

A1, b, je a1bz — 510 .A 2

Napriklad:34 —1.4—2.-—3= 10.
Lahko si každý dokáže nasledujúce vety.

. eta 1. Hodnota determinantu sa nezmení, ak vymenímeriadky zastipce.
Preveríme tvrdenie tejto vety na predchádzajúcom príklade. Ak vy

meníme v ňom riadky za stlpce, máme
1,—3 O
2, 1 1.4—3.2—10.

Poznámka: Veta I. hovorí 0 „„rovnocennosti““riadkov a stípcov
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determinantu. Keď niečo dokážeme, že platí pre riadky, platí to podla
vety 1. aj pre stlpce.

Veta 2. Ak vymeníme v determinante riadky, resp. stípce, zmení
hodnota determinantu znamenko.

Nasledujúcu vetu, ktorů budeme často potrebovať dokážeme.
Veta 3. Ak je hodnota determinantu rovná nule, tak prvky jeho

riadkov, resp. stípcov sú úmerné.
Dókaz prevediemepre riadky. Nech

W , by
G , D = 463 — baz = 0 (1)

a nech aspoň jeden prvok determinantu je nie nula. Pretože označenie
prvkov je v našej moci, použitím vety 1. a 2. móžeme docieliť,že a, 7 0.

Označme —Ž— k, alebo a; = ka,. Keď toto dosadíme do (1) dostaneme
1

b, = kb,, tj. prvky riadkov sú úmerné.
V prípade, že všetky prvky determinantu sú nuly, je tvrdenie zrejmé.
K vete 3. je obrátenou vetou veta 4.
Veta 4. Ak v determinante prvky jeho riadkov, resp. stípcov sú

úmerné, tak je hodnota determinantu rovna nule.
Dókaz je jednoduchý:

01, dy O —kax,kba1kby— b,ka,=0
Majme sústavu rovníc

mt +-by=u, (2)
A%+ byy= C,

kde x, y sú neznáme a a, by, C1AGo,D, Cosú dané reálne čísla.
Riešením sůstavy (2)budemenazývatdvojicučísel(X, 4)

pre ktorú platia rovnosti
MTT BYU,
Ao + BzYp= 6.

Riešiť sústavu (2) znamená udať množinu všetkých jej riešení.
V dalšom budeme vždy predpokladať, že aspoň jeden z koeficientov

a,, bya aspoň jeden z koeficientov a;, b, je od nuly rózny.
Z AG 37. roč., č. 5, veta 7. vieme, že rovnica ax + by = c, za pred

pokladu, že aspoň jeden z koeficientov a, b je rózny od nuly, je rovnicou
priamky.

Rovnice sůstavy (2) sú preto z geometrického hladiska rovnicami
dvoch priamok a riešenie predstavuje množinu priesečníkov tých
priamok.

Zaoberajme sa existenciou riešenia sústavy (2) a predpokladajme, že
sústava má aspoň jedno riešenie. Vynásobme prvů rovnicu v (2) číslom
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; how ; via i s i i ;
bo, druhů číslom —ů, a sčítajme ich. Podobne urobme po vynásobení
prvej rovnice číslom —a, a druhej číslom a,. Dostaneme

(a18; — 5B1a;)© = Gby — Byty, (3)(15, —B1az)y = 40 —04.Aby AB A1
OznačmeĎ = „by De ob PV la, >
D budemenazývat determinantom súůstavy rovníc (2).
Označenie D, nám má pripomenúť, že sme tento determinant dostali
z D zámenou koeficientov pri r v sústave (2) absolůtnymi členmi cy,C2.
Podobne D,. Z vety 2. vyplýva, že toto poradie je treba zachovať.
Rovnice (3) móžeme prepísať nasledovne

D.a= D,,
D.y=D,. (4)

Poznámka Pretože sme s rovnicamisústavy (2) robili len také
úpravy (násobenie rovnice číslom, sčítanie rovníc), pri ktorých sa ne
móže riešenie stratiť, tak všetky riešenia sůstavy (2) sa musia na
chádzať medzi riešeniami sústavy (4).

Predpokladajme dalej:
A)Determinant sůstavy je róznyodnuly,tj. D 5 0.
Potomz rovníc(4)mámetzv. Cramerove vzorce

D, D,
T — D ? y — D > (5)

z ktorých dostávame jediné riešenie sůstavy (4)
D, D,

(P ;> , (6)
ktoré podla poznámky móže, ale nemusí byť riešením sústavy (2). Do
sadením do sůstavy (2) zistíme, že dvojica (6) je jej riešením.

Z geometrického zretela sústava (2) v prípade, že D 74 0 znamená
dvojicu priamok, ktoré majů spoločný jediný bod - priesečník.

Príklad 1. Riešmesústavurovníc
x+ 2y=4,

Riešenie:

— l ) 2 — Apa|b=s40,
preto sústava (7) má jediné riešenie.

Ďalej je
4,2 l, 4p-$=0, mb 4-5

3

147



preto podla (5) dostávame

|

Obr. 1

Jediné riešenie sústavy (7) je (2, 1).
Na obr. 1. sů zobrazené priamky dané sústavou v priklade 1. Súrad

nice ich priesečníku udávajú riešenie sústavy (7).
(Pokračovanie)

Stanislav Trávníček, P.U.,Olomouc:

Grafické znázorňování periodických funkcí
v polární soustavě souřadnic

(Pokračování)

Příklad 5. Najdeme graf funkce p —=cos (g + ©), kde ©;je konstantní
číslo.

Řešení: Tuto funkci porovnáme s funkcí p' = cose', jejíž graf
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už známe. Pro body M(p; ©)hledaného grafu při p = p' platí
Mp; 9)= H(p3e— 9)

Graf naší funkce dostaneme tudíž z grafu funkce p — cos © jeho otoče
ním kolem pólu o úhel — ©g.Máme výsledek:

Grafem funkce p — cos (p + ©) pro ©;< $+S 9 + Zr, kde 0%,04,jsou
+ vw?libovolná čísla, v polární soustavě souřadnic je dvakrát počítaná kruž

l
nice o středu KS —a) a o poloměru z Pólo je přiřazenhodnotám 9 =

= —m+ (2k+ 1)5 kde k je libovolné celéčíslo.Na obr. 7 máme graf
T

této funkce; zvolili jsme 0 < 99 < 9
Příklad 6. Na základě předchozího příkladu najdeme graf funkce

o = sing.

agoON Jy
-4 =S/r

p=coS(90+49,) S ý ý

O J

Obr. 7 Obr. 8

Řešení: Podlegoniometrickýchvzorcůje

sin o = 00s+ 5)= —|
Podle příkladu 6. je tedy grafem funkce p = sin © v polární soustavě
souřadnic pro ©, < p S 93 + 2m, kde 9; je libovolné číslo, dvakrát po

l 1 PONOR
čítané kružnice o středu 9 5 a o poloměru 7 (obr. 8). Pól je přiřazen
k hodnotám © — kr, kde k je libovolné celé číslo.

Přiklad 7. Najdeme graf funkce p = 2 cos g.
Řešení: Porovnáme-lirovnici této funkce s rovnicí p' = coso“, vi

díme, že pro totéž ©je p = 29, tj. graf funkce p = 2 cos e je útvarstej
nolehlý ke grafu funkce p —cos © se středem stejnolehlosti O a koeficien
tem 2, Útvar stejnolehlý ke kružnici procházející počátkem v dané stej
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nolehlosti je opět kružnice, procházející počátkem a její poloměr je dvoj
násobný (obr. 9).

Grafem funkce p —=2 cos © pro ©, < © S 93 + 2m, kde 9; je libovolné
číslo, je tedy dvakrát počítaná kružnice se středem (1; 0) a poloměrem 1.

Podle příkladu 8. dovedeme nyní sestrojit graf každé funkce, jejíž
rovnice je tvaru p —a cos , kde a je libovolné číslo různé od nuly a od
jedné, a tedy podle příkladu 6. každé funkce s rovnicí tvaru p =4 v
= a cos (p + ©), kde ©je libovolnékonstantníčíslo.

Úloha.Najděte graf funkce,která je dána rovnicíp = 3sin | -3 ,
Jde tu podobně jako v příkladech 6. a 8. o otočení a stejnolehlost.

IV l

oztgg |

ON o=2cosy
o J 0: J

Obr. 9

Obr. 10

V předchozích příkladech jsme našli grafy daných funkcí na základě
určitých geometrických úvah, které však někdy bývajíi dosti složité.
Ukážemesi nyní způsob, jak je vždy možno sestrojit poměrně jednoduše
graf libovolné periodické funkce s periodou 2m.

Přiklad 8. Sestrojíme graf funkce p = tgg.
Ř ešení: Nejprve sestavímetabulku, v nížhodnoty funkcezaokrouh

lujeme, např. na dvě desetinná místa (podle toho, jakou si volíme jed
notku). Velikost úhlů ©je pro přehlednost daná v míře stupňové (tab. I).

Dále sestrojíme (třeba pomocí úhloměru) polopřímky s počátkem
v bodě O, svírající s polopřímkou OJ úhly o velikosti © z tabulky a na
neseme na ně od bodu Ó příslušné hodnoty tg p. Body, které takto do
staneme, spojíme plynulou čárou (obr. 10).
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U funkce tangens považujeme pól O za graf funkce pro g = kr, kde
k je libovolné celé číslo.

Podobněsestrojímegrafpro5 <gsn nTn<e< 5m,Sr < e+S2r
a využíváme přitom toho, že tg (—«9)— —tg9 a tg (p + n) = tgg.

Tabulka I.
— |
o|0%| 109| 209| 309|409| 459| 50“| 60%| 70%| 80%| 90“te©| O10,18,0,36|0,58)0,84|1,00| 1,19| 1,73| 2,75| 5,67dení

Nakonec ke každé části grafu připíšeme, ke kterým hodnotám © patří.
Označíme-li množinu hodnot p, pro něž2kr<9<5+2kr| číslemU,

> + 2kr <p< n+ 2kn číslemII,

n +2 kr<e< 5m + 2kr číslemIII,

a Sm +2kn < e < 2n + 2kr. číslemIV,
kde k je libovolné celé číslo,pak stačí k jednotlivým částem grafu připsat
číslomnožiny, z níž bereme o. Tak jsme jednotlivé části grafu očíslovali
na obr. 10.

Zajímavý výsledek dá grafické znázornění funkcí p = sin 19 a p=
—=cos p, kde n je přirozené číslo, jež obě mají též periodu 2x. Víme, že

jejich nejmenšíperioda je 
Přiklad 9. Sestrojíme graf funkce p = sin 5g.„2 .
Řešení: Nejmenší perioda této funkce je F (727). Sestrojíme-li

2

grafpro0< 9 < 5 způsobempopsanýmv předchozímpříkladě,pak graf
2 4 2

prorT<9<-T vzniknez prvníhografuotočenímo sV kladném
smyslu a podobně dále. Znamená to, že graf funkce sin 59 pro ©od nuly
do 2x se skládá z pěti shodných částí. Nakonec ještě přidáme podmínku,

že pól považujeme za graf funkce pro o = k => kde k je libovolné celé
číslo.Výsledek máme na obr. 11., kde je u každé části grafu naznačeno
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číslem, v jakém pořádku dostáváme jednotlivé části, roste-li p od nuly
do 2m.

Úloha. Sestrojte grafy funkcí p = sin ne pro n = 2, 3,4.
Nakonec si uvedeme, jak lze se

strojit graf funkce, která je dána ja
ko součet, nebo rozdíl jiných funkcí
(např. p — sin 29 + 3 cos o). Nabízí
se nám tento postup: sestrojíme
grafy sčítanců (tj.funkcí p —=sin 29
a p — 30os 9), pak si zvolíme
dostatečný počet polopřímek s po
čátkem Ó a na nich provedeme gra
fické sčítání (případně odčítání) pří
slušných hodnot jednotlivých funkcí.

Je možno také postupovat způ
sobem popsaným v příkladě 9. pro
funkci tangens, nebo hledat graf na
základě geometrických úvah.

Všechny tyto způsoby si ověříme
v následujícím příkladě.

Obr. 11

Přiklad 10. Sestrojíme graf funkce p = sin 9 + cos ©.
Řešení: Podle toho, co bylo řečenovýše, sestrojíme grafy funkcí

p—sin ©a p = Cos9, volíme polopřímky s počátkem O a na nich provádí
me grafické sčítání; na obr. 12 je tak zobrazen bod M.

20“

p=SIng+c0sw

Obr. 12

Stejný výsledek jistě dostaneme, sestavíme-li tabulku II a graficky
znázorníme jednotlivé body tabulky, které pak spojíme plynulou čarou;
tak je třeba sestrojen na obr. 12, bod N.,
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Jistě vidíte, že oba tyto způsoby nejsou naprosto přesné, neboť graf
funkce sestrojujeme pomocí několika bodů grafu.

Pokusme se dospět k výsledku na základě rozboru rovnice funkce.

Tabulka II.

P 09 109 20* 350?

| sing + cose 1,00 1,16 1,28 0,83
|

Platí
— |V2

p= sin©+ cos©= V2(E sine +s 9 .
Víme, že

2
sin7 = cosT = P

takže

o = V2 [in 9 00s%+ sn E 059) ;
tj.

o= V2sin | + r).
Máme tedy výsledek:

Grafem funkce p —sine + 608e pro 9, < p S 94 + 2r, kde 9, je

libovolné číslo,je dvakrát počítaná kružnice o středu V2; T a o polomě

ru V2.
Takto jsme tedy nalezli graf dané funkce, aniž jsme prováděli nějaké

konstrukce.

Evžen Jokl, ČVUT,Praha:

Jak se graficky znázorňují funkce

Často se funkce y = f(r) znázorňují tak, že se zvolí osový kříž,tj. osy
(r)a(y) a vynáší se na osu (r) několik hodnot proměnných «£:X1,X9,««-Ln;
na osu (y) jim odpovídající hodnoty y : 44, 49; -+ Yn.Přitom všechny
délky se vynášejí ve stejných jednotkách, např. v centimetrech. Pak se
známým způsobem sestrojí body grafu pomocí dvou trojúhelníkových
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pravitek, neboť je třeba vést rovnoběžky s osami. Všechny body grafu
se nakonec spojí plynulou čarou křivítkem. Existují i takové funkce,
jejichž grafem není souvislá plynulá čára, těmi se však zabývat nebude
me. Graf funkce slouží nejen k ilustraci o průběhu funkce, ale může ho
být užito i ke „čtení“ funkčních hodnot, ovšems omezenoupřesností.

Postup je zřejmý. Daná hodnota x se vynese na ose (r), vede se rovno
běžka s osou (y), až protne graf, tímto průsečíkem se vede rovnoběžka
s osou (r), jež protíná osu (y) v bodě, jehož vzdálenost od počátku je
hledanéčíslo y, Pro usnadnění a urychlení tohoto postupu se na osy (r)
a (y)rýsujís tu pnice (z), resp. (y),to je: vyznačíse dostatečnémnož
ství bodů s jejich kóta mi tak, aby se mezinimi mohlointerpo

Www?lo vat od oka. Pak není třeba užívat měřítka k vynášení a čtení kót.
10

1 A 45 678910
2 aux 2 z
wm OŤ >

Obr. 1. Graf funkce y — 8. x—043na logaritmickém papíru.

Všemidělicími body obou stupnic se vedou rovnoběžkys osami
(y), resp. (z), takže pak není třeba ani dvou pravítek pro sestrojování
bodů grafu. Tato síť, skládající se ze dvou soustav kótovaných přímek,
rovnoběžnýchs osamisouřadnicovými,senazývá grafický papír.

Může se však vyskytnout takováto nesnáz: Potřebujeme-li graf dané
funkce pro hodně veliký interval (r), musili bychom mít velikou ná
kresnu, aby se na ni graf vešel. V takovém případě se volí na ose (x)
menší „„měřítko““,například poloviční, takže vzdálenost bodu s kótou

x od počátku je nyní jen 5 . Budeme proto v dalším užívat pro vzdále
nosti od počátku na ose (x) písmene č, na ose (y) písmene ».

Jsoutedy č,mznámékartézské souřadnice. V dalšímse
budou rozumět v centimetrech. Souřadnicové osy budeme označovat
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symboly (£) a (m).Vztah mezi kótami z, resp. y a příslušnými souřadnice
mi č,resp.», je dán rovnicemi(nazývajísezobrazovací)

6=a.Tx, m=8By, (1)
kde «, p jsou kladné konstanty (« em, 6 em jsou m o d ulypříslušných

l
stupnic). V našem prvním příkladě bylo « = 1, v druhém «a= 2" Někdy
naopak je vhodné volit « >>1, jestliže by totiž byla stupnice (z) příliš
krátká. Každýgrafický papír, definovanýzobrazovacímirovni
cemi(1),senazývárovnoměrný pa pír, nebočastějimilimet
rový papír. Pod názvemmilimetrovýpapír je k dostání v papír
nictví, avšak jen při a —B—0,1 (dělení po milimetrech). Na rovnoměrném
papíru se znázornílineární funkce y = a %+ b jako přímky, kvadratická
funkce y = aa? + br + c jako parabola atd. Rovnice a?x*+- by? = c?
se zobrazí jako elipsa'), ale vhodnou volbou konstant «, p se může dosáh
nout, že grafem bude kružnice. Rovnici grafu totiž dostaneme dosaze

2 2

ním ž za T,3 za y, tedy a + d?a = c. Volíme-li«,$ tak, aby platilo

až| džv.
= B pakje grafemkružnice.

Formu grafu je možno ovlivnit i podstatněji, a to tím, že na osách (8)
a (m)budou stupnice nikoli rovnoměrné jako dosud, ale složitější, ne
rovnoměrné.Budemese zabývat případem,že obějsou logaritmic
k é, takže jejich zobrazovací rovnice jsou

S= a..logr, n= Blogy (2)
Tento grafický papír se nazývá logaritmický papir; je na obr. 1 při

« = 10,6—20. Prodává se i v papírnictví při rozmanitých konstantách
«, B.

Mějme nyní funkci y = x?, která se na milimetrovém papíru zobrazí
parabolou. Vyneseme-li však na logaritmický papír několik bodů části
grafu pro z >>0, zjišťujeme, že všechny leží na jedné přímce. Vskutku
grafem funkce y = 1" je přímka. Její rovnice se může odvodit tak, že do
rovnice y — x? dosadíme « — 10*/=,y — 101/6,jak plyne ze zobrazovacích

, „2 NY
rovnic. Máme pak 10?“/«— 101/8,neboli — = 1 což je rovnice přímky.a b
Obecněplatí, že každá mocninná funkce tvaru

yma T. x>0,a4> 0,rreálné (3)
se zobrazí na logaritmickém papíru přímkou. Je totiž 107/8—10lega+ rš/«

a z toho plyne rovnice grafu » = é r 8 + Bloga. Graf je tedy přím«

1)VizčlánkyDoc. E.Kraemera: Oanalytické geometrii
v rovině v loňskémročníku Rozhledůmatematicko-fyzikálních.
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b
ka o směrnici „78 protíná osu (1) v bodě s kótou a (neboť při č = 0 je
n = Blog a). Význam logaritmického papíru spočívá nejen v tom, že se
snadno sestrojí graf funkce y —a.«" (stačí sestrojit dva body grafu
a spojit je přímkou), ale graf bude narýsován s velikou přesností, takže
funkční hodnoty je možno číst dosti přesně, zpravidla na tři místa.

Dosud jsme se nezabývali otázkou, jak je nutno volit «, B,aby se náčrt
vešel na danou nákresnu a přitom aby bylo nákresny co nejúčelněji vy
užito pro dané rozsahy proměnných. Budiž tedy proměnná x v rozmezí
X1,Xn,proměnná y v rozmezí yy, y,. Délka logaritmické stupnice (z) je
pak rovna L, = [a log x, — a log x|, podobně délka logaritmické stup
nice (y) je L, — (Blog yn —P log y|.Z toho plynou vzorce pro výpočet
«, G.

Ly ly
W=

log x1 — logx|' P og um—logm
Mějmenapříklad zobrazit funkci y —8. x% pro z vrozmezí l až 9,

aby obrázek mělrozměry asi 10x 10 cm. Je tedy x; = 1, 11 = 9,y,= 8,
Yn= 3,11. Podle vzorců (4) bude

10 10
—=105,8 = —

7 [log9 — log] P log 3,11 — log8|

Vypočtené hodnoty ovšem zaokrouhlíme, takže volíme « = 10,6 = 20.
Na obr. 1 je celý náčrt ve zmenšeném měřítku 1 : 2. Je tam také zakres
leno jak se čtou funkční hodnoty y k daným hodnotám proměnné «.
Pokuste se na tentýž obrázek zakreslit grafy jiných funkcí typu (3),např.

(4)

21,8.

— l

y=, y= 4x, y=; atd. a srovnejtefunkčníhodnotyčtenépomocí
grafu s přesněvypočtenými!

Deskriptivní geometrie

Karel Drábek, ČVUT,Praha:

Sestrojení paraboly
pomocí pevné kružnice a přímky

Při sestrojování jednotlivých bodů paraboly pomocí její ohniskové
definice užíváme řady soustředných kružnic, které protínáme rovno
běžkami s přímkou řídicí ve vzdálenosti poloměrů zvolených kružnic.
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Ukážeme konstrukci, při které vystačíme s jedinou kružnicí a pevnou
přímkou kolmou k ose sestrojované paraboly.

Než přistoupíme k samotné konstrukci, připamatujeme si možné
polohy přímky a kružnice:

Přímka g a kružnice k(F; r) mohou mít pouze jednu ze tří vzájemně
se vylučujícíchpoloh: Daná přímka může být nesečna (Věta 1, obr.
1), nebo je teč n a (Úloha 1, obr. 2) či se čna (Věta 2, obr. 3). Je-li
Goprůsečík přímky g a kolmice o bodem F na tuto přímku, pak označí
me g —FG, vzdálenost přímky g od středu F kružnice k a víme, že po

tom platí vždy jen jedna z možností g = r.
Přímka o kolmá na danou přímku g a procházející středem JFkružnice

k určuje na kružnici dva body O, O', přičemž bodem O budeme v dalším
rozumět vždy ten z obou průsečíků, který leží za bodem F na polopřímce
G,F.!)

|

f 0 M v

Obr. 1 Obr. 2

Pro případboduOprovedemetuto konstrukci:
Bodem O vedme libovolnou přímku protínající kružnici £ v bodě U

a přímku g v bodě V Stanovme průsečík M spojnice FU a rovnoběžky
v bodem V s přímkou o.

Touž konstrukci lze ovšem provést také pro bod 0.
Nyní pro nesečnug platí:
Věta. Je- přímkag nesečnoukružnicek,pak bodyzískanépopsanou

konstrukci leží na parabole, která má ohmiskove středu pevné kružnice a pa
rametr p = g + r (při použití boďuO)nebop= g— r (při použití bodu O').2)

1) Tyto dva body lze považovat za středy stejnolehlosti kružnice k a přím
ky g.

*) Parametrem p paraboly rozumíme vzdálenost ohniska od její přímky
řídicí.
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Důkaz (obr. 1). Užijeme nejdříve bodu O. Je třeba ukázat, že zís
kaný bod M má stejnou vzdálenost od bodu F jako od jiné pevné přímky
d rovnoběžné s danou přímkou g.

K tomu veďme bodem | rovnoběžku se zvolenou sečnou bodem 0,
která protne přímku v v bodě ©. Potom OV —FO = UF =r a dále
z podobných rovnoramenných trojúhelníků MUV, FUO plyne, že MU =
= MV a protože MO —MV + VO,MF = MU% UF,je

MO = MF.

Body M leží tedy na parabole s ohniskem F. Z konstrukce je patrno,
že přímka řídicí ď musí procházet bodem © a být rovnoběžná s danou
přímkou g. Pro určení parametru p paraboly, je-li F, průsečík řídicípřím
ky d s osou 0, pak platí

p= FF, = FG, + FG, = FG, + VO—FG,+- OF =ag-+r

V případě, že použijeme bod O* (a v M/
je postup důkazu obdobný. Rovno- ©
běžka bodem F se zvolenou sečnou i
bodem O" protne přímku v' v bodě i
©'.OpětplatiVG —OF=UF = X
= ra z podobnýchrovnoramenných i Ů
trojúhelníků M'U'V', FU'0' plyne, |
žeM'U'= M'V'atedy Vy“MN

MO=MW. VEN
Foo 6 F 0 0

Body M" leží na parabole s ohnis- k
kem F a parametrem p = 9—7.

V

Tím je proveden důkaz celé věty. |; g ďPoznámka L.Osasouměrnosti
úsečky UV (které jsme použili při Obr. 3
konstrukci bodu M naší paraboly) je tečnou paraboly v sestrojeném
bodě M, neboť půlí jeho úhel průvodičů. To je zřejmo právě z toho, že
A UVM je rovnoramenný se základnou UV

Za cvičení ukažte sami:

Úlohal. Je-li přímka g tečnou kružnice k (obr. 2), pak popsanou
konstrukcí získáme pouze jednu parabolu s ohniskem F a parametrem
p = 2r. Daná přímka g je vrcholovou tečnou sestrojené paraboly a bod
dotyku přímky g a kružnice k je jejím vrcholem.

Pro zbývající polohu přímky g a kružnice k platí:

Věta 2. Je-li přímka g sečnou kružnice k, pak uvedenou konstrukcí
získané body leží na parabole s ohniskem ve středu dané kružmce a s para
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metrem p= TT 9 (při volbě bodu O) nebo p = r— 9 (při volběbodu O").
Důkaz (obr. 3) probíhá stejně jako v případě nesečny. Při použití

bodu O dostaneme pro určení velikosti parametru », že
p= FFi= FG,+ GF=r+g.

V případě bodu O"leží bod F' mezi přímkami g a ď a pro parametr p
stanovené paraboly platí

D—T—4
Pozná mka2. Obabody P,, P;, ve kterých přímkag protíná kruž

nici k patří sestrojovaným parabolám.
Uvedenými konstrukcemi lze sestrojovat body paraboly určené ohnis

kem, osou a parametrem po zvolení pevné kružnice a určení pevné přímky
již jen jedním pravítkem,jestliže si předemvytkneme soustavu rovnobě
žek s osouparaboly. Konstrukce je nevýhodná v okolí vrcholu paraboly.

Za cvičení proveďte:
Úloha2. V případě, že přímka g prochází středemkružnice k (F'; r),

jsou obě sestrojené paraboly shodné s opačnými osami a parametrem
p=r.

Fyzika

Inž. dr.Václav Šindelář, ÚN,Praha:

Kapalinové tlakoměry

Pro nepříliš velké tlakové rozsahy se běžně používá různých typů
tlakoměrů kapalimových.U těchto tlakoměrných přístrojů je měřený tlak
(resp. přetlak nebo obecná,tlaková diference) kompenzován hydrosta
tickým tlakem vhodné tlakoměrné kapaliny. Odtud je též pojmenování
těchto přístrojů. Touto kapalinou jsou buď naplněny (zčásti) přímé
trubice, svislé nebo šikmé, skleněné nebo kovové apod., stálého
kruhového průřezu, případně také průřezů plynule nebo přetržitě pro
měnlivých,dálepak nádoby a nádobky různýchtvarů. Podle
toho hovoříme také o kapalinových tlakoměrech třubicových, nádobkových
apod. Kromě toho existuje řada přístrojů speciální konstrukce, u nichž
hraje tlakoměrná kapalina rovněž důležitou úlohu. U nich však tlakový
údaj se nezískává přímým nebo nepřímým sledováním změn její volné
hladiny, nýbrž jinými způsoby. Tak je tomu např. u tlakoměrů zvono
vých, tlakoměrů prstenovýchapod. O jednotlivých zmíněných typech bu
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deme hovořit podrobněji dále. Je jen třeba v tomto úvodním termino
logickém odstavci se zmínit ještě o tom, že se setkáme i s dalšími názvy
některých typů kapalinových tlakoměrů, které vystihují buď zvláštní
konstrukci, nebo funkční uspořádání přístroje. Setkáme se např. s tla
koměry plovákovými, kompresnimi, s tlakoměry U otevřenými nebo zavře
nýmaj. ?

Tlakoměrná kapalina nemábýt těkavá.Máveskleněných
trubicích umožňovat dobrou čitelnost stavu její volné hladiny, nesmí
však na stěnách zanechávat nečistotu, nesmí znatelně chemicky reago
vat se stěnami trubic a nádobek apod. Používá-li seu některých přístrojů
současnědvou různých kapalin, jež se vzájemně stýkají, nesmí se takové
kapaliny vzájemně mísit. Všechny kapaliny měly by rovněž vytvářet
rovinný povrch.

Tabulka I. Hustota některých tlakoměrných kapalin.

Teplota Hustota vody Hustota rtuti

0“ C 0,999 840 . 10 13,595 1.. 107?
„m“? kg .m“*?

5 0,999 964 13,582 7
10 0,999 700 13,570 4
15 0,999 098 13,558 0
20 0,998 204 13,545 7
25 0,997 046 13,533 5
30 0,995 648 13,521 2

Látka Hustota při 18“ C

brom Br 3,14. 10%kg .m“?
bromoform CHBr; 2,89
tetrachlor CCI, 1,590
etylalkohol C,H;.OH 0,790

Za tlakoměrnou kapalinu je nejčastěji používána rtuť a voda, méně
běžněji etylalkohol, tetrachlor, nebo některé další speciální kapaliny.
V trubicích menších průřezů se nežádoucím způsobem uplatňuje po
vrchové napětí kapaliny. Rtuť při tom jeví kapilární depresi a vytváří
vypouklý meniskus namístorovinnévolnéhladiny(obr.la);
vodanaprotitomuprojevujekapilární elevaci. Najejím po
vrchu se v úzkých trubicích vytváří meniskus vydutý (obr. Ib). Hustoty
některých tlakoměrných kapalin jsou uvedeny v tabulce I. Jak je z ta
bulky patrno, jsme odkázáni na značně úzkou volbu tlakoměrných ka
palin, s ohledem na hustotu, jež při omezených délkách trubic ovlivňuje
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měřicírozsah. Je patrna citelná mezera v hustotním rozmezí mezi vodou
a rtutí, a to zvláště nad hustotou zhruba p = 3000 kg m-*?.Tento ne
dostatek lze do jisté míry odstranit použitím dvou vzájemně se nemí
sících kapalin, jak bude dále naznačeno u dvounádobkovéhotlakoměru.
Na konci tohoto odstavce nutno ještě dodat, že všechny požadované
vlastnosti nemá žádná z používaných tlakoměrných kapalin. Tento
ideál je jen jakýmsi vodítkem pro volbu optimální tj. nejvíce vyho
vující.

Nejjednodušším kapalinovým trubicovým tlakoměrným přístrojem je
tlakoměr U (obr. 2), jehož dvě svislá ramena tvoří trubice stejného,
obvykle kruhového průřezu. Je-li možno tlakové přívody připojit na
obě ramena, jde o tlakoměr U otevřený, na rozdíl od tlakoměru U zavře
ného (obr. 3), jehož jedno rameno je uzavřeno např. zatavením. Tlakový
přívod je možno u něho připojit jen na rameno druhé.

M Pl)

ba8 E
JEN

8 Io!

Obr. 1 Obr. 2

Měříme-li otevřeným tlakoměrem U přetlaky |p — 5) >>0 či podtlaky
(Ď—pl > 0, tj. tlakové rozdíly od okamžitého barometrického tlaku b,
postačí ponechat jedno z ramen otevřené okolní atmosféře. Při určování
tlakových diferencí |p; —py > 0 použijeme ovšem připojení na ramena
obě.

Mají-li obě ramena stejný průřez, což je nejčastější případ, neuplat
ňuje se vliv kapilární aktivity tlakoměrné kapaliny. Byla-li hladina
kapaliny před měřením v obou ramenech ve stejné výši (v úrovni 1—1
na obr. 2) a vychýlí-li se působením tlaku (tlakové diference) v obou

/
ramenech o — (v jednom rameni kapaliny stoupne a ve druhém
klesne), bude celková výška kapalinového sloupce, kompenzujícího svým
hydrostatickým tlakem tlak měřený, rovna h. Měřený přetlak |p — bj
je pak roven

p—b=Ah.p.g, (1)kdeznačíphustotukapaliny(hustotazávisínateplotě© viztéžta
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bulku; ke změně hustoty s tlakem není třeba přihlížet) a g místní tíhové
zrychlení. Na levé straně rovnice (1) bude ovšem v případě měření
podtlaku výraz db— p a v případě obecné tlakové diference Ps — P
(je-li p, větší než p,). Na přístrojích čteme buď celkovou výšku 4 z roz
dílu výšek hladin v obou ramenech, nebo známe-li počáteční úroveň

h
hladin 1—1,postačí čtení výšky z“ rameni jediném.

U zavřeného tlakoměru U, o němž jsme se již zmínili a který je zná
zorněn na obr. 3, využíváme důsledků plynoucích z Boylova zákona.
Ten říká, že tlak p neměnícího se množství plynu je při stálé teplotě tj.přiizotermickémději© nepřímoúměrnýjehoobjemuV,čilivy
jádřeno rovnicí

6

P = = nebop. V= const. (2)

V trubici tvaru U (obr.3)je v jed- *
nom rameni (v prostoru I) uzavřen h
tlakoměrnou kapalinou plyn, zpra- V í
vidla vzduch. Jeho tlak budiž při Ť
počáteční úrovni hladin v rovině
a —a roven barometrickému tlaku
b. Toho lze docílit tím, že se před
měřením - při vyrovnaných hladi
nách kapaliny v obou ramenech
na krátkou dobu otevře dobře těs

nící kohout 2. Naplnění prostoru 7 Ob, M P, r.3
vzduchem musí se dít při známé a :
ustálené teplotě, přiníž pak provádíme vlastní měření. Je-li objem vzdu
chu před měřením v uzavřeném rameni roven V a po připojení na měření

h
tlak p > db,kdy v uzavřeném rameni stoupne tlakoměrná kapalina o o

Msoučasněve druhém rameni, je-li stejného průřezu, klesne rovněž o 3
zmenšený objem vzduchu roven v, zvětší se tlak takto stlačeného vzdu
chu na hodnotu p' rovnou

v
v .

p=b. (3)
Což plyne ze vztahu

b V=vyv (4)

daného Boylovým zákonem. Protože se stlačením vzduch mírně za
hřeje, musíme před čtením měřeného údaje vyčkat, až se teplota opět
ustálí na původní hodnotě. To je možné jen tehdy, když měřený tlak
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še v časovém intervalu celého měření nemění. Měřený přetlak není však
kompenzován jen zvětšeným tlakem stlačeného vzduchu, nýbrž také
zčásti hydrostatickým tlakem vychýleného sloupce tlakoměrné kapa
liny, podobně jako u předešlého otevřeného tlakoměru U. Zvětšení tlaku
stlačeného vzduchu - proti barometrickému tlaku b, při němž byl tlako
měr plněn - je vzhledem ke (3) rovno

vp—b—b.Z-o=o(Za) (5)
Je-li část měřenéhopřetlaku kompenzována výchylkou sloupce tlako

měrné kapaliny dané vztahem (1), bude měřenýpřetlak dán výsledným
vztahem

, V

p—b=p —-b+A o o=o|Za)rh.e.s (6)
Proti tlakoměru otevřenému má zavřený tlakoměr větší měřící rozsah.

Nevýhodou je však nerovnoměrná stupnice, vynesená přímo v hodno
tách měřeného přetlaku, kterou bychom připojili k zavřenému rameni
přístroje. Svou funkcí je zavřený tlakoměr U vlastně tlakoměrem kom
presním.

(Pokračování)

Přemysl Schůrer, Praha:

Porézní látky ve vakuové technice
(Pokračování)

4..Struktura molekulových sit

Na pohled bílý, jemný prášek je složen z krystalků velikosti 0,5 až
5 u (lu = 0,001mm = 107?mm).Jsou to krystalky zeolitů - hlinito
křemičitanů. Hustota je 1,98g cm“*, tedy asi jako u síry (jednoklonnásíra
má hustotu 1,96 g cm-—*).Krystalová mřížka těchto zeolitů je tvořena
seskupením čtyřstěnných iontů S10, a AlO,. Obr. 1 znázorňuje takovétoseskupení,kdyosmčtyřstěnů© tetraedrůAIO,aS10,sespojí
svými vrcholy. Ve stýkajících se vrcholech zůstane vždy jeden kyslíkový
atom, společný pro oba sousední čtyřstěny (obr. 2). Dalším seskupením
těchto pseudokrychlových jednotek vznikne spojka krychle s osmistě
nem okubooktaedr (obr. 3). Zde jsou pro názornost označeny

163



Obr. 1.Seskupení osmi čtyřstěnných'iontů SiO, a AlO, dopseudokrychlových
jednotek. Základní jednotkou ve stavbě pevných křemičitanů je čtyřstěnný
anion Si0,, jehož střed je tvořen křemíkem a vrcholy jsou obsazeny kyslíky.

Křemík však může být zastoupen hliníkem, který má blízký iontový polo
měr: Si = 0,50 Á, Al— 0,55 A.Nižší náboj hlinitého iontu ponechává volný
jeden záporný náboj kyslíku, takže vznikají anionty hlinitokřemičitanové
(aluminosilikátové), ve kterých je část skupin SiO, nahrazena skupinami

4

Obr.2.Znázorněnípolohatomůkys-© Obr.3.Seskupeníosmičlennýchčtyřlíkuvseskupení,uvedenémnaobr.1.| stěnůvespojkukrychlesosmistěnemVestýkajícíchsevrcholechzůstane© kubooktaedr.Pronázornostjsoučísvždyjedenkyslíkovýatom,společný© licemioznačenystejnépolohykyslí
pro oba sousední čtyřstěny. kových atomů v mřížkové struktuře

jako na obr. 2.
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stejné polohy kyslíkových atomů v mřížkové struktuře jako na obr. 2.
Již takovýto kubooktaedr má uvnitř svého objemu poměrně velké
prázdné prostory. Jednotlivé kubooktaedry jsou pak mezi sebou vázány
pomocí čtyřnásobných kyslíkových můstků. Na obr. 4 je znázorněna
mřížková struktura zeolitu typu A, na obr. 5 struktura zeolitu X.
Z těchto dvou základních se mohou připravit další typy.

Na obr. 4 a 5 je patrné vytvoření pravidelných okének, vedoucích
do vnitrokrystalových dutin. U týpu A jsou okénka tvořena osmičlen
nými prstenci, u typu X dvanáctičlennými. Okénka můžeme považovat
téměř za kruhová. Jednotlivé dutiny, k nimž vedou z okének kanálky,
pojmou 12 až 32 molekul vody, opět podle druhu síta. Molekulová síta

Obr.4.Krystalografickásruktura© Obr.5.KrystalografickástrukturatzeolituA.Každýkubooktaedrje© zeolituX.Uspořádáníkubooktaedrůvázánsdalšímišestikubooktaed-© jeponěkudodlišnéodtypuA.Vyryprostřednictvímčtyřkyslíkových| tvořísevětšívstupníokénkazdva
můstků. Okénko, vzniklé osmičlen- náctičlenných prstenců,
ným prstencem, tvoří vstup do vnitř

ních dutin krystalu.

se dělí podle sorpění schopnosti, nebo naopak neschopnosti sorbovat
od jisté velikosti v řadě molekul s rostoucími jejich rozměry. Toto roz
dělení do pěti hlavních tříd molekulových sít je provedeno podle veli
kosti kritických průměrů okének, jež jsou v rozmezí 3,8 až 10 Á (1Á =
= 0,000 000 1 mm = 1077mm). Již z tohoto stručného popisu si lze
učinit představu o výhodách molekulových sít proti starším sorbentům,
např. aktivnímu uhlí, a to nejen v sorpění mohutnosti, ale v selektiv
nosti.

5. Ziskávání molekulovýchsít
Již je tomu více než dvacet let, kdy byly pozorovány výborné sorpční

vlastnosti mezi minerály zeolitů. Zeolity jsou aluminosilikáty chemické
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formule (Me*!, Me*?) O . ALO; » Si0, m H;O, kde Met! je Na*l,
K, Li*+!atd., Met? je Ca*?, Srt?, atd., » se pohybuje kolem 2 a m
kolem 5.

Krystalická struktura zeolitů může být vláknitá, vrstevnatá, nebo
prostorově trojrozměrná. Dutiny v mřížcejsou za normálních podmínek
vyplněny vodou. Zahříváním lze tuto vodu vypudit, ovšem záleží na
tom, aby v mřížce nedošlo k irreversibilním“) strukturálním změnám,
vedoucím k jejímu zhroucení. To se podaří u některých zeolitů s pro
storově trojdimenzionální mřížkou, kdy dojde ke ztrátě veškeré mříž
kově vázané vody a přitom se neporuší stabilita mřížky, ani při teplo
tách kolem 700" C. Uvnitř krystalu pak zůstanou rozlehlé dutiny, pro
pojené kanálky, k"nimž vedou zvenčí otvory - okénka s určitou pravi
delnou velikostí, kudy pronikají molekuly plynu. Prázdné prostory
uvnitř krystalu, jež po vypuzení vody mohou být zaplněny sorbova
nými molekulami plynů a par, tvoří 30 až 60 % objemu krystalu.

Podařilo se získat účinná molekulová síta 1 ze zeolitů, u nichž byly
dutiny zaplněny méně těkavými látkami jako jsou soli. V takovém
případě je získání molekulového síta méně snadné. Některé zeolity mají
uvnitř svého objemu současně jak vodu, tak i netěkavé látky. Očeká
vané vlastnosti molekulových sít vykazují až tehdy, když se podaří
vypudit vodu a soli tak, aby nedošlo ke zhroucení mřížkovéstruktury.

Specifické sorbenty lze získat nejen vhodným opracováním některých
přírodních zeolitů (chabazit, mordenit atd.), což je cesta poměrně obtíž
ná, ale i přímou syntézou látek na bázi zeolitů s vlastnostmi molekulo
vých sít. V současné době se stále hledají nové způsoby této syntézy.
Na západě jsou již komerčně dodávány čtyři druhy molekulových sít
s různou velikostí pórů a označením 4 A, 5 A, 10 X a 13 X. Výroba je
však kryta prakticky nedostupnými patenty a literární údaje o pří
pravě molekulových sít jsou psány mlhavě a nejednoznačně. V ČSSR,
ani ve spřátelených zemích, se dosud molekulová síta provozně nevy
ráběla. V minulém roce se však v Ústavu fyzikální chemie ČSAV v Praze
podařilo dokončit přípravu k poloprovozní výrobě. Zároveň z rozboru
experimentálních dat vyplývá, že se zde vyrobená síta se svými vlast
nostmi plně vyrovnají zahraničním.

(Pokračování)

5)Irreversibilní (lat.),conelzeuvéstiv předešlýstav.
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Jaroslav Pospíšil, UPOlomouc:

Elektronová optika
(Dokončení)

Všimněme si nyní, jak je využito uvedených zákonitostí pohybu
elektronu v magnetickém poli v elektronové optice. U magnetických
polí je obtížnější provést analogii mezi světelnou a elektronovou optikou.

Předpokládejme, že z bodu A vyletují elektrony pod různými úhly
k ose « (obr. 11), kterou položíme do směru indukčních čar B magne
tického pole. Všechny tyto elektrony se budou v homogenním magne
tickém poli pohybovat po šroubovicích. Na obr. 11 jsou vyznačeny
zjednodušené průměty drah elektronů ve směru osy «. Jejich průměty

B —e dráha elektronu

Á O - . A A

' ;
Obr. 11

do roviny kolmé k ose zrbudou kružnice. Poloměr těchto kružnic bude
záviset na složce rychlosti kolmé k siločarám a je určen vztahem (17).
Ze vztahu (19) plyne, že elektrony různých rychlostí opisují kružnice
s různými poloměry za stejnou dobu. Bude-li tedy podélná složka
rychlosti všech elektronů stejná, opíší všechny elektrony šroubovici
a protnou osu opět v témže bodě a v témže čase. Tomuto úkazu říkáme
fokusace elektronů (je podobná fokusaci světelného svazku). Vychází-li
tedy z nějakého bodu předmětu rozbíhavý svazek elektronů, protnou
se vlivem magnetického pole paprsky vycházející z jednoho bodu v jisté
vzdálenosti opět v jednom bodu, pokud ovšem mají stejnou podélnou
složku rychlosti. Každému bodu předmětu bude opět odpovídat v ro
viněobrazubod, čilivznikne elektronový obraz. Ten bude
skutečný, přímý a v přirozené velikosti, to znamená, že všechny roz
měry předmětu i obrazu budou stejné. Po průchodu rovinou obrazu se
elektrony budou opět rozbíhat a v určité vzdálenosti od této roviny
se budou zase sbíhat a vytvoří druhý obraz. Tak vzniká dvojná
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sobná fokusace. Podobněmůženastatněkolikrátopakovaná fokusace.
Magnetické pole lze vytvořit uvnitř dutiny cívky, protéká-li jí stejno

směrný elektrický proud. Toto pole však není přesně homogenní. Aby
elektrony vyletující z bodu byly tímto polem znovu fokusovány do
jednoho bodu, je třeba, aby nehomogenní magnetické pole splňovalo
stejnou podmínku jako pole elektrické, tj. aby bylo středově souměrné.
Cívka, ve které se vytváří středově souměrné nehomogenní magnetické
pole, představuje magnetickou čočku.

siločáry magnetického
ole

dráha elektronu
X

Kl

Dráha elektronů v středově souměrném magnetickém poli, vytvoře
ném cívkou, je vyznačena na obr. 12. Na něm je v nárysu zobrazena
cívka v osovém řezu a v půdorysu celá cívka. Tenké čáry jsou siločáryv? V
magnetického pole cívky, tlustší čáry jsou zjednodušené průměty drah
elektronů.

Vlétnou-li elektrony do tohoto pole, které není přesně homogenní,
ale je středově symetrické, budou se pohybovat po spirálových prosto
rových křivkách. Jestliže úhly, které svírají směry původního pohybu
elektronů se směrem magnetických siločar nebudou příliš velké, a bu
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dou-li rychlosti elektronů stejné, budou se také v tomto případě elek
trony magnetickým polem fokusovat do jednoho bodu (obr. 12). Ozna
číme-li písmenem p vzdálenost bodu A od středu cívky, písmenem p'
vzdálenost obrazu A' od středu cívky, pak platí ve stejnorodém pro
středí s dostatečnou přesností zobrazovací rovnice (3b), pomocí níž lze
přibližně určit ohniskovou dálku magnetické čočky.

Obraz, který se vytvoří v takovém nehomogenním magnetickém poli
je skutečný, zvětšený a pootočený vzhledem k předmětu o určitý úhel.
Ten se vlivem šroubového pohybu elektronu nebude rovnat 180“ jako
u světelných čoček,nýbrž bude záviset na rychlosti elektronů a na induk
ci magnetického pole. Zvětšení lze počítat ze stejného vzorce jako ve

světelné optice, to znamená poměrem a

VL LLL Ú vinutíAOOO0DODOÝLT, ,
V 0000090 W plochystejnéhopotenciáluPTY TZS magnetickéhopoleT

F
> elektronovýLL ÚCL paprsek

OOOOOOOGOU ——A OOOOOOOO4 2.,
OOOOOOOO 2 pancerován!ETV cívky

Obr. 13

Aby elektronový obraz vytvořený středově souměrným magnetickým
polem byl kvalitní a zvětšený, musí magnetická čočka mít malou ohnis
kovou dálku. K vytvoření magnetické čočky s malou ohniskovou dálkou
je nezbytné, aby v malém prostoru vzniklo dostatečně silné středově sou
měrné magnetické pole.

Ze vztahu pro intenzitu magnetického pole v určitém bodě uvnitř du
tiny cívky

H = T (cosW —008%) (20)

vyplývá, že intenzita pole při stejném geometrickém tvaru cívky závisí
na počtu ampérzávitů, tj. na součinu proudu Zprotékajícího cívkou délky
l a počtu závitů cívky N. Uhly «; a «, jsou úhly, které svírají průvodiče
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uvažovaného bodu s osou cívky. Průvodiče jsou spojnice onoho bodu na
osecívkys jejími okrajovými body. Intenzitu magnetického pole lze tedy
při určitých rozměrech cívky a při určitém počtu závitů zvětšit jen zvět
šením proudu. Zvětšením proudu vzroste však intenzita magnetického
pole nejen uvnitř cívky, ale i na jejích okrajích, čímž se zvětší ohnisková
dálka magnetické čočky. Kromě toho se zahřívá vinutí cívky. Oba tyto
jevý jsou nežádoucí.

Abychom dostali středově souměrné magnetické pole velké intenzity,
avšak malé ohniskové dálky, použijeme pancéřované cívky (obr. 13). Je
to cívka uzavřená do železného pancéře, v němž je ponechána vzduchová
štěrbina. Pancéřováním cívky se stlačí magnetické pole do malého pro
storu a tím se zmenší ohnisková dálka magnetické čočky. V oblasti blíz
ko u štěrbiny pancíře bude intenzita magnetického pole značně větší
než u nepancéřované cívky, protože magnetický odpor železa je mnohem
menší než odpor vzduchu.

4, , Ppr
polový MIB

nastavec 77T TTTLSLLÍO
0000000000000
OOOOOOOOOOOOL

O0OOOO0O000000KÝ 0000

pancéřování/
civky

Obr. 14

Dalšího zmenšení ohniskové dálkymagnetické čočky lze dosáhnout
zmenšováním jejího vnitřního průměru. Proto se cívky opatřují pólový
mi nástavci (obr. 14). Při správně voleném vinutí a pancíři bude určen
tvar magnetického pole a tedy také všechny vlastnosti magnetické čočky
budou určeny pólovými nástavci, jejich materiálem a tvarem.

Pólové nástavce mezi nimiž je vzduchová mezera, fungují jako dva
opačné póly mocného elektromagnetu. Magnetické pole v mezeře mezi
nástavci působí jako čočka. Podle dohody se nazývá čočkou celé zařízení,
které toto pole způsobuje, totiž souhrn vinutí, pancířea pólových nástav
ců. Tvar pólových nástavců se volí zpravidla pokusně a je určován jed
nak elektronově optickými požadavky, to znamená nutností vytvořit
kvalitní středově souměrné magnetické pole, jednak požadavky kon
strukčního rázu.

Jak již bylo zdůrazněno, je k fokusování elektronů třeba středověsou
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měrného magnetického pole. Stává se však, že i při přesném zhotovení
pólových nástavců je vytvořené magnetické pole nesouměrné. Nesou
měrnost pole může být způsobena nehomogenností magnetického ma
teriálu. Jde buď o vlastní nehomogenitu materiálu pólových nástavců,
nebo o nehomogenitu způsobenou tepelným či mechanickým zpracová
ním.

Při výrobě nástavců, jimiž se má vytvořit silné pole a které mají dát
nejkratší ohniskovou dálku, musí se vybrat nejlépe vyhovující materiál.
Materiálem na pólové nástavce jsou ferromagnetické slitiny, které mají
nejvyšší magnetické sycení. Nejlepší v tom směru je železo „,„armco“a
speciální magnetická slitina ,„permendur“. Armoo je čisté železo s velmi
malým obsahem hliníku a jiných příměsí.Permendurje slitina železa,
kobaltu a vanadia.

Elektrické a magnetické čočky mají mnohovad. Vedle vad známých
ze světelné optiky (vada chromatická, sférická, koma, astigmatismus,
zklenutí, zkreslení), se u elektronových čočekvyskytují ještě jiné vady.
Jsou to amizotropní koma, amzotropní astigmatismus a amizotropná zkres
lená.Všechny tyto vady jsou způsobeny anizotropií magnetického a elek
trického pole. Kromě těchto vad zde hraje důležitou úlohu tzv. difrakční
vada, jež se projevuje při malých otvorech clonek, kterými elektrony pro
cházejí.

Popsané vady čočekzpůsobují zmenšení rozlišovací schopnosti přístro
jů s magnetickými a elektrickými čočkami (např. elektronových mi
kroskopů a dalekohledů). Zmenšování vad se děje stálým zdokonalová
ním elektronových čoček.

Ukázali jsme si, že je možno užitím elektrických a magnetických polí
ovlivňovat pohyb elektronů a využívat jich k zobrazování. Poznáním
"zákonitostípohybu elektronů v elektrickém a magnetickém poli umožnila
elektronová optika vytvořit některé důležité přístroje s vynikajícími
vlastnostmi. Mezi tyto přístroje patří kromě již zmíněného elektronového
mikroskopu a elektronovéhodalekohledu také oscilograf, ikonoskop aj.

Interatura.
J. Fuka, B. Havelka: Elektromagnetické pole (SPN Praha, 1958).
G. P. Harnwell, J. J. Livingood: Experimental Atomic Physics (New York

and London, 1933).
Z. Horák: Úvod do molekulové a atomové fyziky (SNTLPraha, 1955).
S. E. Friš, A. V. Timoreva: Kurs fyziky II (NČSAV Praha, 1953).
E. A. Wainrib, W. I. Miljutin: Elektronenoptik (VEB Verlag Technik Berlin,

1954).
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Úlohy k řešení

Rešení úloh z minulého ročníku
(Dokončení)

1. Čtyři žárovky pro napětí U, = 120 [V] a výkon P = 60 [W] jsou
spojeny paralelně. Jak velký nutno předřadit odpor R, aby žárovky
měly předepsaný výkon (nepřepálily se), jsou-li zapojeny paralelně na
síť o napětí U — 220 [V]. Jak veliký proud prochází a) každou žárov
kou (I,), b) nerozvětvenou částí obvodu (I). Jak velký je celkový odpor
všech žárovek!

Evžen Říman
(Došlo 15 řešení)

Řešil Karel Hrbáček, 3. A SVVŠ, Nymburk:
Nechť jsou splněny podmínky úlohy, tj. žárovky mají předepsaný

výkon P = 60 [W] a na každé z nich je napětí U, = 120 [V]. Každou
žárovkou pak prochází proud

„B 600W]
TU, 120[V]

Nerozvětvenou částí obvodu prochází proud
I=4I =4.05[A]=2AJ,

jak plyne z I. zákona Kirchhoffova. Odpor R bude vzhledem ke čtveřici
žárovek zapojen sériově, a tedy všemi vodiči nerozvětvené části pro
chází týž proud I.

Pro odpor R, jedné žárovky plyne z Ohmova zákona
„UD01 OA7 05700

= 0,5[A]

Celkový odpor R., všech žárovek se zjistí z rovnice
14
R. Ry

1

odkudR,= —R, = $ -240[0] = 6010).
Protože žárovky jsou zapojeny paralelně, je na nich stejné napětí U,.

Celkové napětí je pak U — Ux + U,, kde Up je napětí na odporu R.
Protože odporem R prochází proud , bude
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UR- Ú,220—i20 [V] :pZaBP 0m
Předřazený odpor má velikost 50 ohmů.

2. Nádrž objemu V = 4,5hl má být naplněna vodou teploty fx=
—=25" Č. K dispozici je voda z ohřívače o teplotě f, — 907 C a voda
z vodovodu, jejíž teplota je f4— 10“C. Jak veliké množství (hmotu) vo
dy 90“C teplé a 10“C teplé je nutno smíchat? (Dáno měrné teplo
vody c = l kecalkg-* deg.)

EvženŘíman
(Došlo 16 řešení)

Řešil Lubor Koštál, 11. D DSŠ Brno, Křenová:
Při výpočtu předpokládejme, že nejsou ztráty. Označme m, hmotu

vody v nádrži, m, hmotu vody i, — 90" C teplé a m; hmotu vody ť;=
= 10"C teplé. Platí tedy vztah

M = M + M. (1)
Z kalorimetrické rovnice, vyjadřující, že teplo uvolněné vodou tep

WV?
lejší musí být rovno teplu přijatému vodou chladnější, plyne

m C(3 — 4) = mac(hi— U), (2)

kde c značí měrné teplo vody. Dosadíme-li z (1) m3 = Mm— mdo (2),
obdržíme rovnici

m C(3 —4) = (m —m)eli— 4),
z níž řešením podle m, dostaneme

m, (l, — ť

n 1 ; a) (3)2 43
Dosazením m, = V.s= 45.100 [(dm?]. 1 [kg dm“?] = 450 [kg] a

daných hodnot za ď,, t;, t; do vztahu (3) dostaneme

m; = 84,375 [kg] — 84,4 [kg]

Ze vztahu (1) plyne pro m; hodnota m; = (450 — 84,4) [kg] — 365,6 [kg].
Na naplnění nádrže je třeba 84,4 litru vody 90“C teplé a 365,6 litru

vody 10“ C teplé.

M —

3. Přes kladku s vodorovnou osou je vedena nit, jejíž konce jsou
zatíženy závažími o hmotách m, — 96 [g] a m, = 104 [g]. Obě hmoty
jsou udržovány v klidu můstkem. Určete, kterým směrem se budou
závaží pohybovat a jakou dráhu urazí za 10sekund. Jaká bude rychlost
obou závaží koncem desáté sekundy“

EvženŘíman
(Došlo 17 řešení)
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Řešil Jaroslav Vilimek, 837.JSŠ Praha 10:
Soustava se bude pohybovat působením síly

F = Gz—G, = (m —m)g
a to tak, že závaží o hmotě m; se bude pohybovat dolů a závaží hmoty
m, vzhůru. Přitom G, značí váhu (tíhovou sílu) závaží o hmotě my, G,
je váha závaží o hmotě mz; g značí tíhové zrychlení.

Ze druhého Newtonova zákona plýne F = ma, kde m je pohybo
vaná hmota. V našem případě platí m = Mm+ m,

Proto
F = (m —m)g = (mĎ+ m),

z čehož
— —3

a- Ta Ny= 8 10" lkg] 9,81[ms7?]= 0,3924[ms7*].m m7 200 107[kg]
Vzniklý pohyb je rovnoměrně zrychlený, neboť je způsoben stálou

silou. Dráha v době 10 sekund bude

1 1

8 = —4P= 5. 0,8924[m s7?] 100 [5?]— 19,62 [m]

Rychlost koncem desáté sekundy bude
v = at = 0,3924[m s77] 10 [s] = 3,924 [m s"

Při výpočtu jsme zanedbali tření a odpor prostředí.
Výsledek. Dráha v době 10 sekund je 19,62 [m]; rychlost koncem de

sáté sekundy je 3,924 [m s“"]

Různé

Josef Kotyk, Pardubice:

Hermann Helmholtz

Letošní 140. výročí narození jednoho z největších fyziků 19. století
Hermanna Helmholtze je námpodnětemk tomu,abychom
připomněli čtenářům jeho zásluhy o rozvoj vědy a význam jeho vše
stranné vědecké činnosti.
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Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz,
kníže přírodních věd, jak jej Němcičastonazývají), se
narodil dne 31. srpna 1821 v Postupimi. Vystudoval lékařství a stal se
vojenským lékařem. Od roku 1849 působil již jako profesor fyziologie
na universitách v Královci, v Bonnu a v Heidelbergu, od roku 1871
jako profesor fyziky v Berlíně. Se Sie men se m?) založil říšský fyzi
kálně technický ústav pro jemná měření,zkoušení přístrojů a výzkum
látek v Berlíně-Charlottenburku a stal se za zásluhy roku 1888 jeho
presidentem. Zemřel v Berlíně dne 8. září 1894.

O Helmholtzově rozsáhlé badatelské činnosti pojednám v jednotlivých
statích.

I. Princip zachování energie

Vstup Helmholtzův do dějin vě
dy spadá do období charakterizova
ného úsilím fyziků prokázat rovno
mocnost práce a tepla. K této myš
lence byl přiveden jiný německý ba
datel, rovněžlékař, Julius Ro
bert von Mayer (1814—1878).
Přispěla k tomu pozoruhodným
způsobem také náhoda. Když
Mayerplul jako lodní lékařna Jávu,
uslyšel od kormidelníka, že voda
rozbouřeného moře je vždy teplejší
než v klidném moři. Dalším bádá
ním, opřeným zejména o pozorování
fyziologická, dospěl k jasné souvis
losti práce a tepla. Od objevu ekvi

valence tepla a mechanické práce, kterou roku 1842 skoro současně
a nezávisle na sobě vyslovili Mayer a Joule*), vede již přímá
cestak Helmholtzovi,k principu přeměny a zachování
(konzervaci) energie.

1) Také v dějinách matematiky se setkáváme s podobným označením.Knížetem matematiků (princeps mathematicorum)
bývázvánvěhlasnýKarl Friedrich Gauss (1777—1855).

2) Werner Siemens (1816—1892)přispělk velkolepému rozvoji
elektrotechniky zvláště objevem dynamoelektrického principu roku 1866.
Na založení říšského fyzikálně-technického ústavu věnoval roku 1886 půl
miliónu marek.

9) O Jouleovi a jeho rozsáhlé badatelské činnosti viz článek J. Kotyka,
James Prescott Joule, v Rozhledechroč. 38, čís. 2, 3 a 4, ze
jménastaťI. Ekvivalence práce a tepla (str.89až 91),v níž
jsem popsal klasická měření Jouleova, jež poskytla důkazu ekvivalence
tepla a mechanické práce potřebný a spolehlivý experimentální základ.
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"Také Helmholtz dospěl k týmž výsledkům, ač z počátku Mayerovy
práce neznal“). Svědčí proto o jeho vědeckosti, že se tak stalo záhy
a zcela samostatně. Je možnoříci, že to byl právě teprve 25letý Helm
holtz, jenž první správně zhodnotil Mayerovy výsledky a zákonitost
zachování energie. Učinil tak v přednášce dne 23. července 1847 ve
Fyzikální společnosti v Berlíně, podrobněji v klasickém díle exaktních
vědÚber die Erhaltung der Kraft (= Energie), jež
bylo uveřejněno téhož roku. V něm Helmholtz formuluje přesně zákon
zachování energie, rozvíjí plně jeho univerzální význam jako principu,
podává přehled jeho důsledků v různých oblastech fyziky a jeho užití
na zjevy mechanické, tepelné, elektrické, magnetické i elektromagne
tické.

Helmholtzovy závěry nedošly ovšem ihned souhlasu a přijetí. Obec
ného uznání dosáhl princip zachování energie teprve kolem roku 1860
a stal se pak velmi brzy úhelným kamenem přírodních věd. Max
Planck (1858—1947),autor teorie kvant*), ve své autobiografii na
psal, že zákon zachování energié byl první absolutní přírodní zákon,
s nímž se setkal a že jej přijal jako evangelium. Další vývoj zároveň
ukazuje, že zvláště ve fyzice byla každá nová teorie pečlivě zkoumána
a posuzována podle toho, zdali souhlasí s principem zachování energie.
Záslužnost Helmholtzova badatelského úsilí zřejměji vynikne, uvědo
míme-li si, že dosud neznáme fyzikální jev, o němž bychom museli říci,
že tento princip porušuje.

S objevem principu přeměny a zachování energie vyvstala však
otázka zřídla energie, jež je ustavičně vyzařována Sluncem a hvězda
mi. Také Mayer a Helmholtz se zabývali tímto problémem. Mayer
shledával její původ v kinetické energii meteoritů, které dopadají na
tato tělesa, Helmholtz však výstižněji v gravitační energii velké mlho
viny,z nížsepodlevýkladůKantových a Laplaceových?)
vytvořila naše sluneční soustava. Helmholtzova hypotéza hrála ve vý
voji vědy velkou úlohu“), neboť byla opuštěna až v tomto století fyzi
kou atomového jádra, která nás teprve poučila o jiném vydatnějším
zdroji energie.

4)Maxvon Laue: Dějiny fyziky (Malámoderníencyklopedie,
sv. 11, str. 87).

5) O něm a jeho revolučních názorech o zrnitém charakteru zářivé energie
najdou čtenáři poučení v mém článku Max Planck v Rozhledech,
roč. 36, čís. 5, str. 230 až 234 a čís. 6, str. 284 až 287.

8) Viz učebnice astronomie (1954), čl. 139, v podrobnostech pak můj
článekLaplace-Newton Francie v Rozhledech,roč.29,čís.2
a 3, zvláště Část II., str. 72 a 73.

7) Hypotézy (vědeckédomněnky)jsou podle Engelse formou vývoje
poznánískutečnosti.Viz Engels, Dialektika přírody (Svo
boda, Praha 1950).
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Poznámka.

K histori zákona zachování energie dodávám, že jeho platnost byla
předvídána dříve, než jej formuloval Helmholtz. Připomínám např.
slova, jež sto let před ním (v roce 1748) napsal Lomonosov)):
Všechny přeměny které v přírodě nastávají,
jsou takového druhu, že kolik se něčeho“ jed
nomu tělesu odnímá, tolik se jinému přidává.
To je obecný přírodní zákon.

Klasickými slovy formuluje obecný charakter zákona přeměny a za
chováníenergieEngels:Každá forma pohybu prokázala
schopnost i nutnost měnit se v jakoukoli jinou
formu pohybu. Touto formou nabyl zákon pře
měny a zachování energie svého posledního vy
jádření. Můžemejej sice doložitnovými objevy,
můžeme mu také dát nový, bohatší obsah, avšak
k samému zákonu takto formulovanému nemů
žeme již dodat nic.

(Pokračování)

Vítězslav Jozífek, ČVUT,Praha:

Geometrie z roku 1734
(Dokončení)

Trojúhelník určený dvěma stranami a jimi sevřeným úhlem řeší autor
dvěma způsoby. Buď spustí kolnici s jednoho vrcholu známé strany
na druhou danoť stranu, určí úsek vzniklý patou kolmice, zbylý úsek
téže strany, délku výšky a odtud třetí stranu, nebo použije tzv. tan
gentové věty.

Poněvadž její odvození je poněkud odlišné od obvyklého postupu
uváděného v učebnicích, uveďme nejprve text výkladu z knihy a při
pojme úpravu v dnešním způsobu vyjadřování.

„K té druhé cestě (jak již svrchu podotknuto) také přikročit může se
větším dílem compendioferudělat následujícím způsobem: Addďirujíse ty
dvě známé strany a znamená se jejich summa. Pak subtrahiruje se také

8)Michail Vasiljevič Lomonosov (1711—1765),geniální
ruský fyzik a chemik, byl přiveden k úvahám o přeměněa zachování energie
pochybnostmi o správnosti dřívější fluidové teorie tepla.

9) Čtenáři pociťují, že zde chybí jen výraz. Výrazu energie (z řec.
energia — schopnost činnosti) použil ve fyzice poprvé roku 1807 - nikoli
ovšem ihned v dnešním přesném významu - anglický badatel, rovněž lékař,
Thomas Young (čtiJang; 1773—1829).
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jedna od druhé (a znamená se ten rest), to jest jejich differenti, o jak
moc jedna větší jest než druhá. Dále se také summa těch dvou ostatních
neznámých koutů (to jest subtrahiruje se ten daný kout od 180“). Tak
zůstanou v restu ty oba ostatní kouty v jedné summě. Ta summa se
dělí ve dvě. Posledně řekne se podle Regule Detri: Jak se držíta summa
těch obou daných stran proti jejich differenti, tak se také drží ten tan
gens té polovice summy těch ostatních dvou koutů proti (facit) tomu
tangentu jejich differenti, to jest tangentu jednoho koutu (oč ten větší
kout mezi oběma neznámými větší a ten druhý menší nežli oznámená
poloviční summa).“

Důkaz potom je zapsán takto:
„Ku příkladu jest ten špičatokoutečný triangl (4), na něm známe ty

dvě strany (ab) a (ac) a ten kout mezi nimi při (a). Pak se prodlouží
s jednou slepou linií ta strana (ba) a udělá se taková od (a) tak dlouhá,
jako ta kratší strana (ac): totiž (ac) obrýsuje se z (a) s délkou (ab).
Nebo s (ac) toho půl cyrkle (Acď) tak odřezává při (ď) tu stranu (ab)
tak velkou pryč, jako (ac) a zůstane (bď) differenti, aneb zbytek, jak
o mnoho (ab) větší jest nežli (ac) (Ab)jest ale ta summa obou stran
dohromady, totiž (ab) a (ah), tj. (ac) spolu.
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Dále táhnou se slepé linie (cď) a (hc). S tím bude (hcď) rovný kout.
Ty kouty při (ď) a (c), totiž (acď) oba dohromady počítané jsou tak
velké jako ty při (b) a (c), totiž (acb) oba dohromady počítané, a ty,
totiž ten při (ď) a ten při (c) s tím při (a) dělají v tom trianglu (adc)
dva rovné kouty (jak svrchu ukázáno bylo); ty při (b) a (c) spolu s tím
při (a) v tom trianglu (abc) rovněž dva rovné, odkudž když ten při (a)
od těch obou a tak jednostejný pryč vezmu, tak musí také ten rest
jednostejný zůstat. Dále prodloužím tu slepou linii (kc) a táhnu z (b)
jednu parallel s (dc), totiž (bg), tak bude to s tou prodlouženou (bc)
do (g) takový kout od 90 grad. a zpředu při (b) rovně tak na (Ab)při
padne [jako (cd)], tj. ty kouty (hdc) a (hbg) jednostejné budou. Dále
také jsou ty kouty při (ď) a (c) spolustejné, aneb ty strany (aď) a (ac)
jsou jednoho cyrkle semi-diametry, a tak spolu stejné jsou. A dělají
stejnohnátový triangl. Poněvadž ty kouty (ď) a (c) také spolu ty dva
ostatní kouty dělají, tak jest každý z nich, ten při (ď) neb (c) jejich
polovice. Ten kout (abg) jak oznámeno jest, také tak velký, jako ta
polovice při (d). Ten kout (abc) jest ale o ten kout (cbg) (f) menší, než
ta polovice (abg) aneb(adc). Item ten kout (acb) jest o ten kout (deb)
větší nežli (acďd).Ta druhá polovice (deb) a (cbg) jsou ale stejné kouty
(jako anguh alterni mezi dvěma parallelmi (dc) a (bg), tak jest (hg)
tangens toho kouta (abg) aneb toho při (d) té polovice (cg) aneb tangens
toho kouta při (f) aneb (cbg).Sluje takto: jak (bh) (ty dvě strany spolu)
neb v jedné summě proti (db) jejich differenti, tak také (gh) tangens
koutu (hbg) (aneb toho při (ď) té polovice těch dvou ostatních koutů)
proti (cg) tangentu toho koutu (cbg)aneb (f), který na tom daném rt
anglu (abc) jeho kout při (b) (abc) na ty polovice schází, a na druhém
při (c) a (abc) tu oznámenou polovici převyšuje, odkudž, když ten kout
(cbg),aneb (dcb) k té polovici při (c) a (acď) přidám, tak přijde ten kout
(acb). A když od té druhé polovice při (d) aneb (5) a (cbg) vzat bude,
zůstane ten kout (abc), což k dokázání bylo.““

Dnes bychom popsali odvození takto (obr. 3):
V trojúhelníku ABC je AB > AC.
Kolem vrcholu A opíšeme kružnici poloměrem AC a určíme její prů

sečíkyH a D se stranouAB. Je AH = AČ = AD =, HB=b+c,
BD = c — b. Trojúhelník HCD je pravoúhlý s pravým úhlem při vrcho
lu C podle věty o obvodovém úhlu nad průměrem. Z vět o vztazích
vnitřních úhlů při základně rovnoramenného trojúhelníku platí:

X DHO= —, X HDO=RB—5.

Strana BG je rovnoběžnáse stranou CD. Potom X DČB = «XACB —

—X40D=y—|(R-3)=1+3-—R-TTÉ ÚhlyDCBaGBC
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jsou úhly střídavé,a proto shodné.Je tedy © GBC= vě

Z pravoúhlých trojúhelníků HCD a CGBplatí: HG = BGcote =

= BGteĎ 5,08 —BOtgL é
Z podobnosti trojúhelníků HCD a HGB (u u) plyne:

HB HD — HG HO,
HB (HB— HD) = HG (HG— HO),
HB: BD —HG:0G,(b+c)(c—b)=BOtgL TÉBGteLÉ,

2

(b+c) (6—b)=gXŤP te“+

Výpočet velikostí vnitřních úhlů trojúhelníka určeného třemi stra
nami, které splňují trojúhelníkovou nerovnost (v textu je pravděpo
dobně předpokládána) je vysloven takto:

Ještě jest ukázání, když v jednom trianglu všechny tři strany (a
žádný kout) dány jsou. Kterak z toho ty tři kouty naleznouti se mají,
to jest v stejnostranném trianglu velmi lehké.

Při druhých ale - jsou-li špičaté nebo tupé - nechá se buďto v mysli,
nebo skutečně vždycky na tu větší stranu z toho naproti stojícímu
koutu jedna perpendiculariepadnout. To místo aceurat najít (kde taková
na bast padne) a v jaké kusy ta basis skrze to dělená bude, tak řekne
se skrze Reguli Detri: „Jak ta větší strana se drží proti té summě těch
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dvou druhých stran, tak se také drží ta differenti těch dvou kratších
stran proti (facit) jednomu kusu té větší strany (jako bast), a ten kus
subtrahiruje se od té jmenované basi. (Tak ten rest dá jako basi k jed
nomu stejnohnátovému trianglu) a s tím se pokračuje jako prve, aneb
ještě lépe: dělí se ten rest ve dví (tak jest ta polovice ten kus té basi
z druhé strany ta perpendicular). A ta druhá polovice se adďiruje k pře
dešle nalezenému kusu té bas? (aneb se subtrahiruje od té celé bast).
Vyjde (na oba způsoby) ten kus bast z této strany ty perpendicularie
ven: skrze to hledají se ty kouty (poněvadž s tím dva rovnokoutečné
trangle máme a na každém dvě strany známy jsou).“

V dnešní frazeologii bychom vysvětlili odvození naznačeného postupu
takto:

V trojúhelníku ABC, v němž AC > AB, sestrojíme výšku z vrcholu
B. Její pata je bod F'. Kolem vrcholu B opíšeme kružnici poloměremBCaurčímejejíprůsečíkyM,NsestranouAB.JeAM=AB— BC,
AN = AB% BC.

Z věty o úsecích na sečnách vedených z bodu A ke kružnici o středu
B a o poloměru BC plyne:

AM . AN = AE. AC, neboli
(AB —BC) .(4B+ BC) = AE. AČ a odtud
AC (AB+ BC) = (AB —BC) : AE. (Ve výkladu Veselého neuvá

děno.)
Trojúhelník BEC je rovnoramenný s rameny BČ a BE, kde EF =

— FC. Potom je AF — AC — FC.
V trojúhelníku pravoúhlém BFC je vnitřní úhel při vrcholu C úhel

v, při vrcholu B úhel R — vy.

Platí sin (R —v) —FC : BČ, kde FC = > EC = 5 (AČ —AE).
Řešení Veselého je grafické a tak je také nejzajímavější. Početně by

znamenalo určit stranu AB, rozdíl AC — AE a odtud sin (R —y).
Další úhly vypočteme větou sinovou. Učebnice Veselého ukazuje, že

již v tehdejší době dovedli řešit trojúhelníky ze tří prvků podle vět
o určenosti trojúhelníků a že některé výpočty i konstrukce byly odlišné
od výpočtů a konstrukcí dnes všeobecně užívaných.

Sloh učebnice je kostrbatý. Vidíme, jak tehdy byla česká řeč chudá
na odborné výrazy a jak těžko vyjadřovala konstrukce a popisovala
její postup. Autor se neodvážil zčešťovat názvy a výrazy, které pone
chával latinské a skloňoval je podle českých vzorů s českými kon
covkami.

Za 90 let na to jiný autor zčeštil důsledně odborné názvy. O tom
však napíšeme zase v jiném článku.
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Karel Vicovský, PŠSE,KutnáHora:

Technické příklady na kvadratické rovnice

Víte, že se máte učit uplatňovat své poznatky přiřešeníúloh praktické
ho života. Protože ve svých učebnicích nemáte dostatek cvičného mate
riálu tohoto druhu, uvádím řadu příkladů na užití kvadratických rovnic,
které je v technické praxi velmi časté. Článek je rozdělen na dvě části.
Část I. obsahuje příklady ze strojnictví, část II. z elektrotechniky. Příkla
dy v každé části jsou uspořádány od lehčích k obtížnějším a vedou jednak
k rovnicím ryze kvadratickým, jednak k obecným, neboi k soustavě rov
nic. K řešenímusíte někdy použít i poznatků z jiných částí matematické
ho učiva, třeba různých geometrických vzorců pro obsahy, povrchy a ob
jemy, nebo i poznatků z jiných oborů, zejména z fyziky. Jde ovšem vět
šinou o základní pojmy a zákony. Ostatně u obtížnějších úloh uvádím
nutné pokyny k řešení a pro kontrolu během výpočtu zapisuji výrazy,
k nimž při správném postupu musíte dojít. Jako jeden z důležitých poky
nů pamatujte, že koeficienty v technických příkladech bývají pro nu
merické počítání daleko méně příznivé než ve školních učebnicích. Proto
se u obecných kvadratických rovnic doporučuje normování, abychom
mohli počítat s menšími čísly. Numerické výpočty provádějte pokud
možno na logaritmickém pravítku. Neumíte-li log: pravítka užívat, uží
vejte aspoň tabulek nebo logaritmických výpočtů pomocí tabulek. Vý
sledky, které u jednotlivých příkladů uvádím, jsou vypočítány na pra
vítku, a proto jsou možné menší odchylky od vašich výsledků a nesmějí
vás mýlit. Pokud výsledky uvedené v části I. značí délky, rozumí se v
milimetrech, jak je ve strojnictví obvyklé. Tečka nad rovnítkem značí
přibližný výsledek přečtený na pravítku, rovnítko bez tečky značí přes
ný výsledek.

I.Úlohy ze strojnictví

1. Váha železné tyče (vy— 7,8 kp/dm?) je G = 29,4 kp, délka / = 3 m.
Určete průměr d! (ď — 40)

2. Váha dutého litinového sloupce (y = 7,25 kp/dm*) je G — 956 kp,
délka / — 2,4 m, vnější průměr D —=40cm. Určete vnitřní průměr d!

(ď — 284)

3. Tyč čtvercového průřezu má snést tahovou sílu F — 1200kp při
dovoleném napětí Ga0y= 720 kp/em?. Určete stranu průřezu!

(a — 12,9)



4. Tyč kruhového průřezu má snést takovou sílu F = 6400 kp při do>
voleném napětí Gaoy= 7 kp/mm?. Určete průměr průřezu!

(d — 34)
5. Jednočinná pumpa má zdvih 7— 250.mm a dává jedním zdvihem

0,706 dm* vody. Určete průměr pístu!
(d— 60)

6. Pára působí na píst silou F' — 1298kp při dovoleném tlaku p =
—=7,5 kp/em?. Určete průměr pístu!

(ď — 148)

7. Pára o napětí p —4at působí na píst tlakovou silou F — 6580kp.
Určete průměr pístu. (Nepřihlížímek průměru pístní tyče.)

(ď.— 450)
8. Ocelové lano je složeno ze sedmi drátů stejného průměru. Šest z nich

| 9Ú©
Obr. 1

je rozloženo pravidelně kolem sedmého středního. Lano má snést zatí
žení F — 750 kp. Určete průměr d drátů a průměr lana D, je-li dovolené
napětí Gaovy— 12 kp/mm*?.

í (d— 3,36, D = 3d)
9. Určete průměr D hlavy tyče opatřené otvorem pro klín, je-li průměr

těla d a má-li otvor šířku s = 0,25 d (obr. 1).
Pokyn: Aby tyč snesla určitý tah, musí být obsah průřezu zeslabené

hlavy přinejmenším týž jako obsah průřezu tyče. Vyjádřete tedy
rovnost rozsahů řezů A, B. V řezu B považujte nešrafovanou plošku
za obdélník rozměrů D,s.

(p=4|/= Ejm — 1
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10. Železná tyč je namáhána v tahu silou F — 850 kp při dovoleném
napětí Ggov= 7 kp/mm?. Určete průměry d, D těla a hlavy, je-li šířka
otvoru hlavy s = D/3, (viz obr. 1 a pokyn u př. 9).

(d— 12,4, D-— 16,4)

11. Určete průměr D hlavy tyče, je-li d — 35, s = 0,3d (viz obr. 1
a pokyn u př. 9).

(D— 42,3)
Řešení: Pro D dostanete obecnou kvadratickou rovnici, která po dosa

zení a normování má tvar Dž — 13,35 D — 1225 = 0.

12. Určete závislost ceny c běžného metru vytočeného hřídele na prů
měru d, stojí-li 1 kg hřídele a Kčs a 1 dm* opracované plochy 5 Kčs.
Z této závislosti vypočtěte průměr ď,je-li: *

P VZ VÚU AKG7
Obr. 2

a) a — 4Kčs, b = 5 Kčs, c =—240 Kčs, s = 7,85 kp/dm*;
b) a = 45 Kčs, b — 4 Kčs, c — 225 Kčs, s — 7,85 pk/dm?.
Řešení: Cena se skládá z ceny za hmotu běžného metru a z ceny za

jeho opracování. Upravená rovnice pro průměr ď a jeho velikost- bude
v případě

a) dž + 0,638 d — 0,974 — 0, d-—-72;
b) dž - 0,453 d — 0,812 = 0, d—- 80.

13. Při nýtování plechů se klade požadavek, aby průřez zeslabeného
plechu mezi dvěma nýty byl roven průřezu nýtu. Určete podle toho prů
měr nýtu, je-li síla plechu s — 10 a rozteč nýtů t = 45 (obr.2).

(d — 18,4)

14. Z kovového válce (d — 28 em, v = 40 cm) má být vysoustruhován
komolý kužel téže podstavy a výšky, ale polovičního objemu. Jaký bude
průměr menší podstavy t
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Řešení: Označte poloměr větší podstavy 7, menší r. Po úpravě dosta
nete rovnici 4ž +- 14 r — 98 = 0, z níž g—- 5,1 cm.

15. Nádoba ve tvaru komolého kužele má hořní průměr 3 dm, výšku
též 3 dm a má mít objem 15 dm?. Jaký bude průměr dna? Sestrojte síť
pro výrobu pláště.

Řešení: Označte jako v př. 14. Dostanete rovnici ©?+ 1,5 r — 2,52 =
= 0,z níž plyne w——1 dm. Ksestrojení sítě musíte znát středový úhel «
rozvinutého pláště a poloměry s, s', kde s značí stranu komolého kužele
a s' stranu doplňkového kužele. Pro neznámé s'“,« dostanete dvě rovnice,
vyjádříte-li oba oblouky rozvinutého pláště podle vzorce L = R are«.
Z nich plyne: arc a — 1,032, « = 58712",s“ = 5,38 dm.

Obr. 3

16. Kloubové spojení lze zatížit silou F', která podle rovnice pevnosti
v tahu je F — (a — d) bogov,£ a podle rovníce pevnosti ve střihu je

dž

P=l5 T +Odov,s.
Vypočítejte průměr čepu ď, je-li šířka pásu a = 80, tloušťka db= 30,

dovolené napětí v tahu Gay, +— 6kp/mm*a vestřihu Gaov,s — 4 kp/mm?.
Řešení: Z daných podmínek dostanete po úpravě rovnici dž +- 38,2 d —

— 3060 — 0, z níž d-- 39,4.

17. Tři hřídele mají polohu podle obr. 3. Doplňte kótami «, y,z.
Pokyn: Pro kóty «, y, z sestavte podle obr. 3 tři rovnice.
Řešení; ©= 112,5, y = 67,5, z = 99,2.
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II.Úlohyzelektrotechniky
18. Lano k vytahování obloukovek se skládá z 30 drátků a má snést

tah F — 38 kp. Určete průměr drátku, je-li dovolené napětí Ggov=
= 10 pk/mm?.

(d— 04 mm)
19. Určete průměr měděného drátu délky / — 1,25 m o odporu R =

= 0,012O,je-li specifický odpor mědi o = 0,017 A mm/m.

Pokyn: Užijte vzorce R = o 3 pro odpor, kde o je měrný odpor, ! délka
drátu v metrech, S průřez drátu v mm?.

| (d— 1,5 mm)
20. Měděným drátem délky 80 m prochází proud 110 A. Jak nutno

volit průměr drátu, aby ztráta napětí činilapouze 2 V'[.l
Pokyn: Užijte vzorce £ = zo čde I je proud v ampérech, ? délka

v metrech, c — 28,7 konstanta pro měď, S průřez v mm?, K ztráta napětí.
(d= 14mm)

21. Zmenšíme-li u měděného drátu dlouhého I m průřez o 1 mm,
zvětší se jeho odpor o 0,000 85 ©. Určete průměr drátu, je-li o — 0,017
mm/m.

Pokyn: Ze vzorce jako v př. 19 a z podmínek úlohy dostanete dvě rov
nice pro R a S, z nichž plyne pro S rovnice S%— S — 20 — 0OaznísS =5,
d — 2,52 mm. Kořen S = —4 nemá fyzikální význam.

22. Jaké odpory jsou v obvodu a jaký proud jím protéká, když při
zvětšení odporu o 1002se zmenší proud o 1A při nezměněném napětí U =
= 120 V?

Pokyn: Z Ohmova zákona a z podmínek úlohy dostanete soustavu
rovnic pro neznámé I, R, z níž plyne I —4 A, R= 300.

23. Tři odpory; dva stejné a jeden o 10 (2 menší, dávají při paralelním
spojení výsledný odpor 5 (2. Určete ony odpory.

Pokyn: Použijte rovnici pro paralelní spojení odporů.Vyjde R, = R, =
= 200, R; = 100.

24. V elektrickém obvodu je spotřebič a ohmický odpor spojen v sérii
podle vztahu RI* +- EI = 600, kde R = 20, E = 110V. Určete /.

(I —5A)
25. Dva kondensátory spojené paralelně dávají kapacitu 16 cm, spoje

né v sérii kapacitu 1,75 em. Určete kapacity z, y obou kondenzátorů a vy
jádřete je v pikofaradech.

Pokyn: Při paralelním a sériovém spojení kondenzátorů platí opačné
rovnice než při obdobném spojení odporů. Dostanete symetrickou sou
stavu typux -+ y = a,« y = b, zníž vyjde z —l4cm,y = 2cm,
Pro převod na pikofarady platí; em — 1 9 10UF—=19 10pF,
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s 0 P * ,Fyzikální olympiáda

Prof. dr. Rostislav Košťál s kolektivemspolupracovníků:

Pohyb jednoduché soustavy těles
spojených vláknem

Téma k prostudování pro první kolo soutěže

Působí-li síla na tuhé těleso, které se může pohybovat, udílí mu
zrychlení. Chceme-li zjistit, jak se těleso pohybuje, určíme nejdříve
všechny síly na těleso působící. Tyto síly se dají obecně nahradit vý
slednicí a výsledným otáčivým momentem. Všimněme si jen případu,
kdy výsledný moment je roven nule.

L — s ———miska é < a

—— ——— — —
—— —— — — -— — ——————o| ———
— — — —. — ————u| ——U"————
— ————ÉÝ — —— —— ————=

miska miska miska
b “ C2

Obr. 2

Je třeba vždy dobře uvážit, která sila působí na dané těleso, aby
chom ji nezaměnili s její reakcí. Ukážeme si to na následujících pří
kladech.

Podle Archimédova zákona je těleso nadlehčováno v kapalině silou,
která se rovná váze vytlačené kapaliny. Proto na těleso ponořené v ka
palině působí dvě síly: váha tělesa směrem dolů a vztlaková síla kapa
liny na těleso směrem vzhůru. Zavěsíme-li těleso na misku vah a po
vyvážení je ponoříme úplně do nádoby s vodou, která je na pevné
podložce pod vahami (obr.la), rovnováha se poruší - miska s tělesem
bude nadlehčena. Zde jsme si všímali síly, kterou působí kapalina na
těleso.

Jestliže si budeme všímat sil, které působí na kapalinu (k nádobě
nepřihlížejme), pak směrem dolů působí váha kapaliny a kromě toho
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tlaková síla, kterou působí těleso na kapalinu, jako reakce tlakovésíly,
kterou působí kapalina na těleso. Vyvážíme-li tedy nádobu s vodou
a pak do ní ponoříme těleso, které je zavěšeno na stojánku mimo váhy
(obr. Ib), miska s kapalinou klesne.

Jestliže na vahách vyvážíme nádobku s vodou a nad ní zavěšeným
tělesem (obr. lc,), pak připonoření tělesa do kapaliny (obr. lc,) rovno
váha na vahách se neporuší.

Ve všech případech působila tlaková síla kapaliny na těleso a tlakovásílatělesanakapalinu.Oběsílyjsoustejněvelké| rovnajíseváze
kapaliny vytlačené tělesem - ale opačného směru. V prvém případě se
tlaková síla tělesa na kapalinu zruší pevností podložky pod nádobou
a zbývá tlaková síla kapaliny na těleso směrem vzhůru. Proto je miska
s tělesem nadlehčována. V druhém případě se zruší tlaková síla kapa
liny na těleso upevněním závěsného bodu a zbývá tlaková síla tělesa
na kapalinu směrem dolů. Proto miska s kapalinou klesne. V třetím
případě se nemůže ani prvá, ani druhá síla zrušit pevností podložky
(kapalina i těleso jsou na vahách), obě síly se přenášejí (závěsem a
dnem nádoby) na misku v opačných směrech, a proto se jejich účinky
na misku zruší a rovnováha se neporuší.

Aby těleso upevněné na vláknu neproměnné délky konalo rovno
měrný pohyb po kružnici ve vodorovné rovině, musí je vlákno táhnout
silou, která míří do středu kružnice, tzv. silou dostředivou. Těleso zase
napíná vlákno silou stejně velikou, ale opačného směru, které říkáme
síla odstředivá. V prvém případě jde o sílu, kterou bod upevnění působí
prostřednictvím vlákna na těleso, ve druhém případě jde o sílu, kterou
těleso působí prostřednictvím vlákna na bod upevnění.

Výsledná síla se podle 2. pohybového zákona rovná součinu setrvačné
hmoty tělesa nebo setrvačných hmot soustavy těles, na niž síla působí,
a zrychlení. Proto sečteme setrvačné hmoty soustavy pohybujících se
těles a pak ze známé setrvačné hmoty a známé síly vypočítáme zrych
lení pohybu.

V dalším si všimneme pohybu těles spojených vláknem a určíme,
jaké je zrychlení jednotlivých těles a jakou silou je při pohybu vlákno
napjato. Pro zjednodušení úvah předpokládáme, že při pohybu ne
vzniká tření, že vlákno je dokonale ohebné, neproměnné délky a že jeho
hmota je zanedbatelně malá vzhledem k hmotám těles. Omezíme se jen
na takové soustavy, v nichž všechna tělesa se pohybují se stejným
zrychlením. V těchto případech vystačíme s následujícím způsobem
řešení.

Jestliže těleso hmoty m visí na vláknu a závěsný bod je v klidu,
táhne těleso závěsný bod prostřednictvím vlákna silou F, = mg směrem
dolů; závěsný bod působí na těleso prostřednictvím vlákna reakcí stejně
velkou směrem vzhůru. Protože obě síly jsou v jedné přímce a opačného
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směru, napínají jen vlákno a těleso - které bylo v klidu v klidu zů
stává.

Jestliže je těleso taženo vláknem směrem vzhůru se zrychlením a,
musí na ně působit směrem vzhůru kromě reakce vlákna ještě další
síla F, —ma, která mu uděluje žádané zrychlení. Proto na těleso působí
směrem vzhůru síla:

Foammíg+ a). (1)

Tato síla působí na těleso prostřednictvím vlákna, a tedy podle principu
akce a reakce je síla, kterou těleso napíná vlákno, stejně velká, ale
směřuje dolů.

Pohybuje-li se závěsný bod rovnoměrně| aťjižsměremtíhového
zrychlení, nebo opačným směrem 

M pak tělesu o hmotě m se neuděluje
žádné zrychlení, a vlákno je tedy
napináno zase jen silou F, = mg.

Jestliže se závěsný bod pohybuje
72Y směrem zrychlení g, avšak se zrych

lením a 34 9, pak z celkové sily
F = mgpůsobící na těleso směrem
dolů složka F; — ma způsobuje po

Obr. 1 hyb a zbývající složka

F, = my— ma = mg— a) (2)
napíná vlákno.

Když síla působící na těleso je způsobována váhou jiného tělesa, pak
jeho tlaková síla na uvažované těleso odpovídá dříve uvedené tažné
síle.

Přiklad 1

Těleso o hmotě m, je uváděno do pohybu po vodorovné rovině tělesem
o hmotě m,, které je k němu připojeno vláknem vedeným přes kladku
(obr. 2). Vypočtěte zrychlení soustavy těles a sílu napínající vlákno.

Síla způsobující pohyb je F —mg. Hmota uváděná do pohybu skládá
se z hmoty m, a hmoty m;, které se pohybují se stejným zrychlením a
(k otáčivému pohybu kladky nepřihlížíme). Proto podle 2. pohybového
zákona platí:

MY = (m T Mm)a
a z toho

M4=—— 9.
M T M 9
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Na vlákno působí těleso o hmotě m,, které se pohybuje se zrychlením a
směrem tíhového zrychlení; proto je vlákno napjato jen silou:

m mmF.=mlg—a)=mm —El 2 (9 ) l M T Mm M + Mm

Přiklad 2

Na koncích vlákna vedené přes pevnou kladku jsou zavěšena stejná
tělesa o hmotě M a na jednom z nich leží ještě přívažek o hmotě m
(obr. 3). Určete zrychlení pohybu,
tlakovousílupřívažkuna hmotuW, WU
sílu napínající vlákno a tlakovousí
lu na osu kladky. |

Silou způsobující pohyb je váha
přívažku ng; hmota uvedená do "3
pohybu je 2M + m. (K otáčivému Mg
pohybu kladky nepřihlížíme.)Proto
platí:

mg= (2H+ m)a

a z toho
m—— M

4 2Máam y 9
Poněvadž přívažek by se sám po
hyboval se zrychlením g a poněvadž Obr. 3
podložka se pohybuje jen se zrychlením a, působí přívažek o hmotě m
na závaží o hmotě M směrem dolů silou

2mMmR=mo-d=m|-|= zrn"
Poněvadž se soustava těles pohybuje směrem, jímž působí síla Mg —

+ mg, je na pravé straně podle (2) vlákno napjato silou souvisící jen
s rozdílem zrychlení, kterého by tělesa nabyla při volném pádu, a zrych
lení, kterého skutečně nabývají, tedy silou:

mF 4m —003m[1je
- AMM+m
-O 2M-—m

190



Na levé straně nese vlákno jen hmotu M, která by v klidu napínala
vlákno silou Mg. Toto těleso se však pohybuje směrem opačným ke
zrychlení g, a to se zrychlením a. Proto podle (1) je síla, která napíná
vlákno,

M(M
F,= Mgho)= [1+ “ „2M Tm)2M +- m 2M + m

Vlákno je tedy na obou stranách napínáno stejnou silou, což je samo
zřejmé.,

Poněvadž F; a F; jsou síly stejně velké, rovnoběžné, stejnosměrné
a působí ve stejných vzdálenostech od osy kladky, působí jejich vý
slednice v ose kladky a rovná se součtu obou sil. Proto osa kladky
podléhásíle:

4M (M+ m)
2M +- m

Poznámka.Na článcích:Zákony Kirchhoffovy aajejichdůs
ledky (I) Měření kalorimetremíil), Pohyb jednodu
chésoustavy těles spojených vláknem (III)spolupraco
valis autoremprof.dr.Rostislavem Košťálem členovéKraj
skéhovýboruFyzikálníolympiádyv BrněDagmarKošťálová (I,II, III),
František Š u ráň(III) a dr. BohumilV la ch (I, IT).Svými připomínkami
k úpravě textu přispěli členové Krajského výboru Fyzikální olympiády
v BrněJosef K onrád (I, II, III), František Š u rá ň (I, II), dr. Bohumil
Vlach (III) a členovéUstředníhovýboruFyzikální olympiádyprof.dr. Bed
řichHavelka(I),dr.MartaChytilová (I,II,III),VladimírRu dolf
(T,II, III) a Jan Tesař (I, II, III).

Poděkování pracovníkům FO
Ve školním roku 1960/61proběhl II. ročník soutěže Fyzikální olympiády,

který byl úspěšný. O úspěšný průběh soutěže se zasloužili učitelé fyziky,
referenti FO a mnozí ředitelé škol a inspektoři, kteří propagovali, organizovaliařídilisoutěžnaškolách.VelkouprácivykonaličlenovéKVFOa čle
nové UV FO. . |

JCMF spolu s UV FO děkuje prof. dr. B. Havelkovi, prof. dr. R. Košťá
lovi, dr. J. Náterovi, Vlad. Rudolfovi, J. Pospíšilovi, dr. B. Vlachovi, D. Koš
tálové, J. Konrádovi, Fr. Šuráňovi, Fr. Fišerovi, J. Sušankovi, doc. dr. J.
Feiferovi, K. Hofmanovi, Z. Ungermanovi, E. Chráskovi, Fr. Živnému,
E. Sokolovi, J. Chrapanovi, dr. M. Chytilové, J. Louvarovi, Fr. Púchovské
mu, E. Římanovi, J. Stránskému, J. Tesařovi, doc. dr. L. Thermovi, J. Ja
novičovi, Z. Šimkovicové, A. Hudcovi, I. Turkovi, Zb. Fukalovi, St. Ondrej
kovi, M. Bažátovi, M. Jančovičovi, Fr. Kubovi, Z.Kubíčkovi, Fr. Ledabylovi,
dr. Fr. Smutnému, dr. M. Bajerovi, O. Tomešovi, St. Fróhlichovi, doc. dr.
J. Tichému, J. Mikuleckému, V. Technikovi, M. Horákovi, J. Honnerovi,
L. Hájkovi, Fr. Vejsadovi, M. Eclerové, Fr. Bočkovi a všem ostatním pra
covníkům FO za obětavou a iniciativní práci při řízení a organizování sou
těže.
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Tito pracovníci se bez odměny podíleli na vypracování ůloh a vzorových
řešení, na opravování řešených úloh pro jednotlivé ročníky a kategorie FO.
Obětavě propagovali tuto soutěž a ve své práci dosahovali velmi pěkných
výsledků. Jejich práce je oceňována jako velmi důležitá politicko výchovná
funkce.

ÚV JČMF a ÚV FO.

Redakční sdělení

Soutěž o nejlepší rys

Každý techmk musi si osvojit k svému povolání zručnost a úhlednost
grafického projevu. I nejlepší plán nebo projekt v mysli konstruktéra nemá
prakticky cenu, nedostane-li dělník, který má dílo zhotovit, do ruky spo
lehlivý a jasný nákres. Minula již doba, kdy se podceňoval význam rýso
vání. Jeho praktická potřeba je nutná zvláště nyní při přibližování školy
požadavkům života.

Abychom podpořili mezi studující mládeží zájem o rýsování a abychom
zvýših jeho jakost, vypisujeme pro žáky škol všeobecně vzdělávacích a od
borných soutěž o nejlepší rys. Soutěž připadne do rámce oslav stého výročí
založeníJČMF.

Soutěžní rysy, tematicky vyhovující osnovám deskriptivní geometrie (rý
sování), nebo na odborných školách technickému kreslení, musi být pro
vedeny v době od 1. září 1959. Rysy zasila ředitelství školy, ve výjimečných
případechžák,naadresu:Redakce Rozhledů matematicko
fyzikalních, Praha 2, Trojanova 13. Početrysů od každéhosoutě
žicího není omezen. Přípustné rozměry jsou A2, A3, A4, provedení tužkou
nebo tuší. Každý rys must obsahovat jméno autora, datum a třídu. V pří
loze budiž uvedena adresa školy a jméno vyučujícího.

Nejlepší rysy v jednotlivých kategoriích (podle tříd) budou otištěny
v našem časopise a jejich autoři obdrží knižní odměny. Lhůta k odvedení
končí 20. června 196%. Rysy zaslané do redakce během roku 1960 a 1961

převádíme do této soutěže, jestliže vyhovují výše uvedeným podmínkám.
Projeví- soutěžící v průvodním dopise přání, budou jim TYSyvráceny po
ukončení soutěže. Ocenění provede komise, jejímiž členy jsou: J. Bejsta,
prof. inž. J. Kochman, doc. B. Kraemer a oba redaktoři Rozhledů. Výsledek
bude publikován příštího roku v říjnovém čísle Rozhledů matematicko
fyzikálních.

Redakce
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ROZHLEDY MATEMATICKO-FYZIKÁLNÍ

ROČNÍK 40 - 1961/62 ČÍSLO 5

Sto let Jednoty československých
matematiků a fyziků

V tomto roce vzpomenou českoslovenšti matematici a fyzici dvou hnsto
rických výročí, úzce svázaných s jejich vědeckou a pedagogickou prací.
VzpomenoustéhovýročívznikuJednoty československých
matematiků a fyziků a čtyřicátéhovýročízaloženíčasopisu
Rozhledy matematicko-fyzikálni.

Při této přiležitosti nemůže být na škodu ohlédnout se zpět na dobu vzniku
Jednoty a ukazat zejména dorůstající generaci matematiků a fyziků po
čátky jeji činnosti, tak úzce sudzané s imeaativou a obětavostí studující
mládeže. Jednota vzmikla jako svéěpomocnýspolek posluchačů matematiky
a fyziky na pražské vysoké škole a její první činnost byla spojena s pořádá
nám volných přednášek pro studující dorost. V průběhu let se její činnost
znasobila a zahrnula i činnost vědeckoua vydavatelskou, avšak její pomoc
studující mládeži a pedagogickým pracovníkům zůstala 1 potom na prvním
místě v celéjeji rozsáhlé práci.

Se jménem Jednoty je po celých sto let úzce spojen jak vývoj naší matema
toky a fyziky, tak vývoj české a slovenské školy, o jejiž přiblížení životu
a praxi bylo nutno vést v minulosti složitý boj. Ne vždy se přikládal mate
matice a fyzice na školách takový význam, jako dnes. Jednota stála v těch
dobách v čele všech snah o jejich důstojné a náležité uplatnění a starala se
o odborný růst přednašejících, jež vedla 1 k samostatné vědeckéa populari
zátorské práci. Jednota československýchmatematiků a fyziků byla založena
na ochotěa obětavosti svých členů; často zápasila s nedostatkem finančních
prostředků a musela čas od času přerušovat svou publikační činnost, zamě
řenou na rozvoj vědy a na zdokonalení práce pedagogů. Přes tyto dnes už
nepředstavitelné obtíže zůstala svému hlavnímu poslání věrna. Zasloužila
se velmi o to, že matematika a fyzika nejsou dnes těmi nezáživným před
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měty na našich školách, které vzbuzují hrůzu žactva. Soutěže a zábavná
forma řešení úloh, jež zahrnula Jednota do své činnosti již na konci minu
lého stoleti, byly obdobou nynějšího pořádání našich matematických olym
mád, které se každoročně těší velké popularitě.

Tak jako byla celá činnost Jednoty prospěšna žactvu a pedagogům, tak
byla prospěšná 1 vědcům. V Jednotě si vědečtí pracovníci uvědomovali cenu
a silu kolektivní prace a od počátku tu proto vyrůstaly největší postavy naší
moderní matematiky a fyziky. Tito lidé se většinou osvědčil zaroveň jako
výborní organizátoři, neboť vědomí sily kolektivní práce jim od počátku
ukazovalo směr a formovalo styl jejich přístupu k vědeckému výzkumu
a k praktické činnosti.

Připomínajíce si tuto rozsáhlou a bohatou činnost Jednoty, připomeneme
si v den jejiho založení, který připadá na 28. března, i tu významnou sku
tečnost, že všechny velké snahy a myšlenky, které se zrodily na půdě Jednoty,
došly svého uplatnění nebo uskutečnění až po zlomu v dějinách našich ná
rodů, který teprve umožnil pokrokové a nebývale rozsáhlé uplatnění vědy
v životě společností a při výchově mládeže. Tímto zlomem bylo historické
vitězství dělnické třídy nad buržoazní reakcí v únoru roku 1948. Všechno
cenné a pokrokové, co činnost Jednoty vždy provázelo a o co Jeďnota pro
střednictvím svých nejprogresivnějších členů vědy usilovala, došlo teprve
zásluhou vítězství pracujícího hdu svého uznání a naplnění.

Proto je sté výročí založení Jednoty československýchmatematiků a fy
ziků tak slavnostná příležitosti, při níž se zamýšlime nejen nad jeji minulosti,
z níž se rádi poučujeme, ale při níž se zamýšlíme i nad budoucností, která
otevřela před matematiky a fyziky řadu nejnáročnějších úkolů v celých do
savadnách dějinách vědy.Rychlé pronikání do vesmíru a úplná automatizace
výroby, to jsou dva hlavní směry uplatnění matematiky a fyziky v různých
fázích jejich uskutečňování. Před Jednotou stojí dnes závažný úkol, účinněji
než dosud napomáhat přípravě odborníků pro ta odvětví, která s uvedenými
směry vývoje úzce souvisí. Na této přípravě se bude podílet 1 časopis Roz
hledy, který má dlouholeté zkušenosti s popularizací matematicko-fyzikál
nách věd na našich školách. Proto jak Jednotě, tak i časopisu je třeba přát
k jejich jubileu nový hojný počet příznivců a zájemců a čtenářům tohoto
časopisu zvláště pak připomenout naši světlou budoucnost, která uskuteční
všechny fantastické sny lidstva a k jejimuž uskutečnění přispěje již jejich
dnešní zájem a naše společná budovatelská práce.

Dr. Franhšek Kahuda
mimstr školství a kultury
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Matematika

inž. Eduard Kriegelsteinm, PŠZ,Praha:

Užití diferenciálního počtu
(Pokračování)

V předcházejících kapitolách jsme poznali, co je to derivace funkce
a jak se-počítá. Nyní si ukážeme některé příklady užití derivace.

a) Průběh a graf funkce. Lokalni extrémy

Dříve než budeme zkoumat průběh funkce a sestrojovat její graf,
definujmefunkci rostoucí, resp. klesající, v určitém
intervalu. (

r

Obr. 22 Obr. 23

Definice 9. Funkce f(x) je rostoucí v intervalu (a; b), jestliže
pro T1< %2z tohoto intervalu je Y(x,) < f(x).

Funkce f(x) je klesajicí v intervalu (a; b), jestliže pro x3 < %22 tohoto
ontervaluje f(x) > f(x).

Můžeme prostě říci, že u rostoucí funkce odpovídá většímu z větší
f(x) a u funkce klesající odpovídá většímu r menší f(r) (obr. 22 a 23).

Hovoříme-li o funkci rostoucí nebo klesající v určitém bodě c, máme
na mysli chování funkce v nějakém velmi malém okolí bodu c. Připo

Z obrázku vidíme, je-li funkce f(r) rostoucí v nějakém bodě, že pak
tečna jejiho grafu svírá s osou = ostrý úhel. Je-li naopak funkce f(x)
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v nějakém bodě klesající, pak tečna jejího grafu v tom bodě svírá
s osou z tupý úhel. Můžeme tedy říci, že má-li funkce f(r) v bodě c
kladnou derivaci, tj. £f(z) >>0, je v bodě c rostoucí a má-li v bodě c
derivaci zápornou,tj. £(r) < 0, je v bodě c klesající.

l
Příklad 41. Funkce=“ máy' = «.Toznamená,žepro

kladná x je daná funkce rostoucí, pro záporná « je klesající.
Příklad 42. Funkce y = e“ má derivaci y“= e“. Pro všechna «

je zřejmě derivace y' — e* stále kladné číslo. Je tedy funkce y = e“
stále rostoucí funkce.

Nynísi objasnímepojemabsolutního maxima a abso
lutního minima v intervalua lokálního maxima a
minima funkce v bodě.Podívejmese na obr. 24.

V bodě b má daná funkce svou největší hodnotu, čili maximum a
v bodě d má svou hodnotu nejmenší, čili minimum. Můžeme tedy oba
pojmy definovat takto:

L A AU,
a c d b c d

Obr. 24 Obr. 25 Obr. 26

Definice 10. Funkce f(x) má v boděr, absolutnímaximumv in
tervalu < a; b>>, jestliže pro všechna« z tohotointervalu < a; b> je
f(x) = fe).

Funkce f(x) má v bodě x, absolutní minimum v intervalu < a; b>>,
jestližepro všechna« z tohotointervalu < a; b > je f(x) Sťír).

Poznámka. V definici 10. připouštímetaké rovnost, protože se
může stát, že funkce f(x) nabývá funkční hodnoty f(x,) ve více bodech;
např. funkce y — sin z v intervalu < 0; 41 >>.

Podíváme-li se na graf funkce y = f(x) v obr. 24, upoutají naši po
zornost body c, resp. d, v nichž má graf funkce jakési vrcholy. Oba
body mají jednu společnou vlastnost, a to: tečny sestrojené v nich ke
křivce jsou rovnoběžné s osou x. Bodům těchto vlastností říkáme r e
lativní nebolokální extrémy. Vboděcjepak lokální
maximum; v boděd lokální minimum. Lokálníextrémy
jsou určeny definicí:

Definice 11. Funkcef(x)ma v boděc lokálnímaximum,existuje
takové okoli bodu c, že pro všechna « z tohoto okoli je f(x) Sť(c).
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Funkce f(x) má v boděd lokální minimum, existuje-li takové okolí bodu d,
že pro všechna « z tohoto okolí je f(x) = f(d).

Řekli jsme již, že v bodech, v nichž nastává lokální extrém, je tečna
rovnoběžná s osou r. A protože směrnice tečny je určena derivací
funkce, musí být derivace rovna nule v takových bodech, v nichž má
být lokální extrém.

Věta 20. Má-li funkce f(x) v boděc lokalni extrém, pak existuje
f'(c), je Ú(c) = 0.

Uvedená věta 20 se však nedá obrátit. Je-li f“(c) — 0, může v bodě c
nastat lokální extrém, nebo také nemusí.

Abychom zjistili, zdali v bodě c je skutečně lokálníextrém, musíme
vyšetřit okolí bodu c.2

Obr.27-31 41013
=

Obr. 28 Obr. 29

 —h=

Jestliže v nějakém okolí bodu c je pro £ < c derivace f'(r) < 0, tj.
funkce je klesající a pro £ >>c je f"(x) >>0, tj. funkce je rostoucí, na
stává v bodě c lokální minimum (obr. 25).

Je-li v nějakém okolí bodu c pro z < c derivace f"(x) >>0, tj. funkce
je rostoucí a pro x>> c je f'(r) < 0, tj. funkce je klesající, nastává
v bodě c lokální maximum (obr. 26).

Jestliže však je funkce v celém okolí bodu c rostoucí (obr. 27) nebo
klesající (obr. 28), nenastává v bodě c lokální extrém, i když je f'(c) =
= 0.

Příklad 43. Vyšetřeme průběh funkce y —x*—3x a zakresle
mejejí graf.

Položíme-li derivaci y' = 3x*— 3 rovnou nule, dostaneme body,
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v nichž mohou být lokální extrémy
313 —3-—=0,

w-=l;x = —L1.
Vyšetříme-li okolí bodu x; = 1, zjistíme, že např. y'(0,5) = 3. 0,5%—

— 3 = —225; 4'(1,5) — 3.152 — 3 = 3,75. Je tedy v bodě x, = I
lokální minimum. Zkoumáním okolí bodu 7+= — 1 se přesvědčíme, že
y(— 15) =3.(— 15) —3—=3,75 a y(— 05) =3.(05)* —3 = ——2,25.Vboděz,——1 jetedylokálnímaximum.

Protože první derivace funkce udává směrnici tečny, můžeme podle
definice 9. určit intervaly, v nichž je funkce rostoucí nebo klesající.
Pro x, která vyhovují nerovnosti

y —=3:—1)>0
bude funkce rostoucí.

«2*—1>0,
4>1,

tj.
x< —lneboz>>1.

(Dokončení)

Rudolf Cihlář, České Budějovice:

Použití analytické geometrie při řešení
planimetrických úloh

V kategorii A IX. ročníku MO byl tento příklad:
V rovině je dána úsečka AB a uvnitř úsečky je dán pohyblivý bod M.

Nad úsečkamiAM, BM jako stranami sestrojíme čtverceAMCDa BMEF
tak, aby ležely v téže polorovině vyťaté přímkou AB.

a) Zjistěte, jaké je geometrické místo středů úseček, které spojují
středy obou uvažovaných čtverců.

b) Přímky AE, BČ se protinají v bodě N. Ukažte, že přímky MN
procházejí jediným bodem.')

a) Nejprve si vhodně zvolíme souřadnicovou soustavu, a to tak, že
počátek O soustavy bude v bodě A a osa r bude procházet bodem £B.
Zvolme vnitřní bod W úsečky AB a sestrojme čtverce AMCD, BMEF.
Jednotlivé vrcholy mají souřadnice:

A(0; 0) B(a; 0), M(u; 0), Č(u; u), D(0; u), E(u; v), F(a; v), přičemž
U= AM, v= MB, u+ v=a, O<u<a, O<v<a. Středy8, S
čtverců jsou

1) Zmíněná úloha v MO byla poněkud jiná.
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11 , 1 1s(5=+")+357)
Střed H úsečky SS" je podle toho

3 1 l 1 |Hlutinrtr):4

J
R

. i
| i

VS | ÁN
ae LINIIXKr FP SSI VO

Ta
< | | / ba) VÍ

/ < | | N| l |jE n i ně L
O=A „M B *1,1

| /p
| /:/
| /
|/

va

Obr. 1

poněvadž 4 + v = a, můžeme psát
l l l

"be +T"+“).
Odtud je patrné, že ať je u jakékoli, souřadnice y bodu H je stále rovna

vw V

1% tj. je konstantní. Geometrickyto znamená,že bodH ležívždy na rov
noběžce s osou z, čili s danou úsečkou AB. Ke geometrickému místu však
nenáleží celá přímka, nýbrž jen úsečka. Její krajní body dostanemetak,
že v souřadnici r bodu H za u položíme jednak u = 0, jednak u = a

199



(tj. meze pro u). Obdržíme tak body

1 l 3 lKlbapd).A
Vidíme, že geometrickým místem bodů O je úsečka KL.
Poznámka. Pro úplnost důkazu by bylo potřebíještě ukázat, že

každý bod úsečky KL je středem úsečky spojující středy čtverců AMCD,
BMEF.

b) Abychom provedli důkaz druhého tvrzení, zjistíme nejprve sou
řadnice průsečíků N přímek AE, BC. Rovnice těchto dvou přímek jsou

VAE= = —4 u“

BC=y=3-4,
tj.

BO=y=—— (e—a).
Vidíme, že součin směrnic těchto dvou přímek je roven —1, a tudíž

AE | BC. Průsečík N přímekAE, BC je

N au au“
udp 0 ' užv?

Přímka MN má rovnici, které lze dát po kratší úpravě tvar
y (au —uš— v) = av(r— u). (2)

Tato rovnice při proměnném u představuje soustavu přímek. Pro každé
pevně zvolené u dostaneme jednu přímku soustavy. Jestliže tato sou
stava obsahuje vesměs přímky procházející pevným bodem, dostaneme
tento pevný bod tak, že zvolíme dvě zvláštní přímky a jejich průsečík
je žádaný bod. První takovou přímku dostaneme, položíme-liv rovnici (2)

= a t =a
U = 34 A potom v— —a.

Tato přímka má po kratší úpravě rovnici
dr -+y=a. (3)

Druhou zvláštní přímku dostaneme pro
2 l

u=%0, atedyv=% (3)
Tato druhá přímka má rovnici

da — y= Wm. (3"")
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Řešením soustavy rovnic (3) a (3') obdržíme

a to jsou souřadnice bodu, jímž procházejí všechny přímky dané rov
nicí (2).

(Redakci provedl S. Horák)
1 1

Cvičená1. Přesvědětese přímým dosazením,že bod E 0— 9
vyhovuje rovnici (2).

2. Do rovnice (2) dosaďte za u jiné hodnoty a ze získaných rovnic
znovu vypočtěte souřadnice bodu, jimiž procházejí všechny přímky
určené rovnicí (2).

Jaroslav Krbila, VŠLD,Zvolen:

Riešitelnosťa geometrická interpretácia
sůstavy dvoch lineárnych rovníc

(Dokončenie)

B) Determinant sústavy je rovnýnule,tj. D = 0.
V tomto prípade podla vety 3. platí

a, = ka1, by= kb, (8)

Rozlišujme tieto prípady:
a) Predpokladajme, že

Dz+550,Dy0. (9)
Sústava (4) vyzerá nasledovne

0.x= D,,
0 .y—=D,.

Je zrejmé,že táto sůstava nemá riešeniea preto ani sůstava (2)
je nie riešitelná.

Z predpokladov (8) vyplýva, že sústava (2) má tvar
mt +-by=u,

kaz + ky = G,
kde cz3£ ke, a k 55 0. Lebo keby c, — key, tak by podla vety 4. D, =
= D, = 0,čo je proti predpokladu (9).Keby k = 0, tak by az = 4, = 0
a to sme predpokladom vylůčili. Sústavu (10) móžeme nahradit ekvi
valentnou sústavou

(10)
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az+-bys,
at +-by=e, (11)

kde „“2 k.
V sústave (2) a teda aj (11) za uvedených predpokladov je bd,7 0,

pretože keby b, = 0, tak by determinant

C

cy, by
C te, kby

čo je spor s predpokladom (9). í
Podobne sa ukáže, že pri podmienkách (8) a (9) musí byť aj a, 74 0.

/ |

ZÓT
Obr. 2 Obr. 3

C1 , by

Cz , bz
D, = = = 0,

Cs, 020)

Rovnice sústavy (11) aj (2) sů rc /nicami dvoch rovnobežných pria
mok, ktoré nie sú rovnobežné so súradnicovými osami a vytínajů na
ose y odlišné úseky (viď AG roč. 37, č. 3., veta 3).

Príklad 2. Riešmesústavurovníc

—21+ y=2,De (12)
Výročrom dostaneme D = 0, Dy,= —3, D, = —6, pretc sústava je

ner: žsseíná. Priamky dané sústavou (12) sů narysované na obr. 2.
pb)Ak D, = 0, D,5 0, sústava (4) a teda aj sústava (2) je nie rieši

telná.

Zistíme, aké sů koeficienty takejto sústavy. Z podmienky D = 0 vy
plýva az = ka, db,= kb; a z podmienky D, = 0 vyplýva cz= hey,bz=
= Aby.Ak k = h potom platí az = kay, bz = kby,c, = key ale potom aj
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D, = 0, čo je však spor s predpokladom. Preto móže byť len k 3£ A.
Z toho a z rovností b, = kb, b, = hb, vyplýva, že musí byť b; = db,= 0.
Sústava (2) má teda tvar

MT=,
AX= 0, (13)

kde koeficienty a, a a, sů rózne od nuly. Sústavu (13) móžeme ešte
napísať takto

MT=Ů,
kax = hu,

kde
ka- hak=y0.

Preto geometricky (vid AG, roč. 37, č. 3, veta 4.) sů rovnice sůstavy
(13) rovnice dvoch róznych rovnobežiek s osou y.

V Príklad 3. Na obr.3 sú narysované priamky sústavy

2 £ = 4 ;
3x= —3.

c) Pripad, keď D, 350 a Dy=0
sa preverí analogicky. Geometricky
predstavuje dve rózne priamky rov
nobežné s osou «.

Príklad 4. Na obr. 4 sú na
X rysované priamky sústavy

y=3,
Obr.4 —2y=0.

d) Ak D, = 0, D, = 0, tak podla vety 3. plati

a = ka, by= kbi, Ča= ku
Sústava (2) má tvar

AT- By=4,
kaz + kbxy= key, (14)

kde
k30.

Vidíme, že druhá rovnica je násobkom prvej. Podla AG, roč. 37,
č. 4, veta 6., rovnice sůstavy (14) sů rovnicami tej istej priamky. My
budeme hovorit, že sů to rovnice dvoch splývajúcich priamok. Tie však
majů nekonečne mnoho spoločných bodov. Sú nimi všetky body priamky.
V zhode s tým hovoríme, že sústava (14) má nekonečné mnoho riešení.
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V tomto prípade můžeme jednu rovnicu pri riešení vynechať a riešime
len jednu

az +bBy=a (15)
Dyvojicu(X, Yo),pre ktorů platí rovnosť

ULT BY=,
budemenazývat partikulárnym riešením rovnice(15)a
tiež partikulárnym riešením sústavy (14).

Všeobecným riešením rovnice(15)a tiež sůstavy(14)na
zveme množinu všetkých jej partikulárnych riešení.

Ak v rovnici (15)
1. ax 7 0, by, 0 tak všeobecnériešenie je množina dvojíc

C — by„v AE
kde y je Iubovolné reálne číslo, ktorú móžeme zapísať tiéž vo tvare00 ;

1

kde x je Ilubovolné reálne číslo.
2. a1— 0,5, 35 0. Rovnica (15) má tvar:

Jej všeobecné riešenie je

kde x je lubovolné reálne číslo.
3. A1= 0, b, = 0 vtedy všeobecné riešenie je

C1

(č )
kde y je lubovolné reálne číslo.

Z geometrického hladiska partikulárne riešenie rovnice (15) predsta
vuje bod priamky (jeho sůradnice) a všeobecné riešenie je množina
všetkých bodov priamky, ktorá je daná rovnicou (15). V prípade 2. je
to rovnobežka s osou y, resp. pri c, = 0 os y a v pripade 3. rovnobežka
S osou £, resp. pri c, — 0 08 z.

Príklad 5. Rieštesústavu:

—6x+ 2y=1,

V tomto prípade D = D, = D, = 0, preto existuje nekonečnemnoho
riešení. Z predchádzajůceho vieme, že druhá rovnica je násobkom prvej.
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Pozorný čitatel hneď zbadá, že druhá rovnica je prvá rovnica vyná
sobená, číslom —2. Preto riešime rovnicu:

—6x + 2y =1.
Všeobecné riešenie tejto rovnice a teda aj sústavy (16) je

l — 0xX7)
kde £ je lubovolné reálne číslo.

EN a VA
, CK

Obr. 5 Obr. 6 Obr. 7

v oa l Z LAM 2

Partikulárne riešenie je napr. ( pak Na obr. 5 sů kvóli názornosti
naznačené dve splývajúůcepriamky dané sústavou (16), dvoma blízkymi
rovnobežkami.

Získané výsledky za predpokladu, že aspoň jeden z koeficientov ag, by
a aspoň jeden z koeficientov a,, b, v sústave (2) je rózny od nuly,
zhrnieme do prehladnej tabulky:

RiešitelPredpokladynosťsústa-| Geometrickáinterpretáciarovníc
vy
Existuje

D50 jediné Róznobežky Obr. 6
riešenie B

nerovnobežné
Dz £ 0, Dy £ 0 s osami Obr. 7

D=0|Dg=0,Dy 0 Riešenie nes ra ajůce rovnobežné Obr. 8
7 "8 neexistuje | vnoběžky. s osouy

O rovnoběžné
Dz = 0,Dy =0 S osou £ Obr. 9
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Kvóli úplnosti vyšetrime aj prípad sústavy (2), keď nie sú splnené
vyššie uvedené obmedzenia, aby aspoň jeden z koeficientov a, d, a
aspoň jeden z koeficientov az, b, bol rózny od nuly.

Sú to typy:
a)

Aax+ 0y= 4,
Ox+ 0y = a,

kde a, 7 0. Ak c, 35 0 sústava je neriešitelná. Ak c, = 0 je riešitelná
a má nekonečne mnoho riešení. Všeobecnériešenie je

C1

(E , ) )
kde y je libovolné reálne číslo.

Riešitelná súůstava (17) geometricky predstavuje rovnobežku s osou
y, resp. os y a všeobecné riešenie dávajů dvojice súradníc všetkých jej
bodov.

(17)

Obr. 8 Obr. 9 Obr. 10

b) Sústava
Oz+ buy=u,
Ox+ 0y = ©,

kde b, 7 0 sa vyšetrí analogicky ako sústava (17). Ak je riešitelná,
predstavuje rovnobežku s osou «, resp. os «.

c) Sústava
Oz+ 0y=,
Oz+ 0y = a,

v prípade, že aspoň jedno z čísel c,, c, je rózne od nuly je neriešitelná.
Ak c, = 6, = 0, je riešitelná a riešením je každá dvojica (x, y), kde «,
y sú Iubovolné reálne čísla. Geometricky toto riešenie predstavuje celú
rovinu, danů súradnicovými osami.

Záveromchcemeupozorniťna to, že pri používaní uvede
nej tabulky treba mať na zreteli predpoklady,
za ktorých platí, pretoženapr. v sústave(18)je D = D, =
= D, = 0a predsa nemusí byťriešitelná.

(18)
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Jaroslav Šedivý, PI,Praha:

Mocnost bodu ke kružnici

Pojem mocnosti bodu ke kružnici je velmi užitečný pro studium
vlastností kružnic. Starší odběratelé časopisu jej jistě znají!). V článku
probereme stručně základní vlastnosti tohoto pojmu; jeho použití si
ukážeme později, především na svazcích kružnic. Látka je většinou
velmi jednoduchá a názorná. Podrobně provedeme jen důkazy, které
by mohly činit potíže, ostatní věty si dokáže čtenář snadno sám podle
daného návodu.

Přesvědčíme se později, že svazek kružnic obsahuje kružnice různého
poloměru a že je vhodné považovat za kružnice svazku i jisté body.
Budeme je nazývat kružnicemi s nulovým poloměrem, krátce nulové
kružmce, označíme je velkými písmeny, např. S, 84. Nulová kružnice
obsahuje jediný bod, který je současnějejím středem. Říkáme, že každá
přímka, která prochází bodem S, je tečnou nulové kružnice S, žádná
přímka není její sečnou. Budeme říkat, že nulová kružnice S se dotýká
nenulové kružnice k, leží-li bod S na kružnici £. Dvě nulové kružnice
jsou buď totožné, nebo nemají společný bod. V dalším textu budeme
rozumět kružnicí jak kružnici nenulovou, tak kružnici nulovou.

Definice 1. MocnostiboďuX ke kružnici k = (S, r), r = 0, na
zveme číslo SX%— r*, jež označíme M(X, k) nebo krátce M(X).

Poučka 1. Budiždána kružnicek = (S, r), r = 0. Pak platí:
a) každý bod X má k dané kružnici jedinou mocnost, |
b) nejmenší mocnost k dané kružnici má její střed M(S, k) = — ??,
c) vnější body kružnice k mají ke k mocnost kladnou,
d) body kružnice k maji ke k mocnost nulovou,
e) vnitřná body kružnice k mají ke k mocnost zápornou,

f) tvrzení c) až e) lze obrátit: je-li M(X, k) = 0, je bod X po řadě vněj
ším bodem kružnice k, bodem kružnice k, vnitřním bodem kružnice k,

g) je-lů X vnějším bodem k a je-h T' bod dotyku tečny vedené z X ke k,
je M(X, k) = XT?,

h) množinou bodů, jež maji ke k danou mocnost M = — *?, je kruž
micek' se středemS a poloměremr' = VM + r

Důkaz. Každému X přísluší jediné číslo SX a tedy též jediné
M(X), které je nejmenší při SX — 0. Tvrzení c) až e) plynou ze zná

1) O mocnosti bodu ke kružnici byl již uveřejněn v časopise článek S t.
Horáka: Mocnost bodu ke kružnici, Rozhledymatema
ticko-fyzikální, roč. 35, čís. 1 a 2, 1957.
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mých vztahů SX > r, SX = r, SX < r. Tvrzení f) dokažte nepřímo.
Tvrzení g) plyne pro nulovou kružnici okamžitě, protože je S=T,
pro nenulovou kružnici je dokážete snadno z trojúhelníka SX7T(obr. 1).
Poslední tvrzení dokažte výpočtem čísla SX — r". Přesvědčte se, že je
pro každý bod X kružnice k' číslo M(X, k) = M.

Poučka 2. Budiž dána nenulová kružmce k= (S, r) a bod X;
veďme jim libovolnou sečnu protínající k v bodech A, B. Pak platí
M(X, k)| = XA.XB.

Důkaz. Nechť je X vnějším bodem k, označme střed úsečky AB
písmenem C (obr. 1). Pak platí

M(X)| = MX) = SX? —r* = XO*+ OS? — (OB?+ CSP)—
— XC? — CB? — (XC — CB) (XC +- CB) = XA.XB.

Obr. 1 Obr. 2

Je-li X bodem kružnice k, je M(X) = 0, jeden z bodů A, B splyne
s X asoučinXA.XB=0.

Je-li X vnitřním bodem kružnice k, (obr. 2),platí
MX =—MAX) =" —SXž = CB?+ GS?—((S?*+- (X2) =

= ČCBX—ČCX*= (CB— CX) (CB +- ČX) = XA.XB
Důkaz je správný i pro Č = 8, pak je ovšem CS = 0.

Poučka 3. Mějme dány dvě dvojice bodů A, B a C, D na dvou
různoběžkach s průsečíkem P, který je různý od A, B, C, D. Nechť leží P
buď současně uvmitř nebo současně vně úseček AB, CD a nechť je PA.
„PB —=PČ. PD. Platí:

a) jsou-li obě úsečky AB, CD nenulové, leží body A, B, C, D na kruž
m1,

b) je-li AB nulová, ČD nenulová úsečka, leží body C, D na kružnici,
která se dotýká přímky PÁ v boděA.
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Důkaz. Při důkazu tvrzení a) sestrojte kružnici procházející body
A, B, Č a označte její další průsečík s přímkou PC jako D'". Dokažte,
že je D' = D. V případě b) sestrojte kružnici, která prochází bodemC
a dotýká se přímky PA v bodě A, dále postupujte obdobně jako při
důkazu tvrzení a).

Hledejme nyní body, které mají stejnou mocnost ke dvěma kružni
cím. Mocnost bodu X ke kružnici k„ budeme značit M,(X).

Poučka 4. Jsou-li dány dvě nesoustřednékružnice ky= (84, r1),
k, = (S, r,), existuje na přímce S,S, jediný bod P takový, že M, (P) =
= M, (P)
k Důkaz. Sestrojíme bod P nejprve'v případě, že k,, k, jsou ne
nulové. Provedeme stručně rozbor podle obrázku 3. Platí-li pro bod P
vztahM, (P) = M; (P), pak PA. PB= PC. PD. Bod P leží buď sou

časně uvnitř Rx, kp,nebo součas
ně na K, kz, nebo současně vně
ky, kp. Body A, B, C, D pro
chází vždy jediná kružnice (po
dle poučky 3.).

Z rozboru plyne následující
konstrukce: Zvolíme body A, B
kružnice k; na přímce S,9S;,a bod
C na k, tak, že přímka C/S,je kol
má k 9,9%.Sestrojíme kružnici k;
procházející body A, B, C a je
jí další průsečík s k, - bod D.
Průsečík přímek AB, CD je hle
daný bod P.

Správnost konstrukce lze doká
zat takto: Podle poučky 2 platí,

Obr. 8 že je |M, (P) — PA PB,

M (P) = PČ. > M;(n —PA.PB = PČ .PD; dostávámerovnostP)| = M; (P)|. ČíslaM, (P), M; (P) jsou však buď současně rovna
ale nebomají stejné znamení?),platí tedy i rovnost M, (P) = M;(P).

Počet řešení je pro nás velmi důležitý. Ukážeme, že všechny kroky
konstrukce lze provést jednoznačně. Body A, B, C neleží v přímce,
existuje jediná k. Tečna bokružnice k, je rovnoběžná s AB, ale tečna
kružnice k; v bodě C nemůže být táž (bylo by Č= C, S4,= 8). Kruž
nice k;, k; nemají v bodě C společnou tečnu a protínají se v dalším
bodě D>é0. Přímka CD=4t, protne AB v bodě P. Úloha má vždy
jediné řešení.

2) Leží-li P vně kz, leží vně úseček AB, CD a tedy vně kružnic K3,kg,
je pak M; (P) > 0, M; (P) > 0 (poučka 18). Je-li P bodem kz, je M; (P) =
= 0, M, (P) = M, (P) = 0. Leží-li P uvnitř kz, leží uvnitř úseček ÁB, CD
a tedy uvnitř kružnic ky,kg,je M, (P) < 0, M, (P) < 0.
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Je-li jedna z kružnic k;, k, nulová (např. k,), sestrojíme bod P po
dobným způsobem. Pomocnou kružnici 4; sestrojíme tak, aby se do
týkala přímky 9,9, v bodě S, = k, (obr. 4). Řešení provede čtenář
snadno sám podle daného vzoru. Jsou-li obě kružnice nulové, je hleda
ným bodem střed úsečky S,9S;.Podmínka M, (P) — M, (P) je totiž ekvi
valentní se vztahem $,P = S;,P.

Poučka 5. Množinou bodů, jež mají k daným dvěmanesoustředným
kružnicím stejnou mocnost, je přímka kolmá ke středné daných kružnic.

Důkaz. Bod P z předešlé poučky leží zřejmě na této přímce;
označme ji c (obr. 3 a 4) a její libovolný bod Y Ze vztahu M, (P) =
— M, (P) dostanete po přičtení čísla PY? k oběma stranám rovnost
M, (Y) = M,(Y). Je-li obráceně Z libovolný bod, pro který platí
M; (Z) = M, (Z), označte písmenem © patu kolmice vedené jím ke
středné. Odečtením čísla Z0? od obou stran rovnosti M, (Z) — M; (Z)
dostanete M; (©) — M, (©). Podle poučky 4 je P= ©, bod Z leží na
přímcec.

Definice 2. Přímku,jež je
množinou bodů, které maji stejnou
mocnost k dvěma různým kružmcim,
nazveme chordálou těchto kružnic.
Chordalu kružmce kz,k, budeme značit
Cin nebo Cin.

Poučka 6. Mějme dány dvě
různé kružnice ky, kg,pak platí: y

a) jsou-li k,, k, soustředné, neexis
tuje bod, který by měl k oběma stejnou
mocnost,

b) jsou-lt ky,k, nesoustředné a pro
timají se v bodech A, B, je cx,= AB,

c) jsou-li ky, k, nesoustředné a do
týkají se v bodě T', je jejich společná Obr. 4
tečna v tomto bodě jejich chordálou,

d) ze všech bodů chordály má k oběma kružnicím nejmenší mocnost bod
na středné.

Důkaz. Tvrzení a) dokažte nepřímo, z rovnosti M, (X) = M, (X)
plyne 7, = 72, což je vyloučeno. Druhé tvrzení je zřejmé z toho, že A
i B leží na cy,. Třetí tvrzení dokážete, uvědomíte-li si, že bod T leží
na 012.Poslední tvrzení plyne z toho, že M(Y) je nejmenší při nej
menším SY

Poučka 7. Mějme dány tři různé kružnice ky, kz, kz, z niché žádné
dvě nejsou soustředné. Pak plati:

a) leží- středy 94, 92, 93 daných kružnic v přímce, jsou chordály (19,
C23,C31Navzájem rovnoběžné,

4
X< | Ne“

C/
/
||

N
C
P
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b) neleži-lů středy S94, Sx, 93 v přímce, jsou chordály C19)Co3)CayTŮZNO
běžné a procházejí jedním bodem.

Důkaz. V případě a) jsou přímky €12,C3, C3,kolmé k téže přímce
a tedy rovnoběžné. V případě b) jsou přímky 4S;8;, 959; různoběžné,
přímky C2; Cs3k nim kolmé jsou také různoběžné a protínají se v bodě
P (obr. 5). Platí M, (P) —M, (P), M; (P) = M; (P), tedy též M; (P) =
—=M, (P) a bod P leží na chordále csg.

Definice 3. Bod, který má stejnou mocnostke třemnavzájem růz
ným kružmicím, nazveme potenčním středem těchto kružnic.

Neleží-li středy tří kružnic v přímce, existuje právě jeden potenční
střed těchto kružnic. Leží-li středy tří navzájem různých kružnic
v přímce, pak buď nemají dané kružnice žádný potenční střed, nebo
mají nekonečně mnoho potenčních středů. Prvý případ nastane, jsou-li
některé dvě chordály c, C3, C3,různé rovnoběžky, druhý případ na
stane při C419= (93= Gay.Obrázky si nakreslí čtenář snadno sám; po

C341

Cy2 k Čas
2 K3

k /Í
A ŠD

— S MĚZ Ss

(
Obr. 5

slední případ nastává např. tehdy, mají-li všechny tři kružnice společné
dva různé body A, B.

Je patrno, že jsme při důkazu poučky 4 použili zvláštní polohy po
tenčního středu kružnic k, kz, kg.

Na konci článku jsou zařazena cvičení s dostatečnými návody k ře
šení. Na některá z nich se budeme později odvolávat.

Cvičení.

1. Zvolte kružnici k = (S, r) a přímku p. Vypočítejte mocnost bodu X
přímky p ke kružnici k a naneste úsečku XY velikosti |M(X, k)| na kolmici
vedenou bodem X k přímce p. Je-li M(X) kladné číslo, naneste úsečku XY
do jedné poloroviny vyťaté přímkou p, je-li M(X) záporné, naneste ji do
opačné poloroviny. Přesvědčte se, že množinou bodů Y je parabola.
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2. Zvolte dvě nesoustředné kružnice k, == (Sy, 74), kz = (92, 72). Sestrojte
bod X, pro který platí M; (X) = 5r3, M, (X) = 2r3. (Užijte věty lh, polo
měr 7“sestrojte graficky.)

3. Je dána přímka č a dva různé body A, B, jež neleží na 7. Sestrojte
kružnici, jež prochází body A, B a dotýká se přímky 7. (Sestrojte bod dotyku
tečny č s hledanou kružnicí. Je-li přímka AB rovnoběžná s 7, leží bod T
na ose úsečky AB. Protíná-li přímka AB tečnu ť v bodě P, který leží vně
úsečky AB, je PT? —PA ..PB.)

4. Dokažte větu obrácenou k větě 6b): je-li chordálou dvou kružnic kx,
k, přímka AB, kde A, B jsou dva různé body kružnice k, prochází též
kružnice k, body A, B. (Určete čísla M;(4), M;(B) a užijte věty If.)

5. Dokažte větu obrácenou k větě 6c): je-li chordálou dvou kružnic kg,
k, přímka c, která se dotýká kružnice k; v bodě C, dotýká se také kružnice
k, přímky c v bodě C. (Určete polohu bodu C ke k; pomocí čísla M,(C) a vy
voďte spor z předpokladu, že by kružnice k;, k; měly společný bod různý
od C.)

6. Sestrojte pomocí poučky 7b) chordálu dvou nesoustředných kružnic
ky, k„, jež nemají společný bod. (Zvolte k;, která protíná k, i k„ a nemá
střed na S;,S,. Průsečíkem chordál c33,C234prochází chordála c.)

7. Sestrojte chordálu dvou nesoustředných kružnice,z nichž aspoň jedna
je nulová. Čo je chordálou dvou různých nulových kružnic?

8. Jakou polohu vzhledem ke středné S,S, kružnic k, k; mají ty body
X, Y chordály c3;,pro které platí M$(X) — My(Y) = MAY) = M.X)?

9. Sestrojte potenční střed tří kružnic, jejichž středy neleží v přímce,
je-li aspoň jedna z těchto kružnic nulová. Co je potenčním středem tří
nulových kružnic?

10. Nechť mají kružnice k;, k; dva různé společné body A, B. Zvolte
kružnici k; tak, aby právě jeden z bodů A, B ležel uvnitř k;. Dokažte, že
pak je potenční střed kružnic kg,kz, k; vnitřním bodem každé z nich.

Deskriptivní geometrie

Karel Drábek, ČVUT,Praha:

Sestrojení elipsy a hyperboly
pomocí dvou pevných kružnic

Při sestrojování jednotlivých bodů elipsy nebo hyperboly pomocí
jejich ohniskových vlastností hledáme průsečíky dvou kružnic, které
splňují předepsané podmínky. Pro každé dva body potřebujeme dvě
takové kružnice, což není výhodné při větším počtu bodů. Umožní nám
to proto konstrukce, při které použijeme jen dvou pevných kružnic,
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které nazveme řídicími kružnicemi. Uvidíme, že pro elipsu, příp. pro
hyperbolu, musí být kružnice zvoleny ve zcela určitých vzájemných
polohách.

Před samotnou konstrukcí zavedeme označení a úmluvy, které zjed
noduší vyjadřování.

Pevné řídicí kružnice označíme k,, k,, jejich středy F, F; a polo
měry ry, 72. Předpokládejme, že je F; =5 Fy, ry >>r,, Kružnice k4, k,
nejsou tedy ani soustředné, ani shodné.

Víme, že takové dvě kružnice mají vždy dva různé středy stejno
lehlosti. Jestliže ze středu stejnolehlosti O lze sestrojit k oběma daným
kružnicím dvě různé společné tečny, nazveme jej hyperbolickým středem
stejnolehlosti a označíme indexem h vpravo dole. Jestliže z něj nelze
sestrojit žádnou společnou tečnu, pak jej nazveme eliptickým středem
stejnolehlosti a označíme indexem e vpravo dole.

Oba středy stejnolehlosti rozlišíme ještě jiným způsobem, což bude
užitečné zejména v případech, kdy tyto středy jsou téhož druhu, tj.
buď oba eliptické, nebo oba hyperbolické. K tomu využijeme způsobu
jejich sestrojení. Střed stejnolehlosti O získaný pomocí souhlasných
(příp. nesouhlasných) rovnoběžných poloměrů v kružnicích ky, k;, oby
čejně zvaný vnější (příp. vnitřní), nazveme souhlasným (příp. nesou
hlasným) středemstejnolehlosti a označíme jej indexem s (příp. n) vpravo
nahoře.

Obě kružnice k, k; mohou být celkem v pěti různých vzájemných
polohách. Podrobně se budeme zabývat případem, kdy jsou oba středy
stejnolehlosti eliptické (věta 1, obr. 1) a případem, kdy oba tyto středy
jsou hyperbolické (věta 2, obr. 3). Jestliže se obě kružnice dotýkají,
pak vyloučíme z úvah střed stejnolehlosti, který je ve společném bodě
dotyku (obr. 2 a 4). Tyto dva případy jsou uvedeny jako úlohy 1 a 2,
které proveďte již sami jako cvičení. Rovněž případ dvou protínajících
se kružnic (obr. 5), uvedený v úloze 3 je cvičením.

Provedemenynítuto konstrukci
Středem stejnolehlosti veďme sečnu k jedné (a tedy i k druhé) kruž

nici. Odpovídající si průsečíky ve stejnolehlosti označíme U,, Uz, příp.
Vy, V3; odpovídající si přímky jsou pak F,U1, F;U;, příp. F,Vy, F,Vg.
Dvě různoběžné (tj. ve stejnolehlosti si neodpovídající) dvojice F,U,,
F,V2, příp. F,Vy, F,U;, se protínají v bodě M, příp. N.

Pro eliptické středy stejnolehlosti platí:
Věta 1. Průsečíky M, N, ... různoběžnýchpřímek neodpovídajících

si ve stejnolehlosti podle popsané konstrukce leží na elipse s ohnmiskyve
středech Fy, F, řídicích kružnic ky, kp, která má hlavní osu pro souhlasný
střed rovnou rozdilu poloměrů Ty— T, pro nesouhlasný střed rovnou součtu
Ty+ 7, těchto poloměrů.

Důkaz (obr. 1). Zvolme řídicí kružnici k; uvnitř kružnice k,. Je
třeba ukázat, že bod M, který dostaneme při užití souhlasného středu
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stejnolehlosti Ož, leží na elipse s vlastnostmi uvedenými v dokazované
větě.

K tomu vyjádříme součet průvodičů

= n— r+ U3M— VM
Protože rovnoramenné trojúhelníky MV,U,a F,V,U;, jsou podobné,
plyne V,M = UzW, tudíž

FM + FM = ry—7, = konst.,
což jsme chtěli dokázat jako první část tvrzení.

Obr. 1

Uvažujme nyní nesouhlasný eliptický střed stejnolehlosti O£; body
rozlišíme čárkou vpravo nahoře. Pro sestrojený bod M“ dostaneme, že
součet jeho průvodičů je

FM + FM = FV, —VM + FU, + UM =
= nn —VM+ UM

Z podobných rovnoramenných trojúhelníků M'V1U', F,V.U, opět
plyne, že V.M' = U,M' a tedy

FM + FM = r + r, = konst.,
čímž je proveden důkaz celého tvrzení.

Uloha 1. Ukažte, že v případě,kdy se kružnice k, dotýká uvnitř
kružnice k; (obr. 2), je střed stejnolehlosti eliptický a nesouhlasný.
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Konstrukcí vytvořená elipsa má ohniska ve středech F';, F, řídicích
kružnic kg, kp a jeji hlavní osa má délku 2a = 73—72. Tato elipsa má
jeden hlavní vrchol v bodě dotyku obou daných kružnic.

Obraťme se nyní k hyperbolickým středům stejnolehlosti, pro které
platí obdobně:

Věta 2. Různoběžné ve stejnolehlosti si neodpovídající přímky uve
dené konstrukce se protínají v bodech hyperboly, která má ohniska ve stře
dech Fy, F, řídicích kružme ky, k, a hlavní osu rovnou rozdílu poloměrů
Ty— 7, jejich poloměrů (pro souhlasný střed), nebo rovnou součtu r4 + rz
těchtopoloměrů (pro nesouhlasný střed).

Důkaz (obr. 3). Musíme ukázat, že bod W získaný pomocí sou
hlasného hyperbolického středu stejnolehlosti Ož leží na hyperbole, vy

Obr. 3

hovující příslušné části z věty 2. Pro rozdíl průvodičů vzhledem k bodům
F, F, dostaneme

F,M — F,M| = |ViM — V,F, — (U,M — U,„Fy)|=
= |VIM — UzM — r + ra = [ra— nl = "1 — 72= konst.,

protože z podobných rovnoramenných trojúhelníků M V,U,, F;V,U,
zase plyne, že V,M — U;M.

Podobně pro nesouhlasný hyperbolický střed stejnolehlosti Oždosta
neme pro sestrojený bod M", že

F,M' —F,M'| = r, + r, = konst.,
neboťtrojúhelníky M'V.U', F,V,U, jsou zase rovnoramenné a podobné.

Poznámka I. Podle způsobu vytvoření leží body M" na téže
větvi hyperboly. Druhou větev bychom získali třeba tak, že bychom

2l5



u kružnic k;, k; změnili poloměry tak, že by bylo 7; >>r, při splnění
podmínky 2a = r4— 11.

Úloha 2. Jestližekružnice k,, k, mají vnější dotyk (obr. 4), ukažte,
že střed stejnolehlosti je hyperbolický a souhlasný, takže vytvořená
hyperbola má pak ohniska ve středech F, F, řídicíchkružnic a hlavní
osu délky 2a = 71— 72.Tato hyperbola má jeden hlavní vrchol v bodě
dotyku obou kružnic kg, kz.

Obr. 4

Poznámka 2.V případěvytvořeníhyperbolyplyne z konstrukce,
že její asymptoty jsou rovnoběžné se spojnicemi bodu F, příp. F; s body
dotyku (společných) tečen ke kružnici k, příp. kp,sestrojených z přísluš
ného středu stejnolehlosti.

Obr. 5

Úloha 3. Ukažte, že když se obě řídící kružnice k,, k, protínají
v (různých) bodech P;, P; (obr. 5), pak pomocí hyperbolického středu
stejnolehlosti (který je souhlasným středem) dostaneme hyperbolu
s ohnisky F, F, a hlavní osou 2a = ry —7, užitím eliptického středu
(který je nesouhlasným středem) stejnolehlosti určíme elipsu s týmiž
ohnisky a hlavní osou 2a = ry T 72.Oba společné body P,, P; kružnic
ky, k, patří sestrojené kuželosečce.
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Poznámka 3. Kružnice k,, k; mohoubýt ve dvou případechdo
konce shodné a to v poloze uvedené na obr. 3, kdy existuje řešení pro
nesouhlasný hyperbolický střed a pro polohu na obr. 5, kdy existuje řeše
ní pro nesouhlasný eliptický střed stejnolehlosti.

Výsledku věty 1 nebo 2 lze využít při sestrojování bodů elipsy,
příp. hyperboly, která je dána ohniský a velikostí hlavní osy. Stačí
totiž zvolit řídicíkružnice kg,k; tak, aby byla splněna potřebná podmín
ka, stanovit střed stejnolehlosti vedoucí k řešení a pak již zřejmě vy
stačíme při konstrukci s jediným pravítkem. Je třeba upozornit na to,
že tato konstrukce (stejně jako ohnisková) je nepřesná v blízkosti hlav
ních vrcholů.

Poznámka 4. Osa souměrnostiúsečkyomezenébodem kružnice
k, a bodem kružnice k;, pomocí nichž byl sestrojen bod kuželosečky, je
osou úhlu průvodičů tohoto bodu a tedy tečnou v určeném bodě (viz např.
v obr. 1 osa úsečky U,V,, která je tečnou t*f v bodě MW,nebo osa úsečky
U, V', která je tečnou tM" v bodě M“).

Prof. dr. Vilém Santholzer, KU,
Hradec Králové:

Určování data pokusného nukleárního
výbuchu geometrickou konstrukcí

O tom, jak se u nás projevily pokusné nukleární výbuchy na Sahaře
v roce 1960, bylo již pojednáno“). Naše katedra fyziky se již pátý rok
zabývá soustavným sběrem nukledrního neboli atmosférického spaďu,
který je v podstatě rozprášenými štěpnými produkty. Štěpné produkty,
neboli zplodiny štěpení, jsou radioizotopy, vznikající štěpením uranové
nebo plutoniové nálože nukleárních pum. Od roku 1945 až do 1. 11. 1958,
kdy byly zásluhou Sovětského svazu, po dohodě tzv. atomových velmocí,
pokusné výbuchy dočasně zastaveny, bylo provedeno alespoň 200 nu

1) Rozhledy matematicko-fyzikální, roč. 39 (1960—61), č. 1, str. 1.
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kleárních výbuchů. Avšak v roce 1960 provedla Francie, která se chce
rovněž stát „„atomovou velmocí““,tři pokusné výbuchy na Sahaře, a to
dne 13. února, 1. dubna a 27. prosince. První výbuch byl nejsilnější,
energetický ekvivalent odpálené plutoniové pumy byl 60—80kilotun
TNT (60—80tisíc tun trinitrolotuenu). Druhý a třetí výbuch byl pod
statně slabší. Třetí výbuch se u nás projevil jen zvýšením průměrné
měsíční aktivity nukleárního spadu začátkem roku 1961, která již byla
velmi nízká, a to asi 0,2 milicuriena 1km?za měsíc.(1 milicurie je
tisícina jednotky radioaktivity curie; l me = 107?c.)

Velmi výhodné poměry pro sběr a měřeníaktivity nastaly u nás začát
kem března 1960, kdy nad naším územím přešel radioaktivní mrak z po
měrně silného prvního výbuchu na Sahaře. Radioaktivní mrak je mrak
neviditelný, je to obrovský „,oblak“ zamořených vzduchových mas,
tj. veliké množství pohybujícího se vzduchu, který obsahuje radioaktiv
ní štěpné zplodiny. Radioaktivní mrak z prvního saharského výbuchu
dospěl k nám až 17. den po provedení výbuchu, dne 1. března 1960. Šťast
nou náhodou u nás právě pršelo a srážky byly poměrně slabé, napršelo
pouze 1,2litru na 1m, avšak to již stačilo na důkladné „„vymytí“ovzduší,
na stržení radioaktivních částic ze vzduchu. Naše sběrná nádoba, i kont
rolní nádoba na střeše fakulty, obsahovala dne 1. 3. 1960 značně radio
aktivní vodu, takže z odparku jsme získali poměrně silný radioaktivní
preparát. Jeho počáteční aktivita beta byla asi 2,5 x 107%curie a ještě
dnes, po uplynutí šestnácti měsíců, je 7x 10719curie, takže se dá ještě
nyní dobře měřit a sledovat.

Podle několika dosud uveřejněných prací o zvýšení radioaktivity
ovzduší následkem prvního saharského výbuchu, i podle našich pozo
rování, je možno odhadnout, kudy probíhala trajektorie (dráha) radio
aktivního „,oblaku““.Probíhala ze Sahary přes Egypt, Israel, Írán, sev.
Indii, Vietnam, Tajvan, Tichý oceán, Panamu, Floridu, jižní Anglii a
Francii do střední Evropy. K nám radioaktivní oblak dospěl vlastně
až na začátku svého druhého oběhu kolem zeměkoule. Je možno odhad
nout, že se šířilprůměrnou rychlostí asi 100 km za hodinu a při přechodu
přes americký kontinent měl šířku asi 4000 km. I z toho je patrné, že ná
zvu „„oblak“používáme jen obrazně.

Březnové a dubnové zvýšení radioaktivity v r. 1960následkem sahar
ských výbuchů, prokázal také dr. Vratislav Havlovic se spolupracovníky
v Plzni, který nyní pracuje na katedře fyziky lékařské fakulty KU v
Hradci Králové. Podařilo se mu dokázat v tomto spadu i přítomnost
tzv. horkých částic. Horké částice vznikají aglomerací (shlukováním)
radioaktivních částic v ovzduší. Název je obrazný, „„horká““částice zna
mená částici s poměrně vysokou aktivitou, kterou je možno dokázat
autoradiograficky, tj. účinkem vlastního záření na fotografickou emulsi,
kde působí tmavou skvrnu. K zachycování horkých částic použil dr.
Havlovic lepkavých skleněných desek, které vystavoval 14—21 dnů.
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Pak byly desky potaženy ochrannou celonovou fólií a těsně přiloženy
k rentgenovému filmu, na němž se zobrazilý horké částice svým zářením.

Začátkem března 1960 jsme nasbírali ještě tři další, poměrně silně
radioaktivní vzorky nukleárního spadu z prvního saharského výbuchu.
Začátkem dubna jsme získali jeden slabý vzorek spadu z druhého vý
buchu, který bylo možno měřit jen asi měsíc. Potom jeho aktivita příliš
již zeslábla.

(Dokončení)

Inž. dr. Václav Šindelář, ÚN,Praha:

Kapalinové tlakoměry

(Dokončení)

Jiným typem kapalinových tlakoměrů je tlakoměr náadobkový,sche
maticky zobrazený v obr. 4. Sestává z nádobky naplněné zčásti tlako
měrnou kapalinou, pod jejíž hladinu zasahuje trubice zatavená do ná
dobkyý,nebo do ní vložená a utěsněná. Je-li trubice na horním konci
otevřená, je funkce nádobkového tlakoměru obdobná jako u otevře

ného tlakoměru U. Je-li trubice na
6 horním konci uzavřená, Ize nádob

$ kového tlakoměru použít jako ba
"s rometru. Tlakoměrnoukapalinou je

v takovém případě rtuť a prostor
nad rtutí v trubici musí být vzdu

= Mb choprázdný. Podrobněji se s baro
PYLYY— metry seznámímepozději v samo

aj E. |. A 1,1 statnémčlánku.Vraťmese nyní
k obr. 4. Byla-li počáteční úroveň
hladin kapaliny v rovině a —a, je-li

Á vnitřníprůřeztrubiceS,a volný
Obr. 4 vnitřní průřez nádobky S; (tj. ploš

ný obsah vnitřního průřezu nádobky
zmenšený o vnější průřez trubice), vystoupí kapalina v trubici 0 A,
a klesne kapalina v nádobce o hs, jestliže připojíme na nádobku nějaký
tlak p > b. Přitom zřejměplatí pro nestlačitelné kapaliny

S. m= 8. Wy. (7)
Protože celkový rozdíl hladin v trubici a v nádobce, který označmeA,

je roven
h=h+ ha, (8)
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dostaneme, dosadíme-li za 4, z rovnice (7), výraz
9 1h=htg h=h br (9)

Z toho je patrno, že bychom nemuseli provádět dvoje čtení, tj.
výšek hy,a ho. Postačí určit A, a tuto hodnotu buď násobit faktorem

l + a), nebo abychom po každém čtení nemuseli takový matema2

tický úkon zvlášť provádět, číst h, na stupnici, jejíž nejmenší dílky
nebudou rovny milimetrům, nýbrž budou v poměru

1 1+5 (10)
2

menší. Potom postačí číst na takové stupnici pouze výšku h; a známe

Obr. 6

přímocelkovouhodnotu 4. Takové stupnici říkáme stupnice re1
92

v běžných případech ani nutno stupnici redukovat, protože chyba, jíž
se dopouštíme, může být zanedbatelná, neprovedeme-li redukci. Zná
me-li A,vypočteme pak příslušný měřený tlak ze vztahu (1).

Řekli jsme si, že kapalinovými tlakoměry můžeme měřit malé tlaky,
nebo malé tlakové diference. Pro takové účely bývají trubice skleněné,
umožňující dobrou čitelnost výšky tlakoměrné kapaliny. Jedná-li se o di
ference malé, např. tlakové diference několika desítek milimetrů sloupce
rtuti, ale při vysokých absolutních tlacích, v okolí absolutního tlaku
100 at, nemůžeme již použít pro materiál trubic sklo, a to z pevnostních
a ovšem i z bezpečnostních důvodů. Lze použít trubic z různých ne
magnetických kovů nebo slitin, jež jsou ovšem neprůhledné. Čtení

dukovaná.Je-lipoměrdostatečněmalý| např.0,001| není
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umožníme např. tak, že na hladině rtuti uvnitř trubice umístíme mag
netický plovák, jehož polohu určíme třeba indukční cívkou navlečenou
na trubici.

Plováku lze použít i u tzv. plovákových tlakoměrů. Schematický řez
takovým přístrojem je na obr. 5. Je-li plovák dostatečně velký, umož
ňuje jeho poměrněvelká přesta vující síla přizměněvýšky hla
diny nejen indikaci (ozubenýmpřevodemručičkou na stupnici),
ale i plynulý zápis, čili registraci. Princip v obr. 5 naznačeného
přístroje je shodný s tlakoměrem U. Místo trubic je zde však nádoba
s dvojím koncentrickým pláštěm. Do prostoru mezi vnějším a vnitřním
pláštěm je přiváděn měřený přetlak. Plovák je v prostoru vnitřním.Provětšítlakovérozsahyjemístovodnínáplně© nebojinévhodné

ó 2 (=
|HL
| k,
| Z) $32 m
L LA VSTIIIYSk

Obr. 7

tlakoměrné kapaliny - možno použít rtuti. Na obr. 6 je celkový pohled
na registrační přístroj, jehož měřicí systém je plovákový. Posuv re
gistračního papíru obstarává synchronní elektromotorek.

Řekli jsme si již v úvodu, že volba tlakoměrných kapalin s ohledem
na jejich hustotu je dosti úzká. V některých případech je žádoucí po
užít kapalinového tlakoměru s náplní kapaliny hustoty, jež by byla
mezi hustotou vody a rtuti, např. s hustotou p — 6.10* kg.. m“—*apod.
Protože nemáme takovou kapalinu, jež by splňovala i ostatní hlavní
požadavky, je možno použít dvounádobkovéhotlakoměru U s náplní dvou
kapalin vzájemně se nemísících. Jeden takový přístroj v schematickém
řezu je na obr. 7. Trubice Ú vnitřního průřezu S; se v obou ramenech
rozšiřuje ve válcové nádobky vnitřních průřezů S. Přístroj je naplněn
dvěma kapalinami o hustotách p, (např. rtuť) a p, (např. voda). Půso
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bí-li na hladiny kapalin v obou ramenech stejný tlak, např. baromet
rický bd,ustaví se hladina kapaliny s menší hustotou p, do výšky 1.
Kdybychom nepřihlíželi ke kapilární aktivitě tlakoměrných kapalin,
byla by výška / dána vztahem

hash R (11)
vw?

Spojíme-li pravé rameno s prostorem, jehož tlak měříme, sníží se
hladina kapaliny v pravé nádobce B a stoupne rozhraní obou kapalin
v levé nádobce o stejnou délku 4%a hladina v levém rameni stoupne
o H z polohy 7 do polohy 2. Pro dosažení rovnováhy musí platit

pob=9Rahk+Ha—hp) (12)
Ze stálosti objemů kapalin plyne

h.S=H.M, (13)

Dosadíme-li do rovnice (12) za A= a „H z rovnice (13), dostáváme

S S
p-d=Hooliné tn- m5) (14)

/ . v ov o 9 2.. 2
Označíme-lipoměr průřezů gU k, dostáváme dále

pb Hmolirakej, (15)2
čili

p—d=Hmo(i+klet jl- nmo K, (16)2

kde jsme výraz v lomené závorce označili K. l .
Jestliže volíme např. poměr průřezů £ = 65% použijeme-li za tlako

>

měrné kapaliny rtuť a vodu [poměr. As 13,5), bude stoupnutí hladiny2

kapaliny v levém rameně (hladiny A) takové, jako by byl rozdíl hladin
u normálního otevřenéhotlakoměru U s náplní kapaliny hustoty p; =
= K.pz m5 l1=5g.em"? =5 10*kg.m>?.

Tím jsme si přehledně probrali principy kapalinových tlakoměrů tru
bicových a nádobkových, z nichž některé lze zhotovit celkem jednoduše.
Ve zvláštních článcích pohovoříme postupně ještě o tlakoměrech zvono
vých a prstencových, o mkromanometrech a o kapalinových barometrech
a vakuometrech.
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Inž. dr. Václav Šindelář, Praha:

Zvonový tlakoměr

Zvonový tlakoměr, nejčastěji používaný pro měření malých přetlaků
(pak mu přísluší pojmenování zvonovýmanometr), je zvláštním provede
ním kapalinového tlakoměrného systému. Jeho schematický řezje v obr.
1. Ve válcové otevřené nádobě N je souose umístěn zvon Z, který je
rovněž váleovou nádobou, obrácenou však dnem vzhůru, na které je

b

Gm

o
2D

mmTmTTM

©

|
PLMhiVÍ

pa
nM bylWP “f|||

Obr.1.Zvonovýtlakoměrvpočáteč-© Obr.2.Zvonovýmanometr.Měnímrovnovážnémstavu.Uvnitř1vně© řenýpřetlakjerovenAp=p—b.
zvonu je stejný tlak (barometrický

tlak b).

připojen plovák P. Plovák je tak dimenzován, aby zvon po naplnění
nádoby N vhodnou kapalinou (nejčastěji čistou vodou) do určité výšky
1—1, na této kapalině plaval. Při tom musí ukazovací ručka R, spojená
se zvonem, stát proti nulové rysce stupnice S, připojené k nádobě W.
Tlak pod zvonem je v tomto výchozím stavu roven tlaku okolního ovzdu
ší b. V tomto výchozím stavu, když je pod zvonem nulový přetlak (Ap =
= 0), je zvonový tlakoměr nakreslen v obr. L.
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Přivedeme-li nyní do prostoru pod zvonem trubicí 7 měřený tlak p,
vystoupí zvon působením přetlaku

Ap=p-b (1)
do jisté výšky, v níž zaujme novou rovnovážnou polohu.

Při vynoření o výšku / (obr. 2) zůstává hladina vody ve vnější nádobě
N v nezměněné úrovni I—7, hladina pod zvonem klesne o výšku Ana
úroveň 2—2. Pro pokles k vnitřní hladiny přitom platí

Ap=h.p.g, (2)
kde pje hustota tlakoměrné kapaliny (jak bylo již řečenozpravidla vody)
a g místní tíhové zrychlení.

Označíme-li d, vnitřní průměr válcového zvonu a d;,jeho průměr vnější,
platí pro dosažení rovnováhy při vynoření zvonu o výšku / působením
přetlaku Ap rovnice

Ted T (dz + dy) (da — dy) Te(dj — ©)1 P= 5 ——3-4 p.9= 1 2.9.98)
Levá strana rovnice zde představuje celkovou tlakovou sílu F', kterou

přetlak Ap působí svisle vzhůru na vnitřní dno zvonu. Přitom je dále

da + d
d. = 1 2

" 2

střední průměr válcovéstěny zvonu a

—A-ů
-© 2

tloušťka stěny zvonu. Vidíme, že tlakovásíla při dosažení rovnováhy je
rovna plošemezikružístěny zvonunásobenéhydrostatickým tlakem !.p.g,
příslušejícím vynoření zvonu o výšku 7, jež je dále rovna váze kapaliny
o objemu rovném vynořené části pláště zvonu délky l. Z toho je dánojiž
prostým názorem, že při nepříliš velké tloušťce stěny zvonu (stěny ovšem
nesmí být zase tak slabé, aby vlivem přetlaku nenastala snad jejich de
formace) bude výška vynoření zvonu 7 mnohem větší něžli pokles A
hladiny, který by se působením stejného přetlaku objevil např. u běž
ného tlakoměru U s náplní stejné tlakoměrné kapaliny (vody). Umožňuje
námtedy zvonový tlakoměr mnohem přesnějšíměřenínežliběžnétrubico
vé kapalinové tlakoměry. Hodnotu, která vyjadřuje kolikrát se nám zvět
ší u zvonového tlakoměru dráha indikační ručičky, nazýváme jeho pře
vodem e. Je zřejmědán vztahem

l 91
E — ——=

(JINEm NÉ ©
rdi Tedo“

kde S, = ——a 9, = je vnitřní, respektive vnější, průřez zvonu.
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Přitom zřejmě S; — S; představuje průřez válcové stěny zvonu (plochu
mezikruží).

Převod e tedy nezávisí na kapalině, na které zvon plave. Protože však
výška A kapalinového sloupce vyvozujícího stejný hydrostatický tlak
(způsobený vlastní vahou kapaliny) jako je měřený přetlak; je s tímto
přetlakem vázána vztahem

A=, (5)
0.9

1 b

PTTTTTTTTTTITTIKEVETVE

VÍ

T E U 1+

6Rana

11(1

—Z pI Jm P

Obr. 3. Zvonový manometr s odlehčeným zvonem. Měřenýpřetlak je rovenAp=p-—.

kde o je hustota kapaliny a gmístní tíhové zrychlení, závisí tato výška A
nepřímona hustotě tlakoměrné kapaliny. Podle vztahu (4) bude pak na
kapalinové náplni tlakoměru (totiž na její hustotě) záviset i délka / pohy
bu ukazovací ručičky, způsobeného přetlakem Ap

i=e k— 0DP- ponst.ŽP (6)
0 9 O

kde konstanta je rovna poměru e/g.
Zvon bývá zhotoven nejčastěji z plechu, tloušťka stěny je pak zpra

vidla malá a převod e vychází podle (4) zbytečně velký. Velký převod
by ovšem sám o soběnevadil; jsou s tím však současně spojeny konstrukč
ní obtíže, kterých se zpravidla chceme vyvarovat. Zvětšováním převodu
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by se při daném tlakovém rozsahu zvětšovala příl'š délka zvonu, i spodní
nádoby. Aby převod e měl požadovanou hodnotu při dané tloušťce ple
chového pláště a vnějším průměru zvonu d;, opatřuje se zvon druhou
sóuosou válcovou stěnou, průměrů dj a d,(viz obr. 3). Vnitřní dutiny je
možno výhodně použít pro vedení zvonu.

d? 2

Označíme-liS; = 3 S, = nů „bude v tomtopřípaděpřevode
dán vztahem M (7)

S2— S14 83— 8%

—I

FE|-1 |B
T Va

| | |
pl

i-|JE
Obr. 4. Diferenční zvonový tlakoměr (manometr). Měřený tlakový rozdíl(diference) Ap = P1— P

což plyne z rovnice obdobné rovnici (3)Te(dí—ds) m(dž—di)| n(dž—dů)
— AAm-| 1 + í (c 9, (8)

vw?
Dosud popsané přístroje měří rozdíly tlaku od okamžitého barometric

kého tlaku. Kdyby se místo přetlakůměřilymalé podtlaky, zvon
by se do nádoby N naopak ponořoval. V obou případech je vnějšek
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zvonu vystaven okolní atmosféře. Kdybychom chtěli zvonovým tlako
měremurčovattlakové diference (v oblastinepřílišvelikých
absolutních tlaků), museli bychom zvon zakrýt. Pod zvonem a nad ním
byly by pak dva rozdílné tlaky, jejichž diferenci bychom určili z přísluš
né polohy zvonu indikované ručičkou na stupnici. Schéma takového
uzavřeného diferenčního zvonového tlakoměru (manometru) je na obr.4.

Astronomie

Ludmila Fritzová,
Astronomický ústav ČSAV, Ondřejov:

Výzkum Slunce, odměněný
státní cenou Klementa Gottwalda

Wy?
Slunce, nám nejbližší hvězda, kterému se podobají tisíce vzdálených

hvězd, je pro svou blízkost neustále středem zájmu všech astronomů.
Z. dlouhodobého soustavného pozorování se poznalo, že na povrchu
Slunce se objevují drobné úkazy, které vznikají, mění se a zanikají
v intervalech několika minut až dnů a jejichž početnost výskytu se mění
v přibližně 11-tiletých cyklech. Všem těmto úkazům říkáme souhrnněsluneční činnost.

Jejími nejvýraznějšími projevy jsou skvrny, obklopené jasnými
fakulovými poli. Kromětoho se objevujína okrajislunečního
kotoučejasné výběžkyplynů, zvanéprotuberance, které se při
přechodu přes sluneční kotouč promítají na jasný povrch Slunce jako
temná vlákna, zvaná fil a m e nty. V blízkostivětších skvrn se objevu
ji často úkazy krátkodobé, rychle se měnící. Nejdůležitější z nich jsou
prudká zjasnění polí, které nazýváme erupce a které bývají často
doprovázenyrychlese měnícími,tzv.eruptivními filamenty
a protuberancemi.

Všechny tyto rychle se měnící úkazy, především erupce, vysílají zvý
šenou měrou určité druhy záření, které působí náhlé změny v zemské
atmosféře a ovlivňují i život na Zemi. Není náhodou, že se vědecký vý
zkum v oborufýziky Slunce v moderní době- tj. v době prvního pronikáníčlověkadovesmíru© soustředilpředevšímprávěnavýzkumerupcí
a ostatních rychle se měnících útvarů na slunečním povrchu. Značná
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část záření, které tyto útvary vysílají, působí totiž zhoubně na živé
organismy. Na zemském povrchu se tyto zhoubné účinky neprojevují,
poněvadž záření prochází na cestě k nám hustou vrstvou zemského
ovzduší, které působí jako ochranný obal kolem Země. Převážná část
škodlivého záření, kterým je např. záření rentgenové o velmi krátkých
vlnových délkách, nebo kosmické záření, složené z velmi rychlých hmot

: |
-= A

4  AZ
0

6 34 32 10 12 34 5 6A
1. Profil spektrální čáry H+ pořízený ze snímku spektra, vyfotografovaného
slunečním spektrografem v Ondřejově.
B. Profil čáry H, v klidné oblasti slunečního povrchu.
A. Profil čáry Hz v oblasti erupce.

ných částic, nepronikne vůbec ovzduším a nejvýše vyvolá v ovzduší
jen druhotné, méně energetické záření, které je již na povrchu Země
zbaveno škodlivých účinků. Pro člověka v kosmickém prostoru bude
třeba tyto ochranné obaly uměle vytvořit. Je tedy velmi aktuální otáz
kou poznat, které úkazy na Slunci vyzařují zhoubné druhy záření, a je

2. Snímek erupce v čářeH, získaný ondřejovským spektrografem.

třeba naučit se i předvídat vznik takovýchto úkazů na slunečním po
vrchu.

Výzkum erupcí a částečně 1 ostatních rychlých jevů na Slunci se v
Ondřejově provádí systematicky již od roku 1948. Prvých deset let byl
však pro tuto práci na observatoři k dispozici jen jediný přístroj, tzv.
spektrohelioskop, kterým se konalapozorovánívizuálněve
vodíkové čářeH,. Tato pozorování přinesla velmi mnoho cenného ma
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teriálu, avšak k vysvětlení příčin, fyzikálních procesů a všech vlastnosti
pozorovaných jevů nemohla naprosto dostačovat.

Proto byla na observatoři postupně vybudována celá řada přístrojů,
které sledují různým způsobem a na různých vlnových délkách sluneční
povrch. Dnes kromě vizuálního sledování v čářeH, měříme radiotelesko
py vysílání rádiového zářenína vlnách 3, 37, 56 a 130 cm, fotografujeme
fotosférufotosférickou komorou a chromosféruúzkopásmo
výmmonochromatickým filtrem, sledujemespeciálním
přístrojematmosféricképoruchy,které vznikajíběhemerupcí, korono
grafem eruptivní protuberance na okraji slunečníhodisku a konečně
zachycujeme fotograficky spektra všech zajímavých úkazů velkým slu
nečním spektrografem, který je našímnejpotřebnějšímpří
strojem.

3. Objektiv, okolí štěrbiny a manipulační stůl spektrografu.

V posledních letech se totiž ukázalo, že daleko nejspolehlivější infor
mace o fyzikálních procesech rychlých jevů na Slunci lze získat z fotogra
fických profilů spektrálních čar. Proto se pracovníci ondřejovské observa
tořerozhodli postavit přístroj,kterým by se daly získat vhodné spektrální
snímky. Na přístroj bylo přitom kladeno několik požadavků, a to získat
současně snímky všech takových spektrálních oborů, ve kterých se vy
skytují nejdůležitější emisní čáry zkoumaných jevů, dosáhnout velké
disperze spekter - přibližně 1 angstróm na 1 mm a získat série snímků,
které za sebou budou následovat ve velmi krátkých časovýchintervalech,
aby bylo možno zachytit celé vývoje rychle se měnících úkazů.

Ondřejovský spektrograf, jehož stavba byla dokončena během Mezi
národního geofyzikálního roku v polovině roku 1958, odpovídá všem
těmto požadavkům a je některými svými vlastnostmi unikátním pří
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strojem na světě. Přístrojem bylo získáno již mnoho snímků spekter
erupcí, eruptivních protuberancí a dalších zajímavých úkazů, kterédaly
podnět k celé řadě vědeckých poznatků a objevů.

Z emisních čar spekter erupcí bylo nalezeno, že existují nejméně dva
základní typy erupcí, které se od sebe podstatně liší svými fyzikálními
vlastnostmi. Z rozštěpu emisních čar erupcí nad velkými slunečními
skvrnami bylo objeveno silné magnetické pole v oblasti erupcí a určena
jeho intenzita. Při systematickém sledování eruptivních protuberancí
bylo nalezeno, že protuberance tvaru smyčky vyzařují podobné druhy
záření, tedy i zhoubné záření kosmické jako erupce. Je pravděpodobné,
že se tyto smyčkové protuberance při přechodu přes sluneční disk jeví
jako erupce jednoho z uvedených typů. Byl objeven též druh protube
rancí, zvaných s u Tg e s, které silně vyzařují rentgenové paprsky. Vedle
těchto základních poznatků byla publikována ještě řada drobnějších
prací, které všechny vycházejí z fotografických snímku ondřejovského
spektrografu. Přesto,ževšechny tyto
práce teprve otvírají cestu k novým
poznatkům o fyzikálních procesech
rychlých jevů na Slunci, jsou cenné
především tím, že jsou spojeny dnes
s nejmodernější metodou výzkumu
Slunce a jsou získávány z velmi spo
lehlivého a kvalitního pozorovacího
materiálu.

Vědeckým pracovníkům sluneční
ho oddělení v Ondřejově dostalo se
též za tyto vědecké výsledky, které
souvisejí snovým slunečním spektro- 4. Mřížka spektrografu, na kterése rozkládá sluneční světlo ve

spektrum.
Wy

grafem, jedno z nejvyšších uznání,
kterého lze v našem státě dosáhnout.
Kolektiv pracovníků slunečního oddělení byl v letošním roce vyzname
nán státní cenou Klementa Gottwalda za významná pozorování a nové
vědecké výsledky, dosažené slunečním spektrografem v Ondřejově.Členy
tohoto vyznamenaného kolektivu jsou dr. Z. Švestka, vedoucí kolektivu,
dr. M. Bláha, dr. V. Bumba, prom. fyz. L. Fritzová, dr. J. Kleczek,
dr. M. Kopecký, dr. L. Křivský, dr. V. Letfus, prom. fyz. B. Růžičková
a dr. B. Valníček. Toto veliké uznání nepatří však jen jmenovaným de
seti členům kolektivu, ale je zároveň uznáním všem spolupracovníkům
ondřejovskéhopracoviště, bez jejichž vydatné pomoci by těchto výsledků
nemohlo být dosaženo. Státní cena je tedy pro celý Astronomický ústav
nejen velkou odměnou, ale i velkým povzbuzením pro všechno další
úsilí při odhalování dosud nepoznaných procesů, které se odehrávají
ve vesmíru.
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Matematické zábavy

Milan Ko man, Praha:

Matematika na šachovnici

Každý šachista ví, že šachové figury mají na šachovnici různou pů
sobnost neboli sílu. Síla šachových figur se vyjadřuje jejich tzv. šacho
vou hodnotou, která zhruba vyjadřuje, kolikrát je ta nebo ona figura
silnější než nejslabší figura pěšák, tj. kolik pěšáků asi nahradí určitou
figuru. Jak známo, dá ma (D) má hodnotu 10, věž (V) má hod
notu 5, střelec (S) a jezdec (J) hodnotu3 a pěšák (P)

hodnotu 1. Každý šachista však ta
1|2|3|4|4|3|2|1 kéví,žetotooceněnífigurodpovídá
2|5|6|7 6| 512 jen velmi přibližně,protožepůsob

nost (a tedy i hodnota) figur může
816|8|9|9|8|6|3 býtvrůznýchpozicíchrůzná.Jsou
4|7|9|10|10|9|7|4 známádokoncepostavení,kde i pě

šák je silnější než dáma. Uvedené
£|7|9|0|190,9|7|4 hodnotytotiž jen zhrubaodpoví
3|16|8|,9|9|8|8|3 dají síle figurna prázdnéšachov
| 5l6|7 6| 512 nici. Uvedené ocenění figur bylo

získáno dlouholetou šachovou praxí.
1|2|3|4|4|3|2|1 V tomtočlánkusiukážeme,jak by

Obr. 1 se dalo provést ocenění figur čistě
matematicky.

Sílu (hodnotu) jednotlivých šachových figur i skupiny několika figur
najednou budeme určovat průměrným počtem tahů, které lze těmito
figurami provést ze všech možných pozic na prázdné šachovnici (čtver
cové šachovnici o 64 polích).

Jestliže naše úvahy budou platit současněpro všechny figury, budeme
prostě mluvit o figuře X. Hodnotu (sílu) figury X, určenou podle naší
úmluvy, budeme značit |X|. Tak např. hodnotu dámy značíme |D|.
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Podobně budeme značit hodnotu několika figur, např. hodnotu dvojice
figur věže a jezdce budeme značit |V + J atd.

Pro snazší orientaci si očíslujeme všechna pole šachovnice přiroze
nými čísly 1, 2, ... 10, jak je naznačeno na obr. 1. Tedy všechna pole
označená čísly 1, 5, 8, 10 se vyskytují na šachovnici čtyřikrát a všechna
ostatní pole se vyskytují na šachovnici osmkrát.

Počet tahů figury X z n-tého pole (n = 1, 2, ... 10) šachovnice
budeme značit X(„,. Přehled všech hodnot X(m)pro všechny figury a pro
všechna pole šachovnice je uveden v následující tabulce 1. Správnost
tabulky si čtenář sám snadno ověří.

Tab. 1

n Jm) Sm) Vím) | D(n)

l 2 7 14 21
2 3 7 14 21
3 4 7 14 21
4 4 7 14 21
5 4 9 14 23
6 6 9 14 23
7 6 9 14 23
8 8 11 14 25
9 8 11 14 25

10 8 13 14 27

Pl. Hodnota libovolné figury X je dána vzorcem:
1

|X| = 35 1X(D+ 2X) + 2X(8) + 2X(4)+ X(5) + 2X(6)+ 2X(7)+
+ X(8) + 2X(9) + X(10)]. (1)

Počet všech možných tahů figury X ve všech možných postaveních
je dán číslem 64 |X|.

Důkaz. Snadno se ihned ověří,že počet všech možných tahů libo
volné figury X ze všech postavení je dán součtem

4X(1) + 8X(2) + 8X(8) + 8X(4) + 4X(5) +
+ 8X(6) + 8X(7) + 4X(8) + 8X(9) + 4X(10).

Odtud dostaneme výraz (1) dělením 64, tj. počtem všech možných
postavení figury X na dané šachovnici.

Snadným výpočtem můžeme nyní zjistit
Wi= 5,25, "= 14,
S| = 8,75, ID= 22,75.

Nyní postoupíme k další otázce. Budeme zkoumat hodnotu několika
figur, které působí současně na šachovnici. V běžné šachové praxi se

232



užívané hodnoty šachových figur prostě sčítají. Avšak při-naší definici
hodnoty figur nelze aritmeticky sčítat hodnoty jednotlivých figur, neboť
stojí-li na šachovnici více figur, mohou si v pohybu navzájem překážet.
Tím se pochopitelně sníží průměrný počet tahů figur, které s nimi mů
žeme vykonat.

Jestliže figura X brání figuře Y v provedení určitého tahu, nazveme
jej neuskutečnitelným tahem. OznačmeFyy(n)(n= 1,
2, 10) počet neuskutečnitelných tahů dvojice figur X + Y ve všech
postaveních, při nichž stojí figura X na poli ». Dále definujme |F'y
výrazem (1).

Tab. 2n| Frtn)|Fisln)| Fioln)|Fialn)| Fosln)| Fro(n)| Foaln)| Folm)
l 4 9 16 23 0 42 49 70
2 6 10 29 306 0 48 55 76
9 8 11 38 45 0 51 58 80
4 8 11 42 49 0 51 ol 82
o 8 27 42 65 0 62 85 82
6 12 29 52 15 0 68 91 86
7 12 29 56 79 0 68 91 88
8 16 47 62 101 0 78 117 90
9 16 47 66 105 0 80 119 92

10 16 63 70 125 0 90 129 94

P2. Hodnota dvojice figur X + F je dána vzorcem
1

K+ F= AF 55Fa- (2)
Důkaz. Z definicečísla |F| ihned plyne, že počet všech neusku

tečnitelných tahů dvojice figur X + Y ve všech možných pozicích je
dán číslem 64 |F,y. Dále snadno ověříme, že počet všech postavení
dvou figur X, Y na šachovnici je V2(64)"),tj. 64.63. Tedy průměrný

„ dd

počet neuskutečnitelných tahů na jedno postavení je G3 Fy. Odtud
již snadno dostaneme vzorec (2).

Než přistoupímeke konkrétnímu výpočtu, musíme uvést tuto úmluvu:
Dvojicí střelců S + S rozumíme dvojici střelců působících po polích

různých barev, tj. dvojici střelců v obvyklém slova smyslu užívaném
v běžné šachové praxi.

Nyní uvedeme tabulku 2 hodnot Fzy(n) pro dvojice figur nejčastěji
se vyskytující v praxi, zejména v koncovkách. Správnost tabulky si
může ověřit opět čtenář sám.

1) Symbol vz(n) značí počet variací k-té třídy z n prvků.
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Odtud jiš jednoduchým výpočtem dostaneme čísla |F|, resp.
1

63 Fay:

J4+J J+S|J+V J +DIS+SS+VS+DÍV+VÍ|IFzy||| 10,312| 26,25| 47,5| 67—062,75| 82,75| 84,—3Few0,164| 0,416| 0,754| 1,063| 0| 0,996| 1,313| 1,333
Konečně odtud dostaneme

W+J|= 9336 IS+8 =175
|J + S| = 13,584 |S + V| = 21,754
IJ + Vi = 18,496 [S + D| = 30,187
IJ + D| = 26,987 [V + Vi = 26,667

Výpočet hodnoty trojic figur je již značně komplikovaný a nebudem
jej proto zde uvádět.

Závěr. Vypočtené hodnoty figur velmi dobře odpovídají síle ša
chových figurek zejména v koncovkách. Tak např. je známo, že dvojicí
jezdců mat vynutit nelze a že střelcem a jezdcem se matí obtížněji než
věží. To souhlasí s našimi výpočty (| + J| = 10,336< |J + S;
W+K| = 13,584 < [V] = 14,0). Dále se také v praxi často považuje
dvojice věží za silnější než dáma (naše výpočty: |D| = 22,75 <
<|- V]= 26,667).

Přesto je třeba k těmto výpočtům poznamenat, že také přesně ne
vyjadřují hodnotu figur, neboť vždy vedle uvažovaných figur na ša
chovnici působí ještě nejméně dvě další figury - dva králové.

Zamyšlení nad kalendářem

Ještě skoro čtyři desetiletí nás dělí od roku 2000, a přece tento rok
poutá stále více pozornost spisovatelů, novinářů, techniků i vědeckých
pracovníků. Mnozí odhadují, jak bude v r. 2000 vypadat mezinárodní
situace, jaké nové vynálezy přinese do té doby technika, věda apod.

Také my se zamýšlíme nad rokem 2000, ale nebudeme si zde klást
tak dalekosáhlé úkoly. Předložíme čtenářům jen jednu malou úlohu,
která je dobrým cvičenímv matematickém uvažování.

Na který den v týdnu připadne Nový rok v roce 2000%(Uvažte, že
v roce 1961 připadl 1. leden na neděli.)

Řešení zašlete na adresu redakce. Z došlých příspěvků vyberemenej
lepší a uveřejníme jej v některém z příštích čísel.

Jiří Sedláček C Sc
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Fyzikální zaujímavosti

Prof. dr. Ján Vanovič, Bratislava:

Oko a ucho, ako prijímače
vlnových popudov

Človek má dva zmyslové orgány, ktoré prijímajů vlnové popudy.
U oka je to viditelné elektromagnetické žiarenie a u ucha zas mecha
nické pozdlžne vlnenie, postupujúce len hmotnými prostrediami. Po
stup, ktorým sa vytvára zrakový, alebo sluchový vnem sú zásadne
odlišné. Róznia sa už i spósobom postupu vln svetelných, alebo me
chanických.

Vidíme len predmety, ktoré sa nachádzajů na priamej spojnici s okom
(na tom sa konečne zakladá i kontrola priamosti: zákryt). Cez neprie
hladné predmety, alebo za roh nevidíme. Tento sposob šírenia vlnenia
nemusí ovšem platiť všeobecne. V protiklade k uvedenému za rohom
počujeme, i za prekážkou, ktorá je zlým zvukovodičom. Teda spósob
šírenia akustických vn musí býť iný, ako u vln svetelných.

Všimnimesi bližšie tejto odlišnosti!
V našom časopise sme si už povšimli, že frekvencie viditelného elek

tromagnetického žiarenia - teda svetla - nemóžu byť Iubovolné, ak má
byť zpravodajstvo svetla a zraku spolahlivé. Interakcia (vzájomné pó
sobenie) elektromagnetického vlnenia s hmotným prostredím frekvencie
svetla obmedzuje na interval od 3,93.. 10!“ do 7,7.. 10'“ H, (pozri Roz
hledy č. 1, ročník 39). V tomto intervale frekvencií sú hmotné pro
stredia alebo prechodné, alebo neprechodné pre elektromagnetické vlny,
nechovajů sa obojetne, alebo nepravidelne (pozri Rozhledy č. 4, ročník
39). Uvedeným frekvenciám svetla zodpovedajů vlnové dlžky mnoho
násobne (10%)váčšie, než sů vzdialenosti častic hmotného prostredia
(rádove 107%em), ale na druhej strane sů zas velmi malé proti vel
kosti telies (svetelná vlna je rádove 107*em).

Keď je vlnová dlžka žiarenia v uvedenom vztahu k hmotnému pro
strediu, na pole vlny uplatňuje sa len priemerný vplyv častíc prostredia
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a v izotropickom prostredí sa preto vlnenie šíri příamočiare. Keď sa
stýkajů rózne prostredia, je po oboch stranách rozhrania róznych pro
stredí pole vlny pod odlišným vplyvom inak usporiadaných častíc. Na
takom rozhraní sa preto vlnenie alebo len odráža, keď nemóže do dru
hého prostredia postupovat, alebo sa láme do druhého prostredia, keď
má v ňom inúůrýchlosť šírenia a pritom sa i čiastočne odráža, v dó
sledku zmeneného účinku častíc za rozhraním. Lom a odraz sú však
doležité úkazy pre vznik obrazu, a vóbec optického zobrazovania.

Keď sů v priestore rózne izotropické prostredia, oddelené rozhra
niami (rovinnými, i zakrivenými), móžeme dráhu svetelného lůča určiť,
lůč má definovanů dráhu, ktorá nebude v dósledku lomov a odrazov
na rozhraniach priama. Ten fakt dovoluje lůče, vychádzajúce z jedného
bodu (predmetového) sústrediť v inom bode priestoru po róznyýchlo
moch a odrazoch. Ten bod sa označuje ako obraz (predmetového bodu).

Pri zobrazovaní sa preto určuje vzťah medzi predmetovým bodom
a jeho obrazom. Keď vezmeme do úvahy jednoduché pravidlá, podla
ktorých sa chovajů luče odrazený, alebo lomený, móžeme si vlnovů
povahu lúčov celkom odmyslieť. Zobrazovanie sa tak stáva viac menej
len geometrickým problémom.

Pokial ide o vzťah predmetu a jeho obrazu podla geometrickej opti
ky, či ide o zobrazovanie odrazom (zrkadlami), alebo lomom (šošov
kami), budeme pokladať za známy. Upozorníme však na niektoré za
ujímavosti, ktorých si geometrická optika nevšíma.

Máme právo hovorit o predmetovom bode ako o bode v geometric
kom zmysle? Nie- Pretože tá najmenšia oblasť,ktorá sa vobec móže
zobrazit, musí mať rozlohu svetelnej polvlny, počiatočnej to hodnoty
vlnového rozruchu. Miesto predmetového bodu teda máme určitů
velmi malú - ale konečnů oblasť (alebo odrážajúcu časť povrchu, alebo
svetlo emitujúůcu časť povrchu).

Zobrazenie bodu nie je možné, lebo optické obrazy sprostredkuje
vlnenie a geometrický bod by ho nijako neovplyvnil, preto naopak
vlnenie o bode nemóže podať do zraku žiadnu zprávu.

Aký bude obraz tej oblasti (počiatočnej hodnoty rozruchu)“
Bude to zas ploška v prislušnej polohe podla vzťahu predmetu a ob

razu. Prečo sa tá ploška javí ako bod, ako to čo podla Archimeda nemá
rozmer? Pretože sa tá ploška premieta na jeden prijímač svetla, umieste
ný na citlivej časti zrakovaj sietnice, zvanej žltou škvrnou. Prijímače
svetla na žltej škvrne sů čapíky (rozlišujů i farby) a tyčinky, ktoré
nevedů ku barevnému vnímaniu.

Oko sprostredkuje zrakový popud do vyššej nervovej sůstavy dosť
komplikovane. Na žltej škvrne sa nachádza 107čapíkov a každý z nich
je počiatkom nervového vlákna, vedúceho do mozgu. Čapíky majú rez
pravidelných šesťuholníkov s vpísanou kružnicou priemeru 0,0004 em,
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a sú pravidelne usporiadané, akovčelie bunky. Z každého vedie nervové
vlákno, ktorých zvázok sa obyčajne označuje ako zrakový nerv.

Keby obrazy počiatočných hodnot boli bodové, ako by od nich po
stupovala zpráva dalej do vyššej nervovej sústavy ? Nebolo by to proste
možné. Bod sa nám tu preto javí len ako geometrická abstrakcia.

Keď je svetelným rozruchom zasiahnuté viac čapíkov, a každý pri
jima iné kvantum energie, sů odlišné i signály, postupujúce do vyššej
nervovej sústavy. Zrak má tak možnosť rozlišovat detaily a tieto de
taily ako autotypické body (spósob reprodukcie obrazov) vytvárajú
zrakový vnem.

Že obrazy počiatočných hodnót nie sú bodové má i tů výhodu, že
málo rozbiehavý zvázok lůčov, ktorý padá na jeden čapík, stále vy
tvára bodový vnem. Len tak je možné, že móžeme vidieť ostro rózne
vzdialené predmety (vytvára sa hlbka videnia). Podla geometrickej
optiky mal by sa ostro zobraziť naproti tomu len predmet celkom
určitej vzdialenosti; všetky predmety bližšie, alebo vzdialenejšie ne
smeli by byť ostré. Ideálne bodové geometrické zobrazovanie viedlo
by preto k nepriíjemným obrazom, v ktorých boli by len predmety
rovnako vzdialené ostré a všetko ostatné v hmlách.

Čapíky sú pravidelne usporiadané ako polia šachovnice. Ako šachisti
určujů pole dvoma údajmi, napr. c7 (tretie pole smerom vpravo a
siedme smerom nahor), rovnako je i určitý čapík určený dvoma údajmi.
Zasiahnutie určitého čapíka vedie preto k uvedomovaniu si smeru, od
kial svetelný rozruch prichádza. Smer v priestore sa skutočne určuje
dvoma údajmi! Pretože pri zaostrovaní oka na rózne vzdialené pred
mety, musí akomodovať očná šošovka, svaly, ktoré ju splošťujúů,alebo
smršťujů,sů tretím parametrom pri poznávaní trojrozmerného priestoru
zrakom.

Tak sa móže stať zrak výborným orientačným zmyslom po priestore,
po opakovaných skúsenostiach. Obrazy, ktoré prenáša do vedomia, od
rážajů skutočné pomery na základe jednoznačného vzťahu medzi pred
metom a obrazom. Pretože vidíme len počiatočné hodnoty, tedy miesta,
z ktorých sa svetelná vlna odráža, alebo na ktorých vzniká, všetko,
čo je menšie od rozlohy počiatočnej hodnoty svetelného rozruchu, stáva
sa zrakom nepoznatelné. Nemóžemevidieť rej atómov, elektróny. Spósob,
ktorým sa tvoria obrazy v oku to vylučuje. Na to treba použit iné
prostriedky!

Celkom inak je to u sluchu, prípadne u akustických vln a z nich
vznikajúceho sluchového vnemu.

Frekvencie zvukových vln sů odtisícok do desiatok kmitov za sekun
du. Preto sa ich vlnové dlžky (pri rýchlosti 330 m/s) nachádzajů v in
tervale od niekolkých metrov do niekolkých centimetrov. Tieto vlny
sů teda porovnatelné s velkosťami predmetov na zemskom povrchu.
V prípade, keď má vlnenie v ceste prekážky porovnatelné s vlnovou
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dlžkou, šíri sa inak, ako sme poznali u svetla. Tu nemožno hovoriť
o definovanom smere šírenia vlnenia. Za prekážkami, porovnatelnými
s vlnovou dlžkou vlnenia, nevzniká úplný „tieň““. Vlnenie sa ohýba,
vniká za prekážku; možno preto počuť za dverami, alebo za rohom.

Interval akustických frekvencií, resp. vlnových dlžok, je obmedzený
jednak ich vzťahom k velkosti telies (aby vznikol ohyb!) a na druhej
strane prijímačom vln. Prijímačom akustických vln je ušný bubník,
ktorého vlastná frekvencia musí ležať velmi vysoko nad prijímanými
kmitočtami zvukových vln. Keby tomu tak nebolo, dochádzalo by k re
zonanciám a niektoré kmitočty boli bý prednostne a zosilnene prijí
mané.

Sluchový vnem je potom výsledkom všetkých kmitočtov, ktorými sa
vynucujů kmity bubníka. Rozruch sa prenáša sluchovými kóstkami do
stredného ucha, kde sú ladené analyzátory, umožňujúce vnímať vynu
cujúce frekvencie.

Dva vlnové prijímače, ktoré človek má, lišia sa preto podstatne.

Adolf Kodym, Praha:

Starořecký počítač

Roku 1900 našli potápěči nedaleko řeckého ostrůvku Antikythera asi
2000 let starý vrak, ve kterém byl též objeven důmyslný strojek.

Ze zlomků přístroje si můžeme učinit představu, že to byla skříňka
se třemi ciferníky a uvnitř se složitou soustavou ozubených kol, asi
jako je v hodinách z osmnáctého století. Vše je popsáno řeckými po
kyny o použití strojku. Je zachováno přibližně 20 ozubených kol z ve
lice důmyslnéhosoukolí, pravděpodobně epicykloidálního či diferen
ciálního.

Jiný podobný stroj není zachován a ani literatura se o něm nezmi
ňuje. Naopak, mnozí dějepisci soudí, že Řekové neměli zájem o mecha
nizaci a lidskou práci nijak necenili, neboť ji vykonávali otroci.

Ačkoliv staří Řekové již znali některé části abstraktní matematiky,
byly jejich technické znalosti minimální. Měli jen nejjednodušší pří
stroje, k nimž patřil např. počítač obrátek kol vozu pro měření silnic.

Pro starověký původ zbytků uvedeného přístroje svědčí historie to
hoto objevu. Roku 1900 byla skupina lovců mořských hub zahnána
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bouří k ostrůvku Antikythera, kde v hloubce asi 60 m nalezli vrak
potopené lodi. Později bylo z tohoto vraku vyneseno několik krásných
bronzových a mramorových soch. Pro nedokonalé potápěcí zařízení byl
průzkum r. 1901 zastaven. Když archeologové prozkoumali některé
vápnem potažené a rezavé slepeniny, rozpoznali v nich části stroje.
Podle nápisů bylo zjištěno, že je to astronomický přístroj. Nejdříve se
soudilo, že sloužil k astronomickým účelům při námořní plavbě. Ně
kteří znalci se domnívali, že to bylo malé planetárium, sestrojené prý
samotným Archimedem. :

Dnes je přístroj rekonstruován a podle stop po opravách můžeme
soudit, že byl také v provozu. Na skříňce jsou tři ciferníky, chráněné
dvířky. Přední ciferník má dvě stupnice, zodiakální znaky a měsíce
roku. Podle pokynů bylo zde možno sledovat roční pohyb slunce, vy
cházení jasnějších hvězd a konstelace. Zadní ciferník ukazoval fáze
měsíce i dobu jeho vycházení a zapadání. Je také pamatováno na
přestupný rok. Dá se soudit, že strojek byl vyroben roku 82 před n. l.,
po dvou letech opraven a za 30 roků naloděn. Zdá se, že je předchůdcem
počítacích strojů.

(UpravenopodleScientific American, 1959)

Úlohy k řešení

Seznam řešitelů úlohzročníku1960—1961ginW | 60> L!RE
Nejdříve jsou uvedena čísla příkladů správně vyřešených, v závorce jsou

příklady s menšími nedostatky; nesprávná řešení neuveřejňujeme vůbec.
Seznam je abecední.

Dagmar Bydžovská, 1la, DSŠ v Praze 7: M 11; Josef Daneš, 10, DSŠ v Praze
9:M1,9,F 1,3, (2); Jiří Durdil, 11b, JSŠ v Praze-Karlíně: M 1, 3—9, 11, 12,
Dg 1,3, F 1—3; Svatopluk Fučík, 1le, DSŠ v Hradci Králové: M 1,3, 6—8,
11, 12, (2,4,9,10), Dg 1,2,4, (3), F (3); Pavla Hlaváčová, 11, JSŠ v Modřanech:
M 3, 6—8, 11, 12, (2,4,9,10), Dg 3, (1,4), F 2, (1,3); Karel Hrbáček, 1la, DSŠ
v Nymburce: M 1—12, Dg 1—4, F 1—3; Jiří Jedlička, učeň radiomech.
v Praze: M 3, 8, 11, 12, (2); Mojmir Klímek, 11, JSŠ ve Frýdlantě n. Ostra
vicí: M 8, (10), Dg (3, 4), F (1, 2); Vladimir Kos, 11, DSŠ v Nové Pace:
M 6—8, 10, 12, (9, 11); Jana Kosňovská, 11b, JSŠ v Hranici na Moravě:
M 7; Lubor Košťál, 11d, DSŠ v Brně: M 1—12, Dg 1, 3,4, (2), F 1—3; Emil
Kraemer, 11b,JSŠ v Praze 6:M 1,4—9,11, 12, (2),F 1—3; Vladimír Krupka,
11b, JSŠ v Praze 6: M 7; Karel Přikrý, lla, JSŠ ve Vyškově: M 1, 3—9, 11,
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12, Dg 1—3,
12, (2, 7), D
M 1—4, 6—12, Dg1—
M 1,3,4,6—9,11, 12, (
M 1, 3,6—8, 11, (5, 9), F 1—3; Zdeněk Votápek, 3a, PSŠ v Praze 8: M 8;
Jiří Zatloukal, 11b, JSŠ v Hranicích: M 6, 8, 11; Jan Žofka, 12b, DSŠ v Písku:
M 3,5—12, (2), Dg 1—4, F 2, 3, (1).

F 2,3, (1); Ulrike Schippová, 11, JSŠ ve Varnsdorfu: M 3, 8—10,
g 1,3, (2), F (1—3); Jindřich Šilhán, 1lb, JSŠ ve Svitavách:

4, F 2, 3; Vladimír Věůter,pom. dělník v Blovicích:
2, 10), F 3, (2); Jaroslav Vilímek, 11b, JSŠ v Praze 10:

hd

Mimo soutěž: Jan Havlíček,učitelvv. v Chebu:M 1, 3.5—8, 10—12,
(2, 9); Ing. Jan Rataj z Plzně: F 1, (2, 3); Ivan Vagera ze Staré Vsi n. Ondřej
nicí: M 4, F (1—3).

Pořadí vítězných řešitelů:
I Karel Hrbáček a Lubor Košťál;

II. Jindřih Šilhán a Jan Žofka; |
III.Karel Příkrý, Jiří Durdil a Svatopluk Fučík.

Rozhovor s loňským i letošním vítězem K. Hrbáčkem byl i s jeho fotografií
uveřejněn v loňském ročníku; nyní otiskujeme dopis dalšího vítěze.

Vítěz L. Košťál nám píše

již na obecné škole měl jsem rád
numerické počítání a snažil jsem se
v rychlosti předstihnout doma svého
o rok staršího bratra a ve škole pak
spolužáky i učitelku, což se mi často
podařilo.

Prohlížel jsem si rád učebnice ma
tematiky a měl jsem možnost již jako
žák obecné školy naučit se permutace
a kombinace a některé jiné partie zma
tematiky. Těšilo mne to. A tak, když
se můj bratr v 7. třídě zúčastnil MO,
zúčastnil jsem se jí též, i když jsem byl
teprve v 6. tř.; umístil jsem se tehdy .
v kategorii D ze 180 soutěžících na 28. místě. Uspěchy ve škole i v soutěži
způsobily, že jsem si tento předmět ještě víc oblíbil. V 7. tříděbyl můj výsledek
obdobný. Po oba roky jsem udělal chybu v opisování textu z tabule u jedno
ho příkladu, který jsem pak nevypočítal. Teprve v 8. třídě jsem se umístil
v 2. kole na čtvrtém místě z 322 soutěžících.

Když jsem nastoupil na JSŠ v Brně na Křenové, zúčastnil jsem se každý
rok matematické i fyzikální olympiády a umísťoval se vždy v 2. kole na ně.
kterém z předních míst (několikrát na prvém, v nejhorším případě na devá
tém místě). V minulém roce jsem soutěžil v matematice v kategorii A a dostal
se jako žák 11. tř. i do 3. kola, ve kterém jsem se úspěšně umístil.

Od 10. třídy jsem měl dobré učitele na matematiku, fyziku 1deskriptivní
geometrii, od nichž jsem hodně získal. Proto jsem se mohl dát i do řešení
příkladů v Rozhledech.

240



ROZHLEDY MATEMATICKO -FYZIKÁLNÍ

ROČNÍK 40 - 1961/62 ČÍSLO 6

Matematika

Slavomír Burýšek, ČVUT,Praha:

O sumaci
aritmeticko-geometrických řad

Ze střední školy známe pojem aritmetické a geometrické posloup
nosti nebo řady. Každý jistě dovede odvodit vzorec pro součet prvních
n členů těchto jednoduchých řad

n 9" — 1

|=, =% (21+ An),resp.Š1= 4 m 1 (1)
popřípadě pro součet nekonečné konvergentní geometrické řady.

1f= ©)
Naskýtá se však otázka, jak se sčítají řady, které nejsou ani aritme
tické, ani geometrické. O jednom takovém typu řad zde nyní pojed
náme.

1. Všimněmesi například řady:
sn=l.g+2. -+3 + +-n.g", (1.1)

kde g je reálné číslo, |g| 74 1.
Tato řada není na první pohled aritmetická, ani geometrická, avšak

obě řady trochu připomíná, neboť každý její člen je součinem jednoho

členu posloupnosti přirozených čísel 1, 2, 3, 4, 5, ..., n se členem geometrické posloupnosti g, g?, g", ..., g".
Určíme součet s, prvních » členů řady (1.1). Za tím účelem vynáso
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bíme rovnici (1.1) číslem g. Dostaneme:
sg= bd? +344. + (n—-Dg+n.gř (1.2)

Nyní odečteme rovnici (1.2) od (1.1):

Sn—dn —4+ Rř— )+ (B9—279)+ + (1.3)+ [ng—(n—DS]—nnatřít Tf—něh.Řada(1.3)jevšak-ažnaposledníčlen© geometrickouřadouskvo
cientem g a prvním členem rovněž g. Její součet stanovíme podle zná
mého vzorce. Potom součet řady (1.3) bude

"— 1a—g=4-7,
odkud

g“— 1
64 = + ——————— 1.4ng" 1215 (1.4)

je vzorec pro součet prvních » členů řady (1.1).
Příklad 1. Určetes, prořadu2 + 8 + 24+ + n.m
Zde je zřejmě g —=2 a dosazením do (1.4) dostaneme

Sn= nN.PH— 22 —1)=2H(n— 1)+2.
Podobně vyšetřujme pro |g| < 1 nekonečnou řadu

s=gt2" +394. obně+ (1.5)
Stejným postupem jako v předcházejícím případě dostaneme

si— gd)=1+-Rf—gď)+69 —20)T. +

+n"—(n—DflTrzatěďíďí P
Avšak (1.6) je nekonečná geometrická řada konvergentní a má tedy

součet, který určíme opět podle známého vzorce. Je tedy

s1—-9=1 .»

odkud

je součet nekonečné konvergentní řady (1.5).
Příklad 2. Sečtětenekonečnouřadu

1 2 3agtg ta7t
1 1

2

l . ná =- . 1—— =
Podle (1.7)máme s 5 | u
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2. Předcházející výsledky můžeme snadno zobecnit. Nejprve však
zavedeme definici.

Definice. Buďte
A1) A3 Agx +- +3 Un (2.1)

by, by, bz, <., Dn (2.1")

dvě posloupnosti reálných čísel takové, že platí

dz—A = 43—= = a1—aa-1=d

bz bz bybodd
potom posloupnost

a1b1, doby, A3D3, -+++ AnDy (2.2)

nazveme aritmeticko-geometrickou posloupnosti a řadu

Aby + a2Dz+ + Andy (2.3)

aritmeticko-geometrickou řadou.
Odvodíme nyní obecnou formuli pro součet prvních » členů

aritmeticko-geometrické řady. Ze vzorce pro n-tý člen aritmetické a
geometrické posloupnosti máme pro n-tý člen řady (2.3)

anba= [a + (n— Udibyg-1. (2.4)
Je tedy

Sn= Ady + (01+ d)dyg+ (a1 + 2d)byg?+ <.. +
+ la + (n—Uda =adblit+agatgďě+ + gr+

+ dailat-27 +. + (n—I). (2.5)
Podle formule (1.4) pak dostaneme

— 1 n- — 1

Sn—o +dby| —gy"—můj . (2.6)
Je-li Ig]< 1, můžeme vyšetřovat též nekonečnou řadu

Ady+ 0D; + + Ann +

Podobně jako ve(2.4), (2.5) použitím vzorce pro součet nekonečné
konvergentní geometrické řady a formule (1.7) obdržíme

s = D1 dbgl—ag (I-g)
Tyto výsledky můžeme shrnout v následující větu:

Věta. Součet prvních n členů aritmeticko-geometrické řady (2.3)
je dán formulí (2.6). Je-li řada (2.3) nekonečná, potom je konvergentnítehdyajentehdy,když|g|>>1a jejísoučetjedánformulí(2.7).

+ (2.7)
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3. Výše uvedeného postupu je možno použít i pro tak zvané po
tenční aritmsticko-geomatrické řady, například

g + 2? + 3řg?+ + ng, (3.1)

kde k >> 1 je přirozenéčíslo.
Odvodíme zde součet řady (3.1) pro k = 2:

=g+BP+3+ +. (8.1")
Vynásobením g a odečtením dostaneme

n—ma +2 —1)T-—2)T +
+ ln —(n—1)]—ng, (5.2)

čili
s(l— gh=a+37ř -póě -+ tn- g"— g"tmn.

Vpravo tak dostáváme aritmeticko-geometrickou řadu, takže užitím
formule (2.6) pro ax = I, d;,= 9, d = 2 obdržíme vzorec pro součet
prvních » členů řady (3.1)em Ee-A, G1ag-14-1 zle De3(G-1| 68)

Poznámka. Nekonečné potenční aritmeticko-geometrickéřady
jsou opět konvergentní právě tehdy, když |g| < 1 a jejich součet se
odvodí podobně jako v předcházejícím případě. Pro k = 2 máme po
užitím formule (2.7)

8=g 1+ g
(L— a)

Cvičení.
M l

1. Určete s, aritmeticko-geometrickéřady, je-li a, = 2, b, = 9 d=3,
3 1/13[= (tom 41]

2. Jaký musí být kvocient nekonečné aritmeticko-geometrické řady,
H l . l —1
je-liaj=3, =% d= 3,abyjejí součetbyls=—- 1- |

3. Určete součet nekonečné potenční aritmeticko-geometrické řady
2 2),

z+4lš JE j+ (s—30).
4. Určete součet řady g + 2%?+ 33? | 4%“+- + měď +

pro |g| < 1. [s = ala +2? :(1— a)“].
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Ctibor Černoch, Vsetín:

Objem komolého jehlanu

Vzorec pro objem komolého jehlanu můžeme upravit různým způ
sobem a tím nabude různých tvarů. Některé z nich zde uvedemei s odů
vodněním.

V daném komolém jehlanu (na obr. 1 je narýsován čtyřboký komolý
jehlan, může však být i o jiném počtu podstavných hran) zavedeme
toto označení: Z, z jsou obsahy obou podstav, v je výška jehlanu, v,
je výška plného jehlanu VABC... a vz= vy—v je výška doplňkového
jehlanu VA'BC

Obr. 1

Obě podstavy jsou stejnolehlé, a proto platí
Z iam=Wa.

|; =Ž=k,4 a

Odtud dostaneme

245



kde k 74 0 je koeficient stejnolehlosti a můžeme tudíž psát
amkaů,Z= kz.

Platí však také
- — 2, 8Z :4=0VU

a ztoho

V =%=z2 V;
a proto

vy= kv.
Potom

V=YU— V%= V%(k— 1).

Do vzorce pro objem komolého jehlanu
v —

V=3(Z+2+ VZ) (1)
dosaďme vypočítané hodnoty za v a Z. Obdržíme

Jiný vzorec dostaneme, jestliže ve vzorci (1) vytkneme před závorku
z. Obdržíme tak

l Z Z l
= — — — = —— 2 .V volé+[2+ z(k ++)

Kdybychom byli vytkli Z, dospěli bychom k jinému tvaru vzorce
l z Z l l l

A ještě jedna drobnost. Počítejme geometrický průměr obou podstav
pro případ, že jde o komolý jehlan s pravidelnými podstavami. Jsou-li
to čtvercové podstavy, platí

Z=a,z2=a?
a

z čehož O
Vzz= aď

Tento výsledek bychom dostali i v případě, že by podstava byla libo
volný pravidelný mnohoúhelník.

(Upravil S. Horák)
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Inž. Eduard Kriegelstein, PŠZ,Praha:

Užití diferenciálního počtu
(Pokračování)

Pro «, která budou vyhovovat nerovnosti

y =3(1*—1)<0
bude funkce klesající.

+%— 1.<0,
*<l]1,
-H<I,

tj. —I<r<l.
Daná funkce je tedy v intervalu (—co; —1) rostoucí; v bodě M(—1;

2) má lokální maximum. V intervalu (—1; 1) je funkce klesající; v bodě
N(1; —2) má lokální minimum a v intervalu (1; oo) je opět rostoucí.

Abychom mohli snadněji zakreslit graf funkce y = x* — 3x, určíme
ještě tzv. nulové body, tj. body, jejichž souřadnicey = 0, čili
body, v nichž graf funkce protne osu x. Vypočteme je z rovnice

X3— 3x =0,
x (1*—3)=0, o

X= 0;%= |3;x%=—3.
Pro přehlednost si sestavme tabulku vypočtených hodnot

z|—2 —V3 —1 0 1 3 2
v|—2 0.20 —2 02

Poznámka 1. Budižy = f(r) funkce,která má v určitéminter
valu derivaci y' = f(x). Označme tuto derivaci jako novou funkci
z = f(x). Tímto předpisem je dána funkce, kterou můžeme opět deri
vovat a dostaneme z' = [f'(x)]'. Derivaci [f'(x)]' označujeme f" (r) a ří
káme jí druha derivace. Pro rozlišení říkáme derivaci f(x) první derivace.
Užijeme-liuvedeného postupu n-krát, dostaneme postupně třetí, čtvrtou
atd. až n-tou derivaci funkce.

Poznámka 2. K snadnémurozhodnutí,zdali v určitém bodě je
lokální extrém a jakého je druhu, může nám posloužit věta, kterou si
uvedeme bez důkazu. .

Věta 21. Má-li funkce f(x) v určitém boděc prvná derivaci f'(c) = 0
a druhou derivaci f"(c) 7 0, pak pro f"(c) > 0 nastává v bodě c lokální
minimum; pro f"(c) < 0 nastává v boděc lokální maximum.
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Vrátíme-li se ještě k našemu příkladu, vidíme, že pro y = x* — 3r
je y" = 6x. Pro x, = je y"(1)— 6>> 0, a proto je v bodě x, =1
lokální minimum. Pro x; = — I je y"(—1) = —6< 0 a v bodě 4, =
= — I je tedy lokální maximum.

Příklad 44. Navrhněme rozměry plechovky válcového tvaru,
na kterou by se při daném objemu spotřebovalo nejméně materiálu.

Označme poloměr podstavy plechovky r a její výšku v. Má-li se k vý
robě plechovky spotřebovat nejméně materiálu, znamená to, že bude
muset mít nejmenší povrch

S = 2nr*+ 2nrv.
Avšak uvedeným vzorcem je dán povrch jako funkce dvou proměn

ných r a v. S takovými funkcemi neumíme počítat, a proto musíme
jednu z proměnných 7, v nahradit pomocí druhé proměnné. Vztah,
který umožní náhradu, je podmíněn tím, že plechovka má určitý daný
objem

V=rn%“.
Odtud je

„X
-m7

a dosazeno do S dává

S = 2nr2—= .

Tím jsme dostali povrch S jako funkci jedné proměnnér, tj. S = f(r).
Tato funkce f(r) může mít lokální minimum jen pro takovou hodnotu r,
pro niž bude

f(rh=0af"(r)<0.
První derivaceje

, 2V
S (r) = 4nr— pe3 .

Druhá derivace je
„ 4V

S (r)=4nT%
Položíme-li první derivaci S"(r) rovnou nule, dostaneme

4rr* —2V =0
a odtud poloměr

8

r V
oV 2m

Dosazeno do druhé derivace je
2m

S"(r)=4x+4. —l2x
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Protože pro r = | Zi druháderivacekladná, je vypočtenér tou
hodnotou, pro níž nastává lokální minimum.

Vypočtěme ještě výšku 9 847 V„E—=W —=2.2x=2.
Vidíme, že výška je rovna průměrupodstavy: Plechovka vyhovující

dané podmínce má tedy tvar rovnostranného válce, jehož povrch je

8=32V.

Např.pro V = Iljer = V dm —=0,542dm,v = 1,084dm a S =
= 5,536 dm?.

Příklad 45. Nad středem
kruhového stolu o poloměru 7, ve
vzdálenosti hb-od jeho středu visí
lampa. Máme vypočítat tuto výšku
tak, aby na okraji stolu byla čonej

l větší intenzita osvětlení. Víme, že
h intenzita osvětlení je přímo úměrná

kosinu úhlu dopadu světelného pa
prsku a nepřímo úměrná druhé moc
nině vzdálenosti zdroje světla od

Jč osvětleného bodu (obr. 30). Může
me tedy intenzitu osvětlení zapsat

TELLLL ATLLTL rovnicí
P r

m COS G

J I = k.oa )
Obr. 30 kde k>> 0 je konstanta nezávislá na

úhlu « a vzdálenosti l.

Z obrázku je patrno, že

= cosxa7 + lé=Ť.£
Dosadime-li do rovnice pro Z, dostaneme

h l

I=k. Jere 12L h2"
M h-+
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Tím jsme vyjádřili intenzitu osvětlení I jako funkci hledané vzdále
nosti h. Je tedy I —f(h). Tato funkce bude mít lokální maximum pro
takové A,pro něž bude f'(h) —.0 a f"(h) < 0.

Vypočtěme první a druhou derivaci
3

(3 + MĚ—hk.. (3+ B). 2h
D=k. (rž+ h?)? ,

rak (rž+ A?)š.(rž+ hž —312)
7% (r2+ h2)š

ra rž—2h?
. (rž + h?j? ?

—4h(rž+ R2)*— (rž — 2h?). > „(r3 + 25 .2h

D=k. (7ž+ h?jš '

—k.(P+ ej [4 (r3 4 R)45. (rž—2h?)]
(r2 L hž)š

= —A(9r"—6h?)
P

Položíme-li první derivaci rovnou nule, dostaneme
2 —2hž=0,

I"

129
r.2

h= 2:

hě =

Po dosazení do druhé derivace je

n 5)E92 —6.— —
. 2 2rm= 2) oY26

(= + z) 2 (L5rdí2

a to je zřejmě záporné číslo. Předpoklady jsou tedy splněny a hledaná
vzdálenost světelného zdroje od středu stolu o poloměru r je

rh =
2

Z:
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Ukážeme si ještě jeden příklad, kde můžeme využít lokálních ex
trémů.

Příklad 46. Vypočtěterozměry sloupku transformátoru tvaru
kříže (obr. 31) tak, aby jím byl otvor cívky o poloměru r co nejvíce
zaplněn.

Obsah průřezu sloupku je
P=a+ d4ab.

Z obrázku vidíme, že
a = 2rsin«,

b = rcosa —rsina«= r(cosa— sin«).
Po dosazení je

P = 4r*sinž« + 8rsinaw.r(cos« —sin«),
P = 4r*(sinž«+ 2 sin «. cos « —2sinž«),

P = 4r*(sin2x —sinž«).

4

Abychom zjistili lokální maxi
Funkce P = f(«) je definovánapro « z intervalu o ; =

mum, vypočteme první a druhou
derivaci.0
P" = 4r"(2cos2x —2sinacos«),

« r P" = 47*(2. cos 2x — sin 2«),
= P" = 4r"(—4.sin 2x —2.cos2«),P"=— 8r"(2.sin2x—cos2«).

Položíme-li první derivaci rovnou

/ nule,dostaneme
a

P" = 4r*(2. cos 2x — sin 24) = 0,
b sin2x = 2.cos2«,

tg 24 —2,
Obr. 31 2x = 637267,

« — 3U43'

Po dosazení « do P"' vyjde zřejmě číslo záporné, protože sin 2x >=
2

= V5 a cos24 = TF jsou čísla kladná. Je tedy splněna podmínka, aby
pro « -= 31"43"byl obsah průřezu sloupku největší.

Určíme ještě rozměry a ad

a = 2r..sin 31943"— 2r.0,52572 — 1,051.,

b — r(cos 31"43“ — sin 31"43") = r(0,85066 — 0,52572) — 0,325.r.

(Pokračování)
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Deskriptivní geometrie

Josef Kateřiňák, VŠD,Žilina:

Rovnoběžné osvětlení

Zobrazujeme-li prostorový útvar U do roviny, např. pravoúhlým
promítáním, vyznačujeme při grafickém znázorňování tzv. viditelnost,
aby narýsovaný obraz útvaru U u nás vyvolal představu skutečného
útvaru U.)

2

x
s
i

+

t
|
' S
1 '

x V

i |
3 iJI | |
-= k

1 1

3

+

Obr. 1

Dalším prostředkem k docílení názornosti je rovnoběžné osvětlení,
jehož praktické uplatnění je zejména v malířství a v architektuře.

1) Viz článek Vyznačování viditel
nosti při rovnoběžném promítání, Rozhledyč.5,str.222
1959.
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Představme si rovinu zr, na níž dopadají sluneční paprsky tak, že
jsou s ní různoběžné. Poloprostor s hraniční rovinou zr, ve kterém je
zdroj světla - slunce,nazveme kladný a poloprostor k němu opačný
nazveme záporný. Na obr. 1 je kladný poloprostor nad z a záporný
pod z.

Sluneční paprsky tvoří směr osvětlení s, tj. množinu navzájem rovno
běžných přímek, který je určen jednou svou přímkou s, různoběžnou
s jr. Šipkou na této přímce s vyznačujeme polohu světelného zdroje
slunce. Šipka totiž určuje na přímce s uspořádanou dvojici bodů 1, 2,
z nichž prvý bod 7 je světelnému zdroji - slunci - blíže než druhý bod 2.

směru -S

$

$Á ;

s5 Pp
A)

G 8,D70 i
/ i

i
/ | 1/ A! !

/ A i
i | V

h 1

B" i i i
i i

h! 1

n

Obr. 2a Obr. 2b

Každým bodem X kladného poloprostoru prochází jediná přímka sX
nazýváme ji světelná přímka bodu X, jejichž průsečík X"

s rovinou z nazýváme vrženým stínem bodu X na rovinu 7x.Body zá
porného poloprostoru nemají vržené stíny na rovinu zr.

Uvažujme nyní přímku p. Vrženým stínem p' přímky p na rovinu %
rozumíme množinu vržených stínů všech jejich bodů na rovinu z.

Je-li přímka p rovnoběžná se směrem osvětlení s, potom zřejmě jejím
vrženým stínem na rovinu grje jediný bod - průsečík p' = p.m.
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Jestliže není přímka p rovnoběžná se směrem osvětlení s, potom svě
telné přímky s* jejich bodů X leží v jedné rovině o, která prochází
přímkou p a je rovnoběžná se směrem osvětlení s - nazýváme ji svě
telná rovina přímky p - takže vržené stíny X" těchto bodů X na rovinu

re leží na průsečnici o . r. Musíme však rozlišovat dva případy:

a) přímka p je rovnoběžná s rovinou 7 a leží celá v kladném
poloprostoru (obr. 2a).*) Potom světelné přímky s* jejich bodů X vy

a 4
Obr. 3a Obr. 3b

plňují celou rovinu o, takže vrženým stínem přímkyp na rovinu «
je přímka p=o.x, kterou určímevrženýmistíny A', B" dvou
různých bodů A, B přímky p na rovinu zr.

b) přímka p je různoběžná s rovinou z (obr. 2b). Potom body X
přímkyp, které leží v kladném poloprostoru,vyplňují polo
přímku s počátkem P= p.m, takže vrženým stínem přímkyp

2) Jestliže je p rovnoběžná s rovinou z a leží celá v záporném polopro
storu, pak ovšem nemá vržený stín na rovinu z.
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na rovinuz je polopřímka na průsečnicio. s počátkemP,
kterou určíme počátkem P = p. 1 a vrženým stínem A" jednoho bodu
A přímky » ležícího v kladném poloprostoru.

Doporučuji čtenáři, aby si vše vymodeloval: rovinu 7r bílým listem
papíru, přímku p kouskem drátu; místo slunečních paprsků lze použít
i světla elektrické žárovky umístěné dosti daleko od papíru.

Praktický postup vysvětlíme na příkladě. Na obr. 3a je v pravo
úhlém promítání na dvě průmětny zobrazena přímka p rovnoběžná
s rovinou z a ležící celá v kladném poloprostoru. Směr osvětlení s je
určen přímkou s, na níž je šipkou vyznačena poloha světelného zdroje 
slunce.

Zvolíme si na přímce p dva různé body A.a B a určíme jejich vržené
stíny A' a B" na rovinu z. Jsou to průsečíky světelných přímek s4
a sB s rovinou z, tj. půdorysné stopníky těchto světelných přímek.
Vrženýmstínempřímkyp na rovinuz je pak přímka p'=AB,
která je rovnoběžná s přímkou p.

Na obr. 3b je v pravoúhlém promítání na dvě průmětny zobrazena
přímka p různoběžná's rovinou z.

V tomto případě určíme nejdříve průsečík P= p.m a potom si
zvolíme na přímce p v kladném poloprostoru bod A a určíme jeho
vržený stín A' na rovinu z. Vrženým stínem přímky p na rovinu z%
jepakpolopřímka PA.

(Pokračování)

Mud

Inž. Jiří Machalický, ČVUT,Praha: |

O kapilárních jevech É

Nalijeme-li například do skleněné nádoby vodu, vidíme, že hladina
vody při stěně nádoby není vodorovná, nýbrž je zakřivená tak, jak je to
schematicky znázorněno na obr. 1.

Ještě lépe je toto zakřivení patrno v tenkých skleněných trubicích
ponořených do vody. Kromě zakřivení pozorujeme, že voda v kapiláře
stojí výše než v nádobě. Tomu říkáme kapilární elevace (vzestup).
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První pozorování tohoto jevu pocházejí od Leonarda da Vinci (1490).
U některých kapalin se hladina ustaví níže než hladina v nádobě

(kapilární deprese) a má obrácený meniskus. Oba případy jsou schema
ticky znázorněny v obr. 2.

Promítneme-li meniskus na stěnu, poznáme, že má přibližně tvar
kulového vrchlíku (poloměr R; obr. 3). Tento poznatek nám dovolí
odvoditjednoduchýmzpůsobemvztah pro tzv. kapilární tlak,
jehož působením nastává kapilární elevace.
- Připomeneme ještě, že v hladině vody působí povrchové napětí o,

které svírá se stěnou kapiláry úhel $ (tzv. krajní úhel - pro vodu a skle
něnou stěnu je 9-——8“). Ve směru osy se uplatní svislá složka o cos.
Celkovou sílu F', působící elevaci kapalinového sloupce vypočítáme,
znásobíme-li toto napětí obvodem kružnice o poloměru r

F = 2nroacos4.

Obr. 1 Obr. 2

Dělíme-li tuto sílu průřezem 7r*, dostaneme hledaný kapilární tlak

2717 G COSYPk—l (1)
Samozřejměje tento tlak rovný hydrostatickému tlaku hg, způso

benému vahou sloupce výšky A kapaliny (jejíž hustota je 0). Z této
rovnice dostáváme vztah

20c0sĎ| I
h=| —. (2)09 r

Je tedy elevace 4-tím větší, čím menší je poloměr kapiláry.

Z obr. 3 vyplývá, že cos = ř Dosadíme-li odtud do rov. (1), do
staneme pro kapilární tlak vztah

m = (3)s
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Jak patrno, je v tomto jednoduchém případě kapilární tlak úměrný
povrchovému napětí o) a nepřímo závisí na poloměru křivosti R
vrchlíku.

Tento vztah můžeme snadno zobecnit. Svůj jednoduchý výpočet za
ložíme na známých pokusech s mydlinkovými bublinami. K vyfouknutí
takové bubliny poloměru r je třeba, aby uvnitř bubliny byl tlak o Ap
větší, než je tlak p okolního vzduchu. Povrch obou stran blány je
S = 8nr?. Zvětší-li se poloměr bubliny na r + Ar (obr. 4), zvětší
se tento povrch o

AS = 8ypar — 8, = 8x (r + Ar) — 8rr2— 167xrAr
V bláně se tedy při zvětšení poloměru bubliny o Ar akumuluje

energie
AE = o.l16xrAr. (4)

Obr. 3

Tato energie je stejně velká jako práce

AA = FAr = SApAr = 4nřApAr (5)
Srovnáním vztahů (4) a (5) dostáváme pro přetlak vzduchu v bublině
vztah

1) Povrchové napětí je číselně rovno plošné hustotě energie, má tedy
např. v soustavě MKS rozměr [0] — N ..m-*, resp. J .m-—?.Zvětší-li se
tedy účinkem vnějších sil povrch kapaliny o AS, spotřebuje se na to
energie a4S.
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který můžeme psát také ve tvaru

r rAp=2(I+1)=m. (6)
Přetlak Ap vzduchu uvnitř bubliny je co do velikosti stejný s kapilár
ním tlakem 9, který má však opačný směr (míří vždy na tu stranu
plochy, s níž se jeví povrch dutý).

Nepřímou závislost kapilárního tlaku na poloměru křivosti si můžeme
demonstrovat jednoduchým pokusem. Vytvořme na rozšířenýchkoncích
trubice v obr. 5 mýdlové bubliny. Účinkem kapilárního tlaku by bub
lina zmenšovala svoji velikost. Nemá-li se zmenšovat, musí mít vzduch
uvnitř jistý přetlak. Spojíme-li vnitřní prostory obou bublin, vyrovnají
se tlaky. Při tom menší z bublinek se dále zmenšuje (až úplně zmizí),
zatím co větší se zvětšuje; je tedy kapilární tlak větší v bláně menší
bubliny.

Obr. 5

Pro kapilární tlak v libovolném bodě B obecně zakřivené blány
(obr. 6) odvodil Pierre Simon Laplace (francouzský matematik a astro
nom 1749—1827) vztah =! l

= dl < LI

v němž R,, R, jsou poloměry křivosti dvou libovolných k sobě kolmých, V. , , l
řezů k, k, blánys rovinami proloženými normálou. Výraz R + R, ©

1 2

nazývá křivost ovgeometrii se dokazuje, že tento výraz má
v každém bodu B pro libovolnou dvojici k sobě kolmých normálových
řezů stálou hodnotu.
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Najdeme-li takový řez, v němž má poloměr křivosti největšívelikost,
pak v řezu k němu kolmém musí poloměr křivosti být nejmenší. £ $

Kdybychom vytvořili blánu mající tvar části válcové plochy, pak
bude mít kapilární tlak ve všech bodech této plochy stejnou hodnotu

l l 2G

kde R je poloměr křivosti válcové plochy.
Zajímavé jsou plochy, které mají v každém svém bodu křivost

l + 1R B,
To znamená, že řez s maximálním a minimálním poloměrem křivosti
leží na opačných stranách této plochy. Plocha může být buď rovinná
(R, — 00, Ry-—>©), nebo másedlovitý tvar (obr. 7). Říkáme jim mini
mální plochy, protože plošný obsah takové plochy omezenéně

PL = 20

= 0. (9)

Obr. 7 Obr. 6

jakou uzavřenou křivkou je nejmenší ze všech nekonečně blízkých ploch.
Minimální plochy lze velmi pěkně demonstrovat na drátěných mo

delech s mydlinovou blanou.
Nejjednodušší takovou plochou je, jak jsme již řekli, rovina. Nejlépe

to lze ukázat na tzv. Maxwellově rámečku s lehce pohyblivou příčkou
(obr. 8). Na tomto jednoduchém zařízení lze také provést přibližné
měřenípovrchového napětí.

Jiná jednoducháminimálníplocha je tzv. katenoid. Vytvoříme
ji tak, že do mydlinové vody ponoříme dva nestejné drátěné kroužky 
držíme-li při vytahování oba kroužky v rovnoběžných rovinách, a spo
jíme-li (např.protržením blány v jednom kroužku) vnitřní prostor blány
s okolím, bude Ap = 0. Podmínce (9) vyhovuje v tomto případě ro
tační plocha vytvořená řetězovkou - katenoid (obr. 9).

209



Na složitějších drátěných modelech (např. čtyřstěn, krychle...) smo
čených v mýdlové vodě se vytvoří plochy, jichž povrch je za daných
poměrů nejmenší, Blány se stýkají v hranách, takže k jedné hraně se
vždy připojují tři blány a do jednoho rohu se sbíhají čtyři hrany. Úhly,CJÍ

Obr. 9 Obr. 10

které svírají hrany v jednom rohu, jsou rovněž stejné. Na obr. 10 je
snímek minimální plochy na pravoúhlém osmistěnu.

LITERATURA

[1] Grimsehl, Lehrbuch der Physik. Band I, Leipzig 1954,
[2] Handbuch der Experimentalphysik VI.
[3] Novák Vladimir, Fysika. Díl I, Praha 1929.

Inž. Dr. Václav Šindelář, Praha:

Co je měřicí a měrová technika?

Měřenítvoří základ technického rozvoje všech oborů, avšak zasahuje
mnohem šířeji i do běžného života kolem nás. Bez měření není vůbec
možno si představit předvoj techniky technický výzkum, ani vlastní
výrobu při sledování nejrůznějších technologických procesů. S měřením
se setkáme v dopravě, ve zdravotnictví, v obchodě, prakticky téměř
všude. Měřenímurčujeme kvantitativní charakter nejrůznějších veličin.
Při tom podle známé definice rozumíme měřením stanovení velikosti
příslušné veličiny v nějakých zvolených jednotkách. Podle této definice
zdánlivě nezáleží na tom, jaké jednotky zvolíme. Volba je teoreticky
libovolná, předpokladem ovšem je, aby zvolené jednotky byly jedno
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značně definovány (buď prototypem nebo experimentálním předpisem)
a byly neproměnné.

Měření provádíme měřidly nebo měřicími přístroji, obecně nějakými
měřicími zařízeními, jejichž údaje čteme zpravidla na stupnicích, vy
nesených ve zvolených jednotkách. Přitom volíme pro měření vhodnýpostup© měřicímetodu.Všecosetýkáměřicíchzařízení(jejichvý
zkumu, konstrukce, vlastností apod.) a měřicíchmetod, patří do oboru
měřicí techniky.

Nyní si vysvětlíme pojem druhý, měrovétechniky a jeho náplně. Již
jsme si řekli, že jednotky měřených veličin bychom si mohli zvolit
libovolně. Tak tomu skutečně bylo v minulých dobách, kdy pak pro
nějakou veličinu existovalo velké množství různých jednotek, jejichž
definice byly namnoze dosti nepřesné. Je samozřejmé, že velký počet
jednotek vnášel zmatek do posuzování výsledků měření,nebylo-li těchto
výsledků používáno pouze lokálně, tj. v místě, kde příslušná jednotka
byla zavedena. I když byly stanovovány různé převodní vztahy mezi
různými jednotkami téže veličiny, nebyl zmatek zásadně odstraněn.
Tak např. hodnota nějaké délky (např. látky; ve starých dobách se
měření omezovalo na otázky směny, obchodu: na vážení a určování
délek, ploch a objemů), stanovená v jednom městě (podle místních
jednotek), převáděla se na hodnotu v jednotkách platných v jiném
městě (kraji, oblasti nebo státě) jen s obtížemi a velmi nepřesně. Přestože
jednotky dříve nejčastěji užívaných veličin (hmoty, délky, plochy a
objemu) byly obvykle zpodobňovány prototypy, tj. etalonovým měřicímzařízením© proněžsepoužívalo(adodnesvširšímslovasmyslu
používá) názvu míry, můžeme říci, že panoval měrový nepořádek, způ
sobený měrovou nejednotností. Aby bylo měrové dorozumění zjedno
dušeno a zpřesněno, což diktoval rozvoj obchodu a průmyslu, docházelo
k postupnému nahrazování lokálně platných jednotek jednotkami sta
novenými různými nařízeními pro větší územní celky. To nakonec vedlo
v novější době ke snaze zavést jednotky platné pro celý svět (např.zavedenímetru,tzv.metrickoukonvencí© koncemminuléhostoletí).
Stanovování jednotek různých veličin, jejich co nejpřesnější a nejjed
noznačnější definování, jejich realizace, to vše patří do oboru měrové
techniky. Úkoly měrové techniky jsou ovšem ještě širší. Patří semjednaknavazovánívšechměřicíchzařízenínazákladníetalony© prototypy© neboetalonovázařízení,atouvšechfyzikálníchatechnic
kých veličin, jejichž výčet je dnes velmi rozsáhlý (kromě klasických
oborů, např. síla, hustota, tvrdost, tlak, teplota, vlhkost, nejrůznější
elektrické, magnetické, akustické a optické veličiny apod.), jednak do
hled nad správností měřicích zařízení a nad dodržováním měrových
předpisů, jež nejen stanoví, jakých jednotek se má používat, ale také
jaká měřicízařízení jsou vhodná a jakým způsobem se má kontrolovat
jejich správnost. Měrová technika, velmi důležitý základ správné a jed
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notné měřicí techniky, je dnes intenzívně rozvijena i v ČSSR podle
zásad vlálního usnasaní č. 833 z r. 1960. Měrové úkoly zajišťuje a dále
rozvíjí v ČSSR Úřad pro normalizaci, do jehož pracovní náplně patří
obor měrové techniky (v otázkách zásadního charakteru). Měrová tech
nika je ovšem i náplní měrových středisek, zřízených a v budoucnu
doplňovaných na všech význačnějších pracovištích našeho socialistic
kého průmyslu a vědy.

Přemysl Schůrer, Praha:

Porézní látky ve vakuové technice
(Dokončení)

6. Využití molekulových sít

Rozsáhlé možnosti uplatnění a využití molekulových sít v našem
průmyslu i výzkumných laboratořích je dáno jednak jejich sorpčními
vlastnostmi, jimiž značně převyšují dosavadní obvyklé sorbenty, např.
aktivní uhlí a silikagel a dále řadou nových vlastností, hlavně vysokousorpčníselektivitou.Výroba-výhradnězdomácíchsurovin| jepo
měrně levná a jejich využití hospodárné. Po nasycení se totiž síto od
plyní, obvykle při teplotě 350 až 4507C buď v proudu suchého vzduchu,
či jiného plynu, nebo ve vakuu a znovu se zapojí do sorpčního procesu.
Tak bylo naměřeno přes 5000 cyklů, než síto ztratilo asi 30 % své
sorpční kapacity. Po 30 000 cyklech je nutno síto vyměnit.

Na tomto místě si všimneme pouze tří směrů využití molekulových
sít, a to pro sorpci permanentních plynů a dělení směsí, pro pohlcování
uhlovodíků a jako vysušovacího prostředku (desiceans).

A. Sorpce plynů a dělení směsí. Přidostatečněnízkých
teplotách jsou síty pohlcovány ve velkých objemech permanentní plyny.
Některé z poznatků, získaných v tomto směru, jsou zvláště zajímavé.
Porézní krystaly mohou působit jako selektivní sorbenty v těchto třech
možnostech:

a) Jako výsledek rozdílné slučivosti pro různé plyny a páry bez ty
pické činnosti molekulovéhosíta.

b) Jako výsledek částečné činnosti molekulovéhosíta, kdy sicevšechny
molekuly směsí pronikají do krystalů, ale vzhledem k rozdílné velikosti
a tvaru molekul nastanou rozdíly v rychlostech sorpce. Při zajištění
vhodné doby kontaktu mezi sorbentem a směsí lze pak těchto rozdílů
použít pro separaci.

c) Celkovýmvyužitím činnosti molekulového síta, kdy molekuly urči
tého plynu jsou sorbovány, zatím co ostatní vlivem svého nepatřičného
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tvaru a velikosti jsou zcela zbaveny možnosti průniku vstupními okénky
krystalu.

Tato třetí funkce se uplatňuje hlavně v procesech s uhlovodíky, jelikož
kritické rozměry molekul, rozhodující v otázce způsobilosti průniku
vstupními okénky, jsou u permanentních plynů menší než volné prů
měry okének molekulových sít, je třeba využít pro separaci první a
druhé z uvedených třech možností. Kritické průměry v angstrómech
pro vzácné plyny jsou

He - 2,0 Kr >3,9
Ne -3,2 Xe-43
A -38

V případě dvouatomových molekul je kritickým rozměrem průměr
kružnice, opsané molekule kolmo k její délce. Délka molekuly je uve
dena v závorce

H, -24 (3,1)
0, - 2,8 (3,9)
N, - 3,0 (4,1)

Jelikož jsou molekuly do jisté míry pružné, je třeba pojímat tyto
rozměry spíše jako poměrné než absolutní. Uvedené kritické rozměry
se mezi sebou liší natolik, aby se mohla projevit během sorpce dovnitř
krystalu rozdílná rychlost průniku při protlačování molekul vstupními
okénky, která jsou stejně velká, nebo jen o málo větší, než molekuly
samotné. Tímto způsobem bylo dosaženo požadovaného oddělení jed
notlivých plynů ze směsi, která proudila určitou rychlostí sloupcem
molekulovéhosíta.

V některých případech bylo úspěšně použito pro separaci takového
postupu, kdy molekulové síto bylo po odplynění modifikováno přidáním
velmi malého množství vody. Tehdy dochází vlivem krystalové vody
ještě k většímu zpomalení sorpce pomalu difundujících molekul oproti
rychlejším. Dvojice směsí, oddělené při tomto způsobu použití moleku
lového síta jsou A - N3, A - O4, N; - Hg, A - Ne, A - Hg, přičemž jedna
složka - pomalu difundující molekuly - zůstane v plynné fázi, druhá se
sorbuje v sítu. Plynná fáze obsahuje 100% první složky, v sorbované
části, složené převážně z rychleji difundujících částic, se však naleznou
i stopy první složky. Toto množství je velmi malé v důsledku zmíněné
modifikace vodou.

Důležitou aplikaci při oddělování vodíku, kyslíku, dusíku, metanu
a kysličníku uhelnatého našla molekulová síta v plynové chromato
grafii, kde mimo jiné pomohla vyřešit otázku spotřeby kyslíku a pro
dukce svítiplynu během exydace uhlovodíků, pro automatické aparáty
ke kontrole složení ovzduší, nebo pro automatickou analýzu stopových
látek.
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Mohutnou sorpčěníúčinnost molekulových sít posoudíme nejlépe ze
skutečnosti, že jeden krychlový centimetr pojme zhruba 10*žmolekul
sorbované látky. Víme, že grammolekula - množství látky, jejíž hmota
udaná v gramech se číselně rovná molekulové hmotě látky - obsahuje
vždy týž počet molekul, a to N = 6,023. 10?*,což je Avogadrovo číslo.
Tak např. 1 em? vody, tedy 1 g (grammolekula H;O 2+ 16 = 18)

obsahuje „10%= 3,34.. 10**molekul. Vidíme tedy, že molekuly, sor
bované molekulovým sítem, jsou natěsnány v jeho objemu v hustotě,
jaká odpovídá kapalinám.

Pro účely vakuové techniky nás zajímají objemy plynů, které je
schopno molekulové síto pojmout. Musíme tedy zjistit, jaký objem za
normálních podmínek, tj. při teplotě 0“ C a tlaku 760 tor zaujme množ
ství 10?žmolekul, které jsou sorbovány jedním krychlovým centimetrem
molekulového síta. Podle Avogadrova zákona zaujímají grammolekuly
různých plynů stejné objemy při stejném tlaku a teplotě. Za normálních
podmínek je tento objem roven 22,41litru. Na jeden litr připadá tedy
6,02. 10?

22,4
je pohlcen jediným centimetrem sorbentu! Bližší údaje sorpění mohut
nosti molekulových sít jsou uvedeny v následující tabulce:

= 2,7. 10??molekul, tedy objem téměř jednoho litru plynu

Sorpce molekulovým sítem.

A B C D

HO 53 1,67 32
N; 54 0,88 16
0, 46 0,97 18Argon| 470,9818

Sloupec A: druh sorbovaných molekul,
B: procenta sorpěního objemu z celkového objemu krystalu,
C: počet molekul, pohlcených krychlovým centimetrem krysta

lu v jednotkách 10??,
D: počet molekul, pohlcených jednou dutinou.

B. Pohlcování uhlovodíků. Děleníuhlovodíkůje jednou
z velmi důležitých funkcí, které mohou molekulová síta úspěšně zastat.
Tak se dají výběrem vhodných sít oddělit iso-parafiny od normálních,
monocyklické aromatické uhlovodíky a nafteny od dvoj- a troj- cyklic
kých apod., podle šířerozvětvenéhořetězce.

Pro techniku vysokého a ultravysokého vakua (ultravysokým vakuem
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sv?
nazýváme zhruba takové vakuum, kde je tlak 107%tor a nižší) je pod
statné pohlcování uhlovodíků všeobecněpomocí molekulovéhosíta 13X,
případně 10X s největšími póry, kdy tyto sorbenty pohltí molekuly
zpětného proudu z olejových vývěv až do velmi nízkých tlaků. Víme
totiž, že při odčerpání aparatury do mezního tlaku, tj. do nejnižšího
tlaku, jaký lze na uvedené aparatuře s danou vývěvou dosáhnout,
proudí molekuly v plynu v obou směrech stejně, tedy počet molekul,
které projdou průřezem potrubí ve směru od pracovního prostoru k vý
věvám je stejný jako počet molekul, procházejících od vývěv do pra
covního prostoru. Na prvním místě nás zajímá proud molekul ve směru
do pracovního prostoru. Sestává jednak z molekul čerpaného plynu,
které se vracejí po zpětných odrazech, nebo difuzi z čerpaného prostoru
a jednak z molekul, uvolněných čerpacími látkami - z olejů difuzní
a rotační vývěvy. K zadržení tohoto zpětného proudu toku do ultra
vysokovakuového systému se dosud používaly pouze vymrazovačky
chlazené kapalným dusíkem, případně vymrazovačky s vloženou vlnitou
fólií z mědi nebo niklu. Jejich účinnost je třeba udržovat stálým doplňo
váním odpařující se chladicí látky, měď nebo nikl musíme čas od času
zregenerovat vyžhavením. Užití molekulových sít je i zde mnohem po
hodlnější a dosažené výsledky jsou lepší.

Při syntézách vzniká síto ve formě mikrokrystalického prášku, který
pro řadu aplikací není vhodný, např. kvůli vylétávání prášku z lože.
Proto se prášek smísí s vhodnou plastifikační a granulační přísadou
a molekulová síta se pak vyrábějí ve formě granulí. Tyto se umístí
do potrubí tak, aby sice nebyl zvyšován vakuový odpor, ale současněaby
se molekuly zpětného proudu setkaly s povrchem molekulového síta.
Takto upravená nádobka s molekulovým sítem se nalézá na aparatuře
v té části, na kterou se pro odplynění vkládá pec. Molekulové síto bez
poškození vydrží odplyňovací teplotu, obvyklou pro vysokovakuové
a ultravysokovakuové systémy, tj. 450 až 500“C. Byly provedeny
zkoušky, které ukázaly, že se v ultravysokovakuovém systému, odply
něném a odčerpaném olejovými vývěvami a ionizačním manometrem,
udržel tlak 1079 tor pod dobu desítek dní, když byla ultravysokova
kuová část aparatury oddělena od olejové difůzní vývěvy pouze ná
dobkou s molekulovým sítem. Ukazuje se dále, že lapače s molekulovými
síty, hlinitokřemičitany, nebo s aktivovaným hliníkem, jsou nejen po
hodlnější pro provoz proti obvyklým vymrazovačkám s kapalným du
síkem, ale též vzhledem k intenzivnímu pohlcování uhlovodíků značně
zmenšují únavu kysličníkových katod. Byl proveden pokus, při kterémzastejnýchpočátečníchpodmínek| tlakuasi1077torbylynazku
šební diodě měřeny změny emisního proudu s časem, a to jednak při
vymrazování kapalným dusíkem, jednak pouze s aktivovaným hliníkem.
vloženým do potrubí mezi olejovou difúzní vývěvu a pracovní prostor.
V prvním případě poklesl proud během 20 hodin z 8 na 2 mA, při druhém
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pokusu bez jakéhokoli vymrazování stoupl za stejnou dobu ze 7 na
11 mA a za 40 hodin na dvojnásobek své původní hodnoty.

Dobré výsledky s použitím molekulových sít jako mohutných sor
bentů zpětného proudu uhlovodíků z olejových vývěv mají již i některá
naše pracoviště, kde se zavádí tento nový druh lapačů na místo dosa
vadních vymrazovaček.

C. Vysušovací prostředek. Processorpcevodyje silně
exotermní!) v různých vysušovacích látkách a molekulová síta netvoří
v tomto ohledu žádnou výjimku. Při sorpci vody můžeme tedy pozo
rovat značný vzestup teploty. Takové zahřátí u méně účinných sor
bentů může značně oslabit jejich kapacitu, stoupne-li teplota vlivem
exotermního sorpčního procesu až k bodu, kde již dochází k podstatné
desorpci. Při podobných okolnostech je třeba vysušovací látku chladit.

Avšak zeolity vzhledem ke své vysoké jímavosti molekul vody mohou
podstoupit podstatné zahřátí bez znatelného úbytku sorpční kapacity
nebo účinnosti. Vdůsledku toho lze vysoušet plyn i při vyšších teplotách,
a to i nad 1007C, což je v mnoha případech zvláště výhodné. Mimo
to lze plyn důkladně zbavit stop vodní páry, i při poměrně velké rych
losti proudění. Musíme ovšem vybrat takové síto, které nebude čerpat
vlastní plyn, aby tak nedošlo ke změnám v jeho složení. Může být však
vybráno tak, aby kromě vody odstranilo i jiné nežádoucí příměsi.

Důležité pole působnosti molekulového síta jako vysušovadla se vy
skytuje např. v mrazírenském průmyslu. Ačkoliv třeba freon, převážně
používaný jako pracovní náplň v chladničkách, se nemísí s vodou, může
obsahovat malé množství vlhkosti. Tato vlhkost přizamrznutí způsobuje
poruchy ventilů nebo korozi. Obsah vody nemá být vyšší než 10 až
15 p. p. m. (= parts per million, tj. miliontiny), což se dá zajistit užitím
zeolitů. Také stopy kyselin lze odstranit z chladicí látky pomocí mole
kulových sít.

O účinnosti vysoušení molekulovýmisíty se můžeme přesvědčitz ucho
vání čistého povrchu roztaveného sodíku nebo vizmutu. Kapalných
alkalických kovů se používá v nukleárních reaktorech jako chladícího
media. Jejich lesklý povrch je náchylný k zamžení při styku 1 jen
nepatrných stop vlhkosti. Byly činěny srovnávací pokusy s argonem
jednak vysušeným doposud obvyklými způsoby, jednak vysušeným po
mocí molekulového síta. Zatím co v prvním případě došlo zanedlouho
k zamžení, při použití molekulového síta nebylo pozorovat žádné za
kalení lesklého povrchu ani po kolika hodinách, kdy argon proudil nad
hladinou kovu.

Neméně důležitá je rovněž otázka odstranění vodních par z vakuového

1) Proces, při kterém se energie vybavuje a přechází z reagující soustavy
na okolí, nazýváme e xoter mní. Tehdy dochází k zahřívání reagující
látky i okolí. Proces, při němž se energie pohlcuje, při kterém tedy dochází
k ochlazování,nazývámese endotermní.
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systému, zvláště za přítomnosti žhavého wolframu, což je případ, který
se vyskytuje velmi často ve vakuové technice. Žhavý wolfram reaguje
s vodou, při čemž se vytváří vodík a kysličník wolframový:

W-+3H0—>3H,+Wo0,.
Kysličník kondenzuje na chladných stěnách baňky, kde je vodíkem

redukován na wolfram a vzniklá vodní pára se vrací do reakce se žhavým
vláknem. Při tomto koloběhu stěny baňky černají, vlákna rychle ubývá
a bržy se přepálí.

Kromě sušení žárovkárenského dusíku a plynů, používaných k plnění
výbojek, naleznou molekulová síta uplatnění při sušení svářečského
argonu, vodíku pro výrobu wolframu, molybdenu a v neposlední míře
při výrobě polovodičů. Účinné vysušování lze provádět za normálních
i zvýšených teplot. Současně i zmíněné pohlcování uhlovodíků mole
kulovými síty najde důležitou aplikaci při výrobě wolframu a jeho užití
v provozu, protože se zabrání nežádoucímu vzniku karbidů wolframu.

7. Závěr

Vidíme tedy velké výhody molekulových sít proti ostatním sorben
tům. Jsou velkým přínosem v mnoha odvětvích naší výroby stejně
jako ve vědecko-výzkumné práci našich laboratoří. Molekulových sít
se již běžně používá k plnění různých úkolů v řadě pracovních postupů.
Nelze však říci, že ss jedná o uzavřený, vyřešený problém. Zůstává
stále nezodpověděno mnoho otázek kolem těchto skvělých sorbentů.
Nejsou dosud známy všechny možnosti jejich využití, není proměřena
sorpění kapacita pro některé látky. Také se vyvíjí snaha o získání
nových druhů molekulových sít s dalšími velikostmi vstupních okének
apod., které by ještě výhodněji plnily požadované úkoly.

Je tedy otevřen další obzor pro výzkum molekulových sít na poli
fyziky, fyzikální chemie a chemie vůbec, který je nejen po všech strán
kách důležitý, ale i neobyčejně zajímavý.
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Prof. dr. Vilém Santholzer, KÚ;
Hradec Králové:

Určování data pokusného nukleárního
výbuchu geometrickou konstrukcí

(Dokončení)

Vzorky spadu z prvního saharského výbuchu byly poměrně silné
a zbytkováradioaktivita oddřívějšíchnukleárních zkoušekbyla nepatrná.
Za jeden den napadala tenkrát do sběrné nádoby jen asi jedna tisícina
z hodnoty 2,5 x 107%curie, kterou jsme získali ve vzorku z 1. 3. 1960.
Zbytková aktivita byla tudíž zanedbatelně malá. Je to pochopitelné,
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Obr. 1. Přibližné určení data nukleární zkoušky, provedené v září 1957
v Nevadě. Použité vzorky nukleárního spadu, které jsme u nás nasbírali,
jsou označeny čísly 85, 86, 88, 90. Na ose r jsou data měření aktivit, na
ose y převratné hodnoty jednotlivých aktivit. V průsečíku tak vzniklých
přímek s datovou osou je přibližné datum nukleární zkoušky: okolo
7. září 1957. Podle zpráv denního tisku byly v té době prováděny pokusné
výbuchy v Nevadě.
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neboť po dobu celých 15 měsíců předtím nukleární zkoušky nebyly pro
váděny. Ovzduší bylo tedy poměrně čisté, takže na velmi slabém „po
zadí““zbytkové radioaktivity se objevila poměrně silná aktivita čerstvé
ho radioaktivního mraku, tj. čerstvých štěpných produktů. Důkazem
toho jsou obr. 1 až 5, na nichž je grafické znázornění časového poklesu
radioaktivity beta získaných vzorků. ÚUnich jsme předem věděli, kdy
vznikly, neboť data saharských výbuchů byla oznámena. Bylo možno
tudíž přezkoušet, zdali se pro časový pokles aktivity nukleárního spadu
osvědčuje vzorec

A=kl, (1)
kde A je aktivita beta, k konstanta (vlastně aktivita vzorku pro t = 1)
a / časpočítaný od data výbuchu. Moenitel n mívá hodnoty od 1,0 do 1,7,
nejčastěji 1,2.

Případ, kdy bylo n = 1, se vyskytl koncem září 1957, kdy během ně
kolika dnů bylo získáno 6 vzorků nukleárního spadu pocházejícího z Ne
vady, pravděpodobně z nukleárních zkoušek okolo 7. září. Na obr. 1 bylo
k určení data výbuchu použito čtyř vzorků, č. 85, 86, 88 a 80. Rovnice
(I) můžeme napsat ve tvaru

l l
17x) (2)

z něhož je patrné, že pro velmi velké A, tj. pro velkou aktivitu v oka
mžiku výbuchu, je levá strany rovnice prakticky nulová. Proto také byly
na obr. 1 na osu y nanášeny převratné hodnoty aktivit. Datum vý
buchu musí být tam, kde vzniklé přímky protínají datovou osu. Z rov
nice (2) vznikne totiž rovnice přímky, dosadíme-liy —1/Aai=T—
—T, kde T je datum měření, a T%datum nukleárních zkoušky. Je tu
díž

1

což je rovnice přímky, která časovou osu protíná v bodě 7%,neboť pro
T = Tyjey= 0. 12
Je-li mocnitel n = 1,2, je třeba na osu y nanášet hodnoty 1 VA a opět
dostaneme přímku (3). To je provedeno na obr. 2, kde na rozdil od obr.
l jsou nakresleny také křivky časového poklesu aktivit vzorků č. 318
a č. 335. Pro vzorek č. 318, připravený z dešťové vody dne 1. 3. 1960
a kontaminovaný spadem z prvního francouzského výbuchu na Saha
ře, je vhodné n = 1,25. Pro vzorek č. 335 získaný z dešťové vody dne
9.4. 1960je vhodné » = 1,15. Pro oba vzorky tedy je přibližně n — 1,2.

1,2

Na osu y bylý tudíž nanášeny hodnoty 1 Va. Tak vznikly přímky
l a 2, které časovou osu protínají v datech 13. února a 1. dubna, což
vskutku jsou data nukleárních výbuchů na Sahaře.
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U vzorku č. 335 se přímka 2 po uplynutí asi jednoho měsíce mění
v křivku, nebo u tohoto slabého preparátu se brzy začala uplatňovat
značná zbytková aktivita z prvního výbuchu na Sahaře. Původní směr
přímky 2 je naznačen v dalším průběhu tečkovaně.

Na obr. 2 jsou ještě dvě další kontrolní přímky 3 a 4, které časovou
osu protínají rovněž v datech nukleárních zkoušek. Tyto přímky jsou
tzv. přímky poločasů. Jejich konstrukce vyplývá z rovnice (1). Uvažuj
me dvě naměřené aktivity, z nichž druhá je právě polovičkou první;

25 Ť 1 48 (ns125)

A

20 + p

A
"i 335(n-445)

15 - VA i

c A

T Oo

2 >

s
5 Vs

: Sefy
T T

4960 únor březen duben © květen

Obr. 2. Časový pokles aktivitv vzorků nukleárního spadu po prvním a
druhém výbuchu francouzských atomových pum na Sahaře. Vzorek č. 318
jsme získah dne 1. 3. 1960, vzorek č. 335 dne 8. 4. 1960. Na obr. je pro
vedeno určení dat nukleárních zkoušek s pomocí geometrických konstrukcí.
Výbuchy byly provedeny ve dnech 13. 2. a 1. 4. 1960, což také na obr. 2
vychází v průsečících přímek 1,3 a 2,4 s datovou osou.

čas, který uplynul než aktivita A poklesla na A :2, budiž Ta nazvemejej
poločasem.Na rozdíl od jediného radioaktivního prvku, kdy poločas je
stálý a je charakteristickou konstantou prvku, je „„poločas““směsi štěp
ných produktů veličina proměnná. V této směsi radioaktivních prvků
se nejprve rozpadají prvky krátkých poločasů, pak delších a nakonec
nejdelších. Ve směsi štěpných produktů nakonec zůstávají jen dlouho
žijící radioizotopy. Ze zářičů beta je to zvláště Sr 90.

Platí-li vzorec (1), musí být poločas směsi zplodin lineární funkcí času
T, který se vztahuje k první aktivitě A:

T=((T— T), (4)
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n

kde c = V2 — I a tudíž pro daný vzorek konstanta. T%je datum nu
kleárního výbuchu. Je tudíž

A =k(T— T977, —= k(Tz—TJ;

poločas T je dán rozdílem dat měření,

T= Ty—T,= (2— V (T,—T) =0(T— T,

25 - 5,

p

20 +4 N2

A

45 

40 - A

Vn *T Ti TFa
O A A. O.. + B“ a A a A A s A A . + A 2 s

, 8 9.10 141 41 4 2 3 4 5 6 , 8 9 10 14.12 1 2 3 4 5

1958 1939 1960

Obr. 3. Časový pokles aktivity čtyř vzorků nukleárního spadu. Vzorek N,
získán 3. 11. 1958. (Nukleární zkoušky byly dočasně zastaveny dnem
1. 11. 1958.) Vzorek N,. získán 4. 5. 1959. Body T%jsou přibližná data
nukleárních výbuchů graficky určená. Vpravo je časový pokles aktivity
vzorků spadu ze saharských výbuchů (81,9%).

označíme-li datum prvního měření jednoduše T' místo T,. Tak jsme
odvodili rovnici (4), která je rovnicí přímky. Mezi r a T je lineární zá
vislost,

Na obr. 2 byly přímky 3 a 4 získány právě touto metodou. Jsou to
geometrická místa bodů, jejichž pořadnice jsou určité poločasy Ta úseč
ky vždy datum příslušící k poloviční hodnotě aktivity. Anebo: zvolí se
určité datum, které je úšečkou; pořadnicí je poločas T, za nějž aktivita
příslušící zvolenému datu poklesne na polovičku.
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Tato grafická metoda určuje nejen datum výbuchu (7%),avšak také
mocnitele n, který podle (4) vyplývá ze směrnice vzniklé přímky. Z obr.
2 je patrné, že směrnice přímek 3 a 4 jsou přibližně stejné a tudíž mocnitel
n je pro oba vzorky přibližně stejný, » = 1,2. Na základě úhloměrného
měření můžeme tedy snadno určit i mocnitele » pro vzorec (1), který
vystihuje pokles aktivity nukleárního spadu v prvních měsících po
výbuchu, kdy aktivita vzorku silně převyšuje zbytkovou aktivitu (ne
boli „„pozadí““)od dříve provedených výbuchů.

324 (n=1,53)
25 F

( o i A a
1960 : 29.2. 34.3. 30.4.

Obr. 4. Časový pokles suchého atmosférického spadu (radioaktivního pra
chu) po první nukleární zkoušce na Sahaře. Datum zkoušky určené gra
ficky je 13. 2. 1960.

Na obr. 3 je pro srovnání narýsován časový pokles aktivity dvou
starších a dvou čerstvých vzorků. Vzorek N, byl získán na začátku listo
padu 1958, těsně po zastavení nukleárních zkoušek dnem 1. 11. 1958.
Vzorek N, byl získán až půl roku po zastavení zkoušek, na jaře 1959.
Pokles jeho aktivity je zřetelně pomalejší, neboť krátkožijící radioizo
topy se již rozpadly a uplatňují se jen izotopy s delším poločasem. Po
delší přestávce, kdy se výbuchy neprováděly, byl proveden první sahar
ský výbuch (S) a později podstatně slabší druhý (S,). Čerstvé štěpné
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produkty se projevily v rychlém poklesu aktivity (křivka S,). Křivka S,
klesá poměrně zvolna, neboť ve vzorku byly přimíchány starší zbytky
z prvního výbuchu, které se již rozpadaly pomaleji.

Na obr. 4 je časový pokles aktivity vzorku č. 321, získaného začátkem
března. Byl. to suchý atmosférický spad, jehož aktivita klesala podle
vzorce (1) s mocnitelem » = 1,53. Na osu pořadnic byly nanášeny hod

1,5

noty 1 VA. Datum výbuchu (13. 2.1960) bylo určeno oběma uvedenými
způsoby (přímky 1, 2).

Na obr. 5 je časový pokles tří vzorků spadu. Vzorky označené a, c
příslušejí spadu dešťovému, bspadu suchému. Znázorněníje bilogaritmio
ké, tj. čas fi aktivita A jsou nanášeny v logaritmech. Logaritmováním
rovnice (1) obdržíme vztah

log A = log k — nlog!ť.

50
; Obr. 5.Časový poklestří vzorkůspa

du z pokusného výbuchu na Sahaře.
Na osu r je nanášen logaritmus poč
tu dnů, které uplynuly od data vý
buchu (od 13. 2. 1960).;Na ose y jsou
logaritmy aktivity. V tomto biloga
ritmickém znázornění (tj. na obou
osách jsou nanášeny logaritmy), je
časový pokles aktivity dán přímkou.
Teprve za několik měsíců, po ze
slábnutí aktivity, se začíná uplatňo
vat „pozadí“, tj. zbytková aktivita
od dřívějších nukleárních %zkoušek,N© kteránarušujepůvodnípřímkový

a průběh.

40
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Nanášíme-li na osu pořadnic log A, na osu úseček log ř, obdržíme
přímku o směrnici —». Čas t je počítán od data výbuchu, který v případě
nukleární zkoušky na Sahaře byl přesně znám (13. 2. 1960). Vzorky
spadu a, c byly dešťovým spadem a pokles jejich aktivity je v rovnici (1)
přibližně určen mocnitelem » = 1,28. Úhel, který přímky a, c svírají
Sčasovou osou, je tudíž přibližně 128“.Pokles vzorku b který byl suchým
atmosférickým spadem, je určen mocnitelem n = 1,48, takže přímka 5
svírá s časovoů osou úhel asi 124". Po uplynutí 120 až 150 dnů se časový
pokles aktivity začíná odchylovat od původního přímočarého směru vl
vem malé zbytkové aktivity od dřívějších nukleárních výbuchů z roku
1958.Zbytková aktivita je zanedbatelná, pokud je vzorek čerstvý a má
podstatně velikou, vlastní aktivitu. Po zeslábnutí aktivity zbytková
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aktivita již zanedbatelná není a projevuje se ohýbáním křivky aktivity
směrem nahoru, neboť

měřená aktivita —=skutečná aktivita vzorku + zbytková aktivita od dří
vějších výbuchů.

To je na obr. 5 zřetelněpatrno. Hodnota zbytkové aktivity má tako
vou velikost, jakou asi bylo.nutno očekávat na základě soustavného
měření nukleárního spadu začátkem roku 1960, kdy na 1 m*ždopadalo
přibližně 3 x 107" curie štěpných produktů za 1 den.

Evžen Říman, ČVUT,Praha:

Pokus a teorie
jako prostředky fyzikálního poznání

Fyzika je nejstarší přírodní vědou lidstva a kolébkou všech ostatních
věd, jež se od ní postupně oddělovaly. Rozvoj fyziky i ostatních pří
rodních věd hrál rozhodující úlohu ve vývoji materialistického světo
vého názoru. Fyzika souvisí s filosofií a spolupracuje s ní velmi těsně.
Již odedávna dvě příznačné vlastnosti fyziky sbližovaly obě vědy, a to
jednak obecnost fyzikálních zákonů, jednak bezprostřednía ne
vyhnutelnásouvislost fyziky s technikou, spraxí.Svou
obacností spolupracuje fyzika s filosofií hlavně v teorii poznání. Již
ve starověku byl téměř každý fyzik filosofem a naopak každý filosof
fyzikem.Rovněžnovověcíučencijako Galileo, Kepler, Ko
perník, Newton, Descartes, Laplace, Lomonosov,
Mendělejev, Planck, Bohr, Joliot-Curie, Ein
stein a všichni fyzikové světového významu ukazují ve svých pra
cích, jak značně fyzikální a filosoficképroblémyspolu souvisí.

Lenin a jiní filosofové se zajímali o tuto přímou souvislost fyziky
s technikou. Tato souvislost se stala výhodnou oběma. Fyzika brala
od technické praxe podněty a problémy k dalšímu bádání, a technika
dosahovala spoluprací s fyzikou (i ostatními vědami) stále překvapivějšíchobjevůavynálezů© odparníhostroje,přesrozhlasatelevizi,
až k atomovým reaktorům a kosmickým korábům. Cílevědomé užití
fyzikálních zákonů a teorií umožňuje inženýru, konstruktéru, deduk
tivně najít nejlepší řešení daného technického problému a volit pro
hledaný účel z mnoha možných kombinací tu nejvýhodnější. Dnes již
nikdo nepopírá, že uvědomělé použití fyziky a techniky je rozhodujícím
činitelem historického vývoje společnosti.
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Úkol a metoda fyziky

Úkolem fyziky je objevovat, zkoumat a vykládat fyzikální děje.
Cesty k provedenítěchto cílů jsou tři: pozorování, pokusa teorle.

Pozorováním, v užšímslovasmyslu,je míněnovnímánía pro
myšlenípřírodníhoděje,jenž se odehrává bez našeho zásahu.
Již prehistorický člověk měl možnost pozorovat. Různé přírcdní úkazy,
např. duha, déšť, sníh, blesk, burácení hromu, hvězdnatá obloha atd.,
poutaly jistě jeho pozornost, podobně jako dnes vzbuzují náš zájem.
Ale výklad těchto dějů - pokud vůbec tehdy byl - je dnes zcela jiný.

Pokus (= experiment) je uměle připravený děj, který obvykle
zjednodušujeme tak, aby jen několik málo fyzikálních příčin mělo vliv
na jeho průbšh a který provádíme proto, abychom poznali zákonitost
zkoumanéhojevu.

Ovšem i provádění pokusu nutno „„pozorovat““(v širším slova smyslu)
a myšlenkově zpracovat zjištěné výsledky. Pozorování i pokus lze shr
noutv jedinýpojem:fyzikální zkušenost). Fyzikaje tedy
vědou empirickou, čili vědou opírající se o zkušenost.

Pozorování a pokus nemají podávat pouze kvalitativní představu
o uvažovaném ději, nýbrž také kvantitativní vztahy mezi veličinami,
které při pokuse spolupůsobí. Nestačí tedy zjistit, že led zahříváním
taje, nýbrž také, kolik ledu roztaje, dodáme-liurčité množství tepla.
Úlohou experimentátora pak je vyjádřit výsledky číselnou tabulkou
nebo graficky, popřípadě najít též empirický vzorec pro hledanou sou
vislost, čili najít matematické vyjádření určitého fyzikálního zákona.

Celý tento postup fyzikálního poznávání je pěkným příkladem mate
rialistického učení o aktivní úloze člověka při poznávání objektivní
skutečnosti, o poznání jakožto procesu, kde relativními pravdami se
přibližujeme objektivní absolutní pravdě. Počitky, myšlení a praktická
činnost člověka jsou jednotlivé kroky jediného procesu: zobrazování
(odrážení) přírody ve vědomí člověka.

Avšak nalezením i značného počtu takových speciálních zákonů není
ještě vybudována vědecká nauka. K pozorování a pokusu musí při
stoupit ještě další cesta fyziky, totiž teorie*), jejímž úkolem je
najít příčinnou nebopodmínečnousouvislost onohoveli
kého počtu poznatků (z určitého oboru) pomocí obecného soustavného
výkladu.

1) Řecké empeiriá značí znalost, zkušenost.
2) Slova „„teorie““se někdy užívá jako protikladu pojmu „praxe“, tj.

slovem „„teorie““se rozumí souhrn poznatků nalezených pouhým rozumo
váním, proti poznatkům získaným ze zkušeností. Toto pojetí je ovšem ne
správné, jak uvidíme v dalším.
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Přípravným krokem k stanovení obecného zákona, zasahujícího do
několika oborů fyziky, čili k stanovení teorie, bývá vytvoření tzv.
pracovní hypotézy (domněnky, kterou rozumímenějaký
vědecký předpoklad, mající logicky vysvětlit výsledky vykonaných po
kusů nebo zjištěných faktů. Hypotéza se považuje za oprávněnou jedině
tehdy, jestliže její důsledky neodporují zkušenosti.

Z dějin fyziky známe mnoho opuštěných hypotéz. Kdysi oblíbená
fluidová hypotéza o teple, která vykládala ohřívání vody jako vstup
jakési nevažitelné látky (čili tepelného fiuida) z tělesa teplejšího na
chladnější, byla po prvé. otřesena úvahami ruského fyzika M. V: Lomo
nosova. Jakmile pak Davy dosáhl třením dvou kusů ledu ve vzducho
prázdnu toho, že led roztál, stala se fluidová hypotéza neudržitelnou.
Dnešní výklad tepla je založen na tzv. kinetické teorii hmoty: teplem
obsaženým v daném tělese rozumíme součet pohybových energií mo
lekul onoho tělesa.

Jakmile pracovní hypotéza nejen umožní vyložit výsledky pokusů,
k vůli nimž byla vytvořena, nýbrž osvědčí se v širším oboru, stává se
obecným zákonem, z něhož lze deduktivní cestou odvodit četné spe
ciální zákony jiné, čili stává se principem. Tak se např. z principu
o zachování energie vyvozuje řada zvláštních zákonů ve všech oborech
fyziky. .

Jestliže nějaká obecná hypotéza může podat pravděpodobné vysvět
lení všech zjevů určitého oboru fyziky a umožní shrnutí všech speciál
ních zákonů onoho oboru v několik málo principů, stává se teorii. Tak
např. Lorentzova elektronová teorie podává shrnutí všech zákonů elek
tromagnetického pole, vyjádřených již dříve v několika Maxwellových
principech, včetně výkladu elektrolýzy i jiných jevů, při nichž samo
statně účinkují elektrony. Jinými příklady fyzikálních teorií jsou kine
tická teorie plynů, Einsteinova teorie relativity, Planckova kvantová
teorie aj.

Teorie, jako protiva pouhé empirie, tj. znalosti ojedinělých faktů, je
myšlenkový vědecký útvar, jenž spojuje fakta a domněnky v obecný
zákon. Následkem podmíněnosti každé teorie, je teorie vždy jen pravdě
podobná; je jen přibližným snímkem skutečného světa. (Lenin:
„Uznávat teorii za snímek, za přibližnou kopii objektivné skutečnosti,
v tom právě spočívá materialismus!““)

Každý souhlas se skutečností zvyšuje pravděpodobnost a každý ne
souhlas snižuje tuto pravděpodobnost každé teorie. Proto žádná teorie
nemá, „„absolutní“ platnost.

Typický příklad ryze materialistického nazírání na vznik teorie podal
německýbásníkJ. W. Goethe ve spise Nauka o barvách
před více než 130 lety: „Každý pohled na věc přechází v pozorování,
každé pozorování vede k přemýšlení, každé přemýšlení nutí ke spojo
vání představ a tak možno říci, že teoretizujeme již při každém pozor
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ném pohlédnutí na svět. Abychom mohli toto teoretizování provádětsplnýmsobavědomím,jasnýmsebepoznáním,svobodněa© odvážněřečsano© 8určitouironií,musímesipočínatsjistouobratností,aby
abstrakce, které se obáváme, byla neškodná a výsledek našeho pozo
rování byl opravdu živý a užitečný.“ Jak krásně zde Goethe zdůraznil
význam lidské aktivity, teoretické i praktické, která je nezbytnou pod
mínkou ustavičného přibližování se objektivní pravdě.

V každé fyzikální teorii jsou implicitně obsaženy tři možnosti:
1. Schopnost vyložit dodatečně výsledky všech vykonaných pokusů.
2. Shrnutí všech speciálních fyzikálních zákonů příslušného oboru,

které z ní deduktivní cestou mohou být odvozeny a potom pokusem
ověřeny.

2. Teorie, vedle pozorování a pokusu, je dalším samostatným zdrojem
fyzikálního poznání.

Uvažování o důsledcích a možnostech vytvořené teorie bývá začasté
podnětem k navržení nových, dosud nezamýšlených, pokusů. Vede
mnohdy k novým vynálezům, které byly nejdříve teoretický promyšleny
a teprve potom laboratorně ověřeny. Tím se stalo vedle zkušenosti
teoretické uvažování, čili rozumová spekulace, dalším pramenem našeho
poznání, ovšem závislým na zkušenosti. Neboť jen ty poznatky získané
abstraktními úvahami mají pro vědu nějaký význam, které neod
porují zkušenosti. Jedinýmznakem(kritériem)správnostivě
deckých teorií je totiž vždy a jedině jejich souhlas se skutečností, ově-.
řený pozorováním nebo pokusem. Tak např. Einsteinova teorie obecné
relativity byla ověřena zkušeností teprve při pozorování slunečního
zatmění v roce 1919. Z dějin vědy naopak víme, jak málo z učení antic
kých přírodovědců je uznáváno moderní vědou. Hlavní příčinou tohoto
selhání je jejich opovrhování experimentem. Jen v astronomii a me
chanice, kde se opírali o pozorování přírody, dovedli antičtí učenci vy
tvořit trvalé hodnoty. Všude jinde se vyčerpávali v neplodných a bez
cenných spekulacích.

Tím, že fyzika ověřovala své teorie vždy bezprostředním kritériem
pokusu a praxe, mohla objevovat objektivní vlastnosti světa, a proto
také ohromná většina fyziků jsou živelní materialisté i v době před
objevem dialektického materialismu.

Podle užité pracovní metody lze fyziku rozdělit (ovšem jen přibližně)
na dvě části: pokusnou (čili experimentalní) a teoretickou. Obě samo
zřejměspolu stále spolupracují a vzájemně se kontrolují.

Pokusná fyzika se zabývá oněmi vědeckými poznatky, jichž lze do
sáhnout pokusem.Používámetody induktivní (lat. inductio=
= návod, uvedení), tj. postupuje od jednotlivých zvláštních případů
k obecným zákonům.

Metoda induktivní je vlastně zvláštní schopnost myšlenkového usu
zování, vytvořená v člověku mnohokrát opakovanou zkušeností. Např.
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provedením celé řady pokusů, kdy k témuž kovovému vodiči byly
zapojovány zdroje různého napští a měřen procházející proud, přišlo se
k obscná domněnce, že intenzita proudu je přímo úměrná napětí. Tím
byl objeven Ohmův zákon.

S hlediska filosofického je tato ve fyzice užívaná induktivní metoda
ovšsm pouze tzv. neúplnou indukcí. To znamená, že poučky získané
touto cestou - zcela ve smyslu dialekticko-materialistického chápání 
jsou pouze relativně pravdivé, čili pravděpodobné; jejich platnost není
absolutní.

Nelze tedy metodu induktivní, jak ji užívá fyzika, zaměňovat s me
todou „úplné indukce“"?), které se užívá v matematickýchobo
rech k provádění přesných důkazů, která však ve fyzice není použitelná.

Tato induktivní metoda, užívaná ve fyzice, je nejpochopitelnější a
nejpřístupnější. Byla na počátku lidských dějin jediným zdrojem, jak
prvotní člověk mohl získávat své poznatky, nejen o přírodních dějích,
nýbrž i z matematiky a geometrie: induktivní metodou na základě pro
vedených pokusů.

Fyzika teoretická se obírá oněmi poznatky, jichž lze dosáhnout de
duktivní metodou. Všímá si tedy obecné souvislosti jevů a postupuje
opačnou cestou než pokusná. Vychází z obecných zákonů a vyvozuje
z nich důsledky, jež se týkají zvláštních případů. Metoda deduk
tivní (lat. deductio = odvozování)je táž, jaká se vyskytuje ve velké
většině matematických úvah. Postupuje od obecného k zvláštnímu, od
obecné poučky k větám speciálním.

Je-li tedy obecná poučka vždy a nepochybně správná, musí být
správný také každý z ní deduktivně odvozený důsledek. Je-li však
platnost obecné poučky pouze podmíněná, nebo zakládá-li se jako větši
na našich poznatků jen na neúplné indukci, pak ovšem také z ní de
duktivně odvozené důsledky jsou pouze pravděpodobnéa musí být
vždy zkušeností ověřeny. A naopak, odporuje-li dedukovaná věta zku
šenosti, pak též obecná teorie se stává pochybnou, ne-li zcela neplatnou.
V každímpřípadě má pak obecná teorie jen omezenou platnost.

Z dějin fyziky byla oficiálně uznávána víc než století známá ema
nační teorie světla, dík své větší propracovanosti a věhlasu Newtonovu.
Jakmile však Foucaltovo měřenírychlosti světla v dlouhé trubici s vodou
ukázalo, že rychlost světla ve vodě je menší než ve vzduchu, což od
poruje Newtonově teorii, bylo to definitivním argumentem o neplat
nosti emanační teorie, aspoň v tehdejším znění.

T2oretická fyzika zdůrazňuje tudíž nevyhnutelnou souvislost pozoro

S)Matematická indukce (úplná)užíváaxiomu:Jestližez před
pokládané správnosti uvažovaného vzorce pro libovolné přirozené číslo n
lze dokázat správnost také pro přirozené číslo n + 1, pak vzorec platí pro

zeaenna přirozená čísla, bylo-li ověřeno, že platí pro určité dané přirozenéčíslo.
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vaných jevů a deduktivní metodou odpovídána otázku, jak bude
probíhat děj za jiných podmínek, než kterých dosud bylo užito, čili
vlastně předpovídá určité děje a umožňujetak najít pokusy,
jimiž se dá ověřit větší nebo menší pravděpodobnost předpokládaných
hypotéz.

Při tom ovšem stále nutno zdůrazňovat hledisko, že vždy třeba po
znatky získané empiricky (zkušeností) spojovat v teorii a naopak dů
sledky teorií a hypotéz ověřovat praxí (experimentem). Pokus i teorie
musí ruku v ruce postupovat ke společnému cíli, a to přiblížit se ob
jektivní pravdě odhalováním stále přesnějších formulací fyzikálních
zákonů.

Každé poznání začíná vždy smyslovým nazíráním, tj. bezprostřed
ním stykem objektu a subjektu (přírody a člověka).Tím nabývámesice
názorných obrazů věcí, ale naše znalosti o nich zůstávají pouze po
vrchní.

Smyslové formy zobrazování skutečnosti jsou dvě:
1. Počitky, cožjsou odrazy jednotlivýchvlastností.
2. Vjemy, tj. odrazy celého souboru vlastností v lidském vědomí.
Tyto dvě formy zprostředkují veškeré naše vědění.
Na tento smyslový stupeň poznání navazuje pak logický (—rozu

mový) stupeň, čili abstraktní myšlení, které zpracovává a zobecňuje
výsledky živého nazírání. Přiléhavě to vykládá Lenin: ,„„Abychom
něco pochopili, musíme své chápání a své studium začít empiricky;
od empirie pak postupujeme k obecnému. Abychom se naučili plavat,
musíme vlézt do vody.“

A tak je jasně potvrzeno dialekticko-materialistické pojetí procesu
lidského poznávání: jsou zde rovnoprávně účastny všechny tři poznávací
stupně, totiž smyslový (experiment), rozumový (teoretická abstraktní
úvaha) a stupeň praxe (praktické ověření).Žádný z nich, ač jsou kvali
tativně odlišné, nelze považovat za samostatný pramen vědění
o vnějším světě.

Závěrem citujeme slova Leninova: „Lidský rozum odhalil mnoho
podivuhodného v přírodě a ještě více odhalí, čímž zvětší nad ní svoji
vládu. Ale to neznamená, že příroda je výtvorem našeho rozumu nebo
abstraktního ducha.“

V mládeži je iřeba pěstovat lasku k věděa rozvíjet jeji záliby a schopnosti
ve studiu přírodních věd. . 9

Z usnesení ÚV KSČ o práci mezi
mládeží, listopad 1961
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Fyzikální zaujímavosti

Inž.Ladisla v Smrž, ÚN,SMS,Praha:

Curieův bod

Magnetické vlastnosti látek jsou velmi zajímavé, i když nejsou všechny
jevy uspokojivě vyloženy. Každá látka, která je působením magnetic
kého pole zmagnetována, dává vznik novému magnetickému pol, jež
se skládá s původním polem. Jsou-li intenzity obou polí souhlasného
smyslu,mluvímeo látkách paramagnetických, mají-li
smyslopačný,jedná se o látky diamagnetické. Zvláštní
skupinouparamagnetickýchlátek jsoulátky ferromagnetické,
např. železo, kobalt a nikl, u nichž se dosáhne vysoké magnetizace již
v poměrně slabých magnetických polích.

Francouzský fyzik A. M. Ampěre prvý vyslovil hypotézu, že v mole
kulách paramagnetických látek existují kruhové molekulární proudy,
které se v magnetickém poli orientují jednotně v určitém směru a tím
dávají vznik novému magnetickému poli. Tato hypotéza není v rozporu
s dnešní elektronovou teorií. Elektron obíhající na uzavřené dráze kolem
jádra atomu vyvolává magnetické pole. Rovněž jeho rotace kolem
vlastní osy, takzvaný spin, je pohyb náboje na uzavřené dráze
a vzbuzuje tudíž rovněž ve svém okolí magnetické pole. Celkový mag
netický moment atomu je pak dán složením obou těchto momentů.
Magnetické momenty jsou normálně vzájemně vykompenzovány, jak
je tomu např. u látek diamagnetických. U látek ferromagnetických
nejsou však plně vykompenzovány momenty vznikající spinem. Na
atomy působí vnitřní orientační síly vznikající podle kvantové teorie
vzájemným působením elektronů a sousedních atomů. Můžeme tedy
říci, že ferromagnetismus je vlastnost krystalů a nikoli vlastnost jed
notlivých molekul nebo atomů. Potvrzením toho je ztráta magnetic
kého momentu u těchto látek v plynném stavu, např. u atomů železa
vplynnémskupanství.Jinýmpotvrzenímjezjev magnetostrikee.

Tento vnitřní stav látký je silně závislý na teplotě. Když si vyne
semespontánní magnetizacil) J ferromagnetickélátkyjako

1) Spontánní magnetizací rozumíme stav nasycení magnetované látky.
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funkci teploty ť, jak je provedeno v obr. 1, vidíme, že dostáváme nej
prve přímkovou závislost a teprve od jisté výše teploty se mění přímka
v křivku silně zakřivenou směrem k ose teploty. Protíná ji v určitém
bodě C, který byl nazván Curieův boď. Jím je dána teplota, při níž
mizí ferromagnetické vlastnosti látky, zaniká magnetizace a látka se
při vyšších teplotách chová jako paramagnetická. Současně s tím se
mění řada jiných vlastností, např. elektrická a tepelná vodivost, mag
netostrikce ap.

Obr. 1 Obr. 2

Závislost magnetizace ferromagnetických látek na teplotě byla po
tvrzena řadou pokusů, z nichž nejjednodušší je naznačen na obr. 2.
Poblíž magnetického pólu S je umístěna železná tyčinka T' tak, že může
volně kývat. Normálně je přitažena pólem magnetu. Zahřejeme-li však
plamenem B Bunsenova kahanu tyčinku až na teplotu odpovídající
Curieovu bodu (pro železo 775“ C), odpadne tyčinka od magnetu, po
něvadž její ferromagnetismus zmizel. Tím přestane být zahřívána a
jakmile se dostatečně ochladí, je znovu přitažena magnetem. Tento
střídavý pohyb tyčinky se může libovolně opakovat. Toho je možno
použít také k měřeníteplot.

Curieův bod je různý pro rozličné látky, např. pro nikl je tato teplota
asi 350“ C. Jsou však některé slitiny, u nichž klesá Curieův bod až na
100" C, takže postačí k jeho předvedení ponoření magnetu s přitaženým
kouskem této slitiny do vroucí vody. Slitina odpadne, jakmile se do
statečně prohřeje.

*

Idedlem mladých lidi se stává nová technika, nové vědeckéobjevy.

J. Hendrych, zasedání ÚV KSČ,
17. listopadu 1961
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Úlohy k řešení

Soutěž Rozhledů
pokračuje

Matematika:

9. Nad stranami trojúhelníka ABC jsou sestrojeny vně čtverce o vrcho
lech ABB, A,, BCC1Bs, CAA,Cs, Dokažte, že platí

a) AC, = BCu,BA, = CA,, CB, = AB,;

b) 4B? + Bil? + C,A?= A,B?+ BC? + CA;
c) 4,4? + B,B,?+ CC? = 3.(A4B2+ BC?+ ČA»).

Josef Brejcha

10. Nech » je prirodzené a p prvočíslo. Dokážte, že číslo n? +
-+ (p— 1). » je delitelné číslom p.

Milan Hejný

11. Graficky znázorněte průběh funkcí
——— 2 sinže—(Vina. AB

a) y = ( sin£) hb) y sinr + |sinz| ;
Jiří Sedláček

12. Jsou-li a a b přirozenáčísla, pak lze výraz
(a+) + 2.(a+ 2) +3. (a+ 3b)*+ 4.(a+ 4b)?

napsat jako součet čtverců dvou přirozených čísela výraz
(a+5b)*+2.(a+2d)?+3.(a+3b)? +4. (a+4b)?+ 5(a+56) +

+ 6. (a + 6b)?
napsat jako součet čtverců tří přirozenýchčísel. Dokažte!

Ota Setzer

Fyzika:

4. V trubici kruhového průřezu (vnitřní průměr 2r = 30 mm) tvaru
(obr. 1) je uložena ocelová koule (hustoty o = 8,7. 10*kg . m“*), jež se
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v trubici může volně pohybovat (třecíodpory připohybu zanedbáváme).
Přitom předpokládejme, že v místě styku koule s vnitřní stěnou trubice
je mezi oběma tak malá mezera, že styk můžeme pokládat za vzducho
těsný. Ve svislé větvi trubice je normální barometrický tlak (b = 760
torů). Má se vypočítat, na jaký tlak p (v newtonech na čtvereční metr —
N .m“*) musíme připojit vodorovnou větev trubice, aby se koule usta
vila v obloukové části trubice do výšky A— 100 mm. Podle obrázku
rozumíme touto výškou A svislou odlehlost těžiště koule od osy vodo
rovné větve trubice. Přitom je poloměr oblouku trubice R = 200 mm.
Tíhové zrychlení volme rovné g = 9,81 m. s“?.

Václav Šindelář

—e—O-—

<>ILLY,
Obr. 1 Obr. 2

5. Ve svislé trubici (délky L — 1 m) vnitřního průměru 2r = 10 mm je
válcový píst délky 1—20 mm z materiálu hustoty e = 2,7 kg .dm“?
(hliník). Píst je těsný, jakékoliv odpory při jeho pohybu v trubici po
míjíme. Na pístem je stálý tlak b — 760 torů. Spodním koncem je trubice
připojena na velkou nádobu, v níž je stálý tlak p = 2 atm. Je-li píst
na začátku sledovaného děje na spodním konci svislé trubice (obr. 2)
a je-li uvolněn, počne se pohybovat směrem vzhůru. Máme určit: a) jaký
bude pohyb pístu v trubici a b) jakou rychlostí v opustí píst trubici.

Václav Šindelář

Uveřejňujeme další příklady k řešení. Správná řešení úloh otištěných
v tomto čísle zašlete v předepsané úpravě nejpozději do konce dubna 19062.
Lhůtu pro odevzdání řešení úloh uveřejněných v minulých číslech prodlužu
jemnedo konce března 1962. Adresa: Doc. Ota Setzer, Praha 2, Trojanova13.
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Josef Kotyk: Pardubice:

Hermann Helmholtz

(Pokračování)

II. Mechanistická fyzika

Fyzika procházela v době, o níž píši, obdobím, v němž se soudilo,
že všechny fyzikální procesy (děje) jsou v podstatě mechanické.
Takvzniklamechanistická fyzika. K přednímreprezentan
tůmtétoepochynáležítaké Hermann Helmholtz.

Studiu základů mechaniky věnoval se Helmholtz s příkladnou láskou.
Sledoval přeměny energie a rozlišoval také již druhy mechanické energie.
Názvosloví dnes užívané není však dílem Helmholtzovým. Název kine
tická energie pro energii pohybující se hmoty zavedl Rankine!) roku 1852.
Statická energie je podmíněna polohou hmoty. Rankine zavedl pro ni
roku 1859 proto název energie potenciální (energie polohy), jenž se
rovněž vžil. Lagrangeově funkci, užívané k vyjádření diferenciálních
principů dynamiky, říkáme však podle Helmholtze kinetický potenciál,
nebo (po příkladu termodynamiky) volná energie. Připomínám, že rov
nice pro termodynamický potenciál při stálém objemu (tzv. první ter
modynamickýpotenciál),nazývanádnesběžně Helmholtzovou
nebotaké Gibbs-Helmholtzovou, byla po prvé odvozena
roku 1853 W. Thomsonem.*) Helmholtz zpracoval však teorii
vírů a podal správnou formulaci jednoho z nejobsažnějších přírodních
zákonů,principu nejmenší akce, vezněníMaupertuis
Euler-Lagrangeově?): Akce, které je třeba k ja

1)William John Macguorn Rankine, anglickýinženýr,
žilv letech1820až 1872;poněmje zvánorankinování diagramů,
tj. zakreslování tlakových diagramů parních strojů, pracujících s dvojitou
nebo trojitou expanzí, v jediném obrazci.

2)William Thomson (lordKelvin; 1824—1907)odvodilroku
1885 známý vzorec pro periodu elektrických kmitů; ja také autorem abso
lutní teploměrné stupnice K.

8)VizTrkalovu Mechaniku hmotných bodů a tuhé
ho tělesa,čl. 123,kde je odvozenataké matematická formulaceprincipu
ve znění M.-E.-L.
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kékoli přírodní změně, je nejmenší. Poukázaltakéna
zvláštní důležitost souřadnic zv. cyklických. Vyjadřujeme-li dnes energii
gravitačního pole součinem hmot a potenciálů a energii elektrostatie
kého pole obdobně součinem nábojů a"potenciálů, opíráme se rovněž
bezprostředně o Helmholtze.

Podle tehdejších představ je celáfyzika podrobena zákonům mecha
niky. Také Helmholtz zastával toto stanovisko. Mechanika byla tehdy
již tak pokročilá, že korunována objevem principu přeměny a zachování
energie, předstihla všechny ostatní kapitoly fyziky. Stalo se zvykem
spatřovat v metodách kterých užívala, přímo vzory pro jiné obory
fyziky. I zákon zachování energie má v Helmholtzově podání výrazný
mechanistický charakter. Také Helmholtz byl přesvědčen, že jen pře
vedení fyzikálních jevů na pohyby hmotných bodů, které na sebe vzá
jemně působí přitažlivými nebo odpudivými centrálními silami, může
uspokojit touhu člověka po tom, aby tyto jevy pochopil. Rozumět zna
mená hledat mechanické analogie. Jev je vysvětlen, jestliže byl pro něj
nalezen mechanický model. Také potřebě názorného výkladuby tak
bylo vyhověno“).

Jakýmsi standardním typem teorie se stala klasická mechanika New
tonova. Nejpřiléhavějito vyjádřilopět Helmholtzslovy: Pochopit
nějaký jev neznamenánnic jiného než převéstjej
nazákony Newtonovy mechaniky. Fyzikůmnašehostoletí
je mechanistické hledisko, právě Helmholtzem tak pádně vyjádřené,
ovšem nepřijatelné. Což -by velké dobrodružství poznání mohlo být
u koncetak brzo? Cena vědy je pro mnohé v její ne
stálosti, napsalPicard“); věda, která by byla ho
tová, by pro ně neměla žádný zájem.

Málose připomíná,že k Helmholtzovudílu Úber die Erhal
tung der Kraft (1847)sahá také - předhistorieHertzova objevu
elektromagnetického vlnění. Když v roce 1879, kdy zemřel Max
well), vypsala Akademie věd v Berlíně cenu na experimentální práci
o vztahu mezi intenzitami nestacionárního elektromagnetického pole
a dielektrickou polarizací izolátorů, začal Hertz na mocný popud Helm
holtzův se svými klasickými pokusy. Bližší studium ukazuje, že se
v počátcích dal při nich přímo vést také Helmholtzovými představami.
Na listopadové schůzi (1887) Fyzikální společnosti v Berlíně učinil její
předseda Helmholtz významný projev k referátu o experimentálním

4) William Thomson (viz pozn.?))přiznalotevřeně,že nemůže
pochopitnic,cosinedovedeznázornit-mechanickým modelem.

5)EmilePicard: La science moderne et son état ac
tu el, 1905.

6) OM ax wellovia jeho teoreticképředpovědi,že elektromagnetické
vlnění má všechny vlastnosti světelného vělnění, viz můj článek J ames
Clerk Max welly Rozhledech,roč.28,čís.4, str. 65až 67.
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potvrzení Maxwellových výsledků Hertzovými pokusy. Zjištění, že
vlastnosti elektromagnstického vlnění jsou úplně obdobné vlastnostem
světelného vlnění, neváhal označit za největší a nejdůležitější objev
19. století.

A mechanistická fyzika ? Nadějefyzikůminuléhostoletí,
že se podaří vytvořit mechanický model přírody a pevně stanovit ne
zvratný, byť jakkoliv nudný obraz vesmíru, se ovšem nesplnily. Při
pohledu na vývoj názorů o světle jsme shledali?), že jedna z nejdrama
tičtějších situací v dějinách fyziky vznikla tehdy, když v rodině fyzi
kálních substancí se zrodil éter, neboť se nepodařilo sestrojit takový
jeho obraz, který by úplně vyhovoval zákonům mechaniky. Selhalo
všechno úsilí fyziků, a to dát éteru skutečnost. Nezůstalo z něho nic
než vlastnost, pro kterou byl vynalezen - schopnost přenášet elektro
magnetické vlnění. Studium světelných dějů přispělo tak podstatně ke
krizi mechanistické fyziky. Mechanisticképředstavy
Helmholtzovy měly přesto v dějinách fyziky svou důležitou úlohu. Do
kladem toho je mj. kinetická teorie hmoty, která se vyvíjela pod jejich
přímým vlivem.

CvičeniB).

*4Vzájemnou přeměnu obou mechanických energií demonstrujte na po
hybu kyvadla. Vychýlíme-li je z polohy OA (viz obr. 1) do polohy OB
a pustíme, můžeme učinit tato pozorování:

a) Kulička vystoupí na druhé straně do stejné výše 4%nad rovinou
AA" nejen po dráze AB,, nýbrž i po dráze AC, nebo AC;, kterou jí
vnutíms, přidržíme-li hřebík v bodě 7 nebo 2 na úsečce OA. Proč?

b) Je-li hřebík v bodě 3 úsečky OA, nemůže již kulička vystoupit
do téže výše 4 nad rovinu AA". V nejvyšším bodě své dráhy má proto
ještě přebytek energie. Které? Co se proto stane?

c) V obr. vyznačte na tabuli další vodorovné přímky, jejichž vzdále
nosti od přímky ÁA' jsou v pomžšru1:4 :9:16. Jsou-li výšky kuličky
kyvadla v tomto poměru, v jakém poměru jsou její rychlosti v bodě At

(Dokončení)

7)Vizmůj článekHuygensova teorie světla v Rozhloda:h
roč. 38, čís. 7, str. 327 až 331.

8) Cvičením doplňuji zároveň příklad, připojený v učebnici fyziky pro
9. ročník (1956)na str. 95 a 96 k čl. 74, kde k úlohám b),c)nebylo přihlédnuto.
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Marie Bílková, Praha:

Správné výsledky cvičení z učebnice
„Geometrie-pro 12.ročník .
dvanáctiletých středních škol“

(Pokusná učebnice)

V uvedené učebnici se vyskytla v řešeníúloh řada chybných výsledků,
které znesnadňovaly práci žákům, rodičům i učitelům, jak bylo konsta
továno v denním tisku, např. v Literárních novinách. Proto autorka
provedla kontrolu výsledků, kterou rádi otiskujeme.

Redakce

I. Početní úlohy o tělesech

1

(Platí výsledky uvedené v učebnici

31.Il4g.2.234kg.3.160,/76cm.| 4.6m,10m.5.151,3kg.
6. 955m3. 7. 161,5m?ž. 8. 284lkg. 9. V—=135|i5om?

P = 2253 em?.

4

1. 645kg. 2. 2613g. 3. d=8,602cm,v = 17,2cm. 4.4=27,
vápsnec. 5. d—0,9cm, 6.l35ko. 7.V VWV=r:r=3:4.

8. 15,251. 9. 31,4 m?.

5

1. P=602|/2, vV= 2a?. 2. 1122em?. 3. V=ia|2, P=e)js.

4.= V V= 575, p = 1028"5.30,1m?.6. V= 291m?,babaa 23,6 m*. 7.8,6 t. 8. 23,72 m*. 9. 102,5 m? nebo 103,5 m?.

6

1. V — 43537em“ (ž zs? sinž« cos «). 2. 32,16 1. 3. 23. 4. 3. 5. 223 t.O T=nR* = 192z neboT = zv = 108x. 7. 396200m?.8. 3,5m.
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?

1 2

1. P= nr (a+ d)= 1876.= JE 4. a) Vy Vy=« 270z
— M: 0 Mlr+lř r
= Mš:3dn(M—n), b) Px:P, = AT nA mr no)90,7ko.| 6.31,65kg.7.0,7546m?.8.P=8nažcos«u,V=
= 2 na“ sin 2 « cos «.

8

1. 21,4 ks. 2 Py: Pym 1:8. 3. v= 12,76 km. 4. P,: P,: Ps =

= 3:2 1.5. P = 4ar*00sPA sin2“ = 132100000km*.
6. P = 592,7 cm?.7. Poměrrovníkůz :y = 1:3,68, PL: Pz4—=1 13,53.

9
-==

I. 18,8t. 2. r——1732km. 3. V, V, V3=18 82 (6 +15 JS)24h —

4 b=r 2h-m = 0,345.5.V, V,= 2:sinž « cos?>- 6. a)
V — 1008, b) V — 3302. 7. V, V,—= 100 184 nebo 100 : 54. 8. Výška
vyhovuje rovnici v? — 12 vr? — 8r* = 0. 9. 31,5 g. 10. 46,8 g.

II. Analytická geometrie

4

7. a) « — 53908", b) « — 168*41". 8. Na přímce leží pouze bod A.

6

7. p=1lLg= UB.

10

2. Úloha má čtyři řešení: (r — 7)ž£ (y — r)ž = r?(© — r)ž + (y + r) =
= r, (o+7)+ ly+ 1)= r, (o47) + (y—= r.

(Dokončení)
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ROZHLEDY MATEMATICKO-FYZIKÁLNÍ

ROČNÍK 40-1961 62 ČÍSLO 7

František Veselý, Plzeň:

JČM+F C Vznik a vývoj Jednoty
4 z k československých

A matematiků a fyziků

České národní obrození je doba některých změn hospodářského, poli
tického a kulturního života, které probíhaly v českých zemích zhruba
v posledních třech desítiletích 18. století a v první polovině 19. století.
V té době byl feudální řád v rozkladu a byl zatlačován vznikajícím řá
dem kapitalistickým, jehož síla pramenila z rozvoje průmyslu podpo
rovaného vývojem přírodních a technických věd. Boj české buržoazie
i pracujícího lidu směřovalnejprve proti josefinskému centralismu a pak
zpátečnickému absolutismu, jehož představitelem v Rakousku byl po
40 let až do svého pádu 1848 kancléř Metternich. I když pokrokovésíly
v revolučním roce 1848 utrpěly porážku, byly celkové úspěchy boje
českého lidu tak velké, že doba českého národního obrození patří k nej
významnějším dobám českých dějin.

Školské reformy, které byly provedeny v rakouských zemích v době
vlády Marie Terezie a Josefa II., přispěly ke zvýšení úrovně vyučování
na všech školách, zejména na školách elementárních. Stinnou stránkou
josefinských reforem vyučování na gymnasiích a universitách bylo však
to, že vyučovací jazyk latinský byl nahrazován státním jazykem němec
kým. Není proto divu, že vědecké práce našich učenců té doby byly
psány jazykem německým. Teprve po roce 1848 začalo se v některých
předmětech na gymnasiích a reálkách a v některých přednáškách na
universitě užívat češtiny jako vyučovacího jazyka. V šedesátých letech
minulého století dosáhli pak Čechové již toho, že se na některých gym
nasiích a reálkách začalo vyučovat všem předmětům česky. Pražská
vysoká škola technická byla od počátku školního roku 1869/70rozdělena
na ústav německý a ústav český. O dva roky později povolilo rakouské
ministerstvovyučování,aby František Josef Studnička
(1836—1903)jakoprofesormatematikya August Seydler(1849až
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1891) jako docent matematické fyziky mohli konat české přednášky
na pražské universitě, která teprve roku 1882 byla rozdělena na českou
a německou.

České národní obrození je velmi těsně spjato s vývojem umění i vědy
v českých zemích. Cílem práce našich kulturních 1 vědeckých pracov
níků této doby bylo zahladit především škody, které vznikly úpadkem
českého jazyka v době pobělohorské a byly zvýšeny josefinskou germa
nizací škol a úřadů, a zajistit možnost, aby se český jazyk uplatňoval
nejen v denním životě, ale i v oblasti umění a vědy. Konečným cílem
těchto snah bylo povznést český národ na rovnocenného člena spole
čenství kulturních národů a zajistit mu přitom i jeho politická práva.
Bylo potřebí obohatit výrazové prostředky českého jazyka v mluvě
básnické i v řeči vědecké. Je proto pochopitelné, že se české národní
obrození projevovalo nejprve v umění slovesném a ve vědách jazyko
vých i společenských. V přírodních vědách se projevily obrozenecké
snahy později a ve vědách matematických a fyzikálních vyvrcholily
teprve v šedesátých a sedmdesátých letech minuléhostoleti.

Největší zásluhu o obohacení českého jazyka básnického i vědeckého
si získal Josef Jungmann (1773—1847)s několikaspolupracov
níky, mezi nimiž byli i přírodovědci. Do roku 1823 spolupracoval s ním
též Jan Ev. Purkyně (1787—1869),geniálníbiologa tvůrce buněč
né teorie, který však nejplodnější část svého života v letech 1823—1849
strávil jako profesor na universitě ve Vratislavi, když pro něj v té době
nebylo vhodného místa v Praze. Jungmann a jeho spolupracovníci obo
hacovali český jazyk tím, že do spisovného jazyka přejímali některá
slova z nářečí (např. sklepení, značiti), nebo oživovali slova již zapome
nutá (např. látka, tvar), nebo tvořili slova nová (např. ozvěna, obliba,
zápor, vloha), nebo konečně přejímali slova z jiných slovanských jazyků,
a to zejména z ruštiny (např. příroda, vzduch, hlahol) nebo z polštiny
(např. úvaha, věda). Je zajímavé sledovat vývoj některých termínů,
kterých nyní běžně užíváme v přírodních vědách nebo v matematice
a jejichž příklady uvedu.

Latinskému slovu n a tur a odpovídají v cizích jazycích slova z něho
vzniklá,jako např.die Natur, v němčině,nebonature ve fran
couzštině a v angličtině ovšem s různou výslovností v těchto dvou ja
zycích. Toto slovo bylo ještě na počátku 19. století do češtiny předklá
dáno běžnějako přirození. Teprve Jungmann a jeho spolupracov
níci začaliužívat pro slovon a tura z ruštiny přejatéhoslova přír o
d a, které se ujalo nejprve v české mluvě básnické a teprve se značným
zpožděním v řečivědecké. Také označení f y zik a, odvozené z řeckého
slova fy sis (příroda), se zdálo našim buditelům slovem pro lid obtíž
ným a proto hledali vhodný jeho překlad do češtiny. Tak např. autor
učebnica jazykový novotářMaxmilián Šimek užíval místo
slovafyzikanázvuhistorie přirozených věcí, jehožpůvod
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byl v německémslověNaturgeschichte. Jiné překladyslova
fyzika najdete v názvech učebnic fyziky z první poloviny 19. století,
z nichž některé tu uvedu. Roku 1819vydal slovenský odborný pracovník
Pavel Michalko učebnicis názvemFysika aneb učení
o přirození. RokulS25vydalKarel Šádek učebniciPříro
doskum neb fysika čili učení o přirozených
věcech. Téhožroku vyšelprvní díl učebniceZákladové pří
rodnictví nebo fysiky a matematiky potažné
neboli smíšenéodJosefa Vojtěcha Sedláčka (1785
až 1836), profesora na gymnasiu a filosofii*)v Plzni. Sedláčkův spolu
pracovník a pokračovatel v práci na gymnasiu a filosofiiv Plzni Josef
František Smetana (180i—1891)vydal roku 1842spis s ná
zvemSilozpyt čili fysika. Zevšechzmíněnýchnázvůujal se
nejvíce název silo z pyt, kterého se hojně užívalo ještě na počátku
našeho století.

Vývoj české matematické terminologie v aritmetice ovlivnil spis P o
čátkové arytmetyky odStanislava Vydry (I4laž
1804),profesora elementární matematiky na pražské universitě, jehož
vlastenecké působení vylíčil Alois Jirássk ve svém románu F. L. Věk.
Silněji však působil na vývoj české matematické terminologie, zejména
v geometrii,J.V Sedláček svýmspisemZákladové měřič
ství čili geometrie (1822).Volbujehonovýchmatematických
termínů ovlivňovaltéž jeho starší přítel Antonín Jaroslav
Puch ma jer (1769—1820),který působilnedaleko Plzně v Radnicích,
a učenci kruhu Jungmannova, jimž Sedláček posílal k posouzení své
návrhy nových termínů. Z jeho spisu uvedu několik názvů, jichž se v ma
tematice užívá dodnes, jako např. součinitel, rovnoběžný, rovnoběžník,
čtverec, kruh, a několik termínů, které zanikly, přičemž v závorce udá
vám příslušné názvy nynější: stejnice (parabola), okolek (kružnice),
plochoměřičství (planimetrie), tělesoměřičství (stereometrie) atd.

Když se Jan Ev. Purkyně vrátil z Vratislavido Prahy, jako
profesor fyziologie na Lékařské fakultě pražské university, začal opět
silně ovlivňovat český vědecký život zejména v oboru věd přírodních.
Z četných jeho zásluh z let padesátých a šedesátých minulého století
připomenu tu jen ty výsledky jeho organizační práce, jejichž sté výročí
připadá na letošní rok. Dne 15. 1. 1862 vyšlo zásluhou J. Ev. Purkyně
a skupinylékařů1.čísloI. ročníku Časopisu lékařův čes
kých pro lékaře, ranhojiče, a lékárníky, kterýdo
sudvycházísnázvemČasopis českých lékařů atéhožroku
bylzaloženSpolek českých lékařů. Založenílékařskéhoča
sopisu i spolku bylo dílem zkušených vědeckých pracovníků. Roku 1862

*) Názvem filosofie byly označovány samostatné filosofické fakulty, zří
zené při některých gymnasiích, jako např. v Litomyšli, jak to jistě víte z Ji
ráskovy povídky Filosofská historie.
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vznikl však také studentský spolek, z něhož se vyvinula nynější Jednota
česko-slovenskýchmatematiků a fyziků. O vznik této první naší mate
maticko-fyzikální společnosti se zasloužili mladí studenti ve věku
20—22let a svým nadšením a vytrvalostí v práci pomohli vytvořit insti
tuci, která v dalších třech desítiletích spolkovou činností a vydáváním
časopisů, knih i školských učebnic, přispěla k dovršení obrozeneckého
úsilí našich pracovníků ve vědách matematických a fyzikálních.

Dne 22. července 1861 sešli se čtyři posluchači filosofické fakulty praž
skéuniversityJosef Laun,Josef Vaňous,Josef Finger
a(Gabriel Blažek, aby vypracovaliprvnínávrh stanovstudent
ského spolku, v němž si kolektivní prací chtěli studium matematiky
a fyziky na universitě při své přípravě k učitelskému povolání usnadňo
vat. Jejich návrh se stal předmětem dlouhých jednání politických i škol
ských úřadů, proto teprve dne 28. března 1862 se konala ustavující schů
ze studentského sdružení s českou a německou jednací řečía s dvojjazyč
nýmnázvemSpolek pro volné přednášky z mathe
matiky a fyziky. Jak již název spolku částečněnaznačoval,
konali v něm jeho členové odborné přednášky, které ostatní posluchači
kritizovali a hodnotili. Studenti si brzy založili i spolkovou knihovnu,
k níždal dobrýzákladdaremvětšíčástisvéknihovnyJakub Filip
Kulik (1793—1863),profesor vyšší matematiky na pražské universitě.
Poněvadž členové 1 funkcionáři tohoto studentského spolku se každý
rok hodně měnili, byla intenzita spolkové činnosti kolísavá. Přitom však
čeští členové projevovali stále větší zájem o práci spolku než němečtí
členovéa proto již od počátku škol. roku 1863/64byli všichni funkcionáři
spolku Češi. Činnost spolku hodně oživla, když se na podzim roku 1868
jehovedeníujal Míru mil Neu mann jakopředsedaa Franti
šek Houdek jako jednatel, kteří připravili i reorganizacispolku.
Podle nových spolkových stanov přijatých roku 1862dostal spolek nový
název Jednota českýchmathematiků, ačkoli sdružoval k práci i fyziky.
Od té doby členy spolku býti mohli i nestudenti. Poněvadž pak jimi byli
ve velkém počtu učitelé matematiky a fyziky našich středních i vyso
kých škol, byla tím zajištěna větší stabilita členského kolektivu.

Po své reorganizaci rozvinula JČM velmi živou spolkovou činnost.
Pořádala odborné přednášky a diskuse, pečovala o budování spolkové
knihovny, navazovala styky se zahraničními vědeckými pracovníky
a učenými společnostmi a zahájila publikační činnost. Od roku 1872
začala vydávat Časopis pro pěstování mathematiky a fysiky. Z něho se
později vyvinulo specializací jeho úkolů několik jiných časopisů, k nimž
patří i náš časopis. O jeho vzniku a vývoji bude v příštím číslesamostat
ný článek.

(Pokračování)
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Matematika

Karel Špaček, ČVUT,Praha:

Pappovy úlohy

Timto názvem rozumíme šest úloh na sestrojení kružnice. Jsou to
tyto úlohy: |

1. Je sestrojit kružnici, je-li dána tečna ťs bodem dotyku T' a k tomu

í ©
Obr. 1

a) další bod B, nebo b) další tečna f; nebo c) kružnice k,, které se má
hledaná kružnice dotýkat.

2. Je sestrojit kružnici, která se dotýká dané kružnice k v bodě T
a přitom
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a) prochází daným bodem A nebo b) se dotýká dané přímky ť, nebo
c) se dotýká další dané kružnice kg.

Symbolicky budeme jednotlivé úlohy značit takto (obr. 1):
la) t (T) B, 2a) k (T) B,
Ib) 6(TU, 2b) k (T) 4,
lo) t (T) k, 2c) k (T) ky.

Úlohy la, Ib jsou zcela elementární. Úlohy 2a se převádí na la tím,
že v bodě T sestrojíme tečnu ke kružnici k. Úloha 2b se převede na 1b
tím, že v bodě T sestrojíme tečnu ke kružnici k. Úlohu 2c převedeme na
le tak, že v bodě T'sestrojíme tečnu ke kružnici k. Nejzajímavější je tedy
úloha 1 c a tu v tomto článku rozřešíme třemi různými způsoby.

1. Řešení stejnolehlostí (obr.2). VýslednákružniceA
se středem H je stejnolehlá s danou kružnicí k pro střed stejnolehlosti
ve společném bodě dotyku U. V této stejnolehlosti si odpovídají středy

H, S kružnic 2, k, přímcem = TH (m | t) odpovídá přímka / s ní rovno
běžná a procházející bodem S. Bodu T' odpovídá bod B - průsečík přím
ky / s kružnicí. Když si toto vše uvědomíme, sestrojíme kružnici Atak, že
sestrojíme přímku m = TH ana ní musí ležet středF hledané kružnice,
neboť přímka m je geometrické místo středů kružnic, které se dotýkají
přímky t v bodě T'. Přímka T'B vytne na kružnici £ bod U (střed stejno
lehlosti), který je společným bodem dotyku kružnic k, h. Další je již
jasné.

Poněvadž přímka / protíná kružnici k ve dvou různých bodech B, B“,
dostaneme tak dva body U, U* a dvě různé kružnice A, h'. Úloha má
tedy nejvýše dvě různá řešení. Jediné řešení bychomdostali, kdyby
přímka t byla současně tečnou dané kružnice. Kdyby však kružnice
k procházela bodem T, nedostali bychom žádné řešení.

2. Řešení pomocí chordály. Pro ty, kteřínevědí,coje
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tochordála dvou kružnic, chtělbychtentopojemtrochu
vysvětlit. Jestliže se dvě kružnice protínají, je chordála spojnice jejich
průsečíků. Jestliže se dotýkají, pak chordála je společná tečna ve spo
lečnémbodě dotyku. Jsou-li dánytři kružnice, jejichž středy neleží v přím

Obr. 3

ce, pak každé dvě z nich mají chordálu. Jsou tu tedy tři chordály, které
procházejí jediným bodem. Tuto důležitou vlastnost uvádíme bez dů
kazu. Na základě této věty se dá sestrojit chordála dvou kružnic, které

Obr. 4

nemají žádný společný bod. Tolik úvodem a nyní můžeme přistoupit
k druhému řešení naší úlohy.

Zvolme libovolnou pomocnou kružnici p, která se přímky ! dotýká
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v bodě T a protíná danou kružnici k (obr. 3). Máme nyní tři kružnice:
danou k, hledanou ž, pomocnou p. Podle toho, co jsme si dříve bez důkazu
řekli, jsou tu tyto chordály: chordála kružnic A,p, a to tečna ť,chordála
kružnic k, p, a to je spojnice jejich průsečíků a posléze chordála kružnic
k, h,a to je jejich společná tečna u. Tyto tři chordály procházejí jedi
ným bodem C, který je průsečíkem prvních dvou chordál. Tím je dáno
řešení úlohy.

Z bodu C můžemesestrojit ke kružnici k dvě různé tečny u, u', a to
nás přivádí ke dvěma výsledkům.

3. Řešení dilatací (obr. 4). KolemstředuH opišmekružnici
ď, jejíž poloměr je roven součtu poloměrů kružnice Aa kružnice k. Kruž
nice ď prochází bodem S, tj. středem dané kružnice k. Při této změně
(říkámejí dilatace) přešelbod 7' v bod T" a tečna t v tečnu ť||t
kružnice dď'v bodě 7" Kružnici ď můžeme snadno sestrojit, neboť se
dotýká přímky ť(tato přímka je rovnoběžná s přímkou / ve vzdálenosti
poloměru kružnice k) v bodě T" a prochází bodem S. Střed H této kruž
nice je středem hledané kružnice 2.

Tečna řmůže přejít i v tečnu ť"||f (která leží v opačné polorovině vy
ťaté tečnou f než přímka ď")a potom stejným způsobem obdržíme kruž
nici ď, jejíž střed H" je středemdruhé výsledné kružnice A'.

Zdeněk Mikulík, Uničov:

Řešení diofantské rovnice ax + by —cz?

Diofantskou rovnicí rozumíme rovnici s celočíselnými koeficienty,
jež má být řešena celými čísly. (Diophantos z Alexandrie byl řecký ma
tematik ve III. stol. n. L.).

Uvažovaná rovnice
ax + by = c?, (1)

kde a, b, c jsou daná celá čísla a celá čísla x, y, z hledané neznámé, je
diofantskou rovnicí nelineární, neboť neznámá z se vyskytuje v druhé
mocnině.

Než přistoupíme k řešení rovnice (1), připomeňme si, co je známo
o řešení lineární diofantské rovnice

Ax + By = C, (2)
v níž písmena A, B, Č a «, y značí celá čísla.

Nadále v celém článku bude slovo „číslo“ označovat vždy celé číslo
a slovo „rovnice“ vždy diofantskou rovnici.

Předběžný výklad použitých symbolů:
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1. výraz d/C vyjadřuje, že číslo ď je dělitelem čísla C, např. 3/6, 2/2,
1/7 ap.;

2. je-li kladné číslo d největším společným dělitelem čísel A, B, zna
číme (A, B) = dď.Jde-li o nesoudělná čísla, tj. taková čísla, jejichž nej
větší společný dělitel je číslo 1, píšeme (4, B) = 1,např. (4,8) = 4, (5,7) =
= lap.

O lineární rovnici (2) je známo, že je řešitelná, jestliže největší společ
ný dělitel ď čísel A, B je současně dělitelem čísla C [(A, B) = d, d/C),
tedy při nesoudělných číslech A, B [(A, B) — 1] má vždy řešení, neboť
1/C (číslo 1 je dělitelem každého čísla C).

Je-li splněn uvedený předpoklad, a je-li dvojice %, %ojedno (libovolné)
řešení rovnice (2), je její řešení dáno vztahy

B

AY=W-3
kde za f možno dosadit libovolné celé číslo. Jiných řešení rovnice (2)
nemá.

| A

Důkaz: Ač+ Br = 0, A(+71) + B (m—3) = A+
AB AB

+ By + A L—A t = C. Další část důkazu, žeuvedené obecnéřešení
rovnice (2) je jediné, najde čtenář v knize K. Rychlíka, Úvod do
elementární číselné teorie, str.42—43.

Znalosti řešení lineární rovnice (2) využijeme při řešení rovnice (1).
Vylučme však nejprve tyto případy:
1. všechny tři konstanty jsou rovny nule - libovolné řešení,
2. dvě z konstant jsou rovny nule (např. pro a —b=0,c=s0 je

z = 0ap.),
3. a 5 0,b 5 0, c = 0-jde o lineární rovnici vždy řešitelnou.
Případy a = 0, b == 0,c ==0, nebo b = 0, a = 0, c =+Onení nutné

zvlášť probírat. Viz dále 2a), b), c).
Přistuapme nyní k řešení rovnice (1), jestliže všechna tři čísla a, b, c

jsou různá od nuly, nebo jen jedno z čísel a, b je rovno nule.
Buď je (a, b, c) = d, d >> I, anebojz (a, d, c) — 1.
1. Je-li d >>L, je možno vydělit (1) tímto ď, takže (a',0 c) = I;
2. (a,d,c)= |;
a) (a,b)=.
Položíma-li v (1) |z| — k (k Ubarolaá číslo), níž>n2 poklůdi$ rovnici

ax + by = ců? (5)

za liaziraí rovaici typa (2) 3 pravoa stranou C = cí? a s nosovděl ý.ni
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a, b. Její obecné řešeníje
x =%%+

kde t je libovolné číslo, dvojice %, Yojedno její řešení. Obecné řešení
(1) je tedy dáno vztahy

(4)

X= bt (I)
y=Y%- atAk

kde f, k jsou libovolnáčísla.
Důkaz: a% + by = ck?, ax + dy = alx%+ bt) —b (yy—at) =

= (ax + by) + abt — abř = ck*= cz?;
b) (a,b) = d,tedya = aj d,b = by.d, d sedá psát ve tvaru d = dý.

Položme v (1) |z| = Vd k—=dy k, k libovolné číslo a dosaďme do (1)

ud? x +dbd? y=e? B dý (5)
UX + bxy = ck?, (6)

kde (a, dy)= 1. Je-li dvojice %, 4 řešením (6), dostaneme obecnéřešení
(6)

T =% + bt (7)
Y=VN—a

a obecné řešení (1)
z=%bit
Y= 4- M (IT)
ki=|a k= dk.

kde ť, k jsou libovolnáčísla.
Důkaz. a% + By = ek?, ax + by = a (X9+ byt)+ Bb(yy—at) =

= ad (z + byt)+ dyd(yy—at) = d (dx + byy) + d (adjl —ajbyt)=
= dek? = cz?;

c) (a, b) = d, a = axdď,b ==byd, ale d není druhou mocninou žádného
čísla. Položme v (1) [z — dk,k libovolné číslo a dosaďme do (1)

ajdx + bydy= eď**| d (8)
az + bxy= ddk?, (9)

kde (a,, by)= 1. Je-li dvojice %, 4, řešením (9), dostaneme obecné řešení
(9) ve tvaru (7) a obecné řešení (1)

1=%+
=% m (IT)

2| = dk

Důkaz. uXg+ by = edl?, arz+ by= a(zg+ bt) + bly—
—ať) = ad (z + byt)+ Byd(yy—al) = d (Ty + by) + d (udi —
— abyt) = d.cdk? = cz?.

298



Obecné řešení nelineární rovnice (1) ve všech třech případech 2a) b)
c) je jediné, tj. není jiného řešení.

D ů ka z: Obecné řešení lineární rovnice je jediné (viz uvedená kniha).
1. Jelikož tedy (4) je jediným obecným řešením (3), je jediným obec

ným řešením i (1), bude-li [z — k, takže i (I) je jediným obecným řeše
ním (1) v případě 2a).

2. Jelikož (7) je jediným obecným řešením (6), resp. (9), kde dvojice
T940 Je jednoz řešení (6),resp. (9), je i jediným obecným řešením (5), resp.
(8), tj. rovnic ax + by = eďk?, resp. ax + by = cď*k?. Rovnice (7) je
tedy též jediným obecným řešením (1), bude-li |z| = Va k, resp.
lz| = dk, takže (IT), resp. (Ii), jsou jediná obecná řešení rovnice (1)
v případeců 2b), resp. 2c).

Příklady.
ad I. 3x + 6y = 122? 3

£ + 2y = 42?.
ad 2. a) ď«+ 2 = 4? z= 2k+ 2(i2)=lz=k y=k—t

X+ 2y = 4k? Z= -+
X = 2k?, 4 = k? (k, č lhbovolná čísla).

Zk.: L = 2k* + 2 + 2k?— AW— 44?, P = 4k?, L = P.
b) 18x — 27y = 22? z =k*— A

(18,—27)=9,z =|9 k=3k y= -A
18x — 27y = 18k?*/ 9 zZ= +83
2x — 3y = 2k? k, t libovolná čísla)
(2,—3)=1m =k2y:=0

Zk.: L — 18k? — 541 + 54t — 18k?, P — 18k?, L = P.
c) —5x%+ 20y = 72? x = — 30? — 4

(—5,20) = 5, |2| = 5k y = — k+č
—Br + 20y = 175k*/ 5 2Z= -465K
—X + 4y = 35k? (k, t libovolná čísla)
(—1,4) = 1, 7 = —39?, yy = —k?

Zk.: L = 195k? — 20t — 20k? + 208 — 175k?, P = 175k?, L = P.
Příklady k procvičení. 5x — 10y = —352?, 16x + 16y = —7?,

Tx — 2ly = ?.

Inž. Dr. Otakar Leminger, Ústín.L.:

Užití věty Cavalieriho k určení objemu těles

ItalskýmatematikBonaventura Cavalieri (nar.v Miláně
1598, zemřel v Boloni 1647) vytvořil při úvahách o křivých čarách a kři
vých plochách teorii, podle níž se skládají geometrické útvary z elemen
tárních částic, dále již nedělitelných. Tím se stal jedním ze zakladatelů
počtu diferenciálního a integrálního a předchůdcem Newtonovým. Tak
podle Cavalieriho se skládají tělesa z extrémního počtu na sebe na
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skládaných a dále již nedělitelných destiček, rovnoběžnýchs jejich pod
stavou. Tělesa stejné výšky mají stejný počet těchto elementárních
destiček (srovnejme se zákonem Avogadrovým v chemii). Objem tělesa
je dán počtem a plochami, nikoli však tvarem těchto elementárních
destiček. Důsledkem těchto předpokladů byla následující poučka, kterou
Cavalierivyslovil a která se nazývá podle něho větou CČavalieriho:

Tělesa o stejném obsahu podstav a o stejných výškách mají stejný objem,
jestliže jsou protínána každou libovolnou rovinou, vedenou ve stejné vzdá
lenosti rovnoběžně s jejich podstavami, vždy v rovnoplochých útvarech.

Tuto větu znal s velkou pravděpodobností již Archimedes. Spis o tom
se však nezachoval.

Jako příklad užití věty CČavalie
riho podáme odvození málo známých N C M G
vzorců obecného tvaru pro výpočet W
objemukulové úseče a ku- oD O0

lové vrstvy. K tomucílije V V ? (atřebaurčit srovnávacítělesoo snad- L X F
no vypočítatelném objemu a ojedno- Z 5 5
duchém tvaru. Jelikož řez vedený c
kulovou úsečí rovnoběžně s podsta- A r=1. S 5
vou představuje vždy kruh, bude
zřejmě srovnávací těleso rotační.
Má-li se nyní plocha kruhu vždy
vyjádřit plochou jiného rovinného
útvaru, bude nejjednodušší vy
jádřit ji plochou mezikruží. Po
něvadž plochu mezikruží o po- Obr. 1
loměrech 7, a 7, je možno opět
vyjádřit plochou kruhu o poloměru r = V" — 77,budeme hledat
vhodný rozklad výrazu pro čtverec poloměru kruhového řezu kulové
úseče, rovnoběžného se základnou, v rozdíl dvou čtverců. Archimedes
použil při určování objemu koule známé rovnosti sinžr = 1 — cos*z.

Ukážeme, že je možno nalézt ještě jiný, pro náš případ výhodnější
rozklad, který vede k velmi obecnému vyjádření objemu kulové úseče
jednoduše stanovitelným objemem srovnávacího tělesa.

Uvažovaná úseč kulová a ECF (obr. 1) má podstavu o poloměru
o —EZ = FZ a je příslušná jednotkové kouli o poloměru r —1. Tedy

Z
O= sin«xaSZ = cos«,neboťCČS= 1, Z cosa,r = 1. Potom ČZ =
= ČS — SZ = 1 — cos«w.Označme ČZ = v, načež v = 1 — ocos«.Veď
me nyní v libovolné výši w — kv = k (l1—cos«a)= DZ řez UW rovno
běžný s podstavou úseče EF, přičemž je k libovolné číslo mezi 0 a 1,
tedy O< k< 1 (UW| EF jsou pravoúhlé průměty příslušnýchkruhů
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na nákresnu). O poloměru 0x — DU = DW zvoleného kruhového řezu
danou kulovou úsečí na základě Pythagorovy věty, aplikované na, troj
úhelník A DSW, platíok=7%—(SZ+ZD)=1—[cosa+k(1—cos«)j*.| (1)

Naším úkolem bude nyní rozložit tento čtverec poloměru 0, v roz
díl dvou čtverců 0x1,0x2 odlišných od vztahů (1). Proto budeme vztah (1)
upravovat takto:
ok = 1 — [cos« — k (1 — cos«))? — 1—[(I1— k) cosa + kP = 1— k—
— (1 — k)? cos? « — 2k (1 — Ah)cos «.

Poněvadž 1 —kž= (1— k? + 2k(1— k) a 1— cosa = sina tg,
potom ož = (1— k)*+ 2k (1— k)— cos?a (1 —k)*—2k (1 —k) cosa =

= (1—k)?sinžu + 2k(1— k)sina tg 7 = (I— k) sin>«+

-+2k (1 —k) sin« te +
2 2

+ k tj?z —Bte?9 =[a- P)sna + kte] - (re) —
2 2

—=[sna (sina—te s)| —( tg s) (2)
Naznačeným způsobem jsme rozložili čtverec poloměru % = DU =

— DW libovolného řezu danou kulovou úsečí, rovnoběžného s její pod
stavou BF v rozdíl čtverců dvou poloměrů 0x14 0x2,kde 9)

o —DH —JJ —sin a —k [sina —tg 5 (3)
a

0 —DB= kte (4)
Plochu libovolného řezu WU rovnoběžnéhos podstavou dané kulové

úseče možno tedy vyjádřit obsahem mezikruží o poloměrech 0x1; kz
a o tloušťce JÓ — (1 —-k) sin «. Potom těleso o stejném objemu jako
daní úseč ve smyslu věty Cavalieriho bude tvořeno řadou na sebe na
skládaných mezikruží, řídících se hořejšími vztahy (1), (2), (3), (4). Pod
stava tohoto tělesa bude totožná s podstavou uvažované úseče, neboť
zde k — 0, a tedy 0,1 = Ssin«, 0x2— 0, hořejší pak jeho zakončení bude

tvořit kružnice o poloměru 0x1= 01 = tg 5 = e' = CH, poněvadž
zde k — 1. Vzhledem k tomu, že zmíněné těleso je tvořeno mezikružími
se středy na ose CZ dané úseče, bude také souměrné podle této osy, bude
rotační s rotační osou opět CZ. Profil hledaného tělesa, tj. jeho kolmý
průmět do nákresny, představuje geometrické místo krajních bodů prů
mětů jednotlivých mezikruží, těleso skládajících, do nákresny. Abychom
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jej určili, všimněme si nejprve úhlu m — « CZM, sevřeného osou CZ
a spojnicí středu Z s koncovým bodem M průmětu zmíněné kružnice
MN těleso zakončující. O tomto úhlu platí

« «„pomBZ BZ
87 0z (Im 00s«. k(l—cosu) -©

« a
te — —

Kn tg E -o bis 9
"kn (I— 008«) - k (1— cosa)

pročež vnitřní profil našeho tělesa je tvořen přeponou MZ = NZ pravo
úhlého trojúhleníka A CZM. Podobně platí o úhlu w, sevřeném kolmicí
FG, vedenou koncovým bodem F průmětu základny dané úseče na tuto
a přímkovou spojnicí tohoto bodu F se zmíněným bodem M

« «

, em 307 okona—te5) .
8Ý RG. 1-eos«. | BU- c0a) o

ky(in « —te = kona —te]
o ky (L — cos«a) © k (1 — cos «)

Vnější profilovou část hledaného
tělesa představuje tedy přeponaFM
pravoúhlého trojúhelníka A GFM.
Potom celkový profil určovaného
tělesa, tj. jeho kolmý průmět do
nákresny, je tvořen dvěma shodnými
trojúhelníky AFMZ a AENZ, kte
ré mají společný vrchol Z; jsou sou
měrné podle osy CZ a jejich podsta
vy HZ, FZ leží v jedné přímce. Hle
dané těleso pak vznikne rotací těch
to trojúhelníků kolem osy ČZ.

Na základě toho určované těleso
stejného objemu, jako daná kulová
úseč, představuje dutý komolý kužel, pozůstávající z komolého kužele
se spodní podstavou totožnou s podstavou dané kulové úsečeo = r.sin«,

Obr. 2

o poloměru horní podstavy o'—=r tg 3 —=CM = CN a o výšce totožné
s výškou úseče [tedy v — r (1 —cos«)], zmenšeného o kužel stejné výšky

= (obr. 2 a obr. 3).v = r(L— cos«) a 0 poloměru podstavy o =r tg P
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Vnější plášť tohoto dutého komolého kužele se dotýká povrchu koule
podél kružnice, která ohraničuje podstavu dané kulové úseče (obr. 4).
Zmíněný úhel « je zorný úhel poloměru podstavy dané kulové úseče
s vrcholem ve středu koule úseči příslušné.

Je-li tedy poloměr koule úseči příslušné 7, poloměr podstavy úseče
o = Tsina, její výška v = r (1 —cos«) a poloměr kružnice, zakončující

dutý komolý kužel o' = r te3 „,pak oobjemu Vtéto kulové úsečeplatí

m -=

X | :
|=% 777

Obr. 4 Obr. 5

44 , , „0 , TV ,
K= zlé ted Te) —-707= — (9+ 00)=— (sinaT

a
Hina 5) (5)
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Dosazením za oe' = rv (plyne z podobnosti trojúhelníků A MCS a
A CZF) dostávám: dále T0žV| JwVŠr

- +M
3 3

Podle tohoto vzorce (6) objem kulové úseče je roven součtu objemů
dvou kuželů, z nichž prvý má podstavu i výšku totožnou s podstavou
i výškou kuželové úseče, druhý má poloměr podstavy rovný výšce úseče
a výšku rovnou poloměru úseči příslušné. Uvedený druhý kužel před
stavuje zároveň objem „slupky“ uvažované kulové úseče (obr. 5).

V= č +n)= (6)

, vž + 0?
Dosazením r = 5 (plyne ze vztahu (r —v)?*+ 0%= 7?) do (6)

dostanem? známý vzorec pro objem kulové úseče

m, v%+ o mV=— |? 2 , 7v5+*né- a0+0 (7)
používaný v přípudě, je-li dáno pouze 0, v.

Podobně dosazení 5%= 2rv — vž do (6) poskytne druhý známý vzorec
pro objen kulové ús2če

p T
V = z (Bre— 0) —7 (Br— v) (8)

používaný v případ diného r a v.
Tohoto rozkladu čtverce poloměru 0, libovolného kruhového řezu ku

lovou úsečí, rovnobšžnéhos její podstavou, v rozdíl dvou čtverců možno
také použít k určení objemu V' kulové vrstvy. Uvažujme kulovou
vrstvu EWUF (obr. I a obr. 2) o poloměru větší podstavy o = EZ =
— FZ = r sin «, 0 poloměru menší podstavy 0, — DU, o výšce
w —=kv = DZ, kde v = CZ je výška původní kulové úseče, ze které
vznikla uvažovaná kulová vrstva řezem, vedeným rovnoběžně s pod
stavou této úseče ve vzdálenosti w. Na základě věty Cavalieriho a co
bylo již řečeno,rovná se objem V' této kulové vrstvy objemu dutého ko
molého kužele, tvořeného plným komolým kuželem o větší podstavě
s poloměrem o, o menší podstavě s poloměremDJ = o —ko+ ko'ao
výšce w — kv, zmenšeným o objem kužele s poloměrem podstavy DÓ =
ko' a opět o výšce w = kv.
Tedy

W= = [o? + o?—ko“+ koe' + o"—2ko? + Zkoo“ + Bo? —Zkřpo“+

+ (bo) —"Š(ko*—7Š [o*(3 —3 k + P) + oc (8k—24). (9)
w

Dosazením za k = —
v „00 =v= > (v?+ 0?)a úpravouobdržíme
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wu 10)3 yl|- a
3 É 9 v[£ ) “|

To je málo známý vzorec pro výpočet objemu kulové vrstvy, použitel
ný v případě, že je dáno 0, w av, které značí výšku původní kulové úseče,
ze které vznikla uvažovaná kulová vrstva řezem, vedeným rovnoběžně
s podstavou této úseče ve vzdálenosti w.

2 2 2 2m k v ;
Dosazením za Š — v= £ £ „což plýne z výrazuv w

(r — v+ w)?+ ož = r? v hořejším vzorci (10), získáme známý vzorec
pro objem kulové vrstvy

V = 5 (30ž+ 3ož + w2) (11)

používaný v případě, že je dáno o, w a 0%,kde 0x je poloměr menší
podstavy vrstvy.

Jiří Mída, studujícíVŠP,Praha:

O jedné vlastnosti celých čísel

Množinu všech celých čísel lze napsat tak, že číslo menší vždy před
chází před číslem větším. Vodítkem nám při tom může být číselná osa.
Říkáme, že jsme množinu všech celých čísel uspořádali. V tomto případě
se jedná o přirozené uspořádání množiny všech celých čísel. Mějme celé
číslo m. Je zřejmé, že předchází před celým číslem m — 1. Neexistuje
pak celé číslo větší než m a současně menší než m + 1. O celém číslu
m + 1 říkáme, že je následovníkem celého čísla m. Dále se dohodneme,
že o skupině celých čísel m. m + I, ..., m =- n, kde n je číslo přirozené,
řekneme, že se skládá z celých čísel po sobě bezprostředně následujících
(jdoucích).

Věta 1. Buď každému celému číslu I přiřazeno právě jedno reálné
číslo a. Necht pro každé l plati aji —aj= ce.Potom aa= 4+ b.c,
kde ag je číslo přiřazené číslu 0.

Důkaz. Věta zřejmě platí pro 7= 0. Dále rozlišme dva případy:
1. Buď 7z 0. Položme I + 1 = 1 a az = Pn. Dostáváme posloupnost

iPn), která je aritmetická s diferencí c. Tedy
Pn= MT (n—1.c,

z čehož plyne
a=Wm-+l.c.
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2. Nechť 7< 0. Položme — I + 1 = n a az = ap. Posloupnost (g,) je
aritmetická s diferencí —c. Tedy

m=mnt(n—1) (0)
z čehož plyne

a=«“m-+-lc
Tím je věta plně dokázána.

Věta 2. Mějme dvě množiny celých po sobě bezprostředně následu
jicích čísel. Nechť obě množiny mají stejný počet prvků a nechť nejmenší
čislo druhé z nich je následovníkem největšího čísla prvé množiny. Potom
součet všech čísel z druhé množiny je větší než součet všech čísel patřících
do první množiny o čtverec počtu čísel v každé množině.

Důkaz. Použijeme vzorce pro součet » členů aritmetické posloup
nosti ia)

|

Sn= 3 (4 T 4)
dni

Počet čísel v každé množině nechť je k, nejmenší celé číslo první mno
žiny nechť je r. Označme součet všech čísel první množiny S;, druhé
S. Potom


S —S1=z kllr + B)+(C + k)+(E— DI

l
—3 k[r+(E—-1W=P,

což bylo dokázati.
Věta 3. Budiž k kladné liché číslo. Potom součet k po sobě bezpro

l
středně následujících celých čísel, z michž nejmenší je (1 — k), je roven
nule.

Důkaz přenechávámčtenáři.
Nyní přejdeme k vlastnímu obsahu článku. Jednotlivé poznatky již

nebudeme dále formulovat v podobě vět.
Zvolme si liché kladné číslo k. Vytvořme systém M(k) všech množin k

po sobě bezprostředně následujících celých čísel. Tento systém má tu
vlastnost, že zvolíme-li libovolné celé číslo, existuje pak jediná mno
žina z M(k), pro kterou je toto číslo nejmenším prvkem. Kdyby byly
totiž takové množiny dvě, pak by byly totožné.

Budiž dán předpis, který:
1. Číslu 0 přiřazuje tu množinu ze systému M(£), jejíž nejmenší číslo

„dl
je 3 (1— 4).

2. Celému číslu č+ 1 přiřazuje tu množinu ze systému M(k), jejíž
nejmenší číslo je následovníkem největšího čísla množiny ze systému
M (k), která je přiřazena číslu 7.
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Tímto předpisem je přiřazena každému celému číslu právě jedna
množina ze systému M(k). Pomocí stejného obratu, jakého bylo po
užito v důkaze věty 1., dostaneme totiž dvě posloupnosti množin, defi
nované rekurentně. Dohodnemese, že každou množinu ze systému M(k),
kterou lze přiřadit daným předpisem nějakémucelému číslu, nazveme
skupinou. Je-li skupina přiřazena celému číslu /, pak o ní budeme
mluvit jako o l-té skupině.

Označíme-li s; součet všech čísel patřících do l-té skupiny, pak podle
vět L., 2., 3. platí

61= VM

Nechť je 7; nejmenší prvek skupiny J-té. Potom největší prvek téže
skupiny je 7; + (k — 1), jeho následovník, čili nejmenší prvek skupiny
(č+ l)-ní, je 71,4 = 11,+ k. Podle věty 1. tedy platí:

Buď dáno libovolné celé číslo m. Existuje jediné celé číslo I takové,
že pro ně platí nerovnosti

1 1isTlr-žu-d)<i
Číslo k nechť je opět liché kladné. Takové číslo / se nazývá celá část

l 1 " . ;

číslaT (m 3 (1 —bj Napišmenerovnostiekvivalentní
l l
z U—k). ksm<g(1—k)+ (8+1).k.

Označení Skupina Součet
skupiny upi ouče

—n —5n—2, —5n—1, —5n, —5n+1, —5n+42| —25n=(—n).5?

—2 12. -—1.-10. —9. -8 —50=(—2).5?
—1 —T.-—6. -5 .—4 -3 —25=(—1). 52

0 —2 —1 0 l 2 0—=0.5?
l 3 4 5 6 d 25—1.5?
2 8 9 10 11 12 50—2 5?

n 5n—2, 5n—I, bn, 5n+ 1, Bn+2 25n=1n. 5?
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Z posledních nerovností plyne, že celé číslo m patři do l-té skupiny.
Odtud je zřejmé, že neexistuje takové celé číslo, které by patřilo do
dvou skupin a že množina všech čísel patřících do všech skupin, je
množina všech celých čísel.

Závěrů, které jsme obdrželi, použijeme k sestavení všech celých čísel
do tabulky. Zvolme si k = 5. Číslo » je přirozené.

Totéž lze provést pro každé kladné liché k. Případ k — 1 je jedno
duchý.

Deskriptivní geometrie

Josef Kateřiňák, VŠD,Žilina:

Rovnoběžné osvětlení
(Dokončení)

Představme si nyní v kladném poloprostoru nějaký útvar U,
tj. množinu bodů, např. kvádr ABCDEFGH. Vymodelujte si jej kra
bičkou od zápalek podle obr. 4.

Každým bodem X útvaru U prochází jediná světelná přímka s*,
která může mít s útvarem U společnéještě další body, jež spolu s bodem
X tvoří jistý útvar r; na obr. 4 je r úsečka XY. Jestliže bod X je svě
telnému zdroji - slunci - blíže než všechny ostatní body tohoto útvaru r,
jako je tomu na obr. 4, považujeme bod X za osvětlený.Není-li tomu
tak, považujeme bod X za neosvětlený.Bod X považujeme za osvětlený
také v tom případě, kdy světelná přímka s* má s útvarem U společný
pouze bod X.

Osvětlené body jsou vždy body povrchu útvaru U. Jestliže bod Y
povrchu útvaru U je neosvětlený, jako je tomu na obr. 4, nazý
váme tento bod Y bodem ve vlastním stínu.

Celý povrch útvaru U se tedy skládá z části O všech osvětlených
bodů - nazývámeji osvětlenáčást - a z části V všech bodů ve vlastním
stínu - nazývámeji vlastním stínem. Útvar m složený z bodů na hranici
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osvětlené části O nazýváme mez vlastního stínu. Na obr. 4 osvětlenou
část O tvoří stěny EFGH, EHDA, BABF a vlastní stín V tvoří stěny
CDAB, CGFB, CGHD. Mez m vlastního stínu je lomená čára tvořená
úsečkami AB, BF, FG, GH, HD, DA.

Vrženým stínem útvaru U na rovinu z rozumíme množinuU“ vrže
ných stínů všech bodů útvaru U. Útvar m' složený z bodů na hra
nici U' nazýváme mez vrženého stínu U". Na obr. 4 je U.šestiúhelník
A'B'W'GH'D' a m' je obvod tohoto šestiúhelníka.

R

Obr. 4

Snadno nahlédneme, že U" —0", tj. vržený stín celého útvaru U je
tentýž jako vržený stín jeho osvětlené části O, neboli jinými slovy:
z celého útvaru U vrhá stín pouze jeho osvětlená část O. Přitom vrže
ným stínem meze m vlastního stínu je mez m“vrženého stínu U'

Většinou však nezobrazujeme jen jeden útvar U, ale více útvarů
v4 2najednou.Uvažujmetedy v kladném poloprostoruještě dalšíútvar

U, např. obdélník KLM N. Vymodelujte si jej úzkým proužkem papíru
podle obr. 5.
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Každým bodem X útvaru U prochází jediná světelná přímka sZ,
jež s útvarem U již nemá další společné body, tj. všechny body útvaru
U jsou osvětlené a tedy osvětlená část O útvaru U je celý útvar U.
Nemá proto útvar U žádný vlastní stín, má však mez m vlastního

Obr. 5

stínu, tj. útvar složený z bodů na hranici osvětlené části O = U. Na
obr. 5 je m obvod obdélníka KLMŇ.

Vrženým stínem U' útvaru U na rovinu z je rovnoběžník K'L'M'N
a obvod tohoto rovnoběžníka je mez m' vrženého stínu U.
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Všimněme si nyní blíže osvětlených částí O a O útvarů U a U. Ně
které body Zna O0a Zna O mají společnou světelnou přímku sZ= sZ,
takže jejich vržené stíny Z“ a Z' na rovinu x jsou totožné,4. Z= Z
je společným bodem vržených stínů U" a U' Jestliže bod Z je světel
nému zdroji - slunci - blíže než bod Z, jako je tomu na obr. 5, nazýváme
bod Z vrženým stínem bodu Z na osvětlenou část O útvaru U. Množinu
W všech takových bodů Z pak nazýváme vrženým stínem útvaru U

vy /
na osvětlenou část O útvaru U. Na obr. 5 je W složen z rovnoběžníků
STRJ a RJPÓ.

Zřejmě vrženým stínem útvaru W na rovinu z je společná část W"
vržených stínů U“ a U' Na obr. 5 je W' rovnoběžník S"T"G'P"

Při grafickém znázorňování narýsované obrazy vlastních a vržených
stínů zpravidla vyznačujeme šrafováním, pokud jsou ovšem viditelné.

Praktický postup vysvětlíme opět na příkladě. Na obr. 6 je v pravo
úhlém promítání na dvě průmětny zobrazen kvádr ABCDEFGH a ob
délník KLMN. Směr osvětlení s je určen přímkou s, na níž je šipkou
vyznačena poloha světelného zdroje - slunce.

Nejdříve určíme vržený stín U" kvádru ABCDEFGH na půdorysnu
T a mez m' vrženého stínu U' V našem případě je U" šestiúhelník
A'B'R'G H'D' a mez m' je obvod tohoto šestiúhelníka. Body A", B' atd.
jsou průsečíky příslušných světelných přímek s půdorysnou gr,tj. půdo
rysné stopníky těchto světelných přímek.

Pomocí meze m' vrženého stínu U" pak určíme mez m vlastního stínu
kvádru ABCDEFGH a jeho osvětlenou část O i vlastní stín V Protože
m' je složená z úseček A'B', B'F", F'G', G'H', H'D', D'A', je m lomená
čára složená z úseček AB, BF, FG, GH, HD, DA. Mez m rozděluje
povrch kvádru ABCDEFGH na dvě části, z nichž jedna je osvětlená
a druhá je vlastní stín. Z nárysu vidíme, že ze všech společných bodů
světelné přímky sř a kvádru ABCDEFGH je bod E nejblíže světelnémuzdroji| slunci.JetedybodEosvětlený.Ztohosoudíme,že
osvětlená část O je tvořená stěnami EFGH, EHDA, EABF a vlastní
stín V je tvořen stěnami CDAB, CGFB, CGHD.

Vržený stín U' obdélníka KLMN na půdorysnu x je rovnoběžník
K'L'M'N' a obvod tohoto rovnoběžníka je mez m' vrženého stínu U'

Mez m vlastního stínu obdélníka KLMN je jeho obvod. Představí
me-li si obdélník KLMN jako proužek papíru, pak jeho osvětlenou
částí je ta strana papíru, na niž dopadají slunečnípaprsky; druhá strana
papíru je pak jeho vlastním stínem. V našem případě tato druhá strana
není viditelná ani v půdoryse, ani v náryse.NakonecurčímevrženýstínWobdélníkaKLMN naosvětlenoučást
O kvádru ABCDEFGH pomocí společné části W' jejich vržených stínů
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Obr. 6
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U' a U' na půdorysnu sr. V našem případě je W' rovnoběžník S'T"0'P*.
Vržený stín B'F"G'H' osvětlené stěny EFGH má s W' společný rovno

běžník S'T"R'J' Bod S, ležící na F'G' a M'N", je vrženým stínem
bodu S na FG i bodu S na MN. Leží tedy S, a S, na F,G, a M,N, a na
půdoryse společné světelné přímky bodů S a S, jež prochází bodem S'.
S, a S, pak leží na F,G, a M,N, a na ordinálách. Podobně každý z bodů
T“,R', J', je vrženým stínem dvou bodů: T na FG a T na KL, Rna EH
a R na KL, J na EH a J na MN. Protože body S T, R J jsou světel
nému zdroji - slunci - blíže než body S, T, R, J (viz nárys-), jsou S, T',
R, J vržené stíny bodů S, T, R, J na osvětlenou stěnu EFGH a tedy
rovnoběžník STRJ je vrženým stínem obdélníka KLMN na osvětlenou
stěnu EFGH.

Stejným způsobem dostaneme vržený stín RJPO obdélníka KLMN
na osvětlenou stěnu EHDA.

Na osvětlenou stěnu BABF obdélník KLMN žádný stín nevrhá,
neboť B"A'B'F“ a W' nemají žádný společný bod.

Je tedy vrženým stínem W obdélníka KLMN na celou osvětlenou
část O kvádru ABCDEFGH útvar složený z rovnoběžníků STRJ a
RJ PO.

Poznámka. Pro úplnost bychom měli ještě určit i vržené stíny
U+ kvádru ABCDEFGH a U+*obdélníka KLMN na nárysnu v. Při
grafickém znázorňování pak šrafujeme z vržených stínů U, U“ na půdo
rysnu 7zjen části před osou z a z vržených stínů U", U+ na ná
rysnu v jen části nad osou «. Tyto vyšrafovanéčásti pak dohromady
tvoří tzv. skutečnývržený stín kvádru ABCDEFGH a obdélníka KLM N
na obě průmětny z a v.

Inž. Ladislav Drs CSc, ČVUT, Praha:

Společná konstrukce oskulační kružnice
pro všechny druhy kuželoseček

Jsou známé konstrukce oskulační kružnice elipsy, hyperboly a para
boly. Je též známo, že oskulační kružnice ve vrcholu hlavní osy elipsy

b?

a ve vrcholu hyperboly má poloměr 7 kde a, b jsou délky hlavní a
vedlejší poloosy, že oskulační kružnice ve vrcholu vedlejší osy elipsy

a

má poloměr = a konečně, že oskulační kružnice paraboly má poloměr
o
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p = F—d, kde F je ohnisko a d řídicípřímka paraboly.
Tyto konstrukce nemají na první pohled mnoho společného. Dále

však poznáme, že to jsou jen zvláštní případy konstrukce oskulační
kružnice ve vrcholu libovolné kuželosečky.

Mějme v libovolné kuželosečce k osu o, vrchol V s vrcholovou tečnou
v a další tečnu ť s dotykovým bodem T' (obr. 1). Pak střed O oskulační
kružnice e kuželosečky k leží na kolmici g k přímce VT, vedené prů
sečíkem © tečen V a T. Tedy symbolicky

A=vxi, eg, gl VT,gxo=0O

Obr. 1 Obr. 2

Důkaz provedeme zvlášť pro každý druh kuželosečky.
1. Budiž k elipsa, V její vrchol hlavní osy,.S její střed, VS = a,

b vedlejší poloosa (obr. 2). Zvolíme-li hlavní a vedlejší osu za osu «£
a y, je rovnice této elipsy

X2?a Te
Rovnice její tečny / v libovolném pevném bodě T (X, Y) je

Xx. Yyae
V této rovnici jsou X, Y konstanty, x, y proměnné veličiny. Prů

sečík O této tečny s tečnou v dostaneme pro x = a. Jeho souřadnice
Ya Je tedy E

a4770
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Směrnice přímky VT je

X—a'
směrnice přímky g k ní kolméje proto

X—a4-4
Y YY

a rovnice přímky g je
a— X

— 4- 407 Y (x —%9),

což po dosazení dává

X
1 — —|b?

| a l a— X

Průsečík O přímky g s osou z dosta
neme pro 4 = 0

X
1 — —|b?

| e) a— Am = —3- (%—a),
Y Y

což po úpravě dává

bž

a

OV = SV —80 = 4 —A,

V W v » b? * bd ,
takže skutečně je OV —=—, což jsme měli dokázat.a

Podobně se dokáže naše tvrzení pro hyperbolu. Také výpočet středu
oskulační kružnice pro vrchol vedlejší osy elipsy proveďte sami.

2. Budiž k parabola, V její vrchol, o osa, T její libovolný bod a ť
tečna v něm. Zvolme osu o za osu «, vrcholovou tečnu v za osu 4.
Parabola má pak rovnici

pm l2pr

Souřadnice libovolného jejího bodu T' označme opět X, F (obr. 9).
o ?, ? . Y . wP

Průsečík © tečen ť, v má souřadnice 0, p] (proč?), směrnice přímky TV
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Y X
je x? směrnicekolmé přímky —L Rovnice přímky g je proto

Obr. 4a Obr. 4b

Průsečík O přímky g s osou o dostaneme pro % = 0

YX2Yo
což po úpravě dává
- . bo = P ?
jak jsme měli dokázat.

Obr. 5

Zvolíme-li speciálně na elipse za V, T vrchol hlavní a vedlejší osy,
získáme z obecné konstrukce známou konstrukci oskulačních kružnic

(obr. 4a, b). Zvolíme-li speciálně na hyperbole za ť asymptotu a, je VT
rovnoběžka s asymptotou a; tak opět získáváme známou konstrukci
oskulační kružnice hyperboly (obr. 5).
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Inž. Ladislav Smrž, Praha:

Galvanometr jako indikátor
měřicích zařízení

U měřicích zařízení pro stejnosměrný proud, jakými jsou např. kom
penzátory a stejnosměrné odporové můstky, potřebujeme citlivé indi
kátory pro určení okamžiku, kdy je měřicízařízení vyrovnáno a měření
ukončeno. Nejvhodnějšími jsou magnetoelektrické přístroje (s otočnou
cívkou), jejichž základem je princip Déprez d'Arsonvalův. Nazývámeje
galvanometry.

STUPNICE —

= ZRCATKO
„+7-7

Obr. 1

Mohou mít různé provedení podle toho, jaké citlivosti se má u nich
dosáhnout. Vesměs mají rovnoměrně dělenou stupnici, jejíž kontrola je
nutná pouze tehdy, používají-li se jako výchylkové přístroje a nikoli
jako nulové indikátory. Podle způsobu provedení jsou tyto nejužíva
nější druhy galvanometrů:

a) ručkové galvanometry, vhodnépro měřenínižšípřes
*vyv/ ?

nosti. Od jiných magnetoelektrických přístrojů se liší pouze nižší váhou
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pohyblivého systému a jeho jemnějším uložením v ložiskách s kameny
anebo zavěšením na vlákně,

b) galvanometry se světelnou stopou, u nichžje
užitím světelného paprsku (obr. 1) dosaženo velkého zvýšení citlivosti,
aniž by se zvětšila váha pohyblivého systému p. Paprsek zdroje dopadá
na zrcátko galvanometru a odráží se na stupnici, kde vytvoří světelnou
stopu (index). Několikerým odrazem paprsku se výchylka mnohoná
sobně zvětší a tím i roste citlivost přístroje,

O bd
Obr. 2

c) zrcátkové galvanometry, které jsounejdůležitější,
poněvadž jsou nejcitlivější elektrické indikátory. Také zde je použito
k záznamu výchylky světelného paprsku, který má však délku i několika
metrů. Pohyblivý systém se zrcátkem z (obr. 2) je zavěšen na jemném
vlákně, obvykle fosforbronzovém nebo postříbřeném křemenném. Vlákno
je současně zdrojem direktivní síly, působící proti síle vychylující po
hyblivý systém. Tlumení pohybu systému nastává buď proudem indu
kovaným v kovovém rámečku, na němž bývá navinuta cívka systému
anebo zvláštním tlumicím vinutím. V tomto případě má systém galva
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nometru dvojí vinutí. Jedno z více závitů tenkého drátu (vinutí a —b),
druhé z několika závitů silnějšího drátu (vinutí b — c). Obě tato vinutí
jsou spojena v sérii s odpory R, a R;, které doplňují odpor obou vinutí
cívky na potřebnou hodnotu.

Závěs zatížený váhou systému nesnesl by otřesy při přenášení. Proto
je galvanometr opatřen aretací, kterou se může systém podepřít. Jako
u všech magnetoelektrických přístrojů pohybuje se systém galvano
metru v úzké vzduchové mezeřesilného permanentního magnetu. Proud
se k němu přivádí nepružnými kovovými (obvykle zlatými) pásky m.
Vzhledem k silnému vlastnímu magnetickému poli je galvanometr jen
velmi málo citlivý na vlivycizích polí.

R

V
R—WWs

L

Rj

ki

Obr. 3

Pohyb systému se opticky převádí na stupnici, kde se odražený pa
prsek jeví jako světelný index (stopa). Výchylku odečítáme daleko
hledem anebo ji přímo čteme na stupnici. Aby byl přístroj chráněn
před přetížením, bývá mu předřaděnvícestupňový odpor větší hodnoty
anebo je připojen k regulovatelnému bočníku. Výhodou užití bočníku
je stále stejné tlumení galvanometru, poněvadž odpor R (obr. 3), k ně
muž je přístroj připojen, se během nastavení bočníku nemění. Odpor R
má velikost 30 000 až 100 000 ohmů. Bočník má obvykle zařízení na
komutaci proudu v obvodu galvanometru a ke spojení jeho systému
nakrátko, má-li být výchylka rychle utlumena. Proud I; v galvano
metru je v poměru k měřenému proudu Z dán vztahem:

Ra RTR
Pohyblivý systém galvanometru představuje soustavu schopnou kmi

tavého pohybu. Při vychýlení z rovnovážné polohy kmitá kolem ní

(1)
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tak dlouho, dokud se jeho pohybová energie nespotřebuje na ztráty
třením. Kdyby nebylo tohoto tlumení, kmital by systém ustavičně
s neproměnnou amplitudou i periodou. Byl by to stav periodického
netlumeného kmitání (obr. 4). Takový pohyb je neuskutečnitelný pro
tlumení vznikající třením o vzduch nebo jiným způsobem, např. elek
tromagneticky.

PERIODICKÝ, POHYB
NETLUMENÝ

PERIODICKÝ POHYB
SLABÉ TLUMENY

PERIODICKÝ POHYB
SILNÉ TLUHENY

APERIODICKÝ POHYB

Obr. 4

Periodický tlumený pohyb (obr. 4) má různý průběh podle velikosti
tlumení. Systém kmitá kolem rovnovážné polohy, při čemž se zmenšuje
velikost amplitud a s velikostí tlumení roste i perioda kmitání. Při
určitévelikostitlumenínastává pohyb aperiodický (obr.4),kdy
systém dojde do rovnovážné polohy, aniž by ji překročil.

Má-li tlumení příliš velkou hodnotu, pohybuje se systém galvano
metru do rovnovážné polohy neobyčejně dlouho, pohyb se stává hy
peraperiodický (obr.5).
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Při měření galvanometrem lze užít pouze mezního pohybu aperio
dického, kdy přístroj dosáhne nejrychleji výchylky, odpovídající pohy
bovému momentu. V praxi je výhodnější stav tomuto pohybu velmi
blízký, kdy systém přístroje vykoná asi jeden a půl kmitu, než se ustálí
v rovnovážné poloze. Tím je tato poloha bezpečně určena a nevznikne
chyba odečtení při přehlédnutí případného plouživého pohybu indexu.

Kromětlumenípůsobína pohyblivýsystémgalvanometru moment
hnací, vznikajícíměřenýmproudem,moment direktivní,
vyvolaný zkroucenímzávěsnéhovlákna, a moment setrvač
ných sil. Součet všech momentů je podle d'Alembertova principu
v každám okamžiku roven nule. Tuto rovnováhu momentů vyjadřuje
tzv. diferenciální rovnice druhého řádu. Jejím řešením dostaneme tři
podmínky, určující buď tlumený periodický pohyb nebo pohyb ape

riodický. Pro něj je charakteristickou veličinou velikost vnějšího obvodu
č

HYPERAPERIODICKÝPOHYB o

l
galvanometruR;. Nazývámejej mezním vnějším odporem
nebovnějším kritickým odporem. Jehozávislostnakon
strukci galvanometru je patrná ze vztahu:

02

- 2YD:K—L
Ze vzorce (2) vidíme, že kritický odpor R, může nabývat větší hodnoty,
zvětšuje-li se dynamická konstanta přístroje © (daná magnetickou in
dukcí ve vzduchové mezeře a rozměry cívky) nebo zmenšuje-li se bud
direktivní moment D nebo moment setrvačných sil K (ve vzorci je L
moment vznikající odporem prostředí a R, vnitřní odpor galvano
metru).

Podle toho je pohyb systému galvanometru ovlivněn také změnou
vnějšího odporu R,. Nemůžeme proto použít pro určité měřicí zařízení
jakýkoli galvanometr. Odpor tohoto zařízení vůči galvanometru musí
být přibližně rovný vnějšímu kritickému odporu Rj, při němž má vý

Obr. 5 Obr. 6

Ra R,. (2)
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braný druh galvanometru mezní aperiodický pohyb systému. Je-li odpor
měřicího zařízení příliš velký, připojíme ke galvanometru vhodný boč
ník. Je-li naopak příliš malý, zapojíme do obvodu galvanometru před
řadný odpor. Obojí se však děje na úkor jeho citlivosti.

Některé galvanometry mají u magnetu regulovatelný shunt, kterým
se může ve velkém rozsahu měnit síla pole ve vzduchové mezeře a tím
i rozsah kritického odporu R;. Takový galvanometr dá se tak přizpů
sobit různým měřicím zařízením, že vždy pracuje ve stavu mezního
aperiodického pohybu. Ale i tím se poněkud mění jeho citlivost.

Galvanometr, jehož systém je spojen nakrátko (obr. 6), je velmi silně
tlumen. Spojením spínače p docílí se téměř okamžitého utlumení pohybu
jeho systému.

U všech měřicích přístrojů je důležitá, jejich citlivost, daná velikostí
výchylky ukazatele připadající na jednotku měřenéhodnoty a dále pak
konstanta, číslo, kterým je třeba násobit údaj přístroje, abychom do
stali velikost měřené hodnoty. Konstanta přístroje je převratná hod
nota jeho citlivosti.

Podobně je tomu také 'u galvanometru. Jakmile byla dosažena vý
chylka systému, odpovídající měřenému proudu, vymizí v pohybové
rovnici všechny členy obsahující úhlovou rychlost a úhlové zrychlení.
Podle zákona odrazu odpovídá úhlová výchylka pohyblivého systému ©
(obr. 7) úhlové výchylce 2 w odraženého paprsku na stupnici. Mezi
výchylkou ma proudem I; v systému galvanometru platí vztah:

14=% 9 (5)

kdepoměrD/©.seobvyklenazývá statická proudová kon
stanta c, udávající proud, potřebný pro jednotkovou úhlovou vý
chylku (1 rad) systému. Její převratná hodnota 1/c; je pak úhlová
proudová citlivost přístroje.

Ze vztahu (3) je patrné, že citlivost galvanometru roste úměrně s ve
likostí jeho dynamické konstanty © a klesá se vzrůstající direktivní
silou D. Proto je výhodné zvyšovat intenzitu pole ve vzduchové mezeře
a použít co nejjemnějšího závěsu. Obojí je ovšem omezeno konstrukční
mi možnostmi. Nejsnadněji se dá citlivost galvanometru zvyšovat
opticky, zvětšením vzdálenosti zrcátka systému od stupnice. Teoretic
kou mezí je zde neklid systému vyvolávaný Brownovým molekulárním
pohybem vzduchu a jemným kolísáním měřeného proudu statického
charakteru.

Proto je výhodnější zvyšovat citlivost, pokud se jedná o její vysoké
hodnoty, speciálním uspořádáním, např. užitím soustavy dvou galvano
metrů, z nichž jeden je připojen k vakuovému termočlánku, ovlivřňo
vanému světelným paprskem druhého galvanometru apod.

Při konstantním poli ve vzduchové mezeře platil by pro kruhovou
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stupnici galvanometru (obr. 7) pro vztah mezi výchylkou systému ©
a výchylkou «opjna stupnici výraz:

Yo = 4 29 (4)

Obvykle však používáme stupnice ležící v rovině a proto místo výrazu
(1) musíme uvažovat vztah:

a=d teg 6
Pokud je výchylka systému «w

Is malá (tedy platí: tg 2 m- arc 2 9)
p je přibližně « = «Xop.Vztahmezi vý
A chylkou « na rovinné stupnici s (obr.
p 7)a proudemI; v systému zní pak:
Je I=u.«, (6)
| X kde c; je obvykle používaná prou

Y dová konstanta galvanometru, udá
| | vající velikost proudu, potřebného

) pro výchylku indexu mna rovinné
ON stupnicio jeden dílek,nejčastěji

$ s. pro vzdálenost stupnice 1 metr od
zrcátka galvanometru. Převratná

Obr.7 hodnota 1/c;značí proudovou
citlivost cgalvanometru.Má-liproudová konstanta rozměr A/mm,
je rozměr proudové citlivosti 1/c; mm/A.

Při větších výchylkách systému, pokud se z nich určuje měřená hod
nota, je třeba počítat s korekcí na rovinnou stupnici. Výchylka na ní
odečtená je větší než by odpovídalo výchylce wp; na kruhové stupnici.
Vzájemný vztah je dán mocninovou řadou:

oč? a* a$

Xob= Xi —35T ga zasT | (7)
pro dix v mm.

Obvykle se pro výpočet korekce uvažují pouze dva prvé členy.
Všechny uvedené vztahy platí přesně jen tehdy, je-li paprsek odra

žený zrcátkem přístroje v nulové poloze kolmý ke stupnici. Tato poloha
se kontroluje větší výchylkou na obě strany stupnice, vyvolanou stejně
velkým proudem. Případný rozdíl se odstraní natočením stupnice, aniž
by se měnila její vzdálenost od zrcátka calvanometru.

Proud v galvanometru závisí na napětí obvodu podle Ohmova zákona:

M U1 RTa
kde výraz R, + Rz je celkový odpor obvodu galvanometru.

I (8)
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Zavedeme-li si místo I, výraz «.c; podle rovnice (6), dostaneme
rovnici (8) ve tvaru:

«a.CG(Ry+ R)=U =«u.«, (9)
kde výraz c;(R, + R4)= c, nazývá se napěťovou konstan
tou galvanometru, obvykle v jednotkách V/mm. Její převratná hod
nota l/c, je napěťová citlivost galvanometruv jednotkách
mm/V, nejčastěji pro vzdálenost stupnice l metr od zrcátka galvano
metru.

Jaroslav Pospíšil, UPOlomouc:

Elektronový mikroskop

Objev světelného mikroskopu (optického mikroskopu) koncem 16. sto
letí značně přispěl k pokroku vědy a techniky, neboť umožňoval pozo
rování podrobností neviditelných prostým okem. Světelný mikroskop
se stal v mnoha oborech neocenitelným pomocníkem a nedovedeme si
bez něho dnešní laboratoře ani představit. V některých případech však
nestačí našim požadavkům, neboť možnosti zvětšení jsou u něho ome
zeny poměrně velkou vlnovou délkou viditelného světla. Tuto skuteč
nost si dokážeme.

Ze zákonů optiky vyplývá, že rozlišovací mez objektivu
mikroskopu, tj. (délková) velikost Ó nejmenších rozlišitelných detailů,
je dána vzorcem

a— DA, (W)n sin «

kde A je vlnová délka použitého světla a výraz » sin « = A je tzv.
číselná apertura objektivu,« je úhel,který svírákrajní pa
prsek, jdoucí od pozorovaného předmětu do objektivu mikroskopu,
s osou objektivu, » je index lomu prostředí mezi pozorovaným před
mětem a objektivem mikroskopu. Pro vzduch je n — 1. Čím je rozlišo
vací mez Ómenší, tím je rozlišovací schopnost přístroje větší.

Má-li být rozlišovací schopnosti objektivu náležitě využito, je nutno
volit vhodné zvětšenímikroskopu,tzv. užitečné zvětšení.
Užitečné zvětšení je parametr závislý na rozlišovací mezi 0. Je-li zvět
šení větší než užitečné, je zobrazení neostré a v obrazu nelze odhalit
žádné větší detaily. Pro užitečné zvětšení mikroskopu platí nerovnost

4 ss A (2)
8 A 2A
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3 12 17.2 .*1 : . 1 Ť
kde vlnová délka Á se udává v milimetrech. Zpravidla se omezujeme
na střední hodnotu a píšeme, že užitečné zvětšeníA=

Ze vztahu (1) plyne, že pro konstantní n a « je rozlišovací mez
funkcí vlnové délky A. Čím je tedy vlnová délka A menší, tím je rozli
šovací mez A menší. Mikroskopem mohu pak pozorovat větší detaily,
neboť bude mít větší rozlišovací schopnost, a tím také podle (3) bude
větší příslušné užitečné zvětšení mikroskopu.

P (3)

U světelného mikroskopu, volíme-li střední vlnovou délku viditelného
světla A— 5 107* mm, plyne pro velikost rozlišitelných detailů (tedy
pro rozlišovací mez) hodnota

4
8=T [mn] (4)

a pro užitečné zvětšení z (3)

T 500A (5)
Z principů vlnové mechaniky, k jejímž zakladatelům patří vynikající

francouzský fyzik Louis de Broglie (čti luj d broli), vyplývá, že ele
mentární částici (elektronu, neutronu, protonu aj.) hmoty m, pohybující
se rychlostív,příslušívlnovádélka(Broglieova vlna)

h

kde A — 6,62 107**Js je Planckova konstanta.
Skutečnost, že elementární částice mají vlnovou povahu, vedla

k myšlence sestrojit mikroskop, ve kterém by se k zobrazení využilo
místo světla elementárních částic. Protože ze všech elementárních
částic lze nejsnáze získávat elektrony a lze také jejich pohyb snadno
ovlivňovat, byl jako první zkonstruován mikroskop, ve kterém se
k zobrazení využívá elektronů, tzv. elektronový mikroskop (obr. 1).
Elektronový mikroskop je přístroj, ve kterém se využívá zákonů elek
tronové optiky') k zobrazování malých předmětů na fluorescenčním
stínítku, nebo na fotografické desce, či filmu, pomocí svazku elektronů
pohybujících se ve vakuu; lze jím získat značně zvětšené obrazy roz
ličných předmětů.

Elektrony hmoty m lze v elektronovém mikroskopu urychlit elek

1)Oelektronovéopticebylopojednánov článku J. Pospíšil, Elektro
nová optika; Rozhledymatematicko-fyzikální,roč. 1961,62,č. 2, 3, 4.
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trickým polem. Bylo-li dosaženo rychlosti v zrychlením elektronů po
tenciálním rozdílem U, pak platí

1z ně=eU
Odtud

Obr. 1

Dosazením vztahu (7) do (6) dostaneme pro Broglieho délku vlny
h

V2meU
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Dosadíme-li číselné hodnoty za 4 = 6,62 109**Js, m = 9,1 107% kg,
e — 1,6 107" C a udáme-li napětí U ve voltech, pak vychází

Á= V% 10729[m]
čili po odmocnění a úpravě

1,225
A =

VU

Ze vztahu (9) plyne, že zvětšováním urychlujícího napětí U elek
trického pole můžeme zmenšovat vlnovou délku A elektronu a tím
podle (1) zmenšovat rozlišovací mez Ó a podle (3) zvětšovat užitečné
zvětšení I' elektronového mikroskopu. Vlnovou délku A elektronu mů
žeme tedy podle potřeby měnit změnou velikosti urychlujícího napětí U
elektrického pole.

Je-li např. napětí U -= 100 V, vychází vlnová délka elektronu Á =
= 1,225 1077mm, tj. vlnová délka zhruba 4080krát menší než je
střední vlnová délka A ==5 10-+mm viditelného světla. Dosazením
do (3) pak vycnází pro příslušné zvětšení elektronového mikroskopu

42,04 10%A (10)

10-5 [mm] (9)

Porovnáme-li vztah (5) se vztahem (10) vidíme, že v uvažovaném
případě je užitečné zvětšení elektronového mikroskopu při stejné číselné
apertuře A asi 4080krát větší než užitečné zvětšení světelného mikro
skopu.

Nutno poznamenat, že zatím co u světelných mikroskopů může čísel
ná apertura A dosáhnout hodnoty 1,5 až 1,6, u elektronového mikro
skopu může maximálně dosáhnout hodnoty A = 0,02. Další zvětšení
číselné apertury by mělo vliv na kvalitu obrazu, neboť elektrony emi
tované z bodu by se při velkém úhlu « nesoustředovaly v obrazové
rovině znovu v bodě.

Dosadíme-li do vztahu (10) za A = 0,02, dostaneme ve zkoumaném
případě užitečné zvětšení I'— 40 800.

Z předcházejících úvah je vidět, že elektronový mikroskop umožňuje
pozorovat děje a předměty, které nelze pozorovat ani sebedokonalejším
světelným mikroskopem.

Díky vynikajícím vlastnostem elektronových paprsků dosahuje se
přímého zvětšení až 200 O00násobného, zatím co u světelných mikro
skopů lze prakticky dosáhnout nejvýš zvětšení 1000násobného. Udává
se, že kdyby bylo možno vyrobit elektronové čočky tak dokonalé jako
jsou čočky optické, bylo by možno dosáhnout rozlišovací meze asi 1 A
a užitečného zvětšení asi 10%.Vzhledem k neodstranitelným vadám
elektronových čoček je praktická krajní rozlišovací mez elektronových
mikroskopů 7 až 13 Á, stále ještě daleko menší než u nejdokonalejších
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světelných mikroskopů, tj. jejich rozlišovací schopnost je mnohem větší
než u mikroskopů světelných, kterými nelze rozlišit detaily menší než
je 0,1 u, tj. 10%A. Z toho plyne, že elektronové mikroskopy umožňují
vidět dokonce větší molekuly, jako jsou např. organické molekuly s mo
lekulovou hmotou aspoň 40 000, z nichž největší (molekuly bílkovin
s molekulovou hmotou až 7.. 10%)mají průměr až 200 A. Tuto velikost
mají zhruba makromolekuly hemocyaninu s molekulovou hmotou kolem
6.105, které se dají oddělit z roztoku ultracentrifugou.

Ze zkušeností, jichž se nabylo při pracích s elektronovými mikro
skopy jak u nás, tak i v zahraničí, vyplývá, že většině pracovníků
ve vědě a technice stačí zvětšení 10 000 až 15 000násobné, což bývá
zvětšenítzv.příručnich elektronových mikroskopů.
Ty mají ještě tu výhodu, že jsou přenosné a dají se lehce obsluhovat.
Pro větší zvětšení se užívá velkých a dokonalejších elektronových
mikroskopů.

(Pokračování)

Matematické zábavy

Jiří Sedláček, CSc,Praha:

Uloha o druhé odmocnině

Pavel napsal na tabuli podivnou rovnici
r — 1234567890...

„Proč jsou na konci tři tečky ?““táže se Petr.
„Chtěl bych vědět““, odpovídá Pavel, „zda je možno najít přirozené

číslo x takové, že číslo x* začíná desíti číslicemi 1234567890.
„Další číslice mohou být libovolné?““
„„Ano,mohou být libovolné a ani na jejich počet nekladu žádný po

žadavek“.
Milí čtenáři, zamyslete se nad touto otázkou. Najdete-li řešení,pošlete

je do redakce našeho časopisu. Nejlepší příspěvek rádi otiskneme.
J. S.
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Josef Kotyk, Pardubice:

Hermann Helmholtz

(Dokončení)

III. Fyzika a fyziologiesmyslů

Prologem moderní kvantové a atomové fyziky je přednáška Plancko
va, proslovená na slavnostním shromáždění Německé fyzikální společ
nosti v roce 1900!). Další půlstoletí Společnosti, jež tak velkou měrou
přispěla k vytvoření fyzikálního novodobého světového názoru, bývá
proto někde zváno érou Planckovou. Předcházející půlstoletí stojí pod
přímým vlivem Helmholtzovým. Charakteristickým rysem tohoto ob
dobí je, že v němpřipadávýznamnáúloha fyziologii.

Spojení biologie s exaktní vědou, na němž se Helmholtz, lékař a
fyzik, odhodlal založit svá bádání, se vyhýbali jak biologové, tak 1 fy
zikové dřívějších dob. Úzké spolupráci fyziky a fyziologie lze však při
psat většinu vědeckých úspěchů Helmholtzových. Helmholtzovy práce
z fyziologické a fyzikální akustiky a optiky jsou epochální. S Helm
holtzovým jménem se proto setkáváme v těchto oborech stále a téměř
všude. Práce do nich spadající shrnul Helmholtz v rozsáhlé spisy
Physiologische Optik (1858)a Die Lehre von den
Tonempfindungen (18062),jež svědčídodneso významu Her
mannaHelmholtzejakotvůrce psychofyziologie smyslů.

PodleYoung-Helmholtzovy teorie vidění barev
jsou k čípkům oční sítnice napojeny tři různé druhy jemných nervo
vých vláken. Jeden je citlivý pouze pro paprsky fialové, druhý pro
zelené, třetí pro červené. Barevné odstíny vznikají v oku superpozicí
(překládáním) těchto tří základních barev?). Podrážděním první a druhé
skupiny vzniká dojem barvy modré, první a třetí purpurové, druhé

1) Viz Část I., pozn. 5), v podrobnostech pak zejména můj článek Max
Planckv 36. ročníku Rozhledů, stať II. (Nauka o záření),čís. 6, str. 285
až 287.

2) Nejnovější výzkumy však ukázaly, že skutečnosti lépe vyhovuje teorie
čtyř základních barev (fialové, modré, zelené a žluté).
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a třetí žluté. Jsou-li světlem podrážděny všechny skupiny současně,
máme dojem bílého světla. Tato teorie nedovede však uspokojivě vy
ložit úkazy kontrastu a daltonismu (slepoty barev). Iradiaci (plochy
intenzívně světlé zdají se nám větší, než skutečně jsou) vysvětluje tím,
že při velmi silných popudech se podráždění sdělí také okolním nervo
vým vláknům, která nebyla původním popudem přímo zasažena.

Helmholtz vyložil také oční akomodaci. Roku 1851 proslavil se však
i jako vynálezce tzv. ophthalmoskopu, zvláštního očního zrcadla, vhod
ného k pozorování sítnice.

Jevy sluchové vykládalHelmholtzna základěprincipurezo
nance(Helmholtzova terie rezonanění). Každéz vlá
ken neobyčejně jemné soustavy v ústrojí Cortiho je vzhledem k své
délce, tloušťce a napětí (podobně jako struna) citlivé na jednu akustic
kou frekvenci, na jeden určitý tón. Zaznívá-li tón určité výšky, roze
chvěje se podle Helmholtzovy teorie to vlákno, které má stejný kmi
točet; je tedy na daný tón naladěno. Základní blána, na níž je umístěno
Cortiho ústrojí, se chvěje zároveň jako celek. Připomenu-li čtenářům
známé zkušenosti s tónem zazpívaným např. proti harfé nebo do
otevřeného klavíru, budou jim výklady Helmholtzovy teorie přístupné
a zcela přirozené.

Helmholtz vyložiltaké barvitostzvukuhudebníchnástrojůa lid
ského hlasu. Ukázal, že rozkládání daného kmitočtu na sinusové vlny
odpovídá bezprostřední psychologické realitě. Složený zvuk nevnímáme
jako celek, nýbrž jako soubor jednotlivých tónů*). Helmholtzovou zá
sluhouslavilatehdyvelkéúspěchyanalýza (rozklad) zvuku
na složky.Pokusy s rezonátory“) Helmholtz potvrdil, že každý
hudební zvuk je složen z tónu základního a některých vrchních
tónů harmonických. Výška tónu je určena tónem základním,
jenž má zpravidla největší intenzitu. O barvitosti zvuku rozhodu
je, které vrchní tóny a v jaké intenzitě jsou v něm obsaženy.

Aby své výsledky ověřil (jeho pečlivost by mohla být příkladem jedině
správného vědeckého postupu), Helmholtz vykonal také úspěšnou
syntézu (skládání) tónů, připojujek tónuzákladnímuvrchní
tóny harmonické.

Pozoruhodnáje takéHelmholtzova teorie konsonan
ce a disonance,založená na rázech,kterévznikajímezivrchními
tóny harmonickými. Když studoval Helmholtz podmínky nestejné
libozvučnosti různých souzvuků, shledal, že konsonantní jsou dva zvuky,
jejichž řada vrchních tónů harmonických splývá (např. kvinta más pri

3) Tuto okolnostzjistil roku 1843také Georg Simon Ohm (1787
až 1854,) autor známého zákona elektrokinetiky.

4) Viz učebnici fyziky pro 10. postupný ročník (1954), obr. 123. Běží
oHelmholtzův rezonátor kulový, naladěnýna jedentón.
UčebnicenepopisujevšakHelmholtzův rezonátor válcový,
který lze vytahováním nebo zasunováním ladit na různé tóny.
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mou sudé, oktáva s primou dokonce všechny vrchní tóny harmonické
společné). Jsou-li vrchní tóny harmonické dvou zvuků blízké, vzbuzují
rázy; tím nastává drsnost souzvuku a vzniká disonance. Počet rázů za
vteřinu určujeme rozdílem kmitočtů; při počtu así 33 rázy za vteřinu je
pocit nejnepříjemnější.

S příkladným porozuměním a vytrvalostí věnoval se Helmholtz také
studiu vzniku hlásek. Souhláskyjsou nepravidelnézvuky krát
kého trvání, samohlásky lze však zachytit typickým záznamem na stí
nítku oscilografu (viz snímky, získané při laboratorních pracích žáků,
na připojeném obrázku“). Podle Helmholtze jsou samohlásky zvuky slo
žené z jednotlivých harmonických tónů různé intenzity. Rezonancí dutin,
hlavně dutiny ústní, se některé tóny ve zvuku obsažené zeslabují, jiné
zesilují. Helmholtzovi se podařilo samohlásky také uměle napodobit.

K pokusům použil řady ladiček, jež naladil na jednotlivé tóny a elektro
magneticky uváděl ve chvění různé intenzity. Ukázal, že tónu ladiček
se podobá samohláska U, v níž převládá tón základní. Při samohláskách
A, O převládají nízké, při E, I vysoké tóny harmonické. Samohlásku I
považujeme (viz obr. případ V.) za fyzikálně nejsložitější.

Jako badatel lékařskyvzdělaný zabýval se Hel m holtz činností
smyslových orgánů, především oka a ucha. Dospěl také k srovnávání
fyzikálníchpodobnostía rozdílností lidskéhozraku a slu chu. Nemůže
me ovšem souhlasit s jeho známým výrokem, že oko je opticky méněcen
ný výtvor přírody. Problematika vzájemné dialektické souvislosti zraku
a sluchu, nejdůležitějších smyslových orgánů lidského těla, upoutává
však pozornost fyziků a fyziologů dodnes.

Laboratorní cvičeni.
Pokuste se také o zpracování fotografických snímků popsaných typických

záznamů samohlásek, jež můžete zachytit na stínítku oscilografu.

5) Běží však jen o typický průběh křivek jednotlivých samohlásek. Při
laboratorním studiu nepodařilo se žákům vyloučit z křivek téže samohlásky
individuální rozdíly, způsobené okamžitými hlasovými dispozicemi.
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Marie Bílková, Praha:

Správné výsledky cvičení z učebnice
„Geometrie pro 12. ročník
dvanáctiletých středních škol“

(Dokončení)

13

2 2 472 ve8. b) 9 (x + 2)? + 16(y — 2)? = 144. „Z

14

2 R- r) 29.Rel- -| 9) p RE
III. Opakování

l

7. 8291740"8. Raž R.
2

1. v — 17,7 m.

4

jm „909,105,90%,759;r, r/2; r/2, 3.3. a (2— 1,2a(2— 1).

5

1. 80 kg, 113 ko. 3. 397,6 m. 5. © = 30, y — 51,96,
z — 69,28, ©— 72,12. 6. 1980 m. 7. 259,9 a.

6

1. 51,85 m?, 3 132000 m?. 3.3475 1. 4.764 dm“. 7.8 zr a*.sinž a cos?>

ze a*sin?ž G
10. „sin (« + P). 11. 17 130 cm?; 284 000 cm?. 12. Asi 10 %.3 sin«

V části II. a III. nejsou uvedeny ony výsledky, které jsou v učebnici
otištěny správně.
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Matematická a fyzikální olympiáda

Jaroslav Pospíšil
a Vladimír Rudolf, UP,
Olomouc:

Průběh II. ročníku FO
ve školním roce 196061

Soutěž fyzikální olympiáda (FO)byla celostátněřízena
ústředním výborem fyzikální olympiády (ÚVFO) a v jednotlivých
krajích krajskými výbory fyzikální olympiády (KVFO). Soutěž pro
běhla v kategoriích:

A pro žáky 11. tříd JSŠ, 12. tříd DSŠ a 3. a 4. ročníků SOŠ,
B pro žáky 10. tříd JSŠ, 11. tříd DSŠ a 2. ročníků SOŠ,
C pro žáky 9. tříd JSŠ, 10. tříd DSŠ a 1. ročníků SOŠ.
Soutěž v kategoriích B a C se konala ve dvou a v kategorii A ve třech

kolech.
Prvé kolo bylo uspořádáno na školách do 28. února 1961. Soutěžící

měli vyřešit alespoň šest z devíti zadaných úloh a prostudovat jedno
téma. Mezi vyřešenými úlohami musela však bezpodmínečně být také
experimentální úloha, která byla v každé kategorii označena číslem 9.

V prvním kole všech kategorií soutěžilo celkem 1939 studentů, kteří
byli v kategorii A ze 147 škol, v kategorii B ze 133 škol a v kategorii C
ze 166 škol. Hochů soutěžilo 77 % a dívek 23 %. Úspěšných řešitelů
prvního kola FO bylo 698, z čehož 75,5 % hochů a 24,5 % dívek. Opravu
úloh prováděli na školách učitelé fyziky a referenti FO. Celkem opravili
9307 příkladů, z nichž bylo 7050 správných.

Úspěšní řešitelé z prvního kola všech kategorií postoupili pak do dru
hého (krajského) kola soutěže, které proběhlo v jednotlivých krajích ve
dnech 8. a 9. dubna 1961. Soutěžící byli pozváni do města, které určil
příslušný KVFO,a ve dvou půldnech za dozoru řešili celkem čtyři úlohy
a to tři teoretické a jednu experimentální. Úspěšnýmiřešiteli byli uznáni
ti, kteří ze čtyř zadaných úloh vyřešili aspoň dvě. Vítězové ze všech
tří kategorií dostali pochvalné uznání a knižní ceny.

Do druhého kola všech kategorií se dostalo celkem 636 žáků, tj. 36 %
soutěžících z prvního kola. Mezi soutěžícími bylo 77 % hochů a 23 %
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dívek. Úspěšných řešitelů bylo 396 a z těch 84 %hochů a 16 %, dívek.
Opravu řešených úloh prováděly KVFO a z celkového počtu 2256
opravovaných úloh uznaly 1378 úloh za správně vyřešené.

Pro vybrané úspěšné řešitele FO kategorie A bylo ve dnech 28. až 30.
dubna 1961uspořádáno na Slovenské vysoké škole technické v Bratislavě
třetí (celostátní) kolo soutěže. Soutěžící měli za úkol vyřešit tři teoretic
ké úlohy a jednu úlohu experimentální. Za úspěšného řešitele byl po
važován, kdo ze čtyř zadaných úloh vyřešil alespoň dvě.

T

GCbr. 1

Ze 138 úspěšných řešitelů druhého kola kategorie A (z nich 125 hochů
a 13 dívek) ze všech krajů bylo k účasti na třetím kole vybráno a po
zváno jen 71 žáků (z toho 67 hochů a 4 dívky). Tito vybraní žáci byli
vesměs ze středních všeobecně vzdělávacích škol, až na dva hochy ze
škol průmyslových.

Podle programu sjeli se dne 28. dubna 1961 všichni pozvaní účastníci
třetího kola soutěže do Bratislavy a zúčastnili se v 17.30 hodin zahajova
cí besedy v budově Slovenské vysoké školy technické. Vedle členů ÚVFO
byli též přítomni zástupci Slovenské národní rady, ÚV KSS a ÚV ČSM.
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První část soutěže proběhla dne 29. dubna 1961 od 8 do 12 hodin,
při níž účastníci soutěže řešili teoretické úlohy za dozoru členů ÚVFO.
Odpoledne byla prohlídka Bratislavy a večer navštívili všichni účastníci
operu Richarda Wagnera „Bludný Holandan““ve Slovenském národním
divadle.

Dne 30. dubna 1961 od 7 hodin se konala za dozoru asistentů katedry
fyziky SVŠT po skupinách druhá část soutěže, tj. řešení experimentální
úlohy. Na závěr soutěže byla uspořádána závěrečná beseda, po níž se
účastníci soutěže rozejeli do svých domovů.

Z 71 účastníků tohoto kola soutěže bylo 56 úspěšných řešitelů podle
výsledků své práce sestaveno do pořadí. Podle organizačního řádu FObyloprvníchdvacetvpořadíuvedenýchřešitelů© vesměshochů-pro
hlášeno za vítěze IT. ročníku FO. Mezi dalšími úspěšnými řešiteli (pořadí
č. 21 až 56) bylo 34 hochů a 2 dívky, celkem 36 řešitelů. Soutěžící se nej
lépe osvědčili v řešení experimentální úlohy, dané z elektřiny. Průměrná
známka zde dosažená byla 1,7, při čemž klasifikační stupnice měla jen tři
známky a to výborně (1), dobře (2) a nevyhovuje (3). Z ostatních tří
teoretických úloh opět nejlepší výsledek byl dosažen z úlohy z elektřiny
(průměr 1,8) pak následoval co do úspěšnosti příklad z termiky a me
chaniky (průměr 2,2) a nejslabší výsledek byl z příkladu z geometrické
optiky (průměr 2,6). Tento příklad výborně vyřešilo jen 8 a dobře 10
účastníků.

Z uvedených čísel je patrno, že II. ročník soutěže FO byl celkem
úspěšný. Podrobnosti o průběhu soutěže, seznam úspěšných řešitelů
a vítězů 1 zhodnocení výsledků jsou uvedeny v brožuře „II. ročník Fy
zikální olýmpiády““. Seznam vítězů II. ročníku FO byl již uveřejněn
v č. 4 Rozhledů matematicko-fyzikálních.

Tomáš Jech, Praha:

Třetí mezinárodní matematická olympiáda

Ve dnech 8. až 16. července 1961 uspořádala maďarská M ate ma
tická společnost Jánose Bolyaie(BJMT-BolyaiJános
MatematiKaiTársulat) s ministerstvem kultury Maďarské lidové republi
ky III. mezinárodní matematickou olympiádu.
Soutěž se konala v krajském městě Veszprému poblíž severovýchodního
pobřeží Blatenského jezera. Účastnilo se jí 48 žáků středních škol ze
šesti států a to Bulharska, Československa, Maďarska, NDR, Polska
a Rumunska. Účastníci byli vybráni na základě umístění při národních
matematických olympiádách ve svých zemích. Mezi soutěžícími bylo
pět děvčat (tři z Bulharska, dvě z NDR).
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Československá žákovská osmičlená delegace s pedagogickým prů
vodcem s. Petrem Bendou odjela do Budapešti v pátek 7. července.
Vedoucí naší výpravy s. Rud. Zelinka, tajemník ústředního výboru
matematické olympiády, byl v Budapešti již od středy a s vedoucími
ostatních delegací tvořil komisi, která provedla výběr příkladů pro sou
těž. V sobotu odjeli všichni účastníci olympiády do Veszprému, kde byli
ubytováni v koleji technické university (obor chemie). Ve velké po
sluchárně této školy se konala v pondělí a v úterý vlastní soutěž. V ne
děli jsme podnikli společný výlet k Blatenskému jezeru. V krásném pro
středí moderního lázeňského místa Siófoku jsme strávili příjemné odpo
ledne a načerpali jsme síly pro nastávající „„boj“.

Dne 10. a 11. července jsme řešili v budově uriiversity 6 příkladů
z algebry, trigonometrie, planimetrie a stereometrie. Výběr úloh pro
vedla mezinárodní komise, složená z vedoucích jednotlivých delegací.
První den byly zadány tři příklady z algebry a trigonometrie. Každý
žák dostal obálku s texty úloh ve své mateřštině. Na řešení těchto pří
kladů byly vymezeny 4 hodiny čistého času. Za jejich vyřešení bylo mož
no získat maximálně 20 bodů (6 bodů za první příklad, po 7 bodech za
druhý a třetí). Texty úloh jsou uvedeny v příloze..

(Pokračování)

Opravak článkuS.Burýškazminuléhočísla O sumaci aritmetic
+1

ko-geometrických řad. Vzorec(1.4)správnězní:8»= n U
př Opravtesi prototaké formuli(2.6)na sn= a,b 9-1 +gm-5 E 551-1

(n—Dar -| ; E+db] IT UG-T: vzorec(3.3)pakznís1= =

g9"— 1 2 |“ — 19" g"—1 — -| , "Xaní 11;

—ga—-7| —ga |, výsledekevičení1)jesn=
(a—1? g—IL 4-1 G- des

n

= (2) (31 — 7) + 7 a cvičení 4):s = g [(g + 2)*— 3] (I1— g)*.
Autor

V zadání příkladu č. 9, kategorie C, fyzikální olympiády zní vzorec pro

tíhové zrychlení g = + „a.

Upozorňujeme účastníky 1. kola IIT. ročníku Fyzikální olympiády, že
v zadání úlohy č. 7, kategorie A uvedeném v prvním čísle Rozhledů mate
maticko-fyzikálních a v letáku „III. ročník Fyzikální olympiády“ byla

omylem vynechána věta „„Počátečníteplota pojistky je 17 C.“ jv FOUV F
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ROZHLEDY MATEMATICKO-FYZIKÁLNÍ

ROČNÍK 40 - 1961/62 ČÍSLO 8

00
„M+F(2

František Vesélý, Plzeň:

Vznik a vývoj Jednoty
= Z v r

i“ (6 > u československých
A matematiků a fyziků

(Dokončení)

Od roku 1873 začala pak JČM vydávat vědecké a odborné spisy a vy
sokoškolské i středoškolské učebnice matematiky a fyziky. Krize kapi
talistického hospodářství, která postihla téměř celou Evropu nejsilněji
v letech 1873—1879,ovlivnila svými důsledky spolkovou a zejména vy
davatelskou činnost JČM, která oživla teprve v letech devadesátých.

Na práci JČM pro rozvoj českématematiky a fyziky v minulém století
měl podíl velký počet našich matematiků a fyziků, jež tu není možno
všechny uvést. Připomenu proto jen nejzasloužilejší pracovníky v těchto
vědách.Z matematiků to byli mimojmenovanéhojiž F. J.Studnič
ku bratříEmil Weyr (1848—1894)a Eduard Weyr (1852až
1903),z fyzikůmimojmenovanéhojiž Augusta Seydlera nej
nadanějšíčeskýfyzik19.stoletíFrantišek Koláček (1851—1913)
a experimentálnífyzik Čeněk Strouhal (i850—1922),který se
též osvědčil jako vynikající učitel našich vědeckých pracovníků a stře
doškolských nebo vysokoškolských učitelů. V posledním desítiletí minu
lého století měly vědecké práce českých matematiků a fyziků již velmi
dobrou úroveň a některé z nich měly již vynikající úroveň mezinárodní.
Byly to zejménaprácenašehoslavnéhomatematikaMatyáše Ler
c h a (1860—1922)a mladého, tehdy v Brně působícího středoškolského
profesoraK arla Petra (1868—1950).

Když od školního roku 1899/1900 byla otevřena česká vysoká škola
technická v Brně, začalo tam vznikat nové pracovní středisko členů JČM,
kteří se ve fyzikálním ústavu české techniky začali scházet. Brzy začali
pořádat přednášky a diskuse o otázkách vědeckých i školských. Roku
1912, kdy JČM oslavila též 50 let svého trvání, byly změněny spolkové
stanovy Jednoty, která přijala též rozšířený název Jednota českých ma
thematiků a fysiků (JČMF). Nové stanovy připouštěly zřizování odborů
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JČMF i mimoPrahu. Roku 1913ustavilse pak brněnský odbor
JČMF, jehož činnost vzrostla zejména po první světové válce, když
roku 1919 byla v Brně zřízena universita s přírodovědeckou fakultou.
Největší zásluhu o vznik 1 rozvoj činnosti brněnského střediska a poz
dějiodboruJČMF si získalifyzikovéFrantišek Nachtikal
(1874—1939)aVladimir Novák (1869—1944). V

Na počátku našeho století ujala se práce na pražské universitě i v Jed
notě nová mladší generace vědeckých pracovníků v matematice a fyzice.
Z matematikůto bylizejménaKarel Petr a Jan Sobotka
(1862—1931), kteří se o rozvoj české matematické vědy zasloužili nejen
svými vědeckými pracemi, ale i tím, že vychovali mnoho nových vědec
kých pracovníků a středoškolských a vysokoškolských učitelů matema
tiky. K nim přibyloněkoliklet pozdějimatematik Bohumil Byd
žovský, který mimo svou vědeckou i učitelskou činnost vykonal
mnoho práce při úsilí Jednoty o zlepšení vyučování matematice na čes
kých středních školách. Za první světové války i po ní stál spolu s Mi
loslavem Valouchem (1878—1952)v čelekolektivutěch po
krokových členůJČMF, kteříusilovalio reformu středníchškol Čeněk
Strouhal dostalroku 1903výbornéhospolupracovníkaBohu mi
la Kučeru, který se též zasloužilovýchovuvelkéhopočtu vědeckých
pracovníků v experimentální fyzice. Jejich vědecká i vychovatelská
práce byla usnadněna, když roku 1907 byla ukončena výstavba nového
fyzikálníhoústavu českéuniversity. Po smrti Koláčkově stal se
jeho nástupcem ve vedení ústavu teoretické fyziky všestranně vzdělaný
vědeckýpracovníkFrantišek Záviška (1879—1945),který se
pak zejména v době mezi oběma světovými válkami osvědčiljako obháj
ce a průkopník nových myšlenek v moderní fyzice.

Již v prvních dvou desítiletích našeho století projevila JČMF intenzív
ní činnost přednáškovou i publikační vydáváním vědeckých i odbor
ných spisů a vysokoškolských i středoškolských učebnic. Přitom se
v Jednotě velmi pěkně rozvinula práce různých komisí pro zlepšení vy
učování matematice, fyzice a deskriptivní geometrii, resp. 1pro reformu
veškerého vyučování a výchovy na našich středních školách. Po první
světové válce přijala Jednota roku 1921 svůj nynější název Jeďnota
československýchmatematiků a fyziků, jehož užívala od té doby nepřetrži
tě s výjimkou doby německé okupace v letech 1939—1945. Již od svého
vzniku udržovala Jednota styky s pracovníky v matematice a fyzice,
kteří žili nebo pracovali na území dnešního Slovenska. Po vzniku česko
slovenského státu se vytvořila na půdě JČMF velmi dobrá spolupráce
českých i slovenských matematiků a fyziků, jejichž jednota nebyla pak
narušena ani za druhé světové války. V roce 1929 vznikl v Bratislavě
matematicko-fyzikální kroužek JČMF,kterývznikl
z iniciativy profesora fyziky na lékařské fakultě Komenského university
Viktora Teisslera. Jeho zásluhouzajímalise o práci tohoto
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kroužku též vysokoškolští studenti v Bratislavě, i když Komenského
universita neměla tehdy ještě přírodovědeckoufakultu.

V období mezi oběma světovými válkami ukázaly se dobré výsledky
budovatelskéa vychovatelsképráceKarla Petra a Jana 980
botkyvmatematiceaČeňka Strouhalai BohumilaKučery vefyzice.Vtédoběbylyjižvýsledkyvědeckýchpracíjejichžáků
mezinárodně uznávány a oceňovány. V této době nastal také veliký
rozmach spolkové činnosti JČMF, která se opírala o dobrou organizační
práci; odroku1915ji dobřepromýšlela řídilMiloslav Valouch,
který až do roku 1952zastával v Jednotě důležitou funkci řediteleJČMF.
K jeho zásluhám patří též, že vybudoval a stále zdokonaloval tiskárnu
JČMF tak, aby co nejlépe sloužila tisku matematických a fyzikálních
nebo i jiných odborných textů. Dnes slouží tato tiskárna různým našim
vědeckým institucím.

Velmi příznivý vývoj matematických a fyzikálních věd v naší vlasti
byl náhle zastaven a v základech ohrožen mnichovskými událostmi
a jejich důsledky, k nimž patřila druhá světová válka a nacistická oku
pace našich zemí. Po událostech 17. listopadu 1939 došlo k násilnému
uzavření českých vysokých škol, které bylo počátkem perzekuce českých
studentů i učitelů. Mnoho jich bylo uvězněno nebo odvlečeno do kon
centračních táborů. Tam mnozí z nich ztratili život nebo později před
časně zemřeli pro následky útrap, které utrpěli ve vězeních a koncen
tračních táborech. Vydavatelská činnost Jednoty byla omezena cenzurní
praxí i nedostatkem papíru. Přesrůzná perzekučníopatřeníudržela JČMF
svou dobrou činnost i po celou druhou světovou válku, a to hlavně zá
sluhousvých obětavýchpracovníkůMiloslava Valoucha a
Františka Vyčichla (1905—1958).

Po osvobození naší vlasti Sovětskou armádou se starala JČMF přede
vším o to, aby byly co nejdříve zahlazeny škody vzniklé okupací. Její
funkcionáři a členové pečovali o obnovu pedagogické i vědecké činnosti
vysokých škol a o obnovu četných středních škol, které Němci v době
okupace uzavřeli. Starali se též o urychlené vydání středoškolských i vy
sokoškolských učebnic. Pečovali též o to, aby před očekávanou reformou
našeho školství byly rozřešenyzákladní metodické otázky vyučování
matematice, deskriptivní geometrii a fyzice.

Jednota se přihlásila již svým usnesením ze dne 30. dubna 1945 ke
Košickému vládnímu programu a v jeho duchu pomáhala při budování
socialistického státu. Když se tempo této výstavby po únorových udá
lostech roku 1948 zrychlilo, předala JČMF mnohé své úkoly státu nebo
veřejným institucím a národním podnikům socialistického hospodářství.
Přitom se Jednota starala, aby bylo využito zkušeností z její dlouholeté
činnosti pro rozvoj naší vědy i našeho školství. Roku 1951darovala JČMF
také svůj dům v Žitné ul. v Praze i svou bohatou, po 90 let budovanou
knihovnu státu s přáním, aby zůstala zachována pro ty účely, pro které
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byla budována. V budově, která byla dříve majetkem Jednoty, je nyní
umístěnMatematický ústav Československé aka.demievěd,k jejímužzřízenídošlovroce1952.Tentakéspravuje
a dále buduje vědeckou knihovnu, která vznikla ze základního fondu
darovaného Jednotou. Má nyní již přes 33 tisíc svazků a filmů a dochází
do ní asi 280 cizích vědeckých časopisů. Je proto velmi cennou knihovnou
pro všechny pracovníky v matematicko-fyzikální vědě i pro studenty
vysokých škol nebo 1pro jiné zájemce o studium matematiky a fyziky.

Roku 1956 byla JČMF reorganizována. Při této reorganizaci se uplat
nily zásady demokratického rozhodování všech členů JČMF a zásada
kulturní decentralizace. Práce Jednoty je totiž nyní soustředěna do
poboček JČMF, které byly zřízenyve všech větších městech, v nichž pro
jejich práci byly splněny dobré předpoklady.

Snad i vy se brzy stanete členyJČMF,která chce dále pečovat o rozvoj
matematických a fyzikálních věd v naší vlasti. Touto prací chce přispí
vat k takovému rozvoji technických, přírodních nebo i společenských
věd, který by zabezpečil ještě lepší uspokojování materiálních i kultur
ních potřeb našeho lidu.

Matematika
Prof. Dr.Josef Brejcha CSc.,Brno:

Konstrukce čtyřůhelníka,
jehož vrcholy jsou patami kolmic
spuštěných z bodu v rovině
na čtyři její různoběžky

V rovině budtež dány čtyři různoběžky a; (%= 1, 2, 3, 4), z nichž
žádné tři nemají společný týž bod. Vrcholy konvexního čtyřúhelníka,
který tyto přímky vytvoří, označme A; (t = 1, 2, 3, 4) a to tak, aby
k vrchol A, byl průsečíkem přímek ag, ay,
= " A, „» "" /, Ga, A1,

A; A1, Uz,
A, U, Uz,

a vrcholy A; (i = I, 2, 3, 4) následovaly za sebou na obvodu jimi vy
tvořeného čtyřúhelníka v přirozeném pořádku. Dále buďtež

M, napřímce az,
M, +, "! A3)
M; U,
M O
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čtyři body té vlastnosti, že kolmice, vztyčené v každém z nich k přímce
G;,na níž tento bod leží, se protínají v jediném bodě P (obr. 1).

Budiž nyní «; (i = 1,2, 3, 4) vnitřní úhel čtyřúhelníka4; (i = 1,2,3,4),
přivrcholu A; se stejným indexem. Dále označíme74.poloměrkružnice,opsanétrojúhelníku© A,M;Mg,

7 MM,
3 MM,
Ta A,M,M;.

Obr. 1
Pak platí

MM MM
1 sina "8 gin ' m

MM MM,533.700 =
2 811X 2 8 U

Nezávisle na poloze bodu P platí dále, vzhledem k předpokladům
o vlastnostech bodů WM;,relace

IAMP=XRAMP=, AMP=XTAMP=,X
(2)

x
laWA

X
2

X AMP = A A,M,P= > AMP = ZA, M,P =
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Kružnice k; (i = 1, 2,3,4) o poloměrech 7;,opsané trojúhelníkům A,M;Mz,
A2M;My, A3M,M,y, A,M,M;, jsou tedy též opsány čtyřůhelníkům
A,M,PM, A,M;PMy, A3M,PM;, A,M,PM,.

S ohledem na (2) je dále možno položit

AP=2. (i= 1234). (3)

Obr. 2

Označme ještě A; průsečík přímek ay, az, A2, průsečík přímek a, dy,
A13resp. X4 vnitřní úhly při vrcholech A413,resp. A9, trojúhelníků A3;M,M,
A, M,M; a konečně 743,724poloměry kružnic opsaných těmto trojúhel.
níkům v uvedeném pořadí.
Pak zcela analogicky jako dříve získáme relace

p Ha p—M
8 28ina; S 28inam. (4)13 24
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Považujme nyní body M; (%*— 1,2, 3,4) za vrcholy čtyřhůhelníka
a stanovme jejich konstrukci za některých dalších podmínek, a to v přípa
dech, že

1. dvě ze základních délek (tj. stran nebo úhlopříček) jsou v určitém
předem daném poměru,

2. je dán některý vnitřní úhel uvažovaného čtyřůhelníka o vrcholech
M;.
F, Ad 1. Vyšetřme třeba případ, že mezi stranami čtyřúhelníka M; platí
vztah

MM: MMi=m:n m,n>>0Ó.
3

V obr.2 je m = 3, n = 2, a = W, «, —120", „K
Z relací (1) nalezneme ihned

T,SN X : 7, 8In W = MN,
ry Ty = NSN U : M SN Kg,

odkud vzhledem k relacím (3) vychází

A,P:: A,P = ns m :MsinX, tj.
geometrickým mástem bodů P při uvažované podmínce je Apolloniova
kružmce, vztažená k bodům A;, A, jako bodům základním podle poměru

n Sn AA

m Sin K

V případě,že podobnárelace by platila meziúhlopříčkami,tj. požaduje
me-li aby bylo splněno

M,M;:MM, =p:g p,a> 0,
pak z relací (4) nalezneme podobně

Ty3Ta = psin Oo -d sin 13,
AP: AP = psin K4:GSin13.

Geometrickým mistem bodů P je opět Apollonova kružnice, vztažená
P SINX4

G SINO13
Ad 2. Konstrukce čtyřúhelníka M; (t = 1,2, 3,4) je v tomto případě

založena na následující větě:
Buďtež A; (*= 1,2, 3) vrcholy libovolného trojúhelníka, a; (i = 1,2, 3)

jeho vnitřní úhly v běžném označení. Dále budiž w libovolný úhel,
splňující podmínku 0 < w < 2 R. Nyní označme

však nyni k bodům A13, As jako základním podle poměru A =

M; patu kolmice, spuštěné s libovolného bodu P na stranu A;,4Ag,
„„ " " „i „" ", "" „ „!

M, A344,
M A4,A,.
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Sestrojme nad stranou A4; jako tětivou kruhový oblouk, ležícív po
lorovině A;A;Ay, jako geometrické místo obvodových úhlů velikosti
© T A.
Vobr.3jeo = 9.

Pak tento oblouk je geometrickým mistem bodů P té vlastnosti, že paty
kolmic M; ve shora uvedeném označení vytvoří trojúhelník, v němž platí,
ZXM;MM; = o.

Oblouk téže kružnice, neležící v polorovině A,4;A,,-je pak zřejmě
geometrickým místem bodů P té vlastnosti, že paty kolmic M; za téhož
označenívytvoří trojúhelník, v němž platí ©M;M,M; = 2R— o.
Další dvě analogické věty obdržíme cyklickou záměnou.

Důkaz. Volme uvnitř ostroúhléhotrojúhelníka A; (1= 1,2, 3) bod
P, spusťme z něho příslušné kolmice o patách M; a předpokládejme, že
platí ©M;M,M; = o.

Podle konstrukce platí:
Čtyřúhelníky PM,A,M;, PM, A;M;, PM,A,M; jsou tětivové. Z tohoto

Obr. 3

důvodu platí též XA,PM; = XA,M,M3; XA;PM;, = XA;M,M;;
IM, PM; = 2R—u.

Dále platí zřejmě
XAZMMg + aw+ AM, MA; = 2R.
Snadno nyní zjistíme

XIA,PÁA;= 4R— AM; PM; — AXM3PA,— AM,PAz
XA,PA; = 4R —(2R —a) —(2R— o)= wu- u.
Důkaz lze snadno upravit 1 pro jiný než právě uvažovaný případ.

Možnost konstrukce čtyřůhelníkaM; (? = 1,2,3,4) vrůzných speciálních
případech volby základních délek, jejich poměru, jakož i volby vnitřního
úhlu « podle v článku uvedených vět - je zřejmá.
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Josef Straka, PI, Praha:

Největší a nejmenší hodnota kvadratické
celistvé funkce

V článku budeme vyšetřovat největší (maximální) nebo nejmenší
(minimální) hodnotu dané kvadratické celistvé funkce. Těmto dvěma
hodnotámbudemeříkat extrémní hodnoty danéfunkce.Bude
užitečné, když zopakujeme některé věci. Tak především funkcí ro
zumíme předpis, kterým každému z z určité číselné množiny Á při
řazujeme jediné číslo y. Tímto předpisem, který zprostředkuje přiřa
zení, je nejčastěji rovnice. Množinu A čísel x nazýváme- definič
ním oborem funkee, čísloy přiřazenépředpisemčísluz, nazýváme
hodnotou funkce v čísle(čiliv bodě)r. Všechnačíslay vyplní
množinu čísel, kterou označíme písmenem B.

Mějme dány např. tyto funkce
y= —3x1+2,

— £—3
m Ba+-1

y = Am%— 31+6,

—= [/lo be 1

a určemejejich definičníobor. Oboremprvní funkce (tzv. lineární
celistvá) je množinavšech reálných čísel.Pro z = —2 je hodnota
funkce y = (—3). (—2) + 2 = 8. Oborem druhé funkce (tzv. line
ární lomená) je množina všech reálných čísel, pro která platí

Br + 1350, tj. množina všech číselkromě —5 Pro £ = 1je hodnota
1

funkce——.Oboremtřetífunkce(tzv. kvadratická celistvá)
je množina všech reálných čísel a např. pro ©= — 1 je hodnota funkce
y — 10. Konečně oborem poslední funkce jsouvšechna taková čísla «,

2x — 1

pro která platí S = 1, tj. všechnaz Z 3. Pro rx= 18 je hodnota
funkce y = Viog 7 |

Každému «, které je obsaženo v oboru funkce, je přiřaděna jediná
hodnota y dané funkce. Při tom pro některá z mohou být tyto hodnoty
stejné. Např. u funkce y — 5 je vidět, že dokonce pro všechna reálná
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čísla x je hodnota funkce táž, totiž 5. Můžeme si dát úlohu nalézt
takové číslo r (existuje-li) z oboru funkce - pro které je hodnota funkce
extrémní- tj. buď největší nebo nejmenší. Třeba poznamenat, že existují
funkce, které nemají extrémní hodnotu. Tak třeba již uvedená funkce
y = 5 zřejmě nemá takovou hodnotu, neboť je pro všechna z kon
stantní.

Mějme funkci y = 2 — 3x, jejímž oborem nechť jsou všechna taková
čísla x, pro něž platí — 1 S r = 3. Nejmenší hodnoty funkce dosáhne
pro takové «, pro které je rozdíl y — 2 — 3x nejmenší. Protože je men
šenec 2 konstantní, nastane nejmenší hodnota rozdílu pro největší mož
nou hodnotu menšitele 3x, tj. pro ©= 3. Minimální hodnota dané
funkce pro x — 3 je y— 2— 3.3 = — 7. Podobně maximální hod
nota dané funkce nastane pro takové x, pro které je rozdíl y = 2 —3x
největší, tj. pro nejmenší možnou hodnotu menšitele 3x, čili pro x =
—=— I. Maximální hodnota dané funkce nastane tedy pro x<= — 1
a bude y —2— 3.(— 1) =5.

Kdybychom funkci y = 2 — 3x definovali pro všechna ©Z — 1, měla
by tato funkce pro x = — 1 opět maximální hodnotu y = 5, ale mini
mální hodnota by neexistovala. To proto, že rozdíl y — 2 — 3x může
nabýt hodnoty menší než jakékoliv číslo.Čím větší bude číslor (a číslor
může být větší než jakékoliv kladné číslo b, neboť x Z — 1), tím větší
bude menšitel Jr a tím menší bude rozdíl y — 2 — 3x, tj. hodnota
funkce.

Kdybychom funkci y = 2 — 3« definovali pro všechna reálná, čísla «,
neměla by funkce žádné extrémní hodnoty. Víme již, že nemůže mít
nejmenší hodnotu. Nemůže však mít ani největší hodnotu, neboť rozdíl
y = 2— 3x může nabýt větší hodnoty než jakékoliv kladnéčíslo.

Na tomto příkladě je vidět, že existují funkce, které nemají žádnou
extrémní hodnotu. Ukážeme však, že kvadratická, celistvá funkce má
vždy jedinou extrémní hodnotu.

Mějme dánu kvadratickou celistvou funkci

ymač +-br + c, (0)
kde a 3 0, b, c jsou reálná čísla. Jejím oborem je množina všech reál
ných čísel.

A) Zabývejme se nejprve případem, kdy b = c = 0,tj. funkcí

ym=ař.
Je-li a > 0, je součin axž = y číslo nezáporné. Nemá tedy smyslu

mluvit o maximální hodnotě této funkce, neboť číslo ax* roste nade
všechny meze. Zato existuje pro tuto funkci minimální hodnota. Pro
tože je číslo ax* nezáporné, nastane nejmenší hodnota pro takové z,
pro které je součin y — ax* nejmenší, tj. pro x — 0 (neboť a >>0).

346



Příslušná minimální hodnota dané funkce je y = ax*“= 0. Je-li a < 0,
je součin ax* = y číslo nekladné. Obdobně jako výše zjistíme, že ne
existuje minimální hodnota, ale zato existuje maximální hodnota y = 0,
která nastane pro r = 0.

V případě A) tedy vidíme, že funkce y = axž má vždy jednu ex
trémní hodnotu. Maximální hodnotu y = 0 pro x = 0, je-li a < 0. Mi
nimální hodnotu y = 0 pro rx= 0, je-li a > 0.

B) Je-li v rovnici (1) b — 0, c 54 0, dostaneme funkci

y=ař +-c.
Je-li a >>0, je číslo ax? nezáporné. Protože číslo c je konstanta, roste

číslo y = ax* -+ c nade všechny meze a neexistuje maximální hodnota,
ale existuje minimální hodnota. Číslo ax2ž+ c je minimální, je-li číslo
axž minimální. To nastane pro « — 0 a nejmenší hodnota funkce je
y = aď* + c = c. Je-li a < 0, je číslo ax? nekladné, a protože c je kon
stanta, klesá číslo y = ax? + c pod všechny meze. Neexistuje tedy mi
nimální hodnota, ale existuje maximální hodnota. Číslo ax* — c je ma
ximální, je-li číslo ax* maximální. To nastane pro x = 0 a maximální
hodnota funkce je y = c.

Případ B) opět ukazuje, že funkce y = ax?*+ c má vždy jednu ex
trémní hodnotu, a to maximální y = c pro x = 0, je-li a < 0, mini
mální y = c pro g«= 0, je-li a >>0.

C) Zabývejme se nyní funkcí y = az? + bx + c, kde a >>0, 6580,c 0.
Pravou stranu funkční rovnice upravíme na tvar

2 Ď |u=a. le +bajho.
Dvojčlen v závorce doplníme na úplný čtverec tím, že do závorky

by dB k:
přidáme člen (z = za Protože před závorkou je činitel a >>0,a a

b2 2

zvětšilase tím pravá stranarovnice0 a a da Tento člen třeba* a

odečíst. Tak dostaneme

=a Rp la+p po- Ž4= a 4? a
4 by
čili ya by + 6—-—. (2)



2

Protože číslo a je kladné, číslo f + 5 je nezáporné, je číslo
2 b?

a. M -+ a nezáporné.Číslo c —16 je konstanta. Číslo y roste nade
všechny meze a neexistuje tedy maximální hodnota. Existuje však
minimální hodnota, která nastane tehdy, bude-li nezáporné číslo

5 (neboť
BY 9 čili

a (e+55 minimální,tj. prox + 3- —0, čilipro z = —7
b?

a = 0). Minimální hodnota dané funkce bude y = c— 11 Je-li v pří
padě C) a < 0, b7350, c 5 0, lze provést tutéž úpravu a dospět k téže
rovnici jako v (2). Protože v tomto případě je číslo a < 0, číslo

22 b?

(= + ) je nezáporné, je čísloa. M + a nekladné.Čísloc — 1
je konstanta, a proto číslo y klesá pod všecky meze a neexistuje mini
mální hodnota. Existuje však maximální hodnota, která nastane tehdy,

2

bude-linekladnéčísloa. Ň + 3 maximální,tj. pro < + a = 0,čili

pro ©= — z (neboť je opět a 3£ 0). Maximální hodnota dané funkce

bud D
udey = (6-—4a
I v případě C) jsme ukázali, že funkce y = az? + br + c má vždy

2

jednu extrémní hodnotu. Maximální hodnota je y = c— 17 Pro z =a
b . „. b?ž

= —24 je-li a < 0, minimální hodnota jey = c— 14Pro r = —2a'
je-li a > 0.

Příklad 1. Máme určit extrémní hodnotu funkce y = —2%?+
+ £— 1 kdea = —2, b6=1,c= -LI.

b l lProtožej ——“ =- = ma
otože je a < 0, nabude funkce pro r 54 37 4ma

ximální hodnot = c— B l | l )- ! Čtenář siY47 44 (3/7 8 ř S
jistě tento výsledek a následující výsledky odvodí podobným postupem
jako v případě C).

(Pokračování)
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Vilém Lam parter, Brno:

Z geometrie trojúhelníka

V obr. 1 je dán trojúhelník ABC, v němž jsou sestrojeny osy stran
a výšky. Středy stran AB, BC, AC označme po řadě N, L, M a paty
výšek S, P, R. Průsečíkvýšek, kterému se říká ortocentrum,
označme V a středy úseček VA, VB, VČ označme postupně Vy, Vy,
V3. Body L, V, N, Vy, M, V3 v tomto pořadí jsou vrcholy šesti
úhelníka.

Věta 1. Protější strany tohoto šestiúhelníka jsou shodné a navzájem
rovnoběžné.

Obr. 1

Důkaz. Strana LY, je v trojúhelníku BCV střední příčka,a proto

LV, || VCa zároveň LV, = 3CV
Podobně MV, je střední příčka v trojúhelníku ACV, a proto

MV, || VCa zároveň MV, = $CV
Z toho vyplývá

MV, | LV; a také MV, = LV;.
Důkaz pro druhé dvě dvojice stran je úplně shodný.

Věta 2. Obsah šestvůhelniku LV,NV,MVg je roven polovině obsahu da
ného trojúhelníka ABC.

Důkaz. Úsečky OL, OM, ON (leží na osách stran trojúhelníka
ABC) rozdělují náš šestiúhelník na tři rovnoběžníky: LONV,, MONV,,
LOMV;. Obsah šestiúhelníka je tedy roven součtu obsahů těchto rov
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noběžníků. Strany trojúhelníka LMN, o němž víme, že jeho obsah je
čtvrtina obsahu trojúhelníka ABC, jsou úhlopříčkami těchto rovnoběž
níků. Můžeme tedy psát

A MNL= 3 A ABC= A MON+ A LON+ A MOL=
= 3 MONV, + 3 LONV, + 3 MOLV; =
= 1 (MONV, + LONV, + MOLV))=

a to jsme měli dokázat.
Poznámka. Čtyřúhelník MONV, je rovnoběžník,neboťprotější

jeho strany jsou vzájemně rovnoběžné, a proto

MO= NVy,=; BV
což je jistě zajímavý vztah mezi vzdáleností středu opsané kružnice
od strany a vzdáleností vrcholu trojúhelníka od ortocentra.

Věta 3. Trojúhelník V,LO je podobný danému trojúhelníku ABC.
Důkaz. Že úhel při vrcholu L je roven B, je takřka samozřejmé.

Z téhož důvodu úhel při V; je roven «, a tudíž úhel při © je roven w.
(Upravil S. Horák.)

Cvičení.
1. Délky AV, BV, CV vyjádřete pomocí stran a, b, c a úhlů «, B, v

daného trojúhelníka.
2. Vypočítějte délky stran trojúhelníka LOV,.

Inž. Eduard Kriegelstein, Praha:

Užití diferenciálního počtu
(Dokončení)

b) Diferencial funkce a jeho užití

Předpokládejme, že máme funkci f(), která má derivaci v určitém
bodě «. Jak již víme, udává derivace f"(r) směrnici tečny v příslušném
bodě A grafu funkce (obr. 32).

Změníme-li souřadnici © bodu A o nějaký přírůstek 4, odpovídá to
muto přírůstku souřadnice ©přírůstek CD — dy pořadnice tečny a pří
růstek BD —Jy funkční hodnoty funkce f(x)

Přírůstek CD —dy závisí jednak na volbě bodu A,tj. na volbě z
a jednak na přírůstku A. Tento přírůstek CD —=dy nazýváme diferen
ciál funkce f(x) v bodě r a označujeme jej písmenem d (např. d sin «;
d f(r) apod.).
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Z obrázku je patrno, že
dy=vy..h,

neboť derivace y' udává směrnici tečny v bodě A.
Zvolíme-li nyní speciální funkci y = r, dostaneme

dr—=1.A

a proto přírůstek nezávisle proměnné označujeme dz.
Můžeme tedy psát

dy—my „dr

a vyslovit definici diferenciálu funkce y = f(x) v bodě «.

ky B %

C

dy |4Ay

A y

D

—
h X

X x+h -©

Obr. 32

Definice 12. Budiž y = f(r) funkce, ktera mů v boděx derivací
y' = F(x) a budiž dále dx přírůstek nezávisleproměnné. Diferencial funkce
y = f(x), v boděx je pak součindy = y' .dr, nebo df(r) = f(x). dz.

Je tedy diferenciál funkce roven součinu z derivace funkce a diferen
ciálunezávisleproměnné(někdyříkámetaké diferenciálu“ ar
gumentu).

Z geometrického významu diferenciálu funkce vidíme, že diferenciálem
funkce můžeme s jinou chybou nahradit přírůstek (nebo také úbytek)
funkční hodnoty, protože se tečna v okolí uvažovaného bodu málo liší
od grafu funkce. Lze říci, že pomocí diferenciálu funkce provádíme li
nearizaci dané funkce v daném bodě.Nutno si uvědomit, že dife
renciál funkce vyjadřuje vždy přírůstek pořadnice tečny a ne pořadnice
funkce.

Protože dy = y'.dr nebo df(r) = f'(r). dz, je tím dodatečně vy
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světlena poznámka za definicí 8, kde jsme uvedli pro derivaci funkce
d df(x

označeníy' = T „,nebo f(x) = 2
Určení derivace funkce, nebo určení diferenciálu funkce se někdy

nazývá diferencovánía odtud se metody výpočtů a užití derivací a dife
renciálů nazývají diferenciální počet.

Nynísiukážemeužití diferenciálu.
Příklad 47.
Máme určit přibližné 75,3%.Podle toho, co jsme si řekli o diferenciálu

je y—=7; g— 75; dr = 0,3. Pak můžeme přírůstek funkce y = *
v bodě g = 75 přibližně nahradit diferenciálem této funkce y = *?
v bodě r = 75. Dostaneme

dy= 2rdr = 2.75.0,3 = 45
a tedy

75,32— 75? | 45 — 5625 —+45 = 5670.

Přesná hodnota je 75,3? — 5 670,09.
Příklad 48. 3. 3,
Vypočtěte přibližně (120. Zde je y = V; « = 125; dz = 120 —

— 125 = —5.
Diferenciál v daném bodě je

Loba- 73 <. 8 <. Lo0061
Celkem je

dy

120 — 125 —0,061 —49398,
Přesnější hodnota je |/120 — 4,932 42.
Příklad 40.
Očse změnídoba kyvu matematického kyvadla dlouhého 1 m, prodlou

ži-iseo5cm?.ZdejeŤ=n m lm;di—=5cm.
Diferenciál je

l " 5 m. 0,25AT=Z. dl=Z. ——=TI Ž“=01003.0,25—
Vs 2)i V3 2100 V

= — 0,025 075.

Doba kyvu se prodlouží asi o 0,025s.
Příklad 50.
Určete přibližně sin 30“05". Pro výpočet diferenciálu máme y =

= sin £; £ = 30; dz —5= 0,00145 (v mířeobloukové)
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dy = cosx dr = cos30“ . 0,001 45 — 0,866 03 . 0,001 45 — 0,001 26.
Je tedy

sin 30705"— 0,501 26,

což je ve shodě s hodnotou v tabulkách.Příklad 51.
Máme určit s jakou chybou bude vypočten obsah čtverce, bude-li

strana čtverce změřena s chybou 5%. To znamená určit diferenciál
funkce P = a? v boděa, je-li da — 0,05 a.

Dostaneme
dP = 2ada = 24.0,05a = 0,la*= 0,1. P.

Bude-li strana čtverce změřena s chybou 5%, bude obsah čtverce
vypočten s chybou 10%.

Úlohy.

Určete lokální extrémy funkcí
1. a) y — 3x%— 4x + 5; b) y = 22? + 5x — 3.2.a)y—2— 31— 47;b)y—1321—57.

l
3. a) = —54 de- 41) y= 2x —5,5%%—10x+ 1.3

2X— 44943. 92. —
4. a)y=r 2x 2x; b) y EM
Vyšetřete průběh funkce
5. a) y —1*+ 5x + 6;b)y— 1+ 31—6;0)y = 1*—41 +5.

l
6. a) y—ee?—4x+ 3;b) =
Vyšetřete průběh funkce v daném intervalu
7. a) y — 6sinz — 3 cos 2r, <0;nx>>.

se) y= 27.

Z ON l— m aj OT.. . — 42b)y= T—sinZ,<95229tgxotem,
T<>

Vypočtete přibližně
8. a) 30,6*; b) 5,1%; c) 10,2%; d) 24,82; e) 9,3%; £) 98%.

3 4 3 4

9. a) |/105; b) /1020; c) /630; d) |/395; e) |/60; £) |/600.
10. a) sin 30"10'; b) 119"55"; c) tg 224"; d) cotg 46".
11. Jak se změní doba kyvu matematického kyvadla dlouhého 1 m,

zkrátí-li se 05 cm!
12. Jak se změní doba kyvu matematického kyvadla dlouhého 1 m,

zmenší-li se urychlení tíže z 9,81 m/s? na 9,78 m/s?*
13. Jak se přibližně změní obsah rovnostranného trojúhelníka, a)

zvětší-li se strana o 5%; b) zmenší-li se strana o 10%"
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14. Jak se změní strana rovnostranného trojúhelníka, a) zvětší-li se
jeho obsah o 10%; b) zmenší-li se jeho obsah o 5%?

15. S jakou přesností musíme změřit poloměr koule, aby chyba při
výpočtu a) objemu byla nejvýše 1%; b) povrchu byla nejvýše 1%*

16. Dokažte, že pro malé hodnoty Aplatí následující přibližné vzorce:

a) eé-——1+ h; b) = 1 —A;c) lg(l + A)--A.
17. Číslo 20 rozdělte na dva sčítance tak, aby jejich součin byl největší.
18. Do půlkruhu o poloměru r vepište obdélník největšího obsahu

a určete jeho rozměry.
19. Do koule o poloměru 10 em vepište rotační válec největšího obje

mu a vypočtěte jeho rozměry.
20. Do koule o poloměru 5 em vepište rotační kužel největšího objemu

a vypočtěte jeho rozměry.
21. Z obdélníkového kusu plechu rozměrů 80 cm a 50 cm zhotovte

otevřenou krabici největšího objemu a vypočtěte její rozměry.
22. Tunel má průřez tvaru obdélníka zakončeného půlkruhem. Obvod

průřezu je 36 m. Vypočtěte rozměry průřezu tunelu tak, aby měl průřez
největší obsah.

23. Z kruhu o poloměru r vyřízněte výseč o středovém úhlu « tak,
aby kužel z ní sestrojený měl největší objem.

24. Plechový otevřený žlab má průřez v podobě rovnoramenného l
choběžníka, jehož základna a ramena jsou stejně dlouhá a mají délku
40 cm. Jak široký bude žlab nahoře, aby pojal co nejvíce vody.

25. Z bodu A lze se dostat do bodu D přes bod B rychlostí c, — 5 km/h.
Z bodu A se máme dostat do bodu D přes bod C. Rychlost pohybu po
AČ je cy = 4km/h. Rychlost pohybu po CD je cz,— 5km/h. Máme
určit polohu bodu C tak, aby pohyb po ACD trval nejkratší dobu. Délka
AB je 1,2 km; BD = 2km. Určete také, jak dlouho bude trvat pohyb
po trati ACD (obr. 33).

Výsledky.

. 2 .
1. a) Minimum pro < = z b) minimum pro ©= — 1,25.
2. a) Maximum pro Ť = — 0,375; b) maximum pro x = 0,2.
3. a) Maximum pro © = Il; minimum pro z = 2;

2
b) maximum pro x = — ; minimum pro © = 2,5.3

.. l
4. a) Maximum pro £ = 0; minimum pro ©= — z 4T— 2;

b) maximum pro ©= 1; minimum pro x = —1.
5. a) Klesá v intervalu (— 00; — 2,5), roste v intervalu (2,5; oo); b) roste

v intervalu (— oo; 00); c) klesá v intervalu (— 00; 1), roste v intervalu
(13 oo).
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6. a) Roste v intervalu (— co; — 1), klesá v intervalu (— 1; 1); roste
v intervalu (1; co); b) klesá v intervalu (— co; 00); c) roste v intervalu
(— co; oo).

7. a) Roste v intervalu [o 5) ; klesá v intervalu (3 ; :)b)rostevintervalu| —T;A„klesávintervaluk;T;
2 6 6 2

c) rostev intervalu [o z) klesá v intervalu (z ; 3)
8. a) 936; b) 675; c) 1 060: d) 610; e) 802; £) 92 000 000.
9. a) 10,J5; b) 10,66; c) 5,01; d) 19,87; e) 3,917; £) 4,95.

10. a) 0,5025; b) — 0,4987; c) 0,9651; d) 0,9651.
11. Doba kyvu se zkrátí asi o 0,025 s.
12. Doba kývu se zvětší asi o 0,15“/,.
13. a) Zvětší se asi o 109/;; b) zmenší se asi o 209/,.

A

Obr. 33

14. Zvětší se asi o 59/,; b)'zmenší se asi o 2,5/,.
15. a) S chybou 0,39/;; b) s chybou 0,5/;.
17. 10; 10. O M
18.a = rV2;b = r|2.

19. Poloměr podstavy je zr V3, tělesová výška je 57 V3 (r je poloměr
koule).

20. Poloměrpodstavy je © r 2, tělesová výška je 5 r; r je poloměr
koule.

21. Rozměry jsou 60 cm X 30 cm x 10 cm.
36

2. r= — 6.22.r 14“ 5.041m
23. a — 294.
24. 80 cm.

25. BČ = 1,6 km; CD = 0,4 km; doba pohybu je celkem f = 0,58 h.
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Deskriptivní geometrie

Josef Šaloun, LázněBělohrad:

Užití stejnolehlosti v praxi

I. V tomto článku chci čtenářům Rozhledů ukázat, že se geometrie
hodně používá v sochařské a kamenické práci. Nebude snad na škodu,
když aspoň v přehledu se nejprve seznámíme s nářadím a nástroji,
jichž sochaři používají (obr. 1).

Kladiva jsou různých velikostí,ale násady jsou kratší než u nor
málníchkladiv. Pemrlice jekladivo s jehlancovitýmihroty.

Z používaných dlát jsou nej
známější špičáky se zaka
lenou špičkoua zubáky se
zubatým ostřím.

Dálesepoužívá úhelníku
k zjišťování pravých úhlů ahmatacích kružidel
různých velikostí.

Nyní si popíšeme, jak sochař
podle daného modelu zhotoví
plastiku do materiálu (do pískov
ce, žuly, mramoru apod.). Má-li
být plastika v téže velikosti jako
model,používásetečkovací- Obr.1
ho přístroje. Je to dřevě
ný kříž, jehož délka a šířka jsou asi takové jako délka a šířka mo
delu. K svislému rameni je dole upevněno příčné rameno. Konec
svislého ramene a oba konce vodorovného ramene jsou opatřeny hroty.
Hroty představují tři body neležící v přímce, a proto určují rovinu.

Kříž se položí na model tak, že uvedené tři hroty zapadají do tří
pevných jamek, jimž na plastice přesně v týchž místech odpovídají
tři jamky. V obr. 2a je pěkně vidět sádrový model a tečkovací přístroj.

REmROv
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Hrot svislého ramene je k přístroji přisádrován a spočívá v jamce,
která byla vyhloubena v kousku sádry připevněné nahoře k modelu.
Na delším (svislém) rameni kříže je umístěno kloubové zařízení s dlou
hou jehlou, posunovatelnou ve všech směrech. Když se hrotem jehly
dotkneme určitého bodu na modelu, je možné jehlu šrouby ,ustálit.
V obr. 2a je jasně vidět kloubové zařízení na přístroji i jeho jehlu.

Pak přístroj přeneseme na plastiku a pod hrotem jehly odstraníme
materiál tak, až se hrot jehly dotkne plastiky. Na obr. 2b je tečkovací
přístroj umístěn na plastice zčásti již hotové. Tím dostáváme jeden bod
plastiky. Takových bodů se musí z modelu přenést popsaným způsobem
značné množství, abychom dosáhli
správného tvaru vytvářené plastiky.

II. Jestliže plastika má být vět
ší než sádrový model, používá se
hmataciích kružidel (obr.
2c). Abychom mohli mluvit kon
krétněji, budeme popisovat dvojná
sobné zvětšení. Pracuje se takto. Na
modelu zvolíme tři body tak, aby
tvořily trojúhelník. Volí se zpravidla
na okrajích modelu. Na blóku ka
mene nalezneme trojúhelník podob
ný, jehož strany jsou dvakrát větší.
Ve vrcholech obou trojúhelníků se
zarazí mosazné hřebíčky s jamkami
ve vrcholech. Každý další bod mo
delu tvoří se zvolenými třemi body
čtyřstěn a je jednoznačně určen
svými vzdálenostmi od základních
tří bodů. Tyto vzdálenosti se na mo
delu odměříhmatacími kružidly (pro Obr. 2c
každou vzdálenost je vždy jedno kru
židlo, takže je tu potřebí tří kružidel), zvětší se dvakrát a přenese se
na blok kamene. Zde se odstraňuje materiál tak dlouho, až hroty kru
židel jejichž druhé hroty jsou v základních bodech - se dotknou. Tím
se získá jeden bod plastiky. Sochaři jej obyčejně označí křížkem. Je
přirozené, že čím více bodů modelu tímto způsobem přeneseme, tím je
plastika věrnějším zobrazením modelu. Práce je proto zdlouhavá, ale
musí být přesná. Umělec.sochař tuto práci přenechává řemeslníku ka
meníkovi. Po vytečkování na plastice nastává teprve pro sochaře zají
mavá práce vyrovnáváním materiálu, která je korunovánaradostí z vy
konaného krásného díla.

Zvětšování, vyjádřené čísly (1), 2, 3, ... není obtížné. Při zvětšování,
vyjádřeném čísly desetinnými, by bylo obtížnější a časově náročnější.
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Aby i zde se práce prováděla mechanicky, rychle, avšak přesně, po
užívá se způsobu,jehož podstatou je redukční úhel. V další

6
/

A

/ |
/ /p 7

(W,
— ;
O S R

Obr. 3

Obr. 4

části tohoto článku pojednáme o tomtozpůsobu a teoreticky jej zdů
vodníme.
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V obr. 3 jsou dány dvě kružnice o různých středech S, R s vnitřním
dotykem v bodě O. Tento bod je zároveň středem stejnolehlosti obou
kružnic. Bodem O proložme libovolnou přímku p, svírající s přímkou
OS úhel menší než 60“. Přímka p protíná dané dvě kružnice v bodech
A, B.1 platí

OA:0S=0B:0R.

Poměr OA : O8 je poměr zvětšení poloměru OS. Ale v témže poměru
se zvětšil i poloměr OR. Kdybychom sestrojili další kružnici o středu
T, pak její poloměr OT' se zvětší opět v poměru OA : 08. Tato další
kružnice totiž protnepřímku p v bodě C a úsečka OC je rovna polo

měru OT znásobenému číslem OA : 08. Můžeme tedy tímto způsobem
jakoukoli délku (tj. poloměr kružnice) zvětšit v poměru OA : 08.

Můžeme však celou věc zařídit tak, aby poměr zvětšení OA : OS měl
předem danou hodnotu. V praxi se užívá těchto hodnot zvětšení: 1,1;
1,2; ...; 1,9. Hodnot menších než 1 (a pak by nešlo o zvětšení) docílíme
použitím přímek p, které s přímkou OS svírají úhly větší než 60“ a
hodnot větších než 2 tímto způsobem nedostaneme.

V obr. 4 je podle předešlého návodu narýsována soustava přímek,
která danou délku zvětšuje 1,1 krát, 1,2 krát, ..., 1,9 krát. Tak např.
OB= 1,4.0A4,0C=1,6.0A4,0D=1,9.0A,.
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III. Jestliže jde o zvětšení 2,1 až 2,9-násobné, postupuje se poněkud
jinak. Danou úsečku zvětšíme nejprve 1,5krát a teprve pak určíme
žádané zvětšení. Celý postup popíšeme pro zvětšení 2,8-násobné.

Na přímku z (obr. 5) naneseme od bodu O třikrát po sobě úsečku téže
délky. Dostaheme tak čtyřirůzné body O,A, B, G,o nichž tedy platí 0A =
— AB = BG. Kolem bodu A opíšeme kružnici k procházející bodem
O (a také bodem B). Kružnice, opsaná kolem O a procházející středem S
úsečky AB, protne kružnici k v bodě K. Ten spojíme s bodem O přímkou,
která je v obr. 5 označena 1,5 (poskytuje způsobem popsaným v odst. II.
zvětšení 1,5-násobné). Kolem S opišme kružnici m jdoucí O (a taky G).
Úsečku BG rozdělme na 10 stejných dílů a dělící body označme po řadě B,
1,2,... 8, 9, G. Kolem O opsaná kružnice procházející bodem 8 protne
kružnici m v bodě H; přímka OH poskytuje zvětšení 2,8-násobné (v obr.
je označena 2,8).

A jak nyní pracuje kameník, má-li již připraveno, co jsme zde popsali,
to uvedeme v následujících řádcích. Má-li nějakou délku zvětšit 2,8krát,
nanese ji od O na z a dostane tak bodC. Kolem O opsané kružnice polo
měrem CO protne přímku 7,5 v bodě D. Na přímce z sestrojí bod E tak,
aby AE = AD. Kolem F opíše kružnici jdoucí O a tato kružnice protne
přímku 2,8 v bodě F', o němž platí OF = 2,8 . OC (obr. 5).

Má-li být zvětšení ještě větší, tj. mezi 3,1 až 3,9-, postupuje se obdobně
zase na dvakrát. Úsečka se nejprve zvětší dvakrát, a teprve potom podle
potřeby.

Poznámka. Čtenáře bych rád upozornilna zajímavouvěc. Při
zvětšování používá kameník nebo sochař kromě několika málo pevných

přímek, jeen kružnic. Souvisí to s tím, že všechny délky přenáší hmatacím

* *

x

Jubilejní sjezd
Jednoty československýchmatematiků a fyziků

se koná ve dnech 17. až 19. dubna 1962 v Praze.

* *

*

Knižka Františka Veselého:100 let Jednoty českoslo
venských matematikůa fyziků nebudevevolnémprodej.

Lze ji přímo objednat v kanceláři v JČMF, Praha 1, Malá Strana,
Maltézské nám. 1, tel. 408-92. Bude po vyjití zasilána na dobírku. Cena
asi 10 Kčs.
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Dr. Kliment Šoler, ČVUT Praha:

Stavba atomového jádra

Vývoj lidského poznání přírody spočívá v tom, že její zákony pozná
váme stále dokonaleji a že si tak můžeme tvořit stále lepší a dokonalejší
obrazy jednotlivých věcí a dějů v přírodě probíhajících. Pokrok fyzi
kálního poznání ve dvacátém století byl umožněn hlavně tím, že člověk
získal schopnost rozšířit své poznání dějů a předmětů srovnatelných
s rozměrylidskéhotěla (ma krosvět) také na objekty velmi malých
rozměrů, které není možno pozorovat a vnímat přímo lidskými smysly
(mikrosvět). Naopak mohl rozšířit své poznání také na objekty
velmi značných rozměrů, které svými rozměry přesahují naši sluneční
soustavu, i celou galaktickou soustavu mléčné dráhy (megasvět).
Výsledky rozvoje fyziky posledních desetiletí jsou nejpřesvědčivějším
důkazem správnosti poučky dialektického materialismu o poznatelnosti
světa.

Z oblasti mikrosvěta se v poslední době věnovalo mnoho pozornosti
zejména stavbě atomů. Stavba elektronového obalu atomů je dnes již
velmi podrobně známa a popis Bohrova modelu atomu, upravený podle
současných znalostí, se běžně probírá ve všech učebnicích fyziky i chemie
a je dnes již všeobecně znám. Je rovněž všeobecně známo, že jádro atomu
není jednoduchý útvar, ale je složeno z částic, které obecně označujemejakonukleonya ževněmpůsobízvláštníjadernésíly,kterécelé
jádro drží pohromadě. Je jisté, že se tato představa bude ještě dále vy
víjet, stále doplňovat a prohlubovat. Při velkém úsilí, které se dnes této
otázce věnuje, dá se očekávat, že v nedlouhé době se stane znalost stavby
atomového jádra a podstaty jaderných sil součástí všeobecnéhovzdělání.
Proto k této otázce přinášíme několik článků, které mají naše čtenáře
seznámit s dnešním stavem našich znalostí o těchto věcech.

Jádro atomu

Jádro atomu představujejeho centrální část a má velikost
řádově asi 10—'4m.Protože velikost celého atomu je řádu 10m, je
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patrno, že jádro představuje pouze mizivou část atomu, asi desetitisícinu
jeho objemu. Pozoruhodné je, že přes svůj nepatrný objem, je v něm
soustředěnaprakticky veškerá hmota atomu. Jádro je podstatnou částí
atomu a rozhoduje o charakteru prvku, jemuž přísluší. Obalové
elektrony určují pouzejehofyzikálnístav a vnější valenění slupka
elektronů jeho chemickévlastnosti. Radioaktivita a jaderné reakce jsou
dokladem toho, že atomové jádro není jednolitý celek, nýbrž že je to
poměrně složitá soustava menších částic, vázaných pevně dohromady.
Tato soustava je buď stálá (stabilní), nebo nestálá (nestabilní), tj. mů
že přecházet vyzařováním (emisí) některých svých částic v soustavu
jinou (přirozená nebo umělá radioaktivita).

Atomové jádro je nositelem kladného náboje, jehož velikost, vyjádře
ná v elementárních kvantech náboje, je dána pořadovým číslem prvku
v Mendělejově periodické soustavě prvků. Tento náboj způsobuje, že
normální atom s úplným elektronovým obalem se navenek jeví jako
elektricky neutrální. Počet elementárních nábojů obsažených v jádře
udává atomové číslo Z. Početvšechnukleonův jádřeobsažených
udává hmotové číslo A. Těmitodvěmačísly(parametry)je atom
jednoznačně určen. Z významu těchto parametrů je patrno, že to jsou
vždy čísla celá. Symbolicky značíme jádro prvku se značkou R o hmo
tovém čísle A a o atomovém čísle Z znakem

A pm

7 R).

Protože atomové číslo je dáno již chemickou značkou prvku a oba
tyto údaje si jednoznačně odpovídají, je možno atomové číslo vynechat
(je totožné s pořadovým číslem prvku v Mendělejově soustavě) a užívá
me pak kratšího označení

Ry. nebo RÁ

Na příklad místo *" U je možno kratčeji napsat U33g,nebo U 238, protože
znak U, samočinně odpovídá 92. prvku Mendělejovy periodické soustavy
prvků.

Protože A Z Z, je patrno, že na stavbě jádra se musí podílet dva
typy částic, aby při daném náboji a při dané hmotě částic bylo možno
najít takovou jejich kombinaci, že výsledná soustava má náboj i hmotu
odpovídající danému jádru.

Prvky se stejným atomovým číslem Z a různým A se označují jako
izotopy. Užívá se pro ně pro všechny téhož chemickéhoznaku R.
Výjimku dosud činí některé přirozené rádioaktivní látky, pro něž se
z historických důvodů nadále užívá jejich dříve zavedeného značení.

1) Indexy A a Z se dosud ke znaku prvku nepíší jednotně. Někdy se píší
oba vlevo od znaku prvku, někdy oba vpravo od tohoto znaku a někdy
dokonce jeden vlevo a druhý vpravo.

(Pokračování)
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Kamil Kraus, Ejpovice:

Ferromagnetismus z hlediska moderní fyziky

V teorii magnetického pole platí mezi magnetickou indukcí B a inten
zitou magnetického pole H vztah B = uu, H, v němž materiálovou funk
cí u, zvanou magnetická permeabilita, vyjadřujeme vliv prostředí
na magnetické děje. Podle hodnot magnetické permeability rozdělujeme
látky do tří skupin:

1.diamagnetické, u<]
2.paramagnetické, u>V
3.ferromagnetické, u >1l

(řádově 10%— 108), u nichž magnetická permeabilita závisí ještě na
intenzitě magnetického pole H.

Podle výzkumů moderní fyziky dnes víme, ža každá látka vykazuje
magnetické vlastnosti. Diamagnetismus jeví všechny látky, avšak u lá
tek, které nepokládáme za diamagnetické, je tato vlastnost převážena
paramagnetickými či ferromagnetickými vlastnostmi. Možno tedy,
podle intenzity magnetizace v magnetických polích a při teplotách
technicky realizovatelných, rozdělit látky v zásadě do dvou skupin:

1. látkyslabě magnetické tj. diamagnetickéa paramag
netické,2.látkysilněmagnetické. tj.látkyferromagnetickéafer
rity, označované jako látky
ferrimagnetické.

Na základě těchto skutečností docházíme k závěru, že lze zmagneto
vat nejen látky druhé skupiny, nýbrž i látky slabě magnetické. Ke
zmagnetování těchto látek do úplného nasycení bylo by však třeba velmi
silných magnetických polí, řádově 10%— 109Am-", která dnešní techni
kou neumímezískat.

Doménovéstruktury

S představou magnetu vybaví se nám účinky, jimiž se magnet pro
jevuje navenek, avšak narazíme na značné obtíže, zeptáme-li se, proč
některý kov se dá zmagnetovat a jiný nikoliv. Abychom tuto otázku
zodpověděli, vyjdeme ze dvou experimentálně zjištěných skutečností.
Na jedné straně je možno změnit celkovou magnetizaci vzorku z ferro
magnetického materiálu od nuly do nasycení, vystavíme-li vzorek účinku
magnetického pole nepatrné intenzity 0,79 Am, (starší jednotka

1 A

oersted Oe= ya 109- — 7,9 ...10Am). Na druhé straněje však
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také možné, aby tentýž vzorek měl přibližněnulovou magnetizaci v nu
lovém vnějším magnetickém poli.
© Abychom vysvětlili tyto zdánlivě protichůdné poznatky, řekneme si
několik slov o podstatě magnetismu z hlediska moderní atomové fyziky.
Je totiž známo, že atom ve značně zjednodušené představě sestává z jád
ra čili protonu, kolem něhož v různých, přesně vymezených drahách,
obíhají elektrony. Poněvadž elektrický proud je způsoben pohybem
volných elektronů, můžeme ztotožnit elektron obíhající po určité dráze
s elektrickým obvodem protékaným proudem a z tohoto tvrzení plyne
zcela logický důsledek, že obíhající elektron je doprovázen magnetic
kým polem, které charakterizujeme magnetickým momentem. Avšak
kromě tohoto tzv. dráhového pohybu, koná elektron současně ještě
otáčivý pohyb kolem své vlastní osy a tento pohyb je rovněž charakte
rizován magnetickým momentem, který označujeme jako spinový mag
netický moment. A právě spinový moment je jedním z určujících fak
torů ferromagnetismu.

Naši představu rozšíříme ještě poznatkem, že všechny atomy, z nichž
se látka skládá, vykonávají neustále kmitavý pohyb, jehož amplitudy
závisí na teplotě látky.

Vložíme-li ferromagnetickou látku do magnetického pole, stojí proti
sobě dvě tendence opačného charakteru: vnější pole vykazuje snahu
uspořádat, jednotlivé magnetické momenty do směru, v němž působí,
zatím co tepelné pohyby ruší tuto orientaci. Aby pak bylo možno zmag
netizovat nějakou látku, musí zde existovat nějaký činitel, který by
převážil vliv tepelného působení.

Pierre Weiss roku 1907 předpokládal, že uvnitř ferromagnetického
materiálu existuje velmi silné vnitřní magnetické pole, nesprávně ozna
čené jako molekulární pole, pro které stanovil řádovou velikost 107Am“",
což je pole asi 10x silnější než pole, které se podařilo vyrobit laboratorně.
Dnes víme, že ve ferromagnetických látkách působí síly elektrostatic
kého původu, které se snaží srovnat magnetické momenty do jednoho
směru. Vznik těchto sil, které se označují jako výměnné, můžeme vy
světlit kvantovou mechanikou. Avšak předpoklad existence moleku
lárního pole vysvětluje první experimentálně zjištěnou skutečnost, že je
možné zmagnetovat do nasycení ferromagnetickou látku již slabým
vnějším magnetickým polem. Molekulární pole převažuje nad tepelnými
pohyby až do určité teploty, kterou označujeme jako Curieův bod a silně
podporuje snahu vnějšího pole orientovat jednotlivé magnetické mo
menty stejným směrem. Nad Curieovým bodem převažují naopak te
pelné fluktuace, následkem čehožse látka stává paramagnetická. Magne
tické vlastnosti látek slabě magnetických možno tedy v podstatě vý
světlit na základě dráhových (orbitálních) a spinových magnetických
momentů jednotlivých elektronů. V látkách, v nichž se orhitální a spi
nové momenty elektronů navzájem ruší, nemají atomy výsledný magne
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tický moment; tyto látky jsou diamagnetické. V opačném případě mají
atomy výsledný magnetický moment a látky jsou obecně paramagnetic
ké. V paramagnetických látkách jsou výměnné síly zanedbatelné, pročež
převažují tepelné pohyby a magnetické momenty atomů jsou uspořádány
zcela nahodile. Aplikujeme-li na paramagnetickou látku vnější magnetic
ké pole, docílíme jistého srovnání těchto elementárních magnetických
momentů, avšak k jejich úplnému uspořádání,tedy ke zmagnetování do
nasycení, bylo by třeba silných, technicky nerealizovatelných polí, jak
bylo řečeno v úvodu.

Weiss vysvětlil i druhou skutečnost, že totiž magnetizace ferromagne
tika může být nulová v nulovém vnějším magnetickém poli, předpokla
dem, že ferromagnetický materiál je složen z malých oblastí, zvaných
domény, znichžkaždáje zmagnetovánadonasycení(spontánní
magnetizace) bez vlivu vnějšíhopole. Směrymagnetizacíjednot
livých domén jsou za nepřítomnosti vnějšího pole orientovány zcela
nahodile a látka se navenek chová jako nemagnetická.

Směr magnetizace se mění tedy od domény k doméně, avšak její veli
kost zůstává stejná. Tato pak se rovná intenzitě sycení materiálu při
dané teplotě. Prakticky závisí velikost spontánní magnetizace toliko
na teplotě, a teplotu, při které se stává nulovou, označujeme jako již
uvedený Curieů v bod. Na druhéstraně závisívelikostelementár
ních domén, jakož i směr jejich spontánních magnetizací, na mnoha čini
telích, např. na vnějším poli, na vnitřním demagnetizačním poli, na
přítomnosti nečistot, pnutí atd. Za nepřítomnosti vnějšího pole je směr
magnetizace v doméně ovlivněn krystalovou strukturou a vnitřním
pnutím. Z magnetizačních křivek, zjištěných v různých krystalogra
fických osách, odvozujeme, že v doméně krystalu železa, které krysta
luje v kubické soustavě, je za nepřítomnosti vnitřního pnutí a vnějšího
pole, magnetizace vždy rovnoběžná s jednou z hran krychle. Tato hrana
tedy představuje směr snadné magnetizace, tj. směr, v němž můžeme
krystal zmagnetovat do nasycení s nejmenším množstvím energie. Po
něvadž pak existují směry, směr těles a stěnové úhlopříčky krychle,
v nichž je zapotřebí větší energie, abychom krystal zmagnetovali do
nasycení, pravíme, že krystal je magneticky anizotropní.

Jednotlivé domény jsou od sebe odděleny hranicemi, které označujeme
jako Blochovy stěny. Tyto stěny nepředstavujíjednoduché
geometrické plochy, nýbrž tvoří přechodovou oblast, uvnitř které se
magnetizace mění z jednoho směru do druhého.

Jak již bylo uvedeno, je změna velikosti spontánní magnetizace ovliv
něna v největší mířezměnami teploty a jen v zanedbatelné mířeaplikací
velmi silného vnějšího magnetického pole. Zpravidla je při konstantní
teplotě magnetizace ferromagnetického tělesa měněna dvěma procesy:

a) změnou objemu domény - tedy pohybem stěny,
b) změnou směru doménové magnetizace.
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Magnetizační proces můžeme z hlediska doménové teorie vysvětlit
tak, že při aplikaci slabého magnetického pole zvětšuje se posouváním
Blochových stěn nejprve objem těch domén, jejichž směry magnetizací
mají vzhledem k magnetizaci nejvýhodnější orientaci. Se zvětšováním
pole probíhá tento proces dále, až nakonec krystal je tvořen jedinou
doménou. Zvětšujeme-li pole ještě dále, dochází k natáčení doménové
magnetizace do směru pole. Jestliže přemístění stěn je malé, lze očekávat,
že je vratné, tzn., že po zaniknutí příčiny, která pohyb způsobila, vrátí
se stěna na své původní místo. Jestliže přemístění stěn jsou velká, pak
jsou nevratná, tedy jsou zdrojemmagnetické hystereze (obr. 1).

X o —
— zLMí T sí
Obr. la, b, c. Magnetování krystalu Fe pohybem stěny.

7
T

H

Obr. ld. Rotace vektoru doménové magnetizace.

Sledujeme-li dále orientaci doménových struktur z hlediska vnitřní
stavby materiálu, zjistíme na základě kvantové mechaniky, že doménové
obrazce jsou výsledkem rovnováhy mezi různými druhy energie, a to
energie výměnné, anizotropní, magnetostatické a magnetoelastické.
Stanovíme-li matematickou formulaci těchto energií, můžeme z podmín
ky nejmenší energie systému určit přibližnou sílu Blochovy stěny 250

„angstrómů a její energii 1,8.1077 J. s. m-?. Matematická analysa
našeho problému však také objasní otázku, proč vlastně vznikají domé
nové struktury. K snadnému zodpovědění této otázky provedeme toto
srovnání: Vypočetli jsme řádovou velikost energie jedné domény, která
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činí 6,8.10-+ J. s. m“* a tuto hodnotu srovnáme s energií nějakého
povrchu, na němž se nevytvořila doménová struktura a pro jehož energii
lze vypočíst hodnotu 1,7 107* J. s. m. Odpověď je snadná. Vytvoře
ním doménové struktury se podstatně sníží celková energie systému.

Z koncepce doménových struktur odvodil Akulov a Bitter důsledek,
který se stává opěrným bodem pro posuzování ferromagnetik podle Weis
sových domén. Zjistili totiž experimentálně, že nad čarami, v nichž
Blochovy stěny protínají povrch, musí existovat rozptylové magnetické
pole. Posypeme-li tedy dobře vyleštěný povrch vzorku jemným ferro
magnetickým práškem, budou se částečky shromažďovat nad Blocho
vými stěnami, podobně jako železné piliny sledují průběh siločar magne
tického pole. Takto je tedy možné sledovat doménové struktury mikro
skopem analogicky jako posuzujeme vlastnosti kovů na základě metalo
grafických struktur. Technika indikace doménových struktur byla dále
zdokonalena, takže dnes používáme koloidního roztoku Fe;O, a dociluje
me mikroskopicky dobrých výsledků poměrně jednoduchým způsobem.

(Pokračování)

Jaroslav Pospíšil, UPOlomouc:

Elektronový mikroskop
(Pokračování)

Elektronových mikroskopů je mnoho druhů a můžeme je rozdělit
do skupin podle různých hledisek.

Podle druhu elektronových čoček,kterými ovlivňujeme proud elektro
nů v elektronovémmikroskopu,rozeznávámemagnetické, elek
trostatické a smíšené, nebolikombinované elek
tronové mikroskopy.

V magnetickém elektronovém mikroskopu jsou čočkami nehomogenní
středově souměrná magnetická pole soustředěná do malého prostoru
podél osy elektronového mikroskopu.
. Jsou-li tato nehomogenní středově souměrná magnetická pole vy
tvořenaelektromagnety,nazývámepříslušnépřístrojemikroskopy
elektromagnetické, zatím coelektronovémikroskopy,u nichž
zmíněná pole jsou vytvořena pouze permanentními magnety ze speciál
ních slitin s vysokou koercitivní silou (bránivou silou proti odmagneto
vání),senazývajímikroskopy magnetické.

V elektronových mikroskopech elektrostatických jsou elektrony ovliv
ňovány nehomogenními středově souměrnými elektrickými poli vy
tvořenými elektrostatickými čočkami. Z elektrostatických čoček je nej
častějipoužitočoček unipotenciálových.) Na obr. l je

2) O jednotlivých druzích elektrostatických a magnetických čoček bylo
podrobnějipojednánov článkuElektronová optika.
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pohled na elektrostatický elektronový mikroskop, značky TTC švýcar
ské výroby, pro zvětšení až 15 000.

Smíšené elektronové mikroskopy obsahují jak čočky elektrostatické,
tak čočky magnetické. |

Srovnáme-li mikroskop s magnetickými čočkamia mikroskop s elektro
statickými čočkami, pak zjistíme, že mikroskopy elektrostatické jsou
po elektrické stránce jednodušší než magnetické. Postránce mechanické
jsou však složitější a také dosud jimi dosažené maximální zvětšení, i jejich
rozlišovací schopnost, jsou podstatně nižší než u mikroskopů magnetic
kých. Centrování soustavy elektrostatických čoček se musí provádět
se stejnou přesností jako u obdobné soustavy čočekmagnetických.

Podle konstrukčníhoprovedenírozlišujememikroskopy uni
verzální a příruční. Univerzálnímise nazývají elektronové
mikroskopy prozařovacího typu (elektronyprocházejí
pozorovaným předmětem). Jsou určeny k pozorování všech možných
předmětů pro elektrony prostupných. Tyto mikroskopy dosahují zvětše
ní v širokých mezích od několika set do 25 až 40 tisíc.

Příručními nazýváme menší mikroskopy s jednoduchou obsluhou,
které dovolují pozorovat předměty při celkem nevelkých zvětšeních,
ale přesto s dosti velikou rozlišovací schopností.

Elektronové mikroskopy dělíme též podle způsobu vytváření elektro
nového obrazu (elektronogramu). Jsou to jednak mikroskopy, které
k vytváření elektronového obrazu neužívají žádných elektronových
čoček,dále tzv. mikroskopy zobrazovací, kterépoužívají
čoček k zobrazování úplně stejně jako mikroskopy světelné a konečně
mikroskopy, které k vytvoření obrazu používají techniky obvyklé v te
levizi(mikroskopy rastrovací).

Všechny uvedené druhy elektronových mikroskopů lze rozdělit do tří
základních skupin:

a)elektronové mikroskopy emisní, jimižsezobrazují
zdroje emitující elektrony (uvolňující elektrony);

b)elektronové mikroskopy reflexní, kterýmisezob
razují objekty pomocí elektronů odražených od jejich povrchu;

c)elektronové mikroskopy prozařovací, kterými
se zobrazují objekty prozářením elektronovými paprsky. Ty jsou nejdo
konalejší a nejvíce se jich používá.

Emisní elektronový mikroskop je nejstarší elektronový mikroskop.
Existuje v konstrukcích jak bez zobrazovacích čoček,tak i s jednou nebo
dvěma zobrazovacími čočkami,a to buď s elektrostatickými nebo magne
tickými. Podle způsobu získávání elektronů označujeme často tyto mik
roskopyjakotermické,fotoelektrické,se sekundární
emisí, neboemisí za studena vysokýmnapětím(autoemisí).
U emisních mikroskopů bez zobrazovacích čoček elektrony vystupující
kolmo k povrchu zdroje se urychlují ve vakuu vhodným elektrickým
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napětím mezi zdrojem a pozorovacím stínítkem, které má vhodný tvar
podle tvaru zdroje. Zvětšení a rozlišovací schopnosti dosažitelné těmito
mikroskopy jsou poměrně malé, avšak dostačují pro celou řadu úkolů.
Kde je nutno použít větších zvětšení, užívá se konstrukcí s elektronový
mi čočkami. Elektrony vystupující ze zdroje jsou nejprve urychlovány
a pak procházejí zobrazovacími čočkami,které vytvářejí zvětšený obraz
zdroje.

Ke skupiněemisníchmikroskopůpatřítzv.termionický mik.
Toskop. Je založenna termionické emisi elektronů s povrchu žhavých
kovů, po případě jejich kysličníků. Je to mikroskop, kterého se užívá
ke studiu rozloženíenergietermoelektronů (elektronůuvolně
ných termickou cestou) na povrchu kovů a ke studiu oxydových katod.
Paprsky termoelektronů se urychlí elektrostaticky ve vakuu a jejich chod
se elektrickým a magnetickým polem upraví tak, aby na fluorescenčním
stínítku, nebo na fotografické desce, nebo na filmu, vznikl obraz (až
200krát zvětšený) emitujícího povrchu katody.

— Obr. 2 -+

Dalším důležitým představitelem skupiny emisních mikroskopů je
katodový mikroskop, uněhožseelektronyuvolňujízestudené
katody vysokým napětím. Princip katodového mikroskopu je jednoduchý
(obr. 2). Katodu K tvoří drát ze zkoumaného kovu (např. wolframový
drát), ukončený polokulovým hrotem h, který je leptáním upraven tak,
aby měl velmi malý poloměr křivosti. Kulový povrch evakuované (vzdu
chu zbavené) skleněné báně, pokrytý uvnitř fluorescenční vrstvou, tvoří
anoda A. Vlivem napětí mezi katodou a anodou vznikne v okolí hrotu
elektrické pole velké intenzity, kterým se emitují elektrony z katody.
Katodové paprsky (proudy elektronů ve vakuu) vyzářené z hrotu se
šířík anodě a narazí na fluorescenční stěnu, kde se vytvoří elektronogram
katody. Je pozoruhodné, že lze katodovým mikroskopem dosáhnout vět
šího zvětšení než některými druhy elektronových mikroskopů prozařo
vacího typu,?ovšem při splnění velmi přísných podmínek, zvláště pokud
jde o vakuum. Zároveň je jejich rozlišovací schopnost tak značná, že
zmožňuje rozlišovat body vzdálené vzájemně jen asi 20 Á, Lze jím tedy
pozorovat i jednotlivé velké molekuly.
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Jinou skupinou elektronovýchmikroskopůjsou mikroskopy
reflexní, kterých se používá k zobrazovánía zkoumánípředmětů,
které neemitují elektrony a jsou pro elektrony neprostupné. Mezi ně
patří především mikroskopy analogické mikroskopům světelným, u nichž
se vhodným svazkem elektronů ozařuje povrch studovaného objektu
a k zobrazení se použije elektronů od tohoto povrchu odražených. Odra
žené elektrony procházejí pak ve vakuu elektronovými čočkami, který
mi se vytvoří zvětšený obraz studovaného objektu. Získávání těchto
obrazů je velmi obtížné pro značný rozptyl elektronů, takže tyto mikro
skopy nedosáhly ani zdaleka těch zvětšení a rozlišovacích schopností,
jako mikroskopy prozařovacího typu. Teprve zdokonalené typy tohoto
mikroskopu mají (při vhodných metodách zkoumání) poněkud větší
rozlišovací schopnost.

Ze všech druhů elektronových mikroskopů se dnes využívá hlavně
těch, v nichž elektrony prozařují předmět. Takové mikroskopy se na
zývají prozařovací. Těmitomikroskopymůžemezobrazovatpřed
měty, které nejsou schopny emitovat elektrony. Poněvadž se u nich po
užívá elektronů, které musí předmětem projít, musí tloušťka zobrazo
vaných předmětů být tak malá, aby největší část elektronů neztratila
průchodem na rychlosti a nezměnila příliš svůj směr. Optimální tloušťka,
která závisí nepřímo na hustotě hmoty, je asi I mu. Nejdůležitější z mik
roskopů tohoto typu jsou mikroskopy uspořádanéanalogicky jako mikro
skopy světelné, zařízenéna fotografování. Jsou to mikroskopy, kterými
bylo dosud dosaženo největšího zvětšení a které mají největší rozlišovací
schopnosti (supermikroskopy), a proto se jich nejvíce používá v praxi.
Dosažení velkých zvětšení a velké rozlišovací schopnosti bylo umožněno
konstrukcí dokonalých elektronových čoček, zejména elektromagnetic
kých a užitím elektronů urychlených vysokým napětím ve vakuu.
Elektronové mikroskopy tohoto typu se vyznačují mnohem větší hloub
kovou ostrosti, než jaké mohou dosáhnout mikroskopy světelné. Hloub
ková ostrost i při vysoké rozlišovací schopnosti je řádově 10*krát větší
než při mezní rozlišovací schopnosti světelného mikroskopu. Proto změna
ohniskové dálky čočky o tloušťku preparátu nemá pozorovatelný vliv
na ostrost obrazu. Tato velká hloubková ostrost umožňuje i při vysoké
rozlišovací schopnosti stereoskopické (prostorové) snímky, které u svě
telného mikroskopu jsou při vysokých rozlišovacích schopnostech prak
ticky neproveditelné. Význam prozařovacích elektronových mikrosko
pů je také v tom, že dovolují přesné kvantitatvní stanovení rozdílů
tlouštěk jednotlivých míst zobrazovaného předmětu. Elektronové mikro
skopy prozařovacího typu dovolují, podobně jako mikroskopy světelné,
vedle normálního zobrazení ve světlém poli provádět zobrazování v tem
ném poli. Zobrazení v temném poli se dosáhne tím, že hlavní svazek
elektronů, který projde zkoumaným předmětem bez znatelného vychý
lení ze svého směru, bude zachycen elonkou a neprojde celou optickou
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soustavou elektronového mikroskopu. Zobrazení se uskuteční jen roz
ptýlenými elektrony. Při tomto zobrazení budou tedy odpovídat hmot
nějšíma tlustším místům předmětu jasnější místa elektronogramu na
fluorescenčnímstínítku. Rozložení světelných a tmavých míst bude na
fluorescenčnímstínítku opačné než přizobrazení ve světelném poli. Zobra
zení v temném poli se užívá k zvýšení kontrastu elektronogramu.

A V

n

Obr. 3

Velmijednoduchýmmikroskopemprozařovacímje tzv. mikroskop
s bodovou projekcí. Jeho principje ten, že co nejdokonalejší
bodový zdroj elektronů se umístí těsně za pozorovaným objektem a na
fluorescenčním stínítku se pozoruje obraz vyvolaný prošlými elektrony,
urychlenými vysokým napětím mezi zdrojem elektronů a stínítkem.
Rozlišovací schopnost je zde omezena rozptylem zobrazujícího svazku
elektronů, ale je větší než u světelných mikroskopů.

Analogickýje mikroskop stínový, u něhožje bodovýzdroj
elektronů realizován pomocí dvou elektronových čoček. Ty soustřeďují
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do jednoho bodu elektronové paprsky, vycházející všemi směry ze zdroje
elektronů. Stínový elektronový mikroskop se nazývá tak proto, že se na
fluorescenčnímstínítku zobrazuje stín zkoumaného předmětu. Také tím
to mikroskopem bylo dosaženo zvětšení, i rozlišovací schopnosti větší
než u světelného mikroskopu.

Na obr. 3 jsou pro srovnání znázorněny optické soustavy prozařova
cího světelného mikroskopu (a), prozařovacího magnetického elektrono
vého mikroskopu (b) a prozařovacího elektrostatického elektronového
mikroskopu (c).

Optická soustava prozařovacího elektronového mikroskopu má tyto
části (obr. 3):

1. Zdroj elektronových paprsků (A4)v různé úpravě, který spolu
se svazkem elektronů má funkci osvětlovací, což je obdobné funkci svě
telného zdroje a světla u světelného mikroskopu. Zdrojem je buď tzv.
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Obr. 4

žhavená katoda, což je wolframový nebo tantalový drátek, který se roz
žhavuje ve vysokém vakuu elektrickým proudem, nebo tzv. studená
katoda, cožje hořčíkovánebo hliníková destička bombardovaná proudem
iontů za nízkého tlaku plynu, který tvoří ionty. Někdy to bývá také
fotokatoda, z jejíž cesiové vrstvy se účinkem světla uvolňují elektrony.
Zdrojelektronůje součástízařízenízvaného elektronová trys
k a (obr. 4). Elektronová tryska se skládá z katody K, fokusační elektro
dy (Wehneltova válce) W a anody A. Elektrony vystupující z katody
různými směry procházejí nejprve fokusační elektrodou, kde se foku
sují (soustřeďují) do jednoho bodu (fiktivní katoda), potom anodou,
která pohyb elektronů zrychlí a pak clonou (B) (obr. 3), kde se vytvoří
žádaný úzký svazek elektronových paprsků. Změnou potenciálu na
elektrodách trysky lze změnit aperturní úhel a tím podle (1) a (3) i roz
lišovací mez a zvětšení elektronového mikroskopu. (Pokračování)
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Oldřich Jeništa, ČVUT,Praha:

Čs. matematici a fyzici
na nových poštovních známkách

Čs. poštovní správa již od několika let vydává každoročně sérii známek
v emisi, nazvané „Kulturní osobnosti“. V této emisi se objevují na poš
tovních známkách portréty většinou našich, ale někdy i zahraničních
osob, zasloužilých např. o vědu, techniku, umění, nebo i jinak význam
ných pro nás či pro celou lidskou společnost.

Také letos vydává poštovní správa sedm známek v této sérii. Tyto
známky jsou pro československou filatelii a pro československou znám
kovou tvorbu zvlášť významné tím, že jsou to poslední známky, které
vytvořil jeden z největších představitelů našeho výtvarného umění,
národní umělec PhDr. h. c. Max Švabinský, 'nositel Řádu republiky
a Čs. ceny míru. Známky vyšly dne 26. února 1962 a jejich vydání se
již autor nedožil; zemřel 10. února 1962. : .
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Dvě z těchto známek mají pak ještě význam pro naši matematickou
vědu, mají totiž připomenout sté výročí založenínaší vědecko-pedagogické
společnosti Jednoty čs. matematiků a fyziků, která byla založena dne
28. března 1862. Na každé z obou známek jsou zvěčněny podoby dvou
vynikajících příslušníků Jednoty.

Známka hodnoty 40 h představuje fyzika PhDr. Františka Z á viš
k u (1879—1945), od roku 1906 docenta a od roku 1914 profesora teore
tické fyziky na Karlově universitě v Praze. Zabýval se mimo jiné studiem
polárisace hraničních čar při úplném odrazu ve dvouosých krystalech
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vlivem Rontgenova záření na kondenzaci vodních par a šířenímelektro
magnetických vln ve válcích a trubicích. Je učitelem celé řady našich
vynikajících fyziků a spojoval ve své činnosti po celý život vědce a pe
dagoga.

Na téže známce je dále portrét matematika PhDr. Karla Petra
(1868—1950), nejprve středoškolského profesora, od roku 1902 docenta
techniky v Brně, od roku 1903 mimořádného a od roku 1908 řádného
profesora matematiky na Karlově universitě v Praze. Jeho vědním
oborem byla teorie čísel a forem a analýza. Byl plodným vědeckým spi
sovatelem a jeho literární vědecké dílo je vysoce ceněno i v zahraničí.
Celý život byl učitelem a velká řada našich matematiků vděčí jemu za
dobrou přípravu pro své povolání.

Profesor Záviška i profesor Petr mají velké zásluhy o jubilující dnes
Jednotu čs. matematiků a fyziků, v jejímž výboru se po dlouhá léta po
díleli na společné práci.

Známka hodnoty 1,80Kčs přinášíportrét PhDr. MiloslavaValoucha
(1878—1952), původně středoškolského profesora matematiky a fyziky,
od roku 1918 významného činitele v tvořícím se ministerstvu školství
a národní osvěty a posléze zasloužilého ředitele Jednoty čs. matematikůW?

WO vv
jednou z nejdůležitějších vědeckých společností v naší republice. Dr. Va
louch byl i literárně činný, vydávaje zejména středoškolské učebnice.
Snad každý náš student měl v ruce jeho Logaritmické tabulky, které
vyšly v mnoha vydáních; pozdější vydání zpracovával se svým synem
prof. RNDr. Miloslavem Valouchem.

Na této známceje dále ještě zobrazenPhDr. Juraj Hronec (1881až
1959), nejprve středoškolský profesor, od roku 1923 docent v Praze,
od roku 1924 profesor matematiky Vysoké školy technické v Brně, od
roku 1938 vládní zmocněnec pro zorganizování Slovenské vysoké školy
v Košicích, s kterou pak po odtržení Košic od naší republiky věrně pu
toval do Prešova, do Turčanského Martina a do Bratislavy. Ještě za
války a zejména pak po válce v osvobozené vlasti organizoval výstavbu
téměř všech nových slovenských vysokých škol a fakult. Od roku 1950
byl profesorem přírodovědecké fakulty university Komenského v Bra
tislavě. Pracoval zejména v oboru diferenciálních rovnic a diferenciál
ních systémů, byl horlivě činný literárně a pro svůj význam byl jmeno
ván členem mnohých vědeckých společností a od roku 1953 se stal členem
Slovenské akademie věd. Za svou záslužnou vědeckou i pedagogickou
činnost dostalo se mu Řádu práce. Za zásluhy o činnost Jednoty čs. ma
tematiků a fyziků jmenovala ho Jednota svým čestným členem.

Čin čs. poštovní správy, že vydává každoročně série známek v rámci
emise „„Kulturní osobnosti“ lze skutečně s povděkem kvitovat. Čs. poš
tovní známky jsou v cizině velmi oblíbené a tudíž i hledané a bylo by
sl jen přát, aby i nadále úspěšně hlásaly vysokou úroveň naší vědy.
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Matematická olymbiáda

Tomáš Jech, Praha:

Třetí mezinárodní
matematická olympiáda

(Dokončení)

Při první písemné práci jsme utrpěli velkou bodovou ztrátu. Průměr
na jednoho žáka byl pouze 6,4 bodů z 20 možných. Příklady byly poněkud
odlišné od těch, které se vyskytují na našich olympiádách. Nejslabšího
výsledku jsme dosáhli na trigonometrickém příkladě, u něhož nikdo
z našich žáků nepřišelna obrat, na němž se zakládalo řešení(jestliže součet
dvou nezáporných sčítanců je roven nule, jsou oba sčítanci současně
rovny nule). Jeden žák však vyřešiltuto úlohujinou metodou.Také druhý
příklad (důkaz nerovnosti) působil značné těžkosti. V řešeních prvního
příkladu se vyskytla řada chyb numerických, chyb ve znaménku apod.

Druhý den byly na pořadu tři geometrické příklady. Soutěž probíhala
za stejných podmínek jako v pondělí. Příklady nám lépe vyhovovaly
než první den, což se projevilo i na zlepšeném výkonu - průměr na žáka
byl 13,5 bodů z 20možných. Na prvním příkladě (úloha na použití stejno
lehlosti) získalo 6 členů našeho družstva plný počet bodů. Druhý příklad
(planimetrická konstruktivní úloha) považuji za nejlepší příklad sou
těže. Třetí úloha, stereometrická, byla nejsnadnější. Někteří naši žáci
však na této úloze ztratili body proto, že jim na její řešeníjiž nezbyl čas.

Ve středu a ve čtvrtek navštívili účastníci olympiády památné histo
rické místo Tihány na břehu Balatonu a moderní město na Dunaji
Sztalinváros. Zbytek týdne jsme strávili a Budapešti.

Slavnostní zakončení soutěže se konalo v pátek 14. července v Domě
techniky sídle Matematické společnosti Jánose Bolyaie. Akademik
dr. Gyórgy Alexits, čestnýpředsedaBJMT,zdůraznilvýznam
olympiády pro utužení přátelských vztahů mezi studenty zúčastněných
zemí a pro další rozvoj matematiky a přírodních věd. Jménem minister
stva kultury MLR pozdravilzúčastněnédr. József Fekete.
Za soutěžící poděkoval pořadatelům člen polské delegace Maciej
Sk warczyúski, žák varšavskéholycea,který spolus dvěmama
ďarskými studenty získal I. cenu.
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Absolutnímvítězemsoutěžesestal maďarskýstudent Béla Bollo
bá s z Budapešti, který jako jediný z účastníků dosáhl plného počtu
bodů. Celkem bylo uděleno 11 cen: 3 první, 4 druhé a 4 třetí. Z toho 6 cen
získali maďarští žáci, 2 ceny rumunští a po jedné žáci Polska, NDR
a Československa(Tomáš Jech z Prahy l získal III. cenu). Dále
byla udělena čestná uznání, která obdržela 19 účastníků, mezi nimi 3
naši studenti. Všichni účastníci dostali od pořadatelů upomínkové před
měty, hlavně v národním folklóru a dárek od rumunské delegace.

Po vyhlášení výsledků se konala slavnostní večeře, která probíhala
v srdečném a přátelském ovzduší. Při večeři jsme vyslechli hlášení ma
darského rozhlasu, který ve své zpravodajské relaci vyhlásil výsledky
III. mezinárodní matematické olympiády.

V sobotu večer si účastníci MMO prohlédli osvětlenou Budapešť
z rozhledny na hoře Sv. Jana. V neděli 16. července odcestovala zahra
niční delegace do svých zemí.

V soutěži byli nejúspěšnější domácí matematici. Všichni byli odměněni
cenou nebo čestným uznáním. Jejich vysoká úroveň je patrna z toho,
že někteří vypracovali dvojí rozličné řešení úlohy, pokusili se o zobec
nění a pod. Podle neoficiálního hodnocení je možno uvést toto pořadí
zúčastněných zemí: Maďarsko, Polsko, Rumunsko, Československo,NDR,
Bulharsko. Tabulka ukazuje, kolik bodů získali svému družstvu jednot
hví žáci:

Počet bodů, které získal žák čís.
Země KovTy1|2|3|4|56| 7|8ocuMaďarsko40| 37|36| 34|34|33|29|27270Polsko39| 29| 29| 24|23| 23|20|16203Rumunsko34| 30| 28| 27|26|26|14,12197ČSSR,83| 25|24|21| 16|15|13|12159NDR81| 23|22|20|14|13|12|UI146Bulharsko28| 18| 15|14|14|13,4|2108

Poznámka. I. cena nad 37 bodů, II. cena nad 34 bodů, III. cena nad
30 bodů, 1. čestné uznání nad 25 bodů, 2. čestné uznání nad 20 bodů.

Přesto, že jsme se všichni snažili, abychom dosáhli co nejlepšího vý
sledku, nestačili jsme na výborně připravené studenty maďarské, polské
a rumunské. Umístění československého družstva je vzhledem k loňské
muvítězstvídojistémíryzklamáním.Projevilsenedostatek praxevpočítánísalgebraickýmivýrazya zvláštěse
ukázalo, že některé typy příkladů se u nás vůbec nevyskytují ani na
školách, ani v MO (např. 3. úloha z algebry). Dále se ukázalo, že na ši
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žáci prováděli příliš rozvláčná řešení úloh,
což bylo většinou na újmu přesnosti.

Jedním z důvodů, proč se maďarští olympionici stali vítězi III. MMO,
je ten, že bylina soutěžběhemrokupečlivě připravováni
pracovníky Matematické společnosti. Nelze však přehlížet ani tu skuteč
nost, že dva členové maďarského a dva členové rumunského družstva
byli již loni v Bukurešti odměněni cenou a letošní vítěz Bollobás se
účastnil MMO dokonce již předloni. Čtyři členové maďarského družstva
ještě neukončili střední školu. Také v polské výpravě bylo několik mlad
ších žáků. Myslím,že kdyby u nás byly termíny krajského kola upraveny
tak, aby se mohli v kategorii A zúčastnit i mladší žáci, zvýšila by se kva
lita ústředního kola. Ukazuje to nakonec několik ojedinělých případů
z minulých ročníků.

Soutěž se těšila v Maďarsku značné pozornosti. Maďarské listy při
nesly několikrát zprávu o olympiádě a maďarský rozhlas vysílal z prvního
dne soutěže reportážní záběr.

ITI. mezinárodní matematická olympiáda splnila dobře své hlavní
poslání navázat přátelství mezi mladými matematiky zúčastněných
zemí. Přes jazykové potíže si všichni velmi dobře rozuměli a mnozí si
budou s novými přáteli dopisovat. K radostnému prostředí přispělivel
kým dílem maďarští hostitelé, kteří se snažili, aby se nám v jejich zemi co
nejvíce líbilo. Přejeme si také, aby příští MMOkterá se bude konat letos
v rámci 100. výročí založení JČMF v Československu, probíhala ve
stejně radostném a přátelském ovzduší jako loňská v Maďarsku.

Texty úloh zadanýchna III. MMO v Maďarsku
(V závorce je uvedena země, která úlohu zadala).

První písemná práce:
1. Řešte soustavu rovnic

1TYT2 =a
by he2—b?

Ty=,
kde a, b jsou danáčísla.
Udejte podmínky, které musí čísla a, b splňovat, aby čísla x, y, z (která
jsou řešením soustavy rovnic) byla kladná a navzájem různá.

(Maďarsko)

2. Buďte a, b, c délky stran trojúhelníka a S velikost jeho obsahu.
Dokažte, že potom platí vždy

a +-dbb+e>4s B.
Ve kterém případěnastává rovnost:

(Polsko)
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3. Řešte rovnici
cos? r — sin? z = I,

kde » je libovolné dané přirozené číslo.
(Bulharsko)

Druha písemná práce:

1. Je dán trojúhelník P,P,P; a uvnitř tohoto trojúhelníka je dán
libovolný bod P. Přímky P,P, P,P, P;,P protínají protější strany troj
úhelníka pořadě v bodech 0,;, ©, 03.
Dokažte, že z čísel

PP P,P P,P
PO" PO,PO;

nejméně jedno není větší než 2 a nejméně jedno není menší než 2.
(NDR)

2. Sestrojte trojúhelník ABC, je-li dáno AC = b, AB = c a úhel
X AMB = o, kde W je střed úsečky BC; při tom je e < 90". Dokažte,
že úloha mářešení tehdy a jen tehdy, platí-li

bte5 So<d.
Ve kterém případě platí rovnost?

(ČSSR)

3. Je dána rovina €a po téže straně této roviny jsou dány tři body A,
B, C, které neleží v téže přímce; přitom rovina těmito body určená není
rovnoběžná s rovinou e. V rovině € zvolme tři libovolné body A", B',CČ.
Označme L, M, N středy úseček AA", BB", ČC"; dále označme (Gtěžiště
trojúhelníka LMN. (Nebudemeuvažovat takové polohy bodů A", B', C,
pro které příslušnébody Z, M, N netvoří vrcholy trojúhelníka).
Co je geometrickým místem bodů G, když body A", B', C* nezávisle
na soběprobíhají rovinou €?

(Rumunsko)

Jmenný seznam žáků na III. mezinárodním matematické olympiádě

I. ceny

Béla Bollobás, IV. ročníkgymnasia,„ApáczalCsereJános“,
Budapešt (Maďarsko) -40 bodů
Maciej Skwarczyúsky, Il. tř. L.stř.školy,Varšava(Polsko)

H 39 bodů
József K óta, III. ročníkgymnasia,Tatabánya (Maďarsko)

| 37 bodů
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II. ceny

István Juhász, IV. ročník gymnasia „„MadáchImre“', Budapešt
(Maďarsko 36 bodů
Miklós Simonovits, III. ročník gymnasia „„RadnótiMiklós““,
Budapešt (Madarsko) 34 body
Constantin Nastasesou,ll.tř. stř.školy,Pucioasa(Rumunsko)

34 body
Gerzson Kér|i, III. ročníkgymnasia,Sopron(Maďarsko)

34 body

III. ceny

Tomáš Jech, III. b ročník SVVŠJana Nerudy, Praha 1 (ČSSR)
33 body

László Gálfi, III.ročník gymnasia,„I. István““,Budapešt (Maďarsko)
33 body

Thomas Gornitz, 12.tř. stř.školy „ThomasSchule““,Lipsko (NDR)
31 bodů

Tudor Zamfiresecu, Il. stř. tř. školy „,G.H. Lazar““,Bukurešt
(Rumunsko) 30 bodů

1. čestné uznáni

obdrželo10účastníků,mezinimiMichal Kretsch mer,IIL. b SVVŠ
v Praze 10 (25 bodů).

2. čestné uznání

obdrželo9 účastníků,mezi nimi Karel Příkrý, III. a SVVŠ,Vyškov
na Moravě(24body)a Přemysl Svoboda,III. b SVVŠ,Roudnice
n. L. (21 bodů).

Devátý ročník matematické olympiády

Jako v dřívějších letech můžeme opět v prodejnách Knihy najít
brožurku, vydanou Státním pedagogickým nakladatelstvím v Praze,
která má mimořádnývýznam pro zvyšování zájmů omatematiku v ČSSR.
Tuto úlohu uskutečňuje hodnocením a propagací IX. ročníku naší ma
tematické olympiády i zprávou o II. mezinárodní matematické olympiá
dě v Rumunsku.

Hlavním autorem dílka je opět Rudolf Zelinka. Jeho spolupracovníky
jsou členové ústředního výboru matematické olympiády i mnozí z úspěš
ných řešitelů IX. ročníku soutěže.
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Matematická olympiáda je soutěží pro žactvo nejvyšších čtyř ročníků
jedenáctiletých a dvanáctiletých středních škol. Mimoně se jí zúčastnilo
jen několik žáků z odpovídajících ročníků (tj. I. až IV.) průmyslových
a pedagogických škol.

Soustavná propagace matematické olympiády získává matematicky
nadanou část našich studentů pro hlubší studium elementární matemati
ky, která je základním požadavkem úspěšného studia na vysokých ško
lách technického směru. Proto v naší socialistické vlasti se snažíme
studium matematiky co neújčinněji podporovat, neboť jedině tak bude
me moci udržet soulad s mílovými kroky socialistické vědy a její záslu
hou přispívat k hospodářskému i technickému vítězství nad kapitalis
mem.

Brožura o matematické olympiádě, vycházející pravidelně vždy s roč
ním odstupem, pomáhá nejen soutěži samotné, nýbrž přispívá i k zvý
šení vyučovacích výsledků v matematice. Jako minule je i nyní většina
geometrických partií dílem s. Zelinky. Na algebraických statích se
účastnili středoškolští učitelé i vysokoškolští pracovníci z oboru ma
tematiky ze všech krajů naší vlasti.

První kapitola informujeo průběhudevátéhoročníkusou
těže i o zapojení jednotlivých krajů a typů škol. Všechna statistická
data jsou tu zachycenav několika přehlednýchtabulkách.

Druhá kapitola shrnuje zprávyo výsledcíchjednotlivýchkol
soutěže. Pokračuje seznamem vítězů II. kola ve všech kategoriích a končí
výčtem vítězů III. závěrečného kola, tedy vítězů celé soutěže. Protože
v posledním kole se ukázal úbytek olympioniků, bude z rozhodnutí
ústředního výboru MO poskytnuta ještě výraznější péče spolehlivým
studentům, kteří budou mít vlohy pro studium matematiky. Úbytek
zaviňuje jistě do značné míry I. fyzikální olympiáda, zahájená rokem
1960, která odvedla zájem některých účastníků dřívějších ročníků olym
plády matematické. Přesto pokládá ústřední výbor MO za správné, že se
účast současně na obou soutěžích (tj. fyzikální i matematické) nepovo
luje, aby se soutěžící nepřetěžovali. Proti předešlým ročníkům byli
tentokráte v pražském kraji odměněni i vítězové II. kola soutěže.

V třetí, hlavní částiknihy, jsou řešenypříklady všech tří soutěžních
kol a kategorií A až D. Všechna řešeníjsou vědecky přesná, vyčerpávající
všechny podmínky daných úloh. Jsou současněi ukázkami jak vzorného
metodického postupu, tak i úsporného a přesného matematického vy
jadřování. Některé příklady, popřípadě některá z alternativních řešení
jsou uvedeny ve slovenském jazyce. Překlady provedl odborný asistent
přírodovědecké fakulty university J. Á. Komenského v Bratislavě, s.
Ján Moravčík. Řešení geometrických úloh jsou doplněna instruktivními
a vzorně provedenými obrázky, které rýsoval vedoucí katedry matemati
ky na Pedagogickém institutu v Praze, s. Vlastimil Macháček.

Poslední,čt vrtá ka pitola,se zabývápřehlednouzprávouodru
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hé mezinárodní matematické olympiádě, která - stejně jako první - byla
organizována v Rumunsku. K střetnutí osmičlených delegací (ČSSR,
Maďarsko, Rumunsko, Bulharsko a NDR) došlo v Sinai, lázeňském le
tovisku v Jižních Karpatech. Naši delegáti, jimiž byli opět vybraní
olympionici naší národní matematické soutěže, obsadili ve druhém roč
níku přes silnou konkurenci první místo. V brožuře jsou uvedeny i sou
těžní příklady, vybrané mezinárodní komisí z příspěvků jednotlivých
soutěžících zemí.

Mezinárodní olympiády si už získaly určitou tradici; jejich význam
pro podporu zájmu o matematiku jako vědeckou disciplínu je větší, než
u olympiád národních. Vedle přínosu vědeckého prohlubují tyto sou
těže i soustavnou vzájemnou výměnu zkušeností; neméně důležité jsou
1jejich výsledky politicko-výchovné.
Publikace má 208 stran a jako dříve praktický kapesní formát; dostane
se za 4,10 Kčs.

Jaromír Dubský

Recenze

Inž. Jiří Klír:

Matematické stroje

V dnešní době, kdy se bouřlivě rozvíjí výroba, doprava a způsoby
řízeníve všech oblastech lidské činnosti, stoupá zájem o moderní technic
ká zařízení, zvláště o matematické stroje. Zájem projevují i lidé, kteří
se nikdy hlouběji nezabývali matematikou, elektrotechnikou a jinými
technickými vědami. Odborníci jsou často dotazováni, na jakých prin
cipech jsou tyto stroje založeny, v jakých oborech se uplatňují, do jaké
míry mohou nahradit duševní práci lidí atd. Lidé se zvláště ptají, jak
mají rozumět tomu, že stroje mohou mít paměť, že mohou rozhodovat
o postupu výpočtu, zkrátka, že mají některé vlastnosti, jež dosud bylo
zvykem považovat pouze za vlastnosti živých bytostí.
F Pro uspokojení tohoto zájmu je u nás dosud málo populárně-technic
ké litetatury. Inž. J. Klír, autor knížky Matematické stroje, pojednává
o všech těchto otázkách a to způsobem vhodným pro každého, kdo se
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o matematické stroje zajímá, i když zná jen elementy z matematiky,
fyziky a příbuzných oborů.

V prvních čtyřechkapitolách jsou charakterizovány všechny skupiny
matematických strojů. Čtenář se také dovídá, pro jaký druh úloh“jepří
slušný stroj určen. V páté až sedmé kapitole podává autor výklad o zá
kladních stavebních prvcích samočinných počítačů (relé, elektronky aj.),
popisuje funkce hlavních částí strojů, způsob provádění aritmetických
a jiných operací a konečně dává čtenáři představu o tom, jak se progra
mují výpočty na samočinnýchpočítačích.Každou složitou matematickou
úlohu je totiž nutno rozložit na řadu operací, jako sčítání, násobení,
apod., a tento program vložit do stroje.

V osmé kapitole je vylíčen historický vývoj matematických strojů.
V deváté a desáté kapitole autor popisuje, v kterých oborech vědy, tech
niky a administrativy se užívá matematických strojů a k jakým účelům.
Jsou tu i tak překvapující oblasti, jako lékařství,umění, hry, jazykověda.
Na prvním místě je. ovšem využití v technických výpočtech a v řízení
výroby. Tak např. vypouštění umělých družic by bylo neproveditelné
bez rychlých samočinných počítačů. Dále se mluví o kybernetice a její
souvislosti s teorií matematických strojů. V budoucnosti budou nepo
chybně konstruovány stále složitější stroje, které budou víc a více na
podobovat a nahrazovat činnost lidí. V posledních dvou kapitolách
jsou připojeny informace o strojích, vyráběných a vyvíjených v ČSSR,
jakož i o příslušných pracovištích. Konečně je tam uveden seznam hlav
ních odborných časopisů a základních vědeckých spisů, z nichž lze čer
pat zevrubné poučení o matematických strojích.

Knížka inž. J. Klíra je malého formátu, takže se hodí ke čtení i na
cestách. Je psána srozumitelně a poutavě, výklad je provázen četnými
obrázky a diagramy. Splní bezpochyby svůj účel jako informativní a pře
hledná pomůcka pro široký okruh čtenářů.Vydala Práce, Praha.

Evžen Jokl
* *k

*

Konference o vyučování fyzice

V rámci jubilea svého stého trvání pořádá Jednota československých ma
tematiků a fyziků ve dnech 2.—4. července 1962 konferenci s mezinárodní
účastí na téma: Fyzika ve škole budoucnosti.

Zásadní referáty prvního dne přednesouministr školství a kultury doc. dr.
F. Kahuda, prof. KU v Praze akademik A. Kolman a prof. MFF KU v Pra
ze dr. L. Zachoval, člen-korespondent ČSAV. Druhého dne přednesou k te
matice „„Novépojetí školské fyziky““ referáty prof. MFF KU v Praze dr.
E. Kašpar a prof. UK v Bratislavě dr. J. Vanovič.

Zbývající část konference bude věnována koreferátům a diskusi. Důležitou
součástí konference bude návštěva výstavy fyzikálních a matematických po
můcek a besedy o pomůckách na této výstavě. Pro účastníky konference bu
de zajištěno několik exkursí na různá fyzikální pracoviště. J. Vachek
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Ministerstvo školství a kultury ve spolupráci
s Jednotou čs. matematiků a fyziků a s Národním
technickým museem uspořáda ve dnech 6. června
až 26. srpna 1962 v Národním technickém museu
v Praze- Letná výstavu

matematika + fyzika
učební pomůcky

Výstava je součástí jubilejních akcí stoletého trvání Jednoty čs.ma
tematiků a fyziků. Bude otevřena denně, mimo pondělí, od 10 do 17 hod.

Návštěvníci výstavy se seznámí s vývojem matematiky a fyziky
v našich zemích od 14. století až po současnou dobu, s významnou
průkopnickou prací Jednoty čs. matematiků a fyziků pro rozvoj mate
matiky a fyziky v Československu a s příspěvkem pro jejich světový
rozvoj.

Ediční činnost Jednoty čs. matematiků a fyziků bude doložena vy
danými odbornými vědeckými publikacemi a školními učebnicemi.

Rozvoj metod názorného vyučování ve fyzice a matematice bude
dokumentován učebními pomůckami, které se na školách používaly,
nyní používají nebo budou školám dodávány, které svépomocí na ško
lách vznikají a vývojově ve Státním pedagogickém nakladatelství pro
výrobu se plánují jako zdokonalená a nejnovější pomůcky domácí a
zahraniční výroby.

Výstava má ukázat odborným pracovníkům, učitelům, mládeži i zá
jemcům z řad pracujících na důležitost matematických a fyzikálních
znalostí pro další technický i kulturní pokrok ve vyspělé socialistické
a vznikající komunistické společnosti.

Během výstavy budou denně od 15 do 16 hodin promítány mate
matické, fyzikální a technické školní filmy. Kromě toho budou uspo
řádány vždy v úterý ve dnech 19.6., 26.6., 3.7. a 12.7. od 15 hod.
besedy o fyzikálních a matematických pomůckách spojené s jejich před
váděním a s využitím moderních audiovisuálních pomůcek.

Současně si lze prohlédnout v Národním technickém museu stálou
expozici vývoje fotografie, filmu a fotografické 1filmové techniky.

Výstava je určena všem učitelům, zejména učitelům matematiky,
fyziky a deskriptivní geometrie a všem hromadným návštěvám školní
mládeže, zvláště při červnových exkurzích a výletech.

Ústavům dalšího vzdělání učitelů a výchovných pracovníků se dopo
ručuje, aby organizovaly v rámci odborných červencových exkurzí ná
vštěvu výstavy.

Za komisi pro uspořádání výstavy:
J. Bartůněk
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ROZHLEDY MATEMATICKO-FYZIKÁLNÍ

ROČNÍK 40 - 1961/62 ČÍSLO 9

Číslo matriky: 4531

PRESIDENT ČESKOSLOVENSKÉ SOCIALISTICKÉ REPUBLIKY

propůjčuje časopisu

ROZHLEDY MATEMATICKO-FYZIKÁLNÍ

za vynikající dlouholetou propagaci matematiky a fyziky mezi

žactvem středních škol a za účinnou pomoc při zvyšování úrovně

vyučování těmto předmětům

VYZNAMENÁNÍ ZA ZÁSLUHY O VÝSTAVBU

V Praze dne 17. dubna 1962

Ministr školství a kultury

v z. Dr. Křístek



František Veselý, Plzeň:

Jak vznikl náš časopis
Rozhledy matematicko-fyzikální

Ještě před sto lety nevycházel v celém Rakousku žádný odborný
časopis specializovaný jen pro vědecké nebo populárně vědecké články
z oboru věd matematických a fyzikálních. Roku 1862byl v Praze založen
studentskýSpolek pro volné přednášky z mathema
tiky a fysiky, zněhožroku1869vzniklareorganizacíJednota
českých mathematiků (JČM).O vývojitéto odbornéspoleč
nosti,z níž vzniklanynějšíJednota československých
matematiků a fyziků (JČMF),jsmevás informovaliv článku,
který byl otištěn v č. 7. a 8. našeho časopisu. V tomto článku vám chcemeříciněcootom,jakJČM,resp.JČMFpřispělakevznikučasopisuRo z
hledy matematicko-fyzikální.

V listopadu roku 1869 navrhl universitní profesor František Josef
Studnička (1836—1903) výboru JČM, aby Jednota začala vydávat
v nezávaznýchlhůtáchZprávy JČM,vnichž by byly otiskovány
odborné články, obsahy přednášek pořádaných JČM, referáty o odbor
ných spisech z matematiky a fyziky, drobné zprávy vědecké i zprávy
o spolkové činnosti, úlohy pro čtenáře apod. Tento návrh byl schválen
na členské schůzi JČM dne 9. ledna 1870,když se F. J. Studnička zavázal,
že uhradí případnou finanční ztrátu, kdyby vznikla při vydání první
Zprávy JČM.

Vbřeznuroku1870vyšlaPrvnizprávaJednotyčeských
mathematiků a byla přijatas velkýmzájmemčlenůi širšíveřej
nosti.TéhožrokuvyšlaještěDruhá zpráva Jednoty čes
kých mathematiků s obdobnýmobsahemjako První zpráva.
Pozoruhodnou novinkou v ní bylo to, že jedna z matematicko-fyzikál
ních úloh, jejímž autorem byl August Seydler (1849—1891), později
známý český teoretický fyzik a astronom, byla určena středoškolským
žákům a označena jako tzv. „„cenná úloha““, neboť na její řešení byla
vypsána cena. V předepsané lhůtě zaslali jen tři žáci řešení této „„cenné
úlohy““a jeden z nich, František Štejnar, žák VL.tř. kutnohorskéreálky,
byl za její řešení odměněn, i když jeho řešenínebylo zcela správné. Roku
1871vyšla ještě Třetí zpráva JČM. Více jich již nevyšlo,neboť
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Jednota se rozhodla pro vydávání pravidelně vycházejícího matematic
ko-fyzikálního časopisu.

Dne 17. března 1872 konala se schůze JČM na oslavu desátého výročí
vzniku Spolku pro volné přednášky z mathematiky a fysiky, na níž
její účastníci dostali do rukou 1. čísloI. ročníku matematicko-fyzikálního
časopisu, který byl prvním časopisem toho druhu v Rakousku. Na jeho
titulnímlistěčteme:Časopis pro pěstování mathema
tiky a fysiky, kterýž se zvláštním zřetelem
k studujícím rediguje Dr.F.J.Studnička, profes
sor mathematiky na ce.k. universitě pražské,
a vydává Jednota českých mathematiků. Založení
a vydávání tohoto časopisu patřilo k výsledkům obrozeneckých snah
o pěstování matematických a fyzikálních věd českým jazykem, a proto
v něm byly otiskovány příspěvky mladých českých vědeckých pracov
níků. Počet a rozsah vědeckých článků převyšoval často počet a rozsah
článků z elementární matematiky a fyziky, určených vysokoškolským
1středoškolským studentům, kteří tvořili hlavní kádr odběratelů časo
pisu. Zájem středoškolských žáků o studium matematiky a fyziky byl
povzbuzován též uveřejňováním úloh a otiskováním jejich vzorných
řešení, která studenti redakci zasílali. Téměř ve všech ročnících byly
otiskovány také „cenné úlohy““, jejichž řešitelé dostávali za správná
řešení knižní odměny.

Prohlížíme-li nejstarší ročníky zmíněného časopisu, najdeme mezi
řešiteli úloh jména mnohých středoškolských studentů, z nichž někteří
se později stali známými vědeckými pracovníky v matematice nebo
fyzice. Tak např. v roč. XII. (1883)je uveden jako řešitel rovnice

(x — a) (x — 3a) (x — 8a) (x + 4a) = b* — 35a?b?

též žák III. tř. gymnasia v Jindřichově Hradci František Nušl, jehož
jméno pak nacházíme mezi řešiteli úloh po celou dobu jeho středoškol
ských studií. František Nušl (1867—1951),který byl později profesorem
matematiky na českétechnice a praktické astronomie na českéuniversitě
v Praze, stal se významným organizátorem české astronomické vědy
a konstruktérem některých přesných měřicíchpřístrojů, které se osvědči
ly při měřeních astronomických i geodetických. V ročníku XIII. (1884)
najdeme mezi řešiteli úloh poprvé jméno Bohuslava Maška, žáka V. tř.
gymnasia v Praze, který rozřešilmnoho úloh i v dalších ročnících časopi
su otištěných. B. Mašek (1868—1956) byl později významným pracov
níkem české fyziky i astronomie; napsal středoškolské učebnice fyziky
a od roku 1920redigoval astronomickou ročenku, která vycházela v na
kladatelství Jednoty. O rok později se mezi řešiteli v časopise objevuje
jméno Maškova spolužáka Vladimíra Nováka (1869—1944). VI. Novák
byl v letech 1902—1939profesorem technické fyziky na české technice
v Brně a zasloužil se o vzrůst vědecké i kulturní práce v Brně.

387



V ročníku XV. (1886) byla dána tato „„cennáúloha“':
Do daného trojúhelníka vepsati jest obdél.

ník, jehož úhlopříčna jest dána.
Tuto úlohu, jejímž autorem byl tehdejší přeědsedaJČM Martin Po

korný (1836—1900),rozřešilo správně podle požadavku autora 18studen
tů a dalších 6 studentů, mezi nimiž byl i Vladimír Novák, zaslalo správné
řešení algebraické místo řešení geometrického, které požadoval autor.
Mezi 10 odměněnýmiřešiteli je uveden Karel Petr, žák VI. tř. reál. gym
nasia v Chrudimi, a František Nušl, jehož řešení metodou ekvipolencí
označila redakce za skvělé. Karel Petr (1868—1950) vytvořil již na konci
minulého století významné vědecké práce z matematiky a stal se naším
slavným matematikem, který se v první polovině 20. století nejvíce za
sloužil o rozvoj české matematické vědy. O rok později byla v roč. XVI.
(1887) uveřejněna tato cenná úloha:

a)Budiž sestrojen trojúhelník, dána-li jed
na jeho strana a, poloměr r kružnice opsané
a poloměr o kružnice vepsané.

b)Buďtež vypočítány neznámé strany, úhly
a obsah tohoto trojúhelníku, dáno-li a = 78,r= 65,
o = 28.

Tuto úlohu navrhl Alois Strnad (1852—1911),v té době profesor reálky
v Hradci Králové, který byl známým vědeckým pracovníkem v geomet
rii a později i vynikajícím pedagogem ve vyučování matematice. Mezi
odměněnými řešiteli najdeme opět jméno Karla Petra i Vladimíra No
váka.

O vztahu tehdejších středoškolských studentů k JČM a o tom, jak
silně a povzbudivě působily soutěžní úlohy na naše studenty, uvedu jako
dokladvzpomínkuz knihy VladimíraNovákaVzpomínky a pa
m čti (Brno 1939), v níž na str. 406 napsal: Již jako student vyššího
gymnasia na Novém Městě v Praze odbíral jsem Časopis pro pěstování
matematiky a fysiky a řešil jsem úlohy, které bývaly připojeny na
konci každého čísla. Představte si moji radost, když jsem v XV. ročníku
Časopisu (1886) nalezl na str. 284 své jméno a svoje řešení úlohy 22.
Dosud jako památku mám uschovány knihy, jež jsem dostal jako ceny
za správnářešení zvláštních úloh.

Již v prvních dvou desítiletích trvání Časopisu uvažoval výbor JČM
často o jeho obsahu, který v celém svém rozsahu nemohl být přiměřený
chápavosti středoškolských žáků. Na valné schůzi JČM roku 1892 došlo
z podnětu B. Maška k diskusi o obsahu a úpravě členského časopisu
a výboru JČM byly dány směrnice pro jeho novou organizaci. Od roč.
XXII., tj. od počátku škol. roku 1892/93, byly v hlavní části časopisu
otiskovány vědecké články, kdežto pro články z elementární matema
tikya fyzikybylaurčenaPříloha k Časopisu pro pěsto
vání mathematiky a fysiky, kteroumohliodebíratstředo
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školští žáci, i když nebyli členy JČM. Zatímco v tomto školním roce měl
Časopis asi 400 odběratelů, měla Příloha k Časopisu asi 1200 předplati
telů. Byla u žáků velmi oblíbena a jejich zájem podněcovaly zejména
úlohy v Příloze otiskované. V každém ročníku Přílohy bylo otištěno
zpravidla asi 40 úloh, a to většinou z matematiky. V každém ročníku
byla jedna z úloh označena jako „cenná úloha““.Od ročníku XXXVI.
(1907)byly úlohy již rozděleny do tří kategorií (matematika, deskriptivní
geometrie, fyzika) a v každé z nich byly řešitelům podle počtu správně
rozřešených úloh udělovány první, druhé a třetí ceny.

Když se po první světové válce podstatně zvětšil počet českých a slo
venských středních i vysokých škol, vzrostl také počet členů Jednoty
i počet odběratelů Přílohy k Časopisu. Od počátku škol. roku 1921/22
začala JČMF vydávat místo Přílohy k Časopisu samostatný časopis
s názvemRozhledy matematicko-přírodovědecké,
který měl stejné posláníjako Příloha. Jejich prvním redaktorem byl
Vladimír Ryšavý (1889—1950), vynikající středoškolský učitel, který
si získal velmi dobrou pověst jako autor učebnic i jiných spisů matematice
ko-fyzikálních, a redigoval je devět let. Po něm je po dva roky řídilJan
Schuster (1880—1961), středoškolský profesor, který uveřejnil řadu vě
deckých prací z geometrie. Od roč. XII. je po 14 let redigoval František
Vyčichlo a Alois Wangler; v době druhé světové války přistoupili do
jejich redakce ještě Zdeněk Pírko a Alois Urban a řídili je až do konce
škol. roku 1945/46. František Vyčichlo (1905—1958) zasloužil se o rozvoj
činnosti JČMF a zejména o to, že Jednota udržela svou poměrně roz
sáhlou činnost i za druhé světové války, kdy český kulturní život trpěl
nacistickou perzekucí. Jeho zásluhou nebylo přerušeno vydávání Roz
hledů, které pak umožňovaly styk výboru JČMF s členstvem, když
vydávání Časopisu bylo německými úřady roku 1941zastaveno. Označení
Vyčichlovamatematická knihovna ČVUTpřipomíná nyní část jeho pová
lečných zásluh o obnovu českéhovysokého technického školství v Praze.

Ročníky XXVI.—XXIX. Rozhledů redigovali Emil Kašpar, Zdeněk
Pírko a Alois Urban, roč. XXX. Zdeněk Pírko a Alois Urban. Po ukon
čení XXX.ročníku přestalaJČMF Rozhledyvydávat. RočníkXXXI. vy
dalo Přírodovědecké nakladatelství, další tři ročníky Nakladatelství
Československé akademie věd. Když se nezdařil pokus nové redakce
Rozhledů matematicko-přírodovědeckých zaměřit obsah časopisu na
širší okruh čtenářů, zastavilo Nakladatelství ČSAV jejich vydávání.
Když byla JČMF roku 1956 reorganizována, postarala se o obnovu vy
dávání Rozhledů. Od ročníku XXXV (1957) vychází tento časopis
snázvemponěkudzměněnýmRozhledy matematicko-fyzi
k álnív Státním pedagogickémnakladatelství a JČMF pečuje o jejich
obsah. Stará se o něj početná redakční rada, v níž je docent ČVUT Dr.
Miroslav Menšík vedoucím a docent ČVUT Ota Setzer výkonným re
daktorem.
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JČMF i redakce Rozhledů usilovaly vždy o to, aby obsah Rozhledů
byl přiměřenýzájmům, chápavosti a vědomostem středoškolských žáků.
Proto vždy pečlivě uvažovaly o všech kritických poznámkách k obsahu
časopisu a o podnětech k jeho zlepšení. I nynější redakční rada uvítá
každou vaši připomínku nebo návrh, který jí sdělíte.

Matematika

Inž. Vasil Čapla, Praha:

Vznik a vývoj reléových
a elektronických samočinných
počítačů

Ú v od. Rozvoj vědy a techniky na začátku 19. stol. se již nespokojil
v této době s existujícími stolními počítacími stroji, jako jsou Hahnovy
kalkulační stroje (1778),neboThomasovyaritmometry
(1820), ale nutně potřeboval takové počítací stroje, které by dokázaly
zvládnout jižtehdy rozsáhlé a úmorné výpočty. Ve čtyřicátých létech
19. stol. zabýval se anglický matematik Babbage (čti bebič) myšlenkou
sestrojit počítač pro mechanické výpočty a tisk hodnot polynomů, což
se mu podařilo a stroj vypočítával čísla na 8 desetinných míst. Asi r. 1842
se rozhodlsestrojit počítačzvaný Analytical Engine (čti
aenelityklendžin),který by byl s to, na základěvloženého pro
gramu samočinně zpracovávat informace vstup
ní na informace výstupní (obr.1).Podleprojektuseměl
Babbageův počítač skládat stejně tak jako dnešní moderní samočinné
počítačez pětičástí,a to zevstupu, výstupu, paměti, arit
metické jednotky, kterounazval„mill“ a řadiče. Zají
mavým způsobem řešil Babbage vstup informací do počítače pomocí
děrných štítků, používanýchjiž Jacguardem (čti žakárem)
k programování jeho tkalcovského stavu. Většina dnešních moderních
samočinných počítačů používá děrných štítků jako prostředku vstupu
informací. I když se Babbage plně věnoval jen stavbě svého počítače,
a proto nekonal přednášky na universitě v Cambridge, nepodařilo se mu
dílo dokončit, nebo tento velmisložitý stroj byl stavěn na mechanickém
principu ozubených koleček. V této době Henry vynalezl relé; nebyly
však propracovány reléové obvody.
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Babbageův syn H. P. Babbage pokračoval ve stavbě počítače, který
jeho otec nedokončil. Podařilo se mu dokončit jen stavbu sčítacího me
chanismu. Nedokončený Babbegův počítač se nachází v Science Museum
v Londýně.

1. Reléové počitače

Na základě dlouholetých zkušeností s reléovými obvody, zejména ve
spojovací technice, vznikl ve třicátých letech nový vědní obor - teorie
reléových obvodů, který pak umožnil stavbu reléových počítačů. V tom
to novém vědním oboru vynikl jako jeden z prvních Japonec A. Naka
sima, jehož teoretické práce o reléových obvodech pocházejí z let 1935
až 1938. To bylo snad příčinou, že první reléový počítač byl sestrojen
v r. 1935v J a p onsku, a to techniky společnostiFUJT, zabývající se
stavbou zařízení a přístrojů spojovací techniky. Tento počítač byl určen
pro výpočty, spojené s provozem telefonní centrály.
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Obr. 1

Zdá se, že národní katastrofa, spojená se svržením atomových bomb
dne9.a 12.srpna 1945na Hirošimu a Nagasaki, měla za následek přeru
šení výzkumných a vývojových prací stavby reléových počítačů, neboť
dr. Goto a dr. Kamamiaya z Elektrotechnické laboratoře se teprve
od r. 1948 zvlášť zabývali problémem stavby reléových počítačů. První
pokusný model byl postaven až v prosinci 1952 a má název podle po
čátečních písmem Elektrotechnické tokijské laboratoře ETL, Mark I.
Za tři roky následoval stroj ETL, Mark II, jenž je velkým reléovým po
čítačem; tato firma postavila ještě dalších 12 počítačů.
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V Německu se zabýval tímto problémem inženýr Konrad Zuse,
který v r. 1934 končil Vysokou školu technickou v Berlíně. Pracoval rok
jako stavební inženýr. Jako 25letý muž se rozhodl postavit reléový po
čítač. V bytě svých rodičů si zřídil laboratoř a práci začal tím, že si koupil
u vetešníka několik relé. Za podpory některých jeho přátel stavba slibně
pokračovala. Zuse si vzal za základ stavby počítače koncepci propago
vanou již Leibnitzem, a to koncepci programovéhořízení a binární sousta
vy. První pokusný model reléového počítače byl dokončen v r. 1938
a byl pojmenován Z-1. Tento stroj měl mechanickou kolíčkovou paměť.
Operace a řazení sledu operací byly řízeny vestavěným programem,
vybaveným telefonními voliči. V době druhé světové války zřídil Zuse
společnost, která postavila první dokonalý reléový samočinný počítač
s programovým řízením pro Ústředí letecké výzkumu. Tento stroj Z-3
byl zničen zásahem letecké pumy. Firma Zuse, postavila v únoru r. 1945
další stroj Z-4, který byl umístěn na venkově. V r. 1948 byl stroj Z-4
prodán katedře aplikované matematiky Federální vysoké školy technic
ké v Curychu. V poslední době byl zakoupen a převezen do Mnichova,
kde je umístěn v museu. Pro účely optické firmy Leitz ve Wetzlaru byl
v r. 1953 postaven stroj 2-5. Dalším zdokonalením Z-5 vznikl stroj Z-11,
jehož tři kusy jsou instalovány v naší republice.

Ve Spojených státech amerických přikročilv r.
1937 ke stavbě reléového počítače Howard Aiken, profesor Harvardské
university, a to ve spolupráci s firmou International Business Machine
Corporation, používající zkratky písmen IBM, která v této době vyráběla
děrnoštítkové stroje. Tento stroj, řízený instrukčním řádem, byl dokon
čen r. 1944 a znamenal přechod od děrnoštítkových strojů k moderním
samočinnýmpočítačům.Je znám pod názvem MARKI (psánovelkýmipís
meny, neboť později se objevil v Anglii stroj Mark I, psáno malými pís
meny). Vstup informací se děl pomocí děrných štítků, nebo děrné pásky,
výstup pomocí děrných štítků, nebo dvou psacích strojů. Pracovní rych
lost, sčítání 3 s (vteřiny), násobení 7 s, dělení 60 s. V r. 1945 byl do
končen druhý stroj MARK II, který již měl milisekundovou (tisícina
vteřiny) rychlost.

Druhým pracovištěm v USA, kde se stavěly reléové počítače jsou
laboratoře firmy Bell Telephon. Se stavbou malého reléového počítače
používajícího binárního kódu, bylo započato v»r. 1938 a stavba byla
dokončena r. 1940. V jednoročních lhůtách byly postaveny další tři stro
je pro použití v topné kontrole. Avšak již v r. 1944postavila tato firma
velký reléový samočinný počítač a pak byly postaveny ještě další takové
stroje. Zatím co Aikenovy stroje MARK I a II používaly binárního kódu,
velké stroje firmy Bell Telephon používaly bikvinárního (dvoupětkové
ho) kódu.

A nglie převzala zkušenosti USA a postavila pod vedením A. D.
Bootha, profesora londýnské university, reléový počítač ARC (Automatic
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Relay Computer, tj. automatický reléový počítač),který je zjednoduše
nou verzí Aikenova stroje MARK I, avšak s 250krát větší pracovní
rychlostí.Stroj ARCbyl vybaven bubnovou pamětí. Kopie
strojeARCbylapostavenav Amsterodamuv Holandsku podnázvem
ARRA.

Š védsko. Na základě zkušeností, získaných v USA a v Anglii, byl
postaven v r. 1950ve Stockholmu velký reléový počítač BARK,tj. Binar
Automatic Relay Calculator. Program může obsahovat až 840instrukcí,
nastavovaných ručně za pomoci přepínačů na řídícímpultu.

Československo. VÚstavumatematickýchstrojůČSAV,který
byl v r. 1958 přeměněnna Výzkumný ústav matematických strojů, byl
postaven od r. 1952 do r. 1958 velký reléový samočinný počítač SAPO.
Tento stroj vyniká především dokonalou kontrolou výpočtů, neboť má
tři aritmetické (operační) jednotky, které současněpočítají každou úlohu
trojmo. Kapacita bubnové paměti je 1024 slov, skládajících se z 32 bi
nárních číslic (0 nebo I). Vypočítá 3 až 5 operací za vteřinu, což se po
važuje za velmi pomalý stroj.

(Pokračování)

Inž. Eduard Kriegelstein, Praha:

Uvod do integrálního počtu

A. Primitivní funkce čili neurčitý integrál

V diferenciálním počtu jsme poznali, že jeho hlavním úkolem bylo
určení derivace dané funkce. Položme si nyní otázku, zdali bychom uměli
najít k dané derivaci onu původní funkci, z níž derivováním vznikla.

Je-li např. y' = 2x, uhodneme snadno, že y = *?. Řekněme si však
hned, ža tato úloha, najít k derivaci neznámou původní funkci, je ne
srovnatelně obtížnější, než určit derivaci dané funkce.

Označme obecně hledanou funkci F(r). Pro její derivaci pak platí
(x) = fr)

kde f(x) je daná funkce definovaná v intervalu (a; b).
Jestliže taková funkce F(r) existuje, nazýváme ji prěmitivní funkce

k funkci f(x), nebo také neurčitý integral funkce f(x).
Označujeme ji

F(x) = J f(x) dx

Symbol | f(x) dx čteme „integrál f(x) dx“.
Úlohu najít primitivní funkci, můžeme chápat také tak, že k diferen
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ciálu f(x) dr hledáme původní funkci, čímž se nám také osvětlí smysl
zápisu

F(r) = Jf(x) dr
Je třeba zdůraznit, že dr tvoří neoddělitelnou část integrálního symbo

lu a říká nám, podle které proměnnése integruje. Existují totiž integrály
funkcí více proměnných, kde je to třeba jasně vytknout. V integrálu
J uv*dv integrujeme podle proměnné v, kdežto v integrálu | uv*du
integrujeme podle u.

* Připomeňme si ještě, že integrovaná funkce se vkládá vždy mezi
J a dr. Vždycky píšeme např. f 3x*cos*rdr a ne třeba | 3x*dxcos*r
apod. Je tedy dz vždycky poslední částí zápisu integrálu.

Nyní již můžeme vyslovit definici primitivní funkce čili neurčitého
integrálu.").

Definice l. Primitivní funkce čili neurčitý integral F(x) k dané
funkci f(x) je taková funkce F(x), jejiž derivace F"(x) je daná funkce f(x).

Píšeme bud

nebo
F(x) = ff(x) dx

Obě poslední rovnice mají tentýž význam.
Připomeňmesi, že funkce F(r) je spojitá v intervalu (a; b), protože

má v každém bodě intervalu (a; b) derivaci F"(r) = f(x).
Uvažujme nyní funkci F(x) = x? a F(x) —x? + c. Obě funkce mají

tutéž derivaci F' (z) — F, (r) — 2x. Usuzujeme proto, že k dané funkci
f(x) — F"(x) existuje nesčíslné množství primitivních funkcí.

Bude-li k funkci f(x) jedna z primitivních funkcí F(x), pak všechny
primitivní funkce lze vyjádřit ve tvaru F(zr)+ c, kde c je vntegrační
konstanta.

Zvolmesi několik primitivních funkcí pro různé integrační konstanty,
např. pro

c= —2je F(x)= 1*—2 c=1 x
c= —Ije F(x)= 1*—1 c=2 je F(x)=«
c=0 je F(xg)=a,
Zakreslíme-li primitivní funkce F(z), vidíme, že jsou to shodné para

boly o osách v ose y, posunuté ve směru osy y.
Z toho, co jsme si uvedli, vidíme, že hlavním úkolem integrálního

počtu je určit k funkci dané funkci primitivní. Při tom nikdy neopome
neme uvést interval, v němž je primitivní funkce definována. K tomu
sl bez důkazu uveďme větu.

Věta 1. K funkci spojitév intervalu <a; b> existuje vědyprimitivní
funkce.

1) Neurčitý integrál má svůj název „neurčitý“ odvozenýprávě od
neurčitosti této integrační konstanty.
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2. Základní vztahy pro výpočetprimitivních funkci

V diferenciálním počtu jsme se naučili počítat derivace některých
jednoduchých funkcí. Vyjděme nyní z těchto poznatků a odvoďme si
některé jednoduché věty pro integrování.Vímenapř.,žepron5£—1 je

"T (n+l
n+1/ o n+l x*=nT"

n+1

Položíme-lif(x)= x"je F(x)= T i + c. Můžemeproto psát

J "dx = m + cn+ 1
Zbývá ještě určit definiční obor. Je zřejmé, že je-li n číslo přirozené,

můžeme za « dosadit libovolné číslo. Je-li » číslo celé záporné různé
od — I, můžeme za x dosadit všechna čísla kromě nuly. Není-li » celé
číslo,můžeme za r dosadit jen kladnáčísla.

Celkem tedy je
v intervalu (—00; 00) pro 1 přirozené;

h+1 v intervalech (—00; 0) a (0; oo) pro » celé zápor
1gpi"“ né,alerůznéod —1; o o

v intervalu (0; oo) není-li » celé číslo.
J w*dx=

Příklad L.f zde = a? + ov intervalu(—00;©).
, l m 1 l

Příklad 2.J z dr= js dr =—Z (re —gate
v intervalech (—00; 0) a (0; 00).

— 5 5 G
Příklad 8. [|adx= (z dr = —v -Fc v intervalu(0;co).

Příklad 4.Jy—de= fw "dr= 34 + 0v intervalu(0;00).
12

Máme-liintegrovat funkci f(r) = . připomenemesi, že funkce F(r) =x

= lg r má za derivaci F(x) = : Avšak také F(x) — lg(—x) má deri
l l

vaci F(x) = 7: (—1) = -.Spojíme-lioba výsledky, jex
lji dr= lgz- c

pro všechna z 7340.
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dz
Příklad 5. MámeintegrovatJ —— proa 3 —1

dx|niebo
Integrační konstantu c můžeme položit rovnou logaritmu nějakého

čísla k >>0. Výsledek pak můžeme upravit takto:
dx

J ŽE =ele+1+eko eke+
O správnosti výsledku se přesvědčímetím, že výslednou funkcí F(x) =

= lg k |x + 1| derivujeme a dostaneme integrovanou funkci
19=

Je-li
a +1>0O,jek +1 =1+1

Pak

, 1 1

Je-li
a +1<0Ojexr+1i=-—i+-—1

Pak
, , l l

(lgkJe+ 1) = [lgk(—x—1) = goa OD=zní
Kontrola ukázala správnost výpočtu.
Z diferenciálního počtu si pamatujeme, že (e7)' — e“. Je tedy

fetdr=e*+ c
pro každé z.

Na základě znalostí derivací goniometrických funkcí dostaneme tyto
jednoduché výsledky

J snxdr = —cose + c,
J cosady=sinx+c

Oba integrály jsou definovány pro každé z.
dx

I =- cotgx+C
je definován pro všechna r, pro něž je sin ©7 0, tj. v intervalech (kr;
(k + l)r), kde k je celé číslo.

| dx— = dgx- c
COS“T
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je definován pro všechna x, pro něž je cos r 3 0, tj. v intervalech
1 1

B (2k—1)r; 3 (2k+ L)»),
(Pokračování)

Dr. Robert Karpe, Brno:

Iracionální číslonení rovno
podílu dvou čísel celých

V matematické literatuře se trvale uvádí klasická forma důkazu s pří
padem V2. Podávám zde obecnější a současně stručnější variantu.

Vyjdeme z věty, že jedno a totéž přirozené číslow; lze rozložit jediným

způsobem do sestupně uspořádaného prvočíselného součinu
w = aři.dři n (1)

kde a; > bs;> > W%jsou prvočísla,
o By jsoučíslapřirozená.

Nechť p je libovolné prvočíslo. Nechť « je libovolné přirozené číslo
různé od jedné.

X

Dokážeme sporem, že iracionální číslo V nelze vyjádřit podílem
dvou nesoudělných čísel přirozených.

Předpokládejme, že je to možné
— UIP (2)

Pak však též musí platit
pwí= W,

čili vzhledem k (1)

p.a%% bb: n —a%%.byé W (3)
Z hořejší věty je však patrno, že relace (3) je nesprávná: levá strana

se nemůže rovnat pravé, neboť jde o dva různé prvočíselné rozklady.
Například prvočíslo a, z rozkladu na pravé straně nemůže být obsaženo
v rozkladu na levé straně, vzhledem k tomu, že přirozená čísla wy,W,jsou
nesoudělná. Ani kdybychom položili p = a, nedosáhli bychom v relaci
(3) shodu obou rozkladů, neboť xx, 7 1.

Dospěl jsme tudíž ke sporu, z nějž vyplývá že Vo nelze vyjádřit
podílem dvou (nesoudělných) přirozených čísel.
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Josef Straka, PI,Praha:

Největší a nejmenší hodnota kvadratické
celistvé funkce

(Dokončení)

Příklad 2. Který z rotačních válců s daným obvodem osového
řezu 0 — 100 cm má plášť největšího obsahu?

Označíme-li poloměr válce r a jeho výšku v, dostaneme tuto pod
mínku (osovým řezem válce je obdélník)

02 =—.r+0 9 (3)

Obsah pláště válce, který má být maximální, je
p= 2nrv (4)

Vyloučením neznámé v z rovnice (3) a dosazením do rovnice (4) vyjde

p= 2nr E- 2) = —4nr + nor
Je tedy obsah pláště rotačního válce kvadratickou celistvou funkcí

poloměru. Zachováme-li označení koeficientů jako v případě C), je a =

—=— 4%, b = 00, c = 0. Maximální hodnota nastane pro r = —54a

- o V PY o= |= <, takžeprůměrválceje 2r ——.Protoževýškav=— —
— 8 8 4 2

o o o . * v NA , 2 OW VY / , M.

—2r= 24 ae vidět, že úlohamá řešenípro takovýrotační
válec, jehož osovým řezem je čtverec (tzv. válec rovnostranný).

Příklad 3. Vyjádříme číslo m ve tvaru součtu dvou čísel tak,
aby součet čtverců těchto čísel byl minimální.

Označíme-li obě hledaná čísla po řadě z, y, musí platit

x --y=m (5)
a číslo

2—=ě TY (6)
má být nejmenší.

Ze vztahu (5) vychází y — m — < a po dosazení do (6) vyjde

2z= 04 f= PL (m—x)?= 29?—2mx+ m?

Je tedy číslo z kvadratickou celistvou funkcí x. Zde je a —2, b =

398



= —2m, e = m?. Protože číslo a je kladné, nastane skutečně minib — 2m ©málníhodnotačísl=——= — čÍ
nota číslaz pro « 7 1 =5 . Hledanáčísla,

která vyhovují podmínce úlohy, jsou —9 >
Příklad 4. Zdrátu dlouhého120cm se má utvořit drátěný model

pravidelného čtyřbokéhohranolu. Jak dlouhá má být podstavná hrana,
aby povrch P hranolu byl největší?

Označíme-li podstavnou hranu « (podstavou je čtverec) a pobočnou
hranu y, máme tyto podmínky

8x + 4y = 120,
(7)

P = Z + dry
Z první rovnice vychází

y—=30— Zr.
Tuto hodnotu dosadíme do druhé rovnice ve vztahu (7). Tím dostaneme

P= 27 + 4x. (30 —2x) — — 6x7+ 120x.

Povrch hranolu je tedy kvadratickou celistvou funkcí podstavné hrany
x. Zde je a — — 6, b = 120, c = 0. Maximální hodnota povrchu P na

5 = —> 2 IO.Úlohusplnítakový čtyřboký
hranol, jehož podstavná hrana je x — 10cm. Pobočná hrana je
y — 30 — 2x%= 10 cm, takže jde o krychli s hranou 10 cm.

Příklad 5. Kus drátu délky u cm je třeba rozdělit na dvě části,
z kterých první se ohne do tvaru čtverce a druhá na tvar rovnostran
ného trojúhelníka. Na kterém místě je třeba drát rozdělit, aby součet
obsahů obou obrazců byl minimální?

Nechť ta část drátu, která připadá na obvod rovnostranného troj
úhelníka je 3x, takže jeho strana je z. Potom na obvod čtverce připadá

stane pro X = —

3 de Vyjádříme-lipodmínku
pro součet obsahů obou obrazců, dostaneme

; —Pa> „zh

u
délka u — 3x, takže strana čtverce je

4
Po úpravě vyjde

9+4 V3 2 3U už6 58m
Součet obsahů P je opět kvadratickou celistvou funkcí strany troj

4. l
úhelníka.Zdejea = = Vš„5=— = = 6 už.Protožeječísloa
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kladné, nastane pro součet obsahů P skutečně minimální hodnota, a to
b 34

29+4
trojúhelníka. Drát je třeba rozdělit na takovém místě, které má od
pro x = — 5 což je strana hledaného rovnostranného

jednoho konce drátu vzdálenost 3x = ——— ———em.9+4.|3
Máme-li tedy řešit nějakou úlohu o nalezení extrémní hodnoty, vy

jádříme dané i hledané podmínky početně. Po úpravách dostaneme
jistou funkci. Je-li tato funkce kvadratická celistvá, víme, jak si v tomto
případě počínat. To bylo právě úkolem a cílem článku. Je samozřejmé,
že v řadě jiných případů dostaneme funkci, která není kvadratická
celistvá, ale složitější. Takový případ zde neprobíráme. Jenom upozor
níme na to, že v matematice existuje postup, který řeší otázku nalezení
extrémních hodnot daleko úplněji, přesněji a dokonaleji, a to nejen
pro kvadratickou celistvou funkci, ale i pro jiné funkce. Kdo bude
studovat matematickou analýzu, pozná sám takový postup.

Konečně upozorníme na to, že problém nalezení extrémních hodnot
kvadratické celistvé funkce lze řešit i graficky. K tomu je však třeba
odvodit a dokázat, že grafem kvadratické celistvé funkce je jistá para
bola. Extrémní hodnota je vlastně y souřadnice vrcholu paraboly a
nastane pro takové číslo x, které je x souřadnicí vrcholu. Každý jistě
poznal, že jde o grafické znázornění v pravoúhlém systému souřadnic,
o němž pojednávala řada článků doc. E. Kraemera v loňském ročníku
Rozhledů. Kdybychom volili tento postup řešení,dostali bychom
se k užití extrémních hodnot dosti pozdě, a to by věc jen kompliko
valo. Jistě si mnozí z vás tuto grafickou část doplní, i když ne třeba
úplně“).

Nakonec připojíme několik cvičení, která poslouží k zopakování a
k vlastní práci. V závorce je uveden výsledek, resp. návod k řešení.

1. Vyjádřete číslo a ve tvaru součtu dvou čísel tak, aby jejich součin

byl největší. (a = — + =
ylnejvětší.(a —35
2. V trojúhelníku ABC je úhel « — 30" a součet stran, které svírají

tento úhel, je o — 100 cm. Jak dlouhá musí být strana c = AB, aby
obsah trojúhelníka byl největší? (Vypočtěte výšku na stranu c užitím

bc

1 potom postupujte jako v ostatníchfunkce sin «. Vyjde obsah P =

případech - výsledek: c — 50.)
3. Okno má tvar obdélníka zakončeného nahoře půlkruhem, jehož

průměr je roven základně obdélníka. Jak dlouhá má být základna
1) Grafické znázornění kvadratické funkce celistvé je obsaženo např. v

učebnici algebry pro 9. až 11. ročník JSŠ, která byla vydána SPN v ro
ce 1954.
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obdélníka, má-li mít okno největší obsah. Obvod okna má být 2 m.

cr5
4. Těleso se skládá z rotačního válce, na kterém je postaven rotační

kužel o téže podstavě. Úhel při vrcholu kužele je « — 60“. Obvod oso
vého řezu je 100 em. Jak velký má být poloměr válce, aby plášť tělesa
měl největší obsah? (12,5 em)

5. Do rovnoramenného trojúhelníka se základnou a a výškou na zá
kladnu 4 je vepsán obdélník. Jaká má být výška obdélníka, aby jeho
obsah byl největší? (Výška obdélníka se musí rovnat polovině výšky
trojúhelníka.)

Jindřich Palát, Olomouc:

Archimedova metoda výpočtu objemů
rotačních těles

Určení obsahů rovinných útvarů a objemů těles je jedna z nejstarších
úloh, kterou položil matematice praktický život. Dnes se tyto úlohy
řeší nejčastěji pomocí integrálního počtu. Hlavní myšlenky integrálního
počtu, spojené s pojmem limity, byly poprvé přesně formulovány v 17.
století Newtonem (1642—1727) a Leibnitzem (1646—1716). Tim zají
mavější je, že již daleko dříve řešili někteří matematikové tyto úlohy
bez znalostí integrálního počtu.

Seznámíme čtenáře s jednou metodou, která pochází od řeckého ma
tematika a mechanika Archimeda (asi roku 287—212 před n. I.). Tato
metoda se opírá o poznatky z mechaniky (statiky) a mimo jiné umož
ňuje výpočet objemů rotačních těles. Je třeba však upozornit na to, že
z matematického hlediska není tato metoda bez nedostatků. Mnohé, co
se v metodě předpokládá, bylo by totiž třeba přesně dokázat. Tohoto
nedostatku si byl vědom i Archimedes. Přes to si své metody cenil a díval
se na ni jako na prostředek, pomocí kterého lze získat určité poznatky,
jež mohou být přesně dokázány.

1. Mějme dvě rotační tělesa A a B, která leží mezi dvěma rovnoběž
nými rovinami « a B, jejichž vzdálenost je ". Předpokládejme, že tělesa
mají s rovinami ©,$ aspoň jeden společný bod (obr. 1). Každá rovina
v, rovnoběžná s p, ve vzdálenosti z (0 S z S h) od B (obr. 1), protíná
tělesa A, B v řezech, které označíme A(r) a B(x). Každý řez A(r) a B(r)
budemenazývatelementem tělesa A, B. Řezy v roviněy A(r)
aB(x) nazýváme pak odpovídajícími si elementy těles A a B. Odtud usu
zujeme, že
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každé rotační těleso je složeno ze všech svých elementů. (Věta 1).
2. Ve fyzice se učí tato věta o rovnováze těles na dvojzvratné páce:
Páka zůstává v klidu nebo v rovnoměrném otá

čivém pohybu,rovná-li se moment síly momentu
břemene.

Jestliže na ramenech dvojzvratné páky jsou zavěšena dvě tělesa A a B,
která jsou upevněna ve svých těžištích T, a T';, potom rovnováhu na
páce lze vyjádřit rovností.

Fr = For, , (1)
C

A ?(CN g
A0,

X

Bíx);

Obr. 1

> O r

==ffM |
F,

Obr. 2

kde r7,(r,)značí rameno síly F,(F,). Přitom F,(F,) je váha tělesa A(B),
jak vidíme na obr. 2. Jsou-li obě tělesa z téže stejnorodé látky o speci
fické hmotě s, a je-li objem tělesa A(B) roven V,(V;), potom

Fy= Vysgy Fy = Vysg

kde g značí tíhové zrychlení. Po dosazení do rovnosti (1) dostaneme
Vysgry = Vysg9r;

a po vydělení sg
V = Výr (2)
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Upravíme-li předcházejícírovnost na tvar
r: r, = Vs V

usuzujeme, že
každa dvě rotační tělesa upevněná v těžišti jsou na dvojzvratné půce v rov

nováze, jsou-li vzdálenosti těžišť od osy páky nepřímo úměrné objemům
těles. (Věta 2.)

Zjednodušmesi další úvahy tak, že budeme uvažovat za rotační tělesa
A, B dva kolmé rotační válce o výšce h, ze stejnorodé látky o specifické
hmotě s. Podstavy válců jsou kruhy, obsah první podstavy označme
PL, obsah druhé podstavy p». Objem prvního válce je tedy V; = Ap
a druhého V; = Apy.Dosadíme-li V; a V; do rovnosti (2), dostáváme

Rp — hpora
a po vydělení A,rovnost

Pi —Ps

h
O 2 OTI A.

F,

h
I,

E
Obr. 3

která vyjadřuje vlastně podmínku rovnováhy libovolných dvou odpo
vídajících si elementů prvního a druhého válce (u každého válce jsou
totiž všechny elementy sobě rovny).

Dále si připomeňme, že působí-li na rameno páky svou vahou kolmý
rotační válec ze stejnorodé látky tak, že jeho osa splývá s ramenem páky
(obr. 3 - válec na pravém rameni páky), je výslednice působících sil
rovna váze válce a její působiště je v těžišti válce. Těžiště válce je jeho
střed souměrnosti, tj. střed spojnice středů podstav.

Vyjdeme-li z poznatků získaných v uvedeném případě rovnováhy
dvou rotačních válců na dvojzvratné páce, snadno pochopíme, že Archi
medes došel k těmto základním poznatkům:

Jsou-li dvě rotační tělesa v rovnováze, jsou 1 odpovídající si elementy
těles v rovnováze. (Věta 3.)

Jsou-h každé dva odpovídající si elementy rotačních těles v rovnovaze,
pak jsou 1 přislušna tělesa v rovnováze. (Věta 4.)

(Pokračování)
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Deskriptivní geometrie

Josef Novák, ČVUT,Praha:

Některé vlastnosti
rovnoosé hyperboly

V tomto článku ukážeme některé zajímavé vlastnosti rovnoosé hy
perboly, které mají výhodné konstruktivní důsledky. Vyjdeme z před
pokladu, že jste se s rovnoosou hyperbolou již seznámil při grafickém
znázornění nepřímé úměrnostizy=k| (k540)(1)
v pravoúhlé souřadnicové soustavě (x;y).Jak známo, jsou osy souřadnic
x, y asymptotami této hyperboly a délka její poloosy je a = Vak. Na
obr. 1 je narýsována rovnoosá hyperbola Apro k > 0.

y MŇ
W m x
X 1D

—— v J XW

Obr. 1 Obr. 2

Zabývejme se nejdříve analytickým vyjádřením této hyperboly v nové
soustavě souřadnic (X; Y), jejíž osy souřadnic X a Y jsou totožné s hlav
ní a vedlejší osou hyperboly A. Je zřejmé, že novou soustavu souřadnic
(X; Y) dostaneme otočením původní soustavy (£; y) kolem počátku O

T
úhel —.

o úhel —
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Najdeme nyní vztahy mezi souřadnicemitéhož bodu v obou soustavách
souřadnic, přičemž úhel otočení budiž o. Zcela jasný případ splývajících
os X a y nebudeme dále uvažovat. Mějme libovolný bod W, jehož sou
řadnice v jedné soustavě jsou (%w,Ym)a v druhé (Xy; Yy). Z tohoto
bodu spustíme kolmici na osu r a průsečík s osou X označíme R (Xp; 0)
(obr. 2). Potom jeTM=XpRoOSO.- Xu—ApR=Yutge
a z obou rovnic plýne

Ty = Au ose —Yy sine
Stejným způsobem odvodíme prostřednictvím os y a Y rovnici

Yu= Xu sne+ Ywsine.
Abychom zdůraznili, že M byl zcela libovolný bod, nebudeme v rov

nicích, které vyjadřují vztahy mezi jeho souřadnicemi (jsou to tzv.
transformační rovnice), psát indexy.

T v, .
Pro we= 1 dostaneme tyto transformační rovnice

o=PBa-m
Vz (2)y=7%(XT).

Hledanou rovnici rovnoosé hyperboly 4 v soustavě souřadnic (X; fY)
dostaneme dosazením (2) do rovnice (1)

1
— (X2—Y*)=Kk

z (X— 79)

neboli
X— Y=a, (3)

kde a je délka poloosy hyperboly.
Rovnici (3) můžeme geometricky interpretovat v poučce
P. 1. Nechť libovolná kružnice prochází vrcholy rovnoosé hyperboly, pak

krajni body jejiho průměru, který je rovnoběžný s hlavní osou hyperboly,
leží na této hyperbole.

D ů kaz (obr. 3). Střed S uvažované kružnice k leží na vedlejší ose
o' ==y rovnoosé hyperboly. Předpokládejme, že S=5 0 (pro S=0 je
důkaz zřejmý), pak trojúhelník SOA je pravoúhlý a pro jeho přeponu,
která je zároveň poloměrem kružnice k, platí S42 = a? +- y*. Krajní
body M, M' průměru m kružnice k, rovnoběžného s hlavní osou hyper
boly, mají pak souřadniceM Vy + a; 4), M (—Vy + až; y), které
vyhovují rovnici (3). Jsou tudíž W a M" body rovnoosé hyperboly.
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Užitím předcházející poučky můžeme snadno sestrojovat body rovno
osé hyperboly, známe-li její vrcholy. Zvláště výhodná, je tato konstrukce
na grafickém papíru. Ozřejmímesi ji při řešení úlohy

Ú.1. Sestrojte průsečíky rovnoosé hyperboly s přímkou m, rovnoběžnou
s jeji hlavní osou. Hyperbola je určena svými vrcholy A, B.

Řešení (obr. 3). Průsečík přímky m s vedlejší osou o' hyperboly,
je středem S kružnice k, která procházejíc vrcholy A, B, protíná přímku
m v hledaných průsečících M, M'

Dále se budeme zabývat vlastnostmi spojnic bodu rovnoosé hyperboly
s jejími vrcholy. Tyto spojnice budeme nazývat vrcholovým průvodiči
bodu rovnoosé hyperboly. Jejímu vrcholu přiřadíme jako vrcholové prů
vodiče hlavní osu a tečnu v tomto vrcholu.

Vyslovíme o vrcholových průvodičích poučku

Obr. 4

P.2: Symetraly úhlů vrcholovýchprůvodičů každého boďu rovnoosé hyper
bolyjsou rovnoběžnés jejimasymptotam.

D ů ka z (obr. 4). Pro vrcholy rovnoosé hyperboly je věta samozřejmá.
Provedeme tedy důkaz pro ostatní body rovnoosé hyperboly. Z libovolně
zvoleného bodu M spustíme kolmici na vedlejší osu o' rovnoosé hyperbo
ly. Patu této kolmice zvolíme za střed S kružnice k, procházející vrcholy
A, Bhyperboly. Podle P. 1 protíná kružnice k přímku m ve dvou bodech
hyperboly. Jedním z nich je právě bod M, neboť přímka m nemá s hy
perbolou více společných bodů než dva. Průsečíky kružnice k s vedlejší

osou 0' označmePa F' (Pnechť leží na polopřímceSO),pak je PÁ = PŘ.
Obvodovéúhly © BMP a « PM A kružnice k jsou potom shodné a přím
ka s —MP je symetrálou úhlu vrcholových průvodičů 4, m; bodu
M rovnoosé hyperboly. Druhá symetrála s" pak prochází bodem F“.
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Z pravoúhlého rovnoramenného trojúhelníka PSM plyne, že symetrála
2 *v/ , o, T .

s svírás vedlejšíosouo'úhel V
tedy rovnoběžná a asymptotou rov
noosé hyperboly. Samozřejmě je
pak druhá symetrála s' rovnoběžná
s druhou asymptotou.

Užitím poučky P. 2 vyřešíme
úlohu

Ú. 2. Sestrojte průsečík rovnoosé
hyperboly s přímkou s, která je rov
noběžná s asymptotou hyperboly. Hy
perbola je určena svými vrcholy A, B.

Řešení (obr. 5). Kružnice k,
procházející průsečíkem P přímky s
s vedlejší osou o0'a vrcholy A, B,
protíná přímku s v hledaném bo

Obr. 5 du W. (Pokračování)

Fyzika

M
Inž. Dr. Václav Šindelář, Praha:

Prstenový tlakoměr

Prstenový tlakoměr je dalšímpřístrojem,který patřído
skupiny tlakoměrů kapalinových. Z nich jsme si již v krátkosti probrali
v minulých článcích tlakoměry trubicové, nádobkové a zvonové. Prste
nový tlakoměr je přístroj zajímavého principu. Hlavní jeho částí je
prstenová trubice kruhového, eliptického, nebo zaobleného obdélníkové
ho profilu (průřezu), otočná na břitech kolem vodorovné osy totožné
s osou prstenu (viz schematický obr. 1). Je- průřez trubice kruhový,
má prsten vlastně tvar anuloidu. Podle břitového uložení bývá tento
přístroj také zván vcelku nevhodně prstenovou váhou.

Uvnitř. prstenové trubice je v její horní části přepážka, po jejíchž
obou stranách jsou umístěny tlakové přívody. Trubice je do necelé polo
viny naplněna tlakoměrnou kapalinou, zpravidla rtutí nebo vodou. Na
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spodní část trubice je připojeno kompenzační závaží. S prstenem je
rovněž spojena ručička ukazující na kruhové stupnici tlakové hodnoty.
Podle uspořádání přívodů lze přístrojem měřit přetlaky, podtlaky i tla
kové diference; tento poslední případ je nejčastější. Je-li na pravý přívod
(obr. 1) připojen tlak větší a na levý přívod tlak menší, vychýlí se tlako
měrná kapalina, jak je to naznačeno v obr. lb. Vychýlení kapaliny však
samo nezpůsobuje natočení prstenu. To je vyvozeno momentem síly

Obr. 2 Obr. 3

působící na přepážku uvnitř trubice. Je-li vnitřní průřez trubice roven S
(stejně velká je i přepážka, jež je v trubici umístěna kolmo) a působí-li
po obou stranách přepážky rozdílné tlaky p4a Ps (p+> P), bude výsledná
síla JF, působící svým momentem natočení prstenu rovna rozdílu sil
působících proti sobě na obě strany přepážky. Tedy

F=8.pa— 8. D= S (Pz—Di), (1)
což je součin průřezu S a měřené tlakové diference Ap = Px — P+.
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Kdyby neměla prstenová trubice kompenzační protizávaží, natáčela
by se působením silového momentu rovného F .7 tak dlouho, až by se
přepážka dotkla tlakoměrné kapalinové náplně, při čemž by kapalina
začla vytékat do přívodu nižšího tlaku, což by jistě bylo nežádoucí. Má-li
závaží hmotu M (rozumí se včetně připojovací součástí) a je-li jeho tě
žiště na poloměru FR,bude se natáčet prsten pouze tak dlouho, až moment
síly, působící na přepážku bude právě roven momentu váhy. Tento druhý
kompensující silový moment bude roven součinu okamžitého horizon

tálního průmětu poloměru R a váhy M .g, kde 9 je místní tíhové zrych
lení. Pro rovnováhu tedy musí platit

F.r—=M.g.R.sin« (2)
čili podle (1)

S.(pa—p)=N.g.R.sin« (3)
kde « je úhel vychýlení prstenové trubice. Z rovnice (3) můžeme již
určit hledanou tlakovou diferenci

M.g.R
Ap=Pg na =const.sin«m. (4)

V této rovnici jsme položili
„g.R

= —const., (5)
protože hodnoty na levé straně rovnice jsou u téhož přístroje vesměs
konstantní a jsou tedy charakteristickoukonstantou, přístroje.

Z rovnic je patrno, že úhlové natočení prstenové trubice při nějaké
měřené tlakové diferenci není závislé na druhu kapalinové náplně, ani
na jejím přesném množství. Poněvadž však (obr. lb) zřejmě platí, jako

Wostatně u všech kapalinových tlakoměrných přístrojů, že
Pa—P=h.0.g (6)

kde 4 je rozdíl výšek kapalinových sloupců uvnitř trubice, o hustota ka
paliny a g místní tíhové zrychlení, bude hustota kapaliny omezovat u tru
bice daných rozměrů maximální měřenou tlakovou diferencí, protože
není možno připustit, aby spodní část sloupce kapaliny svou hladinou
(meniskem) zasahoval do spodního (myšleného) průřezu prstenové tru
bice (obr. 2).

Působením tlakové diference vychýlí se kapaliny v trubici, což bylo
již řečeno. Tímto vychýlením je též umožněno rozdílné silové působení
na přepážku uvnitř trubice. Silový moment F . r musí být shodný s mo
mentem váhy Gvychýlené kapalinové náplně vzhledem k vertikální
rovině jsoucí osou prstenu (obr. 3); tedy

Fuor=(G.a=Mm.g.a, (7)
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kde značí G váhu kapaliny, m její hmotu, g místní tíhové zryhlení a a
kolmou vzdálenost vychýleného těžiště T kapaliny od zmíněné vertikál

WW
ní roviny. Těžiště 7, kapaliny před měřením leželo zřejmě v této rovině.
Pokuste se sami matematicky dokázat rovnost obou momentů uvede
ných v rovnici 7.

Obr. 4 Obr. 5

Protože přestavující síla natáčecího se prstenu je dosti značná, lze zaří
zení použít vhodně i k plynulému záznamu (registraci) měřenýchhodnot.
Na obr. 4 je celkové provedení zapisovacího prstenového tlakoměru. Vel
mi běžněseprstenovéhotlakoměruužívápřiměření průtočné
ho objemu plynů a par (např.vodnípáryv tepelnéenergeti
ce). Uspořádání je pak takové, že se do potrubí, kterým měřený plyn
nebo pára proudí, vloží tzv. průřezový snímač (např.clona,
dýza nebo zvláštní trubice), který místním zmenšením průtočného prů
řezu způsobí zvýšení rychlosti proudění a zmenšení statického tlaku
proudícího prostředí. Z této tlakové diference, kterou můžeme měřit
prstenovým tlakoměrem, určí se okamžitá rychlost proudu; je-li znám
zúžený průřez, vypočte se i vlastní průtočný objem. Na obr. 5 je sche
maticky zachyceno uspořádání clony s prstenovým tlakoměrem.
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Dr. Josef Dibelka, ČVUT,Praha:

Elektronová vodivost

Elektrický proud ve vodičích je zprostředkován pohybem nabitých
částic, které označujeme jako nositele elektrického proudu. V kovech
a některých polovodičích jsou nositeli elektrického proudu volné
elektrony; mluvíme proto o vodivostielektronové.Volné elektrony
jsou obvodové elektrony, které jsou k jádru poutány slabými silami.
Odtržení volných elektronů (např. tepelnou energií apod.) vzniknou
kladné ionty, které vytvářejí iontovou mříž kovu. V krystalové mříži
kovů existují tedy jednak elektrony volné a elektrony vázané. Váza
né elektrony jsou přiřazenyurčitému atomu a nejsou schopny
volného postupného pohybu, ale jen kmitavého pohybu spolu s jádrem
kolem rovnovážné polohy. Volné elektrohy se mohou pohybovat v celém
objemu krystalu. Volné elektrony se pohybují mezi ionty mříže ne
uspořádaným tepelným pohybem jako molekuly plynu. Protože je možno
na ně aplikovat metody kinetické teorie plynů, označují se proto sou
hrnnějakoelektronový plyn.

Elektrony jsou hmotné částice s klidovou hmotou m = 9,108.
107%!kg, což je 1/1838 hmoty vodíkového atomu. Při neuspořádaném

pohybu vytvářejí volné elektrony v prostoru elektromagnetické pole.
Protože však ve vodiči je velké množství volných elektronů a jejich
pohyb je neuspořádaný, ruší se vzájemně jejich magnetické účinky již
na nepatrnou vzdálenost. Nepůsobí-li pak na tyto elektrony nějaká
vnější síla, nedá se zjistit pohyb náboje v určitém směru. Vlivem vněj
šího elektrického pole jsou unášeny polem v jistém směru a nabývají
rychlosti. Překládá se tedy přes neuspořádaný pohyb elektronů pohybvurčitémsměru© vznikneusměrněnýpohyb,kterýpřenášínáboje
ve směru pole.

Elektrony se mohou volně pohybovat jen ve vakuu. Pohybují-li se
např. v kovu, narážejí na ionty mříže i na jiné elektrony. Dráha, kterou
urazí elektron mezi dvěma po sobě jdoucími srážkami, je volná
dráha elektronu. Srážkyelektronůs ionty jsou častějšínež
vzájemné srážky elektronů. Srážky volných elektronů s ionty kovové
mříže brzdí pohyb elektronů. Tím vzniká odpor, který klade yodič
elektrickému proudu.

Počet volných elektronů v objemové jednotce a střední kinetická
energie se nemění s teplotou. Ze zkušenosti je známo, že odpor kovů
závisí na teplotě. Je tedy nutno předpokládat, že změna elektrického
odporu v závislosti na teplotě musí být způsobena změnou střední
volné dráhy vlivem teploty. Velikost amplitudy kmitajících iontů bude
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tím větší, čím vyšší je teplota; kmitají-li pak ionty s větší amplitudou,
snižuje se střední volná dráha elektronů a odpor roste.

Vznik Jouleova tepla připrůchoduelektrickéhoprouduvo
dičem vysvětluje elektronová teorie tak, že při srážce pohybujících se
elektronů s ionty odevzdají elektrony iontům jistou část své kinetické
energie, kterou získaly v elektrickém poli. Vlivem této energie zvětší
se amplituda iontů, a tím vzroste teplota vodiče.

Z praxe je známo, že kovy jsou nejen dobrými vodiči elektřiny, ale
1dobrými vodiči tepla; dielektrika naproti tomu špatnými vodiči nejen
elektřiny, ale i tepla. Poněvadž kovy mají volné elektrony, kdežto
dielektrika nikoli, možno předpokládat, že také tepelná vodivost je
podmíněna volnými elektrony. Proces vedení tepla si můžeme před.
stavit tak, že volné elektrony na ohřívaném konci vodiče nabývají
větší rychlosti. S ohledem na jejich velkou rychlost nenarážejí jen na
blízké ionty, ale dostanou se i k iontům vzdálenějším. Při srážce s ionty
odevzdají jim kinetickou energii, a tím se umožňuje rychlý a dobrý
přenos tepla.

Emise elektronů. Volné elektrony mohou za jistých podmínek vyle
tovat z kovu. Má-li však elektron opustit hraniční oblast povrchu kovu,
musí překonat pole, které způsobuje, že elektrony jsou uvnitř kovu
uzavřeny jako v krabici. Práce která se musí spotřebovat k překonání
tohoto pole, je výstupní práce. Je patrno, že elektronmůže
vyletět za hraniční oblast kovu, jestliže jeho kinetická energie je větší
než výstupní práce. Při normální teplotě (kolem 20" C) má jen malá
část volných elektronů dostatečně velkou kinetickou energii, která by
stačila na vykonání výstupní práce, takže při této teplotě vystupuje
z Kovu jen velmi málo elektronů. Se vzrůstající teplotou roste rychlost
neuspořádaného tepelného pohybu elektronů, roste i kinetická energie
a nastává výstup většího množství elektronů a dochází k termo
e misi elektronů, která je např. využita u elektronových lamp.

Elektron může být uvolněn z kovu nejen zahřátím, ale i působením
světla fotoemise elektronů. VýkladfotoemisepodalEin
stein tak, že předpokládal, že záření pozůstává z „„atomů“'energie veli
kosti hv,kde 4 je univerzálníkonstanta, zvaná Planckova kon
stanta, rovná 6,625 10-**.Jms*avje frekvence světla.Tyto částečky
zářivéenergie (atomy energie)se z počátku nazývaly světelnými
kvanty, nyní se pro ně ustálil název foton. Kovem pohlcený
foton předá svou energii elektronu a jestliže je tato energie dostatečně
velká, tj. větší než výstupní práce, vyletí elektron z ozářeného kovu.
Pravděpodobnost, že by jeden elektron pohltil současně dva fotony je
velmi nepatrná. Dostává tedy každý uvolněný elektron svou energii od
jednoho fotonu. Neplatí zde však věta obráceně,že by každý po
hlcený foton musel uvolnit jeden elektron. Fotoemise je prakticky vy
užito například u fotočlánků.
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Jaroslav Pospíšil, ÚPOlomouc:

Elektronový mikroskop
(Dokončení)

2 Elektronový kondenzor (C),jehožúkolemje vytvořit
svazek elektronových paprsků žádaného tvaru (buď sbíhavý nebo rovno
běžný), kterým se ozařuje studovaný objekt (D). Poloha a lámavost
kondenzoru mají velký vliv na zvětšení a rozlišovací schopnost elektro
nového mikroskopu, na což je také nutno při sestavování elektronového
mikroskopu pamatovat. Osvětlovací soustava některých elektronových
mikroskopů koná svou funkci bez kondenzoru (obr. 3c).

Studovaný objekt (D)bývá připevněnk nosičiobjektu, jehož konstruk
ce je složitá, neboť musí jednak umožňovat velmi jemné posuvy objektu
ve vakuu, dále musí dovolovat jeho sklánění podle potřeby a konečně
umožňovat snadnou výměnu objektu ze vzduchu do vakua, aniž by
při tom vnikl vzduch do evakuovaného prostoru mikroskopu.

3. První zobrazovací čočka, zvaná objektiv (FK),která vytváří
středně zvětšený obraz (F) zkoumaného. objektu. Před objektem bývá
umístěna clona k zachycování rozptýlených elektronů (tím se zvětší
rozlišovací schopnost elektronového mikroskopu).

4. Druhá zobrazovacíčočka,zvaná projektiv (G), která ještě
dále zvětšuje obraz vytvořený objektivem.

5. Fluorescenční stínítko, nebo fotografická deska, nebo film, kde se
vytvoří konečný elektronový obraz (HM)studovaného předmětu.

Kazeta pro fotografické desky nebo filmý musí být konstruována tak,
aby ji bylo možno otvírat a zavírat i ve vakuu a aby dále bylo možno
1 vyměňovat exponované desky nebo filmy z mikroskopu, aniž by se
zhoršilo vakuum v evakuovaném prostoru mikroskopu.

Popsaná soustava tvoří vlastní elektronový mikroskop. Ten je upevněn
na podstavci, zvaném stůl mikroskopu, v němžje obvykle
umístěn čerpací systém elektronového mikroskopu a někdy i napájecí
zdroje. Čerpací systém, vytvářející vakuum asi 107%až 10—$mm Hg, je
zcela nezbytný k provozu elektronového mikroskopu. Napájecí systém
elektronového mikroskopu dává tato potřebná napětí: anodové vysoké
napětí ze speciálního generátoru, napětí k napájení elektronových čoček,
napětí ke žhavení katody a napětí k napájení fokusačníelektrody elektro
nového mikroskopu. Vyjmenované části doplňují pomocná zařízení,
k nimž patří zpravidla uzemnění, zvedací mechanismus mikroskopu a po
dobná zařízení,nezbytná k nerušené práci s elektronovým mikroskopem.

Za mateřskou zemi elektronového mikroskopu lze považovat Německo-
První průmyslově vyráběné elektronové mikroskopy se objevily koncem

413



roku 1939.První elektronový mikroskop v Sovětském svazu byl vyroben
v roce 1940. Jeho zvětšení bylo 10 OO0násobné. U nás, po úspěšném vy
řešení československékonstrukce elektronového mikroskopu, začala vy
rábět po druhé světové válce elektronové mikroskopy Tesla n. p. v Brně.
Svými vynikajícími vlastnostmi získaly si československé elektronové
mikroskopy za krátkou dobu uznání u nás i v zahraničí.

Přesto, že elektronová mikroskopie je obor poměrně mladý, pronikla,
už do mnoha odvětví vědy a techniky a přinesla mnoho významných
poznatků.

Obr. 5

Velkých úspěchů dosáhla elektronová mikroskopie v biologii. První
pokusy s elektronovým mikroskopem v biologii se datují již kolem roku
1943. Vědečtí pracovníci se pokoušeli studovat pomocí elektronového
mikroskopu složení bakterií. Malá rozlišovací schopnost světelného mikro
skopu neposkytla zpravidla možnost usuzovat ani na jejich vnitřní struk
turu. Obraz bakterie zhotovený elektronovým mikroskopem přesně
ukazoval na jejich složitou vnitřní strukturu. I takové detaily, jako jsou
bičíky bakterií, bylo možno objevit v elektronovém mikroskopu. V elek
tronovém mikroskopu se poprvé podařilo zobrazit povrchovou blanku
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bakterii. Dokonce se podařilo získat obraz bakterie opouštějící svou
blanku. Bylo možno též pozorovat dělení mikrobů a oddělování proto
plasmy od blány u některých bakterií.

Elektronovým mikroskopem byl také sledován účinek různých anti
biotik (penicilinu, streptomycinu, aureomycinu, cycloserinu aj.) na různé
druhy bakterii. Zjistilo se, že při použití některých antibiotik se bakterie
úplně rozkládají, zatím co jiná antibiotika porušují jen protoplasmu nebo
buněčnou blanku bakterie.

Pozoruhodným úspěchem elektronové mikroskopie bylo objevení do
sud neviditelných mikrobů, tak zvaných filtrabilních virů, jejichž exl
stence byla již dříve předpokládána. Filtrabilní viry jsou tak malé, že je
nemůžeme pozorovat ani v nejsilnějších světelných mikroskopech. Jsou
schopny bez potíží pronikat i nejmenšími póry filtrů, například porce
lánovýmifiltry, a proto dostaly název filtrabilní viry. Viry jsou původci
nebezpečných chorob člověka, živočichů a rostlin. U lidí způsobují ne
moci jako chřipku, neštovice, vzteklinu, spalničky, dětskou obrnu. U ži
vočichů způsobují vzteklinu, slintavku a jiné choroby. Viry též napadají
brambory, tabák, rajská jablíčka, ovocné stromy a jsou příčinou krou
cení, sevrkání a konečně odumírání listů, dřevnatění plodů, odumírání
a zakrnění celých rostlin.

Elektronovým mikroskopem se zkoumaly bakteriofágy. Zjistilo se,
že některé bakteriofágy jsou velmi malá kulatá tělíska s dlouhým bičíkem.

Na rozdíl od světelného mikroskopu je možno v elektronovém mikro
skopu pozorovat zatím jen mrtvá těla bakterií, neboť ani jediná živoucí
bytost nevydrží vysoké vakuum mikroskopu. K tomu ještě přistupuje
smrtící účinek elektronových paprsků. Často se využívá toho, že v elek
tronovém mikroskopu je možnopozorovat obraz také tehdy, je-li předmět
v plynu za dosti vysokého tlaku. Je pouze třeba, aby plýn byl soustředěn
v přímé blízkosti zkoumaného předmětu.

Elektronovým mikroskopemmůžemetaké zkoumat strukturu různých
tkání živočichů a rostlin, strukturu kostí, zubů apod. Na obr. 5. je vyobra
zena struktura povrchu mladého zubu štěněte. Snímek byl pořízen elek
tronovým mikroskopem při zvětšení 10 O00násobném.

Elektronový mikroskop se také uplatnil v jiných přírodních vědách
(v chemii, fyzice apod.). S velkým úspěchem byly studovány velmi malé
částice, tzv. koloidy, dále kovové prášky různého druhu, saze, prach
a podobně. Pečlivým pozorováním se podařilo zjistit velikost a tvar
těchto částic. Podrobným zkoumáním kouře a prachu se hledá cesta, jak
lépe chránit zdraví zaměstnanců některých průmyslových závodů a oby
vatel měst. Na obr. 6 je snímek kouře spáleného zinku (kysličník zineč
natý), pořízený elektronovým mikroskopem se 40 O00násobným zvětše
ním.

Elektronový mikroskop se hodí ke zkoumání vzniku latentního obrazu
v citlivé fotografické emulsi, ke zkoumání technických vlastností kera
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mických výrobků aj. Pozorování skla ukázalo, že povrch skla je po vy
tažení ze sklářské pece, nebo po sejmutí s foukací píšťaly, nejhladším
známým povrchem, který ani pod elektronovým mikroskopem nevyka
zuje žádnou znatelnou strukturu.

Elektronový mikroskop umožnil pozorovat obrovské molekuly růz

Obr. 6
ných organických látek, jako je např. molekula hemocyaninu, která je
řádově velikosti 107%mm. Dokonalými elektronovými mikroskopy lze
pozorovat molekuly hemoglobinu a vaječného bílku řádově velikosti
1075mm, ba i částice velikosti 1077 mm (atomy Pb, C).

Elektronovým mikroskopem se sleduje mikrostruktura katalyzátorů
a různých sloučenin,makromolekuly proteinů, nukleové kyseliny a struk
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tura plastických hmot, studuje se složeníhlín, minerálů, struktura bavl
ny, hedvábí apod.

Dalekosáhlé využití má elektronový mikroskop v technice.V metalurgii
se studuje zejména povrch kovů. Nejdříve se zdálo, že zkoumání povrchů
kovů je možné jen pomocí emisních nebo reflexních elektronových mikro
skopů. Později se však podařilostudovat tlusté vrstvy kovu také pomocí

Obr. 7

procházejících elektronových paprsků, tedy pomocí prozařovacích mik
roskopů.Tohobylodosaženoužitímmetody otisků (replik). Otis
kem se nazývá kopie studovaného povrchu kovu, která se získá tím, že
povrch kovu pokryje vrstvičkou nějaké látky, například koloidem, kře
menem, kysličníkem téhož kovu a podobně. Tuto vrstvičku, aniž ji po
rušíme, zvláštním způsobem oddělíme od kovu. Oddělená vrstvička je
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otiskem povrchu kovu a mohou jí snadno pronikat elektronové paprsky.
Průchodem elektronových paprsků replikou nastane v ní na různých
místech různý rozptyl, takže na fluorescenčním stínítku nebo na foto
grafické desce (filmu) dostaneme obraz, z kterého můžeme usuzovat na
strukturu povrchu příslušného kovu. Studiem vrstev hliníku bylo na
příklad zjištěno, že tyto vrstvy jsou bez jakýchkoliv otvorů. Rychlé elek
trony mohou pronikat mezi atomy a molekulami takové vrstvičky, aniž
ji poškodí. Větším a pomalejším částicím, například molekulám kyslíku,
je cesta přes takovou vrstvičku uzavřena. Tím se vysvětluje pozoru
hodná odolnost hliníku proti korozi. Tím, že se hliník pokryje vrstvičkou
kysličníku, zabrání dalšímu přístupu molekul kyslíku zvenčí. Jiné je to
u vrstev kysličníku železa. Vrstvy kysličníku železa jsou doslova posety
otvory, kterými mohou molekuly kyslíku snadno pronikat, slučovat se
s železema vytvářet stále silnější vrstvu rzi. Tak bylo objeveno navlast
nostech stavby tenkých vrstev kysličníku hliníku a železa tajemství velké
odolnosti hliníku a malé odolnosti železa proti korozi. Na obr. 7 je zobra
zen povrch hliníku leptaný kyselinou solnou.

Metody otisků se užívá i ke studiu povrchu hotových kovových vý
robků, jako jsou např. různé součástky strojů.

Pozoruhodných výsledků bylo dosaženo také jinou metodou. Ke stu
dovanému povrchu se pod velkým tlakem (asi 250 atmosfér) a za teploty
kolem 160“C přitiskne prášek zvláštní látky, zvané polystyrol. Po
zchladnutí vytváří polystyrol kompaktní hmotu. Kov se rozpustí v ky
seliněa polystyrolová vrstva se oddělí. Na té straně, která byla obrácena
ke kovu, se působením velkého tlaku otisknou všechny nerovnosti povr
chu kovu. Na polystyrol se konečně nanese tenká vrstva křemíku, která
má po oddělení polystyrotu výstupky a důlky přesněodpovídající důlkům
a výstupkům na povrchu kovu. Elektrony procházející křemenným otis
kem se různě rozptylují na různých jeho místech, takže vytvářejí na
fluorescenčním stínítku, nebo na fotografické desce (filmu) obraz odpo
vídající struktuře povrchu kovu.

Pomocí elektronového mikroskopu byly odhaleny jemnérozdíly v sub
mikroskopické struktuře oceli a litiny. Elektronový mikroskop umožnil
podrobné studium pochodů při kalení a popouštění. Pozorování elektro
novým mikroskopem se ovšem neomezuje jen na ocel a železo, ale při

PN?
náší praktické výsledky 1při studiu nejrůznějších slitin a lehkých kovů.
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Kamil Kraus, Ejpovice:

Ferromagnetismus z hlediska moderní fyziky
(Dokončení)

Od r. 1935, kdy byla v německém znění Fyzikálního časopisu Sovět
skáho svazu uveřejněna stěžejní práce autorů Landau a Lifšice, o níž se
opírají všechny další práce o doménových strukturách, byla provedena
celá řada studií na krystalech křemikového železa.

Obr. 2. Néelův řez. Obr. 3. Lístková struktura na rovině
(100) krystalu Si-Fe, zvětšeno 240x.

Obr. 4. Obr.5.Struktura„„jehličnatéhostromu“na© Struktura„„krajková““narovině110
krystalu S1-Fe,zvětšeno 240x. krystalu Si-Fe, zvětšeno 240x.

Železo,které krystaluje v soustavě kubické, má tři směry snadné mag
netizace. Jsou značeny indexy [100], [010], [001] a jsou totožné s hrana
mi krychle a směry nesnadné magnetizace - směry stěnové úhlopříčky
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značené indexem [110] a tělesové úhlopříčky [111]. Pro studium doméno
vých struktur na krystalech Si-Fe byl z krystalu vyříznut vzorek zcela
zvláštním způsobem. Horní a dolní povrch vzorku je tvořen rovinami
(100), boční stěny jsou roviny (110) (obr. 2). Takto upravený vzorek je
označovánjako Néelů v řez. Hlavní doményvznikajícína rovinách,
(100)jsou lístkovité a každá z nich je magnetována ve směru snadné
magnetizace (obr. 3). Kromě hlavních domén vznikají na Néelově řezu,
ještětrojúhelníkovédoménytvaru klínu,označenéjako G-domény,
které způsobujíuzávěrmagnetickéhotoku a nazývají se proto uza ví
rací domény. Jsou magnetoványve směrusnadnémagnetizace.
Matematicky lze dokázat, že vytvořením uzavíracích domén tohoto
typu sníží se ještě více celková energie systému.

Je-li povrch krystalu mírně odkloněnodkrystalografické roviny (100),
vznikátypickádoménovástruktura„jehličnatého stromu“
(obr. 4). Kmen stromu odděluje dvě domény, které jsou magnetovány

kAEVObr.6.Uzavíracídomény-„dýky“| Obr.7.Uzavíracídomény| „dýky“
na krystalu Si-Fe zvětšeno 240x. na krystalu S1-Fe,zvětšeno 240x.

v opačných smyslech, je tedy tvořen 180“ - stěnou. Větve stromu jsou
tvořeny uzavíracími doménami.

Doménové struktury, které vznikají na bočních stěnách Néelova
řezu, jsou většinou velmi složité a nazývají se „krajky“ (obr. 5).
Mnohé z nich dosud nebyly vysvětleny.

Řekli jsme již, že tvar a velikost elementárních domén závisí na mnoha
činitelích, především na přítomnosti nečistot a pnutí. Poněvadž přítom
nost nečistoty uvnitř hlavní domény by vedla k podstatnému zvýšení
magnetostatické energie systému, vytváří se kolem ní uzavírací domény
tvaru „dýky“ (obr. 6, obr. 7), které zabraňují zvýšení této energie.
Pnutí pak je charakterizováno neuspořádanou strukturou bez jakékoliv
symetrie (obr. 8).

Je nepopiratelné, že pro specifikaci jednotlivých typů doménových
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struktur jsou výsledky získané na monokrystalech velmi důležité, avšak
teorie doménových struktur nabude plného významu, bude-li aplikována
na vzorky materiálu, s nimž se setkáváme v technické praxi, tedy na
vzorky polykrystalické. Struktury nalezené na vhodných vzorcích, po
dávají informaci o orientaci zrn polykrystalického vzorku. Mají-li sou
sední zrna přibližně stejnou orientaci, pak struktury jsou často spojité
z jednoho zrna na druhé (obr. 9).

Studium polykrystalických vzorků podává rychlým způsobem obraz
o magnetických vlastnostech sledovaných materiálů na jedné straně,
na druhé straně získáváme z rozborů doménové struktury informace
o činitelích, které způsobily lepší či horší magnetické vlastnosti materiá
lu, tedy na základě těchto údajů je možné opravit technologický postup
výroby daného materiálu.

Obr.8.Strukturaneuspořádaná,| Obr.9.Strukturanapolykrystalio
charakterizující pnutí na. krystalu kém vzorku S1i-Fe,zvětšeno 240x.

Si-Fe, zvětšeno 240x.

Zdvěr

V článku jsme uvedli základy výkladu ferromagnetismu z hlediska
soudobé fyziky, který je založen na dvou předpokladech P. Weisse:
existenci silného vnitřního molekulárního pole a existenci elementárních
domén zmagnetovaných do nasycení bez vlivu vnějšího pole. Na zá
kladě Weissových domén vysvětlili jsme změnu magnetizace ferromag
netického tělesa dvěma procesy: a) změnou objemu domény, b) změnou
směru doménové magnetizace. V další části článku jsme uvedli několik
doménových struktur, charakteristických pro slitiny Si-Fe. Zpracovaná
látka má sloužit především k doplnění látky o podstatě magnetismu,
probírané v učebnici fyziky pro odborné školy. —
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Dr. Kliment Šoler, ČVUTPraha:

Stavba atomového jádra

(Dokončení)

Model jádra atomu

Pokusy o vytvoření modelu atomového jádra jsou již staršího data.
Ze základních stavebních kamenů jádra (nukleonů) je již poměrně dlou
ho znám proton. Je to jádro lehkého vodíku £H. Jeho náboj je jednotko
vý základní kladný kvantový náboj. Je stejně velký jako náboj elektronu,
ale má kladné znaménko. Jeho hmota je přibližně rovna hmotové jed
notce?).

Původně byly za stavební jednotky atomového jádra považovány
protony s kladným elementárnímnábojem a elektrony se
záporným elementárním nábojem. Jejich kombinací je možno teoreticky
vysvětlý hmotu i náboj každého atomového jádra. Tento předpoklad
však vedl k velmi četným rozporům s experimentálně získaným mate
riálem.

Plně vyhovující model stavby atomového jádra bylo možno vytvořit
až po objevudruhéhozákladníhonukleonu,neutronu. Neutron
má asi stejnou hmotu jako proton, ale nemá elektrický náboj. Právě
tato okolnost způsobila, že byl objevem Chadwickem teprve v roce 1932.
Téhož roku vyslovil sovětský fyzik D. Ivaněnko předpoklad, že základ
ními stavebními kameny jader atomů jsou protony a neutrony, pro něž
bylo zavedeno společnéoznačenínu kle on y. Tento model atomu dále
propracoval známý německý fyzik Heisenberg. V jádře atomu ŽR je
zřejměZ protonů, které mu dávají jeho kladný náboj a N = A —Zne
utronů, které doplňují jeho atomovou hmotu. Označíme-liproton písme
nem » a neutron písmenem 1, lze psát

2R=T.p+ (A—4).n
Z toho, že jádro atomu se skládá z protonů a z neutronů lze snadno

vyložit skutečnost, že u lehkých prvků A —=22, u těžkých prvků A >>22.

2) Jako hmotová jednotka se v chemii označuje jedna šestnáctina hmoty
atomu kyslíku (tak, jak se vyskytuje v přírodě).Protože se ukázalo, že kyslík
má několik izotopů, jež jsou v přírodním kyslíku smíšeny, je fyzikální hmo
tovou jednotkou jedna šestnáctina hmoty atomu izotopu kyslíku O 16.Hmo
tová jednotka činí 1,660 . 10—*"kg.
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Mezi každými dvěma nukleony působí totiž přitažlivá síla podle Newto
nova gravitačního zákona

MM
72

K=x

kde m, a m, značí hmoty nukleonů, 7 jejich vzdálenost a « je konstanta
gravitačního zákona. Tato síla je však poměrně značně malá.

Více se uplatňuje odpudivá elektrická síla, působící mezi každými
dvěma protony, která je dána Coulombovým zákonem

l «.e l N.mF = =; = 9.10?
484 7 48 © 9.10 | C? |

Čím více tudíž bude v jádře protonů, tím více se budou uplatňovat
tyto Coulombovy odpudivésíly působící mezi nimi, což je stav pro trva
lou existenci protonů v jádře nepříznivý. Tyto odpudivé síly mohou být
částečně vyrovnány (vykompenzovány) nadbytkem neutronů v jádře.
Proton a neutron se navzájem přitahují a tyto přitažlivé síly mohou při
spět ke stabilitě atomového jádra. Protože A = Z + WX,je pro lehké prv
ky nejstabilnější stav, při němž N = Z, tudíž A — 22. Pro těžší atomy
se začnou rušivě projevovat Coulombovy odpudivé síly působící mezi
protony, jež se musí kompenzovat nadbytkem neutronů (Z < N). Bude
tudíž s rostoucím Z rozdíl N — Z stále větší, takže A > 2Z. 8 rostou
cím Z tudíž rozdil A — 2Z stále roste. Snadnosi to ověříme na několika
atomech prvků

MH :A=1l Z —=1 N=0

sHe:A=4 Z=2 N=2

387 :A4=28 Z=92. N= U46.
Dvě nebo více atomových jader, která mají stejný počet protonů ozna

čujemejakoizotopy (Z, = Z),),různá jádra, která mají stejný počet
nukleonů (44 —A;)se označují jako iz o ba ry a různá jádra se stejným
počtemneutronů(N;= N;) jakoizotony.

Je pravděpodobné, že nukleony nejsou v jádře umístěny náhodně, ale
že v něm jsou určitým způsobem seskupeny. To, že při radioaktivním
rozpadu atomů vznikají alfa částice (kladná jádra heliová= 2
protony + 2 neutrony) nasvědčuje tomu, že dva páry (neutron +-proton)
tvoří již v jádře atomů samostatné seskupení, které je velmi stálé. Po
tvrzuje to také okolnost, že jádra atomů, pro něž A = 4 k(k = libovolné
celé číslo), jsou velmi stabilní.

Při radioaktivním rozpadu se jedná o procesy, které probíhají přímo
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v jádře atomů. Alfa částice vzniká tím, že se taková skupina dvou proto
nů a dvou neutronů uvolní z jádra.

Také beta záření (tj. proud elektronů)vznikápřiradioaktivním
rozpadu dějem probíhajícím v jádře atomu. Beta paprsky nejsou tedy
elektrony z elektronového obalu atomu. Při vzniku beta záření dochází
v jádře radioaktivního prvku k přeměněneutronu v proton a elektron.
Elektron však nemůže existovat uvnitř jádra a objeví se proto vně jádra.
Děj lze vyjádřit rovnicí

neutron —>proton + elektron

Vznikpozitronů (kladněnabité částicetéžehmoty jakoelektron,
ale opačného náboje, které vznikají při rozpadu některých uměle vy
robených radioaktivních látek), vysvětlujeme podobně procesem

proton —>neutron + pozitron

Aby nebyla porušena platnost principu zachování energie a principu
zachování hybnosti (impulzu), je nutné předpokládat při těchto přemě
nách ještě vyslánívelmimalé neutrální částice,zvané neutrino, pro
kterou se užívá označení v.

Tyto děje probereme později podrobněji v samostatném článku.

Hladinový model jadra

Dá se čekat, že nukleony budou v jádře podobně seskupeny do slupek,
jako elektrony v elektronovém obalu atomu. Zjistit a ověřit toto se
skupení je ovšem značně obtížnější, protože je nemůžeme z vnějšku tak
snadno prověřovat a ovlivnit. Přes to se studiem výskytu jednotlivých
atomů a jejich izotopů podařilotuto stavbu zjistit. Tak vznikl hla di
nový model atomového jádra.

Hladinový model atomového jádra předpokládá, že nukleony jsou
v jádře atomu uspořádány do uzavřených slu pek. Na každé slupce
jsou pouze nukleony určitého druhu a může jich tam být nanejvýš určitý
maximální počet. Je-li určitá slupka nukleony zcela naplněna, představu
je výsledné seskupení (konfigurace) neobyčejně stálý (stabilní) atom.

Experimentální materiál vede k závěru, že protony i neutrony tvoří
své vlastní slupky, které mohou obsahovat-pouze určitý maximální počet
těchto nukleonů. Maximálnímožný počet je přitom dán tzv. magic
ký mi čísly, která jsou dána posloupností 0, 2, 6, 8, 14, 20, 28, 40,
50, 70, 82, 112, 126.

Posloupnost tuto je možno rozdělit na dvě části:
1. malá magická čísla, která jsou dána posloupností 0, 2, 8, 20, 40, 70,

112;
2. velká magicka čísla, která tvoří posloupnost 0, 2, 6, 14, 28, 50, 82,

126.
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Nějaký obecně platný jednoduchý vytvářecí zákon pro tyto posloup
nosti dosud nebyl nalezen. Určitá zákonitost se však ukáže, tvoříme-li
postupně rozdíly členů této posloupnosti. Vydělíme-li čísloobou posloup
ností dvěma a tvoříme-li postupně jejich diference, dostaneme tabulku

Malá magická čísla

Posloupnost O0 1. 4 10 2 35 56
1. diference l 3 6 10 15 21
2. diference 2 3 4 5 6

Velká magická čísla

Posloupnost | O0 1 3.7 14 25 41 63
1. diference l 2 4 7 11 16 26
2. diference 1 2 3 4 5 6

Takvznikl hladinový model, kterýpředpokládá,ženukleony
každého druhu jsou rozděleny do slupek tak, jak je uvedeno v následu
jící tabulce. Čísla uvedená v tabulce vyjadřují maximálně přípustný
počet nukleonů v jednotlivých slupkách označených římskými číslicemi
(sloupec druhý) a z toho vyplývající maximálně možný počet těchto
nukleonů v jádře (třetí sloupec), které má tuto slupku plně obsazenu.

Počet částic
Slupl

P veslupce celkem

I 2 2
II 6 8
Il a 6 14

III : 6 20
III a 8 28

IV 22 50
V 32 82

VI 44 126
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Jádra, u nichž je počet protonů nebo neutronů vyjádřen magickým
číslem, jsou v přírodě nejvíce rozšířeny a tvoří také největší počet izoto
pů případně izotonů. Ukážeme si to na několika příkladech. Pro jasnost
je u atomů vedle dvou obvyklých indexů uveden ještě třetí vpravo
nahoře,který udávátzv. neutronové číslo, tj. početneutronů
obsažených v jádře atomu.

Například:

Izotop He“ má zaplněnou první slupku protonů i první slupku neutro
nů. Představuje 99,9999 % helia vyskytujícího se v přírodě.

Irotop "340"má zaplněný první dvě protonové i první dvě neutronové
skupky. Tvoří 99,757 % kyslíku přicházejícího v přírodě.

Izotop $Ca“*je poslední stabilní izotop se stejným počtem protonů
i neutronů. Tvoří 99,96 % vápníku přicházejícího v přírodě.

Izotop BK" tvoří 93,30 % tohoto prvku v přírodě.
Izotopy s magickými čísly mají také větší vazebnou energii nežli

sousedníatomy Mendělejevovysoustavy. Nápadnéje to zvláště u lehkých
izotopů 2He*a '30", ale ukazuje se to i u těžších jader, na příklad

S80, BNV, BZr*6,SNO, 4806, BDP,
Také počet stabilních izotonů, u nichž je neutronové číslo vyjádřeno

magickými čísly, je poměrně značný. Existuje například šest stabilních
izotonů, pro které N = 50

86 T75087 D75088,50 8950 90/750 927,50
s6LíT , a740"", 3897 sa9 E >4027 >44M0

a sedm izotonů s N = 82
136 W82138 D82 1397-82 140/Y,82 141 D,82142A7,782 144,82
pake) 60DU > 670W > o8U© > bob T > oolA > 6290 

Tyto prvky tvoří nejpočetnější známou skupinu izotonů.
Z toho, co bylo uvedeno, je patrno, že i při stavbě jádra atomů se

ukazují zákonitosti obdobné zákonitostem pro výstavbu jejich elektro
nového obalu. Zákonitost však má jiný charakter a periodicita jevů je
zde vyjádřena jinými čísly. Je to dokladem bohatosti forem projevů
hmoty, kterou tak pěkně předpověděl Lenin již před půl stoletím.

Vedle mechanického popisu sestavení atomu je důležité znát také
jaderní síly, které drží jádro pohromadě a jejich podstatu. K této otázce
se obrátíme v dalším článku.

Koncem března zemřel po těžké chorobě dlouholetý člen a činovník
Jednoty čs. matematiků a fyziků a přispěvatel Rozhledů matematicko
fyzikálníchVilém Lam parter, učitelstředníchškolv Brně.

Čest jeho památce!
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zikdlní zaujímavosti

Prof.Dr. Ján Vanovič, Bratislava:

O niektorých vlastnostiach kvapiek

Iste si každý z vás povšimol, že pri vonkajšej nižšej teplote sa vnútor
ná strana okennej tabule zarosí, čo značí, že sa pokryje malými vodnými
kvapóčkami. Okno vyzerá ako z matného skla, kým sů kvapóčky na
začiatku temer rovnaké a pomerne velmi malé (obr. 1). Postupom času
a při pokračujúcej kondenzácii vodných pár, obsiahnutých vo vzduchu,
niektoré kvapky rastů rýchlejšie a stávajů sa dobre odlišitelnými od
ostatných kvapočiek, které vo svojom vývoji ako by byli zaostali

Obr. 1 Obr. 2

(obr. 2). A nakonec kvapky, ktoré najviac zváčšili svoj objem sa na skle
neudržia a stekajů dolu okennou tabulou, zanechávajúcza sebou „,rie
čište““,zbavené vodných kvapóčiek (obr. 3).

Je to bežne pozorovatelný úkaz. Zamyslel sa však niekto z vás o prí
čine jeho priebehu? Vyýsvetlenieopísaného bežného zjavu predpokladá
znalosť istých vlastností kvapák. A možno z neho robiť uzávery i na
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iné úkazy. Venujme preto pozornosť uvedenému bežnému a možno azda
povedať všednému zjavu.

Prečo sa menia pary na kvapky a nie na súvislů kvapalinu? Vieme,
že v plynoch, alebo parách konajú částice látky - molekuly -neusporiada
né tepelné pohyby. Velkosťpriemernej rýchlosti tepelných pohybov mo
lekúl, závisí od teploty. Prítomnosť prachových teliesok, alebo iónov
spósobuje, že molekuly ich okolia strácajú rýchlosť. V tých polohách sú
preto miesta nižšej teploty. Tu zrážajůce sa molekuly uviaznu vo vlast
ných silových poliach (molekuly sa navzájem priťahujú), pretože po
odraze nemajů už dostatočnů pohybovů energiu, ktorá by ich vzdialila
z dosahu pósobenia príťažlivých síl. Mohli by sme povedať, že molekuly
nemajů únikovů rýchlosť, ktorý pojem je známy v súvislosti s raketami.
Napred sa vytvori molekulové dvojča (dve spojené molekuly) a potom
k ním pribůdajúůďalšie molekuly, ktoré uviazli v silovom poli vytvárajů
cej sa velmi malej kvapóčky.

Taký je priebeh kondenzácia i na
skle. Preto sa sklo, zvonku ochlade
né, pokrývá množstvom velmi ma
lých kvapóčiek.

Molekuly kvapóčky sa navzájom
priťahujú i v smere povrchu a tým
spósobujů, akoby bola kvapka obale
ná akousi blanou. Napátie tej blany,
ako napátie nafúknutej duše spó
sobuje, že sa kvapóčka usťaluje do
gulového tvaru. Stlačenímk vapóčky
sa táto deformuje, nadobůda váčší
povrch. Pri uvolnení sa však hned
vracia do povodného tvaru, vyrovná
ním sa napátia povrchovej blany. Obr. 3
Na zváčšenie povrchu kvapky bolo
potrebné vykonať prácu stlačením, táto práca sautajila vo zváčšenom
povrchu deformovanej kvapky ako povrchová energia. Pri odstránení
príčiny stlačenia, utajená práca (ako povrchová energia) sa zas uvolňuje
a kvapka nadobůda povodný tvar. S povrchom kvapkyýteda sůvisí po
vrchová (kapilárna) energia.

Keď sa stýkajů dve kvapky, zlejú sa. Prečo? Dve kvapky majů sůčet
povrchov váčší, ako jedna kvapka, ktorá vznikne ich zliatím. Preto
prebieha zlievanie stýkajúůcichsa kvapák samovolne. Pritom sa zmenšuje
energia o pokles povrchovej energie. Na základe tohto deja vzniká
z kvapák súvislá kvapalina, pretože je sústavou menšej energie, ako to
bolo vtedy, kým bola v jednotlivých kvapkách.

Na zarosenom skle sů však nestýkajúce sa kvapky, prečo teda jedny
rastů rýchlejšie ako druhé? Kvapky sú na strane, kde je teplejší vzduch
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a preto sa odparujúů.V dósledku toho kvapky nie sů stálými útvarmi.
Kvapky mali bý sa stabilizovať, keby sa nachádzali v nasýtených vod
ných parách. Ale ani tak sa nestabilizujů, pretože nad menšími kvap
kami majů pary pri rovnakej teplote vyššie napátie, ako nad kvapkami
váčšími a menej zakrivenými.

V dósledku rózného napátia nasýtených pár nad kvapkami odlišnej
velkosti, nachádzajů sa váčšie kvapky vlastne v parách presýtených.

Menšie kvapky sa rýchlejšie odparujú a ich nasýtené pary kondenzujů
do váčších kvapák, nad ktorými je napátie nasýtených pár menšie. Tak
sa menšie kvapky postupne strácajů a váčšie kvapky naproti tomu zas
narastajú. Menšie kvapky vlastne destilujů do kvapák váčších a tak sa
zlievajů i kvapky, ktoré sa nedotýkajů. Taký proces prebieha na póvodne
rovnomerne zarosenej okennej tabuli.

Rózne velké kvapky nemajů rovnaků stabilitu. Pretože objem rastie
s trefou mocninou polomeru a povrch s druhou mocninou polomeru, sú
malé kvapky útvarmi váčšej energie v pomere k objemu ako kvapky
velké, pretože ich povrch a povrchová energia sů váčšie v pomere k obje
mu ako u kvapák velkých. V prírode platí však pravidlo, že sůstava je
tým stálejšia, čím má menšiu energiu. Samovolný priebeh prírodných
dejov je taký, že sa pritom zmenšuje energia sústavy.,Preto sů i kvapky
vynaliezavé a ak sa nemóžu zlievať pretože sa nestýkajů, nachádzajů
cestu, ako vytvoriť sústavu menšej energie, trochu zložitejšou cestou.

Destilácia menších kvapák do váčších prebieha napr. i v oblakoch.
Oblak je pritom miesto, kde vzniká kondezáciou vodnej pary množstvo
kvapóčiek vo vystupujúůcej,vodnou parou nasýtenej vzduchovej bubline.
Výstup vlhkého vzduchu je podmienený tým, že vodná para má hustotu
0,6 proti hustote suchého vzduchu (jednotkovej). Pretože vystupujúca
bublina dostává sa do polóh menšieho tlaku vzduchu, rozpína sa adia
baticky a tým sa ochladzuje a vytvárajů sa podmienky kondenzácie.
Vystupujúci průúdvzduchu udržuje kvapky oblaku vo výške, i keď sů
tieto špecificky ťažšieod vzduchu. Pri prudkej kondenzácil vzniká množ
stvo malých kvapóčiek, ktoré rýchle destilujů do kvapák váčších, v dó
sledku toho prudko narastajúcich. Tieto kvapky už vystupujúci vzdušný
průd neudrží a preto padajů k zemi vo forme prudkého dažda.

A keď sme sa už dostali k fyzikálnemu úkazu, ktorý nazývame obla
kom (mračnom), povšimnimesi, ako je tento úkaz prírody priamo klasioc
kým prikladom a dokladom tvrdenia dialekticko-materialistickej filo
zófie: Hmotná skutočnosť je v stálej premene, vývoji a pohybe, pričom
každá zmena je podmienená súvislosťami so stavom hmotných útvarov
okolia.

Mračno tvoria čochvíla iné kvapky, pretože sa existujúce kvapky
v istom okamihu jednak odparujú a jednak vznikajů nové kondenzačné
jadrá a okolonich sa formujú nové kvapky. Tie kvapky, ktoré pretrvajů
v niekolkých po sebe nasledujúcich okamihoch, menia stále polohu i svoju
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velkosť, pretože sa podla okolností alebo odparujů, alebo sa po zrážke
s inými kvapkami zváčšujů, alebo narastajů destláciou malých, miznů
cich kvapák do kvapák váčších. Je preto v svojej existenci mračno
len miestom vznikania a zanikania kondenzačných jadier vodnej pary.
Nemátrvalů stavbu a každý stav, ktorým je určenérozmiesteniea pohyb
okamžite existujúcich vodných kvapák, sa stále mení.

Podobnů dynamicků povahu má každá hmotná skutočnosť,no v mno
hých prípadoch nie je premenlivosťpristupná zmyslom (ako napr. u pev
ného skupenstva), takže sa zdá, ako keby existovali i predmety úplne
stále.

Různé

Tibor Szebényi, prom.fyz., Bratislava:

M. O. Dolivo-Dobrovolskij
(K 100. výročiu narodenia)

K najslávnejšímruským elektrotechnikompatrí Michail Osi.
povič Dolivo-Dobrovolskij, ktorého100.výročiena
rodenia si touto cestou pripomíname. Jeho hlavná zásluha spočíva v tom,
že prvý navrhol trojfázový systém striedavého průdu, ktorý je základem
súčasnej silnoprůdovej techniky a tento systém rozpracoval do najmen
ších podrobností. Ďalej zostrojil generátory, elektromotory a transfor
mátory striedavého průdu. Zaviedol trojfázový prúd aj do praxe a prvý
realizoval prenos elektrickej energie na velké vzdialenosti trojfázovým
průdom. Jeho zásluha pre elektrotechniku je obrovská.

Dolivo-Dobrovolskij sa narodil 2. 1. 1862 v Odese v rodine úradníka.
Po úspešnom skončení reálnej školy v Odese, Dolivo-Dobrovolskij začal
navštevovať v roku 1878 Rižský polytechnický inštitůt. Počas jeho
štúdia na inštitůte bolo obdobie velkých študentských nepokojov. Za
aktívnu účast v tomto hnutí bol v roku 1881vylůčený z inštitútu a zba
vený práv navštevovat vysoků školu v Rusku, čo bolo príčinou jeho
odchodu na elektrotechnické oddelenieDarmstadtského polytechnického
inštitútu. Po skončení inštitůútu Dolivo-Dobrovolskij začal pracovať ako
inžinier v nemeckej Všeobecnej elektrotechnickej spoločnosti (A.E.G.),
kde sa zanedlho stal spolupracovníkom riaditela tohto velkého závodu.

Dolivo-Dobrovolskij dáva točivému magnetickému polu talianskeho
fyzika Ferrarisa omnoho praktickejšiu formu tým, že zavádza rozdiel
fáz průdov v dvoch susedných cievkách 120“ miesto 90“, čím dochádza
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k trojfázovému prúdu. Taktiežrozpracovalspojenievodičov
tohto systému do hviezdy a do trojuholníka. V roku 1889Dolivo-Dobro
volskij demonštroval trojfázový průd europským elektrotechnikom, kto
rých pozvala firma A.E.G. Ešte váčší ból jeho však triumf na Frankfurt
skej elektrotechnickej výstave v roku 1891.Na výstave okrem systému
trojfázovéhoprůdudemonštrovalprenos elektrickej ener
gie trojfázovým průdom z Frankfurtu,na vzdialenosť178
km. Po tejto výstave ako v Európe, tak aj v Amerike sa začalo budovať
množstvo elektrární na prenos trojfázového prúdu.

Na Prvom všeruskom elektrotechnickom sjazde v Petrohrade v rokoch
1899—1900Dolivo-Dobrovolskij predniesol obsiahly referát O súůča s
nom rozvoji techniky trojfázového průdu. Vtom
to referáte hovoril o svojoj vynáleze nasledujůcimi slovami: „„Elektro
technická výstava v roku 1891vo Frankfurte nad Mohanom bola hlavne
preto dóležitá, že na nej prvý raz vystúpil verejne ako nový systém tzv.
trojfázový průd. Nehladiac nato, že točivé magnetické pole bolo zistené
prof. Ferrarisom 5—6 rokov predtým a malo svojich predchodcov, ne
hladiac na to, že pokusy N. Teslu a taktiež moje existovali už rok-dva
pred touto výstavou, musíme počítať rok tejto výstavy (1891) za rók
narodenia trojfázového průdu.“ V tom istom referáte velmi podrobne
opisal všetky výhody použitia generátorov striedavého průdu a motorov
založených na použití točivého magnetického pola a nový typ transfor
mátora, ktorý navrhol už v roku 1891, pre trojfázový striedavý prúd.
V referáte rozobral všetky doležité části trojfázového zariadenia a po
súdiac jeho klady prichádza k uzáveru, že „„detailnerozpracovaný systém
musí si vždy viac a viac získavať pole použitia a postupne si získavať
všetky odvetvia priemyslu“. Ukázalo sa, že Dolivo-Dobrovolskij mal
pravdu. Jeho vynálezy znamenali úplný prevrat v silnoprúdovej tech
nike a tvoria základ elektrotechniky dnešných dní.

Dolivo-Dobrovolskij previedol celý rad pokusov v technike elektric
kých meraní a zostrojilniekolkoprístrojov, ako je napriklad fá z o mer.
Tiež pod jeho nepriamym vedením bol rozpracovaný sposob získavania
hliníka z jeho-kysličníka, pomocou elektrolýzy pri vysokej teplote. V za
čiatkoch svojej vedecko-technickej práce v oblasti použitia elektrického
prúdu v prvej polovici 80-tych rokov Dolivo-Dobrovolskij, ako aj mnoho
iných elektrotechnikov, sa zaoberal galvanickými článkami a akumulá
tormi.

V posledných rokoch svojho života sa Dolivo-Dobrovolskij zaoberal
problémami prenosu elektrickej energie na vzdialenosť pomocou strieda
vého průdu vysoké napátia. Tento problém získava velků aktuálnosť
v našej dobe, kedy vznikla nutnosť prenosu elektrickej energie na velké
vzdialenosti.

Podla tvrdení jeho súčastníkov, Dolivo-Dobrovolskij mal neobyčajný
talent prednášatela. Prenikal v podstatu skúmaných javov nielen po
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mocou tých prostriedkov, kroté mu dávala matematická analýza, ale
vďaka schopnosti pochopit samotnů podstatu fyzikálných javov silou
svojej vynikajúcej intuície. Jeho rozhlad sa neohraničoval úzkou špecia
lizáciou, zaujímal sa aj o iné vedecké odvetvia.

Keď sa v Petrohrade zakladal Polytechnický inštitůt, prední ruskí
vedecko-technickí pracovníci sa pokúsili získať Dolivo-Dobrovolského
za vedúceho jednej z katedier tohto inštitútu. Dolivo-Dobrovolskij,žijúci
v tom časevo Švajčiarsku, bol ochotný sa vrátit do Ruska, ale objektívne
príčiny mu v tom zabránili. Rusko takto stratilo v osobe Dolivo-Dobro
volského, nie jeho vinou, vynikajůceho učitela, prvotriedneho vedca,
technika a vynálezcu. Nemci sa stále domáhali, aby Dolivo-Dobrovolskij
prijal nemecků príslušnost, no zbytočne, lebo až do konca svojho života
zostal verným synom svojej vlasti a na všetky podobné návrhy odpo
vedal: ,„Mojou vlasťou je Rusko a ja som ruským príslušníkom.““ V ro
koch 1909—1914 znovu pracoval v závode A.E.G. Potom odišiel do
Švajčiarska, odkial sa v roku 1919presídlil do Darmstadtu, kde zanedlho
zomrel.

Vysoká aktuálnosť jeho prác, radí Dolivo-Dobrovolského nielen za
jedného z predných elektrotechnikov svojho času, ale za elektrotech
nika majůceho v otázkach prenosu elektrickej energie na dialku vedůcu
svetovů úlohu.

Uranová ruda

Prvek uran je nejzajímavějším prvkem ze všech kovových prvků.
Byl objeven r. 1789 německým chemikem M. H. Klaprothem. Tento
prvek může být stroj-, pěti- i osmimocný. Jeho hmotové číslo je 238,07.
Je tudíž ze všech prvků, které se v příroděvyskytují ve formě rudy, nej
těžší. Klaproth ovšem netušil, jakou úlohu bude hrát uran v dějinách
lidstva.

Povšimněme si výskytu uranové rudy v cizině. Francie není bohatá
na uranovou rudu. Jen v Západní Bretani se vyskytuje uranová ruda,
ale jen sporadicky. Není nikterak kvalitní, neboť obsahuje velmi malé
procento kysličníku uraničito-uranového UO; (zpravidla se kvalita
uranové rudy hodnotí podle obsahu kysličníku uraničito-uranového).

Náklad na 1 kg kovového uranu obnáší tu asi 9000 franků. Můžeme
si tedy přibližně vypočítat kolik stojí Francii jedna atomová bomba,
s kterými se dělají pokusy na Sahaře. A k ceně uranu se musí připočíst
i náklad na ostatní příslušenství, jako atomový reaktor a jiné.

V USA nejsou na tom nikterak lépe. Uranová ruda se doluje v Horách
Skalistých a obsahuje průměrně 0,3 % U;0%.I zde si umíme vypočítat,
jaký fantastický náklad si vyžádá jedna atomová raketa s doletem
5000 km.

Podle článku z časopisu Die Atomwirtschaft, 1960. Inž. Dr. B.
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ROZHLEDY MATEMATICKO-FYZIKÁLNÍ

ROČNÍK 40 - 1961/62 ČÍSLO 10

Matematika

Jindřich Palát, Olomouc:

Archimedova metoda výpočtu
objemů rotačních těles

(Dokončení)

Podstata Archimedovy metody, sloužící k výpočtu objemů rotačních
těles, spočívá v uvedených čtyřechvětách. Praktické použití uvedených
vět k výpočtu objemů rotačních těles ukážeme na dvou příkladech. Pří
klady jsou zvoleny tak, aby ukázaly dvojí možnost použití zvláště věty 4.

Příklad 1. Vypočítejteobjem úseče rotačního paraboloidu, určené
rovinou kolmou k ose rotace.

Ř ešení. Rotační paraboloidje těleso,které vzniknerotací paraboly
kolem její osy. Jak známo, lze vyjádřit rovnicí y = ax* parabolu sou
měrnou podle osy y pravoúhlé souřadnicové soustavy. Chceme-li, aby
úseč rotačního paraboloidu měla výšku 4%a poloměr podstavy 7, musíme
požadovat, aby parabola určená rovnicí y = ax* procházela bodem
M (r, hh).Rovnice (3) pak nabude tvaru

y=—Ť. (4)

Úsečrotačního palaboloidu vznikne rotací části paraboly určené rovni
cí (4) a podmínkami 0 S y S h kolem osy y. Po vynásobení rovnice (4)
činitelem 7x7?dostaneme

yjwrž— ní? (5)

Na obr. 4 je znázorněna část paraboly a úsečka MM4. Rotací obrazce
OMA kolem osy y vznikne rotační paraboloid a rotací obdélníka OM,MA
kolem osy y vznikne válec, jehož výška a podstava je totožná s výškou
a podstavou úseče.

Zvolme libovolné y (0 S y S h) a veďme ve vzdálenosti y od počátku
rovinu kolmou k ose y. Uvažujme odpovídající si elementy určené touto
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rovinou. Každý z nich je kruh, jehož obsah v případě úseče je roven rx?
a v případě válce je roven zrr“.Přistupme nyní k vážení odpovídajících
si elementů úseče a válce, které provedeme takto:

Uvedeme osu y otočením kolem počátku o 90“ (obr. 5) do vodorovné
polohy a budeme ji považovat za dvojzvratnou páku. Počátek zvolíme
za osu páky. Vybraný element válce ponecháme na svém místě (tedy
ve vzdálenosti y od osypáky) a jemu
odpovídající element úseče zavěsíme | A M (r,h)
ve vzdálenosti 4 od O na druhém ra
meni páky. Element úseče zavěsíme
v těžišti (tj. ve středu kruhu). Z rov
nice (5) vyplývá rovnováha libo
volných dvou odpovídajícíchsi ele--—©(7X yo, ski
mentů takto zavěšených. Podle věty |4.docházímekzávěru,žeipřísluš- 1| My(r,0)
ná tělesa jsou v rovnováze. Protože o X
těžiště všech elementů úseče rotač
ního paraboloidu leží na přímce l (viz Obr. 4
obr. 5), leží i těžiště úseče rotačního paraboloidu na přímce /, která je od
osy páky vzdálena o 4. Jak víme z odstavce 2, je působiště váhy válce

h
vzdálenood osy páky o 2 Z rovnováhy těles plyne rovnost

P |777770i
| |o" Ír |

-NS +-— „—
„ X Á

/ y X iL |
i h V-L 3

! , '
: | l X

Obr. 5

h 1

kde V; znamená objem úseče rotačního paraboloidu a V, objem válce
o stejné výšce a podstavě. Vzorec pro objem válce známe, takže

l
Vy= 2 hur
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Příklad 2. Vypočítejteobjem rotačního elipsoidu, který vznikne
rotaci elipsy o poloosách a, b (a>b) kolem hlavní osy.

ešení. Elipsu umístíme tak, aby střed mělav počátku, hlavní osu
na ose « a vedlejší osu na ose y. Rovnice elipsy má tvar

2+- (6)X3

až

Rotační elipsoid vznikne rotací horní poloviny elipsy kolem hlavní
osy (tzn., že uvažujeme 0 S y Sb, —a S x Sa). Po vynásobení rov
nice (6) činitelem 7xa*b?dostaneme

ab? + ynaž = jra?b?
a po úpravě

2

aÉ E : + | = anb*. (7)

Y -„bR b 1M Ia"
y= b

y |

P x als X
k o —

o < DK
N | Y

Obr. 6

Na obr. 6 je znázorněna horní polovina elipsy, přímka, která má rovni
ci y = b, na ní ležící úsečka RM a dále přímka procházející počátkem

o rovnici y —— z a naníležící úsečka N.M.Rotací horní poloviny elipsya
kolem osy « vznikne rotační elipsoid. Rotací obdélníka SMRP válec
a rotací obrazce (složeného ze dvou shodných trojúhelníků) SMONP
dvojkužel s vrcholem v počátku.

Nechť tato tři rotační tělesa zaujímají polohu znázorněnou na obr. 6.
Veďme libovolným bodem x (—a S r S a) rovinu w,kolmou k rotační
ose. Řez roviny y s každým tělesem nám určí tři odpovídající si elementy.
Každý z elementů je kruh, jehož obsah se v případě elipsy rovná Jry?,

2

v případědvojkuželez E : a v případěválce 71b?.Váženíodpovídají
cích si elementů provedeme takto:
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Osu z považujeme za páku a počátek za osu páky. Vpravo od osy páky
ve vzdálenosti a zavěsme elementy dvojkužele a elipsy (obr. 7). Všechny
elementy zavěsme v těžišti (tzn. ve středech kruhů). Z rovnice (7) vy
plývá, že libovolný element válce je v rovnováze s elementy dvojkužele
a elipsy jemu odpovídajícími, jak je to znázorněno na obr. 7. Podle věty 4.
docházíme k závěru, že i příslušná tělesa jsou v rovnováze. Jak je vidět
z obrázku 7, platí v tomto případě a 0 a
rovnost KL = > M

Ma po úpravě

Vz = Vy — Vzg,

kde Vg je označení pro objem elip- * ;
soidu, Vy pro objem válce a Vx pro X /
objem dvojkužele. Protože Vg = “

a(Vxg+ Vg)= aVy 7 —
X fy (ex

.——a

1 2
= — Vy, dostáváme, že Vg= —Vy.3 s 9
Dosadíme-li za Vy = 2 anb?, dosta
neme

4

V = 3 nabž. id X

Cvičení.

1. Vypočtěte popsanou metodou objem kouleo poloměrur (7x = 3 "») v

Ukažte, že objem koule se rovná třem polovinám objemu válce, do něhož
je daná koule vepsaná. (Výsledek, jehož si Archimedes nesmírně vážil.)

2. Stejným způsobem vypočítejte objem úseku rotačního hyperboloidu,

vznikléhojá hyperbolyo poloosácha, bkolemosyz. Hyperbolaje určenaX2

rovnicí ——— “ = L; volte r = 0, výšku úseče A.

(Va= . a Z (3a+ h)
Literatura.

1. Archimedes, Werke. T. L. Heat-Berlin 1914.
2. Archimedes, V. F. Kagan Orbis-Praha 1953.
3. Matematika i pravdepodobnyje rassužděnija, G. Polya Inoizdat-Moskva
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Inž. Eduard Kriegelstein, Praha:

Úvod do integrálního počtu
(Dokončení)

Uveďme ještě dvě věty analogické větám diferenciálního počtu.
Věta 2. Násobící konstantu lze vytknout před integrační symbol.

Platí tedy
J k.f(r)dr = k. f f(x)dz

Můžeme říci, že integrál násobku funkce je roven násobku integrálu
funkce.

Věta 3. Neurčitý integral součtu několika funkci se rovná součtu
neurčitých vntegrálů těchto funkci.

Jine)+8e) + +4lolde=
Řede 4 Philax)dz+ + | (z)dz.

Ukažmesi užití obou vět na příkladech.
Příklad 6. Integrál | (5x*—4xž+ 3) dr vypočtemetakto

J (5x3—4x? +- 3) dr —| 5i*dr —[| 42%dr + | 3dr =

=5Jada —4fa*dr+3fdr=T— 0 +8a+0=
5 4 3 . .=“ -37 + 34+ c;(—00;00)

Příklad 7. Podobněupravímeně J (3sinz —4x2 ++z)de=sfanede—Jajedo+8Ž=—3 cosa—
-JE a +5lgl+o=—300x—ZRé +dlgld-+e

pro všechna z 74 0, tj. v intervalech (—00; 0) a (0; co).
Příklad 8. Počítáme-li | (3x*+- 2x —4) (5x — 6) dr, vynásobíme

nejprve oba mnohočleny a dostaneme

(3x%+ 2w — 4) (Bx — 6) — 15x%+ 102? — 20x — 1812 — 12x + 24 =
—=15x? — 81? — 32x + 24.

Pak je
J (3xž + 2x — 4) (5x — 6) dz =

= I5 | a*dr —8 | w*dx—32| x dr + 24 | dz =

= p —ŽP —160+ Mo+e
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pro všechna « z intervalu (—00; 00).
2

Příklad 9. Chceme-livypočítatj — = dx,nahradímeCOSX — Sin £

cos 2x — 0os*r — sine — (cos r —-sin r) (cos x — sin «). Integrova
ná funkce se tím podstatně zjednoduší. Dostaneme

| cos2x de—| Seen (cosr —sinZ)de=cos T — sinr Cos£ —sin

= J cos r dr + f sin ©dz —=sin ©— cos £ + c pro všechna

eb T + bn
dxsinŽr| COSŽT

Příklad 10. Při výpočtu | je třeba si uvědomit,

že v integrované funkci můžeme jednotku v čitateli zlom
sinžr| COS?*r

ku nahradit součtem druhých mocnin sinžr + cos?r = 1 a funkci roz
ložit na součet dvou zlomků a pak krátit

l sinžr — cosžr sinžr COSŽTsinžŽr| COSŽTsin2r.cosžrsinžr.cosžrSsinžr.cosžr
1 1

COS*T sin*r

Pak je

dr O dr + dr 4 cote xsinžr© cosžr| cosžrsingS“B6770.
Integrál je definován pro všechna zr, pro něž je současně sin z 7£ 0

a cos x 35 0.

Příklad Il. Počítáme-li[ 008" dr, nahradíme nejprve cos?5
1

kosinemjednoduchého úhlu podle vztahu 008? = T009 a zlo2

mek rozdělíme na dva zlomky. Pak je

jej z=$(fde+J00sdz)=
(©+-sinxr) + c“ =

pro všechna « z intervalu (—00; 00).
Příklad 12. Při úpravěintegrovanéfunkcev integrálu
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t
j S dzpostupujemetaktoV + cotg*r

COS X COS X COS T

cotg£ O sin £ M sin £ -Sne

Vi + cotg*r 1 COSŽT sine |- cose | I
sinžr sinžr |sin |

Je-lisin«>0,je|sinx|—sin«aintegrovanáfunkceTT vos =
—=cos x. To platí v intervalech (2kr; (2k + 1)m).

Pak je

OB z =[cosrdr=sinz+c
V + ootg*rJe-lisin©<0,je|sin| ——sin«aintegrovanáfunkceŘEP =

V + cotg*?r
—=— cos z. To platí v intervalech ((2£ + 1l)r; (2k + 2)r).

Hledaný integrál pak je
tS = —Joosrxdr= —snz+c.

n + cotg*r
Příklad 13. Určete primitivnífunkci F(z) =2

| 2x34,Xjestližepro©=—1 jeF(z)=3.
Vypočteme nejprve primitivní funkci jako v minulých příkladech2

F(g)=| Zde n4dxTŽ

re)=| (b-2+)aex x

F) =2jde—3| E pafode
4

F(e)= 24—3.lgl|—— +
Nyní do výsledku dosadíme za F(x) dané číslo3 a za r do pravé strany

rovnice číslo — 1. Z takto získané rovnice vypočteme integrační kon
stantu c.

8—=—2+4+ cE
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Hledaná primitivní funkce pak je

Fe)= 2 —8.lg|d—2+1
pro všechna z 7 0.

Cvičení.

E JE8,- 8. a1.fxdx.© 2.a*zdv.3.Ja.s(Fw
Vx Vx?

d Vzn x m 3,
5. famx dz. o | Ro 7. | Je de 8. [|3aždz.

a dr dz 2x dx

96.|- 10.4 a 11. |Vbm 3x3x* 5 75
12. f x(x — 1) (z + 2) dz. 13. f (2x + 3)*dr.

(z — 1)? 
14.z o. 15.[ (2x—1)*x dz.Vx

210.f(o—)ar11.(W—|?3)ae.18.— A z
x sin T — Cos £

sin2x x= dz. 20.z: 21.Jsn“—dr.
3sinžr — 4cos *r 

2 2

22. | tg*r dr. 23. j Ziněg<Go037 dz. 24.J (1+ cotg*r)dr.

25. Určeteprimitivní funkci F(r) — f (3 —4« + 5a?)dy, jestliže pro
10= —ljeF(z)= —.
3

26.UrčeteprimitivnífunkciF(r) = Jj ší dz, jestližepro 4 = —1
je F(x) = 4.

Výsledky.

Že z =0 2 ŽajátaorzoC k -étos.
3 32z +bo2>0. 41 sz +je >0.
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n X7 eo4>0n R
———————m1 C;X 0 6. ————m + 1n+l Va T č n— Il—mann.,

V «

mn mn
7. mž+ m—mn?—n + mnS Vam-nr ee > 0.

anx
9.—72 ber20.

8,O
8. > T V3x*+ c; pro všechna z.

(n — m) Vbxm

4 12 U10.—' 3%2>0.11.x/ 2+6;x>0.
+ 0;T 35“ 7+4

9 |3x*

12.1m + z- Až+ c; (—00;00)
13. 2x* + 12x? + 27x? +-27x + c; (—00; co)

14. aE (3x2— 20x + 15) + c; (0; 00)

Z XVx (280x3 — 540x? + 378x — 105) + c; (0; co).15. 318

16. a 2Zabx—břa—+-c;a 350.

3
17. z 7 —6x+ 3lg|s| T 0;x 0.

18.sin« + cose + cze 7 (3+ 4k)
19.2.snz + cx 3kn.

„cotgez+ c;z +7 (8+1o)© |
21. - (z — sin Ť£)+ 6; (—00; co).

22.iga—ataz% (2+ 1).

23. 3tgx + dootgxz+ 0; z*ký .

24. —cotez + ojezkn.

25. m 2xž+ 3x-+10.

26. 3 le |x| + 4x + 4.
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Inž. Vasil Čapla, Praha:

Vznik a vývoj reléových a elektronických
samočinných počítačů

(Dokončení)

Složení moderních čishcových samočinných počítačů

Většina moderních samočinných počítačů se v podstatě skládá ze tří
hlavníchčástí nebolijednotek.Jsou to: paměť, aritmetická
(operační) jednotka a řadič.

Paměť je zařízeníurčené k uchování počátečních hodnot, různých
konstanta jednotlivýchinstrukcí, tj. předpisů, podlenichž
stroj pracuje. Instrukce jsou dány tak, aby výstupní informace dávaly
odpověď na položené otázky, představující řešený úkol. Během výpočtu
se zaznamenávají v paměti informace zpracované strojem (mezi výsled
ky a transformované instrukce) a výsledek výpočtu.

Paměť se dělí na množství paměťových míst (buněk), kterým jsou

VSTUPoo T117Ni(27 0 |
P |
: PAMĚŤ |
EE Y

L6
ŘADIČIL Í “ OPERAČNÍJEDNOTKA

L F
ý

VÝSTUP

Obr. 2 Hradlové zařízení.

přiřazenačísla, zvaná adresy. V buňkách může být umístěno jedno
slovo, skládající se z posloupnosti znaků, jako číslic, písmen apod.

Aritmetická (operační) jednotka je ta částstroje,která
provádí aritmetické operace s číslya také nearitmetické operace, a proto
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ji říkáme operační jednotka, např. rozdělování slov na části, změny in
strukcí aj. Operační jednotka dokáže provést výkony, které se považují
za nejjednodušší prvky myšlení, např. srovnávat a nacházet společné,
neborozdílné znaky. Proto se někdy samočinným počítačům říká ,,m y s
lící stroje“, cožovšemnenísprávné.

Řadič zastupuje výpočtářea řídí chod celéhostroje, tj. práci arit
metické jednotky, přísun čísel do ní a odsunutí (záznam) výsledku do
paměti, dále přísun dalších instrukcí do řadičea činnost výstupu pomocí
hradlového zařízení (obr. 2).

Kromě výše uvedených tří hlavních částí neboli jednotek, obsahuje
každý samočinný počítač ještě mechanismy, nebo celá zařízení v stu
pu a výstupu. Prostřednictvímvstupních zařízení (me
chanismů)vkládáme do stroje číslaa instrukce, jimž říikámein forma
ce. Výstupní zařízení převádějívýsledky,získanévestrojido
„řečí“nebo tvaru srozumitelného obsluhovateli. Hlavní jednotky, vstup
ní a výstupní zařízení, jsou logicky spojeny signálními cestami.

2. Blektronické samočinné počítače

Již v r. 1941 se vyskytly návrhy na stavbu elektronických samo
činných počítačů. Takové návrhy dával Norbert Wiener a známý teo
retik samočinných počítačů A. M. Turing, který při příjezdu z Anglie
do Spojených států nabídl Johnu von Neumannovi postavení elektro
nického počítače. Turing projektoval již v r. 1936 stavbu číslicového
počítače a vytvořil novou teorii samočinných počítačů. Wiener věnoval
v r. 1940 mnoho času studiu diferenciálního analyzátoru, sestrojeného
Bushem. Zjistil, že tento stroj nelze nazvat univerzálním počítačem,
a proto navrhl sestrojení takových strojů, které by mohly řešit nejen
obyčejné diferenciální rovnice, nýbrž i ostatní početní problémy. Tyto
své úvahy sdělil Wiener Bushovi pro eventuální použití ve válce.

Roku 1944 se Wiener zajímal o stroj MARKI a ve svém životopise
„Jsem matematik““ píše: „S novějšími počítacími stroji, používajícími
relé, jsem se setkal na Harvardské universitě, kde jsem pracoval za
vedení H. Aikena. Aiken je tehdy vyvíjel pro vládu. Jeho práce na mne
udělala velký dojem a vyvolala můj obdiv. Aiken sám pokládal svou
práci za moderní provedení primitivních počítacích strojů, které před
100 lety konstruoval v Anglii Babbage. Byl jsem překvapen, že Aiken
byl úplně oddán myšlence relativně pomalých mechanických relé jako
hlavního nástroje mechanických počítacích strojů a nepřikládal velkého
významu rychlosti, kteřé bylo možno dosáhnout použitím elektronic
kých relé. Aiken nyní sám odložil toto omezení v přístupu k věci a stal
se jedním z nejaktivnějších a nejoriginálnějších vynálezců a konstruk
térů elektronických počítačů.““Aiken pak sestrojil elektronickou verzi
stroje MARKIIIa IV.
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Neumann (zemřelr. 1957) je považován za největšího teoretika elek
tronických samočinných počítačů. V r. 1941 formuloval základní rysy
moderních samočinných počítačů takto:

1. Stroj provádí a řadí operace samočinně.
2. Stroj si přetváří výpočtový program do něho vložený.
Již r. 1941 vypracoval Neumann projekt elektronického samočinného

počítače, který však byl dokončen až v dubnu 1952. Je to čtyřadresový
stroj, zaujímající plochu 1200 čtv. stop a mající příkon 50 kW. Sta
vební prvky: 3600 elektronek a 10 000 germaniových diod. Paměť tvoří
rtuťové zpožďovací linky o kapacitě 1024 slov. Vstup a výstup se dál
pomocí děrné pásky.

Aby bylo možno za druhé světové války zvládnout rozsáhlé výpočty,
zejména balistické, dalo ministerstvo národní obrany Spojených států
v r. 1943 příkaz k stavbě elektronického počítače. Projekt vypracovali
J. P. Eckert mladší a J. W. Mauchly. Stroj, který navazuje na způsob
stavby Aikenova Mark I, byl postaven v Moore School of Electrical
Engineering Pennsylvanské university a dostal název ENIAC, tj. Elec
tronic Numerical Integrator and Computer, což znamená Elektronický
číslicový integrátor a počítač. Tento stroj byl dokončen až v r. 1946,
tedy po ukončení druhé světové války a instalován u Balistické vý
zkumné laboratoře v Aberdeenu. ENIAC se skládal až z 18000 elek
tronek, k čemuž bylo třeba zvláštních chladicích zařízení a opatření
proti požáru, z 1500 relé, 70 000 odporů, 10 000 kondenzátorů a 500 000

přepínacích spojů. Sčítání trvalo 200 us (mikrosekund), násobení 2,8 ms
(milisekund), dělení 6 ms. Vstup se dál pomocí programovacích desek
a děrných štítků, výstup prostřednictvím děrných štítků. Stroj vážil
30 tun a zaujímal plochu 135 m*. Příkon 150 kW. Na dnešní dobu je to
dědeček a monstrum, neboť nové stroje jsou několikrát menší, až mi
niaturní. Tento stroj byl v provozu od r. 1947 do r. 1955. Roku 1957
byl rozebrán a uložen ve skladišti. Pro demonstrační účely sestavil jej
opět v r. 1958 washingtonský Smithsonův institut a National Science
Foundation dal zhotovit 3 kopie tohoto stroje. Problém štěpení"uranu
vypočítal ENIAC za 103 hodiny, zatím co školený matematik by po
třeboval 100 let k vyřešení problému.

Na základě zkušenosti se stavbou stroje ENIAC sestrojili Eckert a
Mauchly pro firmu Remington Rand velký samočinný počítač UNIVAC,
tj. Universal Automatic Computer - Univerzální samočinný počítač.
Tento stroj byl modernizován, a tak máme nyní UNIVACII a III.
K velkým strojům téže firmy patří též stroje UNIVAC-Scientific a
UNIVAC-LARC. Stroj UNIVAC-File patří ke středním strojům, zatím
co stroje UNIVAC 40, 60a 120 jsou malé stroje. U nich jak vstup,
tak i výstup a paměť mohou pojmout jen 4, 6 nebo 12 desetimístných
čísel. Známý je též malý stroj UCT (Univac Calculating Tabulator),
který doplňuje soupravu děrnoštítkových strojů Remington Rand(obr. 3).
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Ve Spojených státech je skoro100podniků,zabývajících
se stavbou samočinných počítačů. Největší z nich je však firma IBM,
která postavila elektronické počítače mnoha typů malých, středních
i-velkých. Firma IBM má své filiálky v 84 státech. Cena jednoho počí
tače IBM činí od 30 000 do 8 mil. dolarů a stroj STRETCH stojí ještě
i více. Podle ,,„sedmiletého plánu““ chce do r. 1965 IBM vyrobit 10 000
počítačů. Je však jisté, že toto číslo bude překročeno, neboť některé
počítače vyrábí firma v USA, v Anglii. v Kanadě, ve Francii a v NSR
sériově po 10 kusech denně.

K větším podnikům USA, vyrábějícím samočinné počítače, patří ještě
Royal McBee, vyrábějící stroje LGP-30, z kterých jsme dovezli 2 kusy
do ČSSR.

Obr.3. Stroj Univac II.

Anglie začala se stavbou elektronických samočinných počítačů
asi o rok později než USA. Avšak počítače britské výroby jsou mnohem
levnější, a proto některé americké firmy vstupují do spolupráce s anglic
kými podniky a vyrábějí počítače v Anglii pod společnou firmou, např.
National Elliott. V Anglii vyrábí samočinné počítače mnoho továren.
Největší z nich je Ferranti, která vyrobila stroje řady typů, z nichž
Sirius jsme objednali pro ČSSR.

Výzkum a vývoj samočinných počítačů v Anglii se soustřeďuje ze
jména na universitách v Manchesteru, v Cambridge a v Londýně. Na
elektrotechnické fakultě university v Manchesteru byl pod vedením
prof. F. C. Williamse sestrojen počítač Mark 1, který pak vyrobila firma
Ferranti. Na stejné universitě se staví nejmodernější anglický počítač
MUSE, zvaný též ATLAS, který vyrobí v r. 1962 též Ferranti. Samo
činný počítač EDSAC I, postavený v matematické laboratoři university
v Cambridge pod vedením prof. M. V. Wilkese, byl vzorem pro stavbu
počítače LEO I. V laboratoři Birkbeck College londýnské university
byl sestrojen počítač MAC 2 a APER, který byl vzorem pro stavbu
počítačů HEC a APE(X)C.

Sovětský svaz začal s výzkumema vývojem samočinných
počítačů v r. 1948. Podle zkušeností v jiných státech začal stavět jen
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elektronické počítače. První počítač MESM byl postaven r. 1951 v Aka
demii věd Ukrajinské SSR pod vedením akademika S. A. Lebeděva,
který již r. 1952 postavil v Akademii věd SSSR v Moskvě velký samo
činný počítač BESM-1 a pak BESM-2. V r. 1960 postavil též počítač
M-20, vykonávající 20 000 operací za vteřinu.

K velkým počítačům SSSR patří též stroj STRELA, na kterém bylo
za jeden rok uskutečněno asi 17 900 mil. operací, k čemuž by tisíci
členný personál úředníků, pracujících s obyčejnými kalkulačkami, po
třeboval více než 24 let (obr. 4).

*ně áběvý8 +
Vě4řty 8/53

> ňÁvkus: $$%Sei veš% $AMitt

pe ba

„P bnenynpalteutě

Obr.4. Stroj Strela. Kódování čísel (slov)a instrukcí(rusky:
kodirovanije čisel i komand) se provede na dálnopisu, čímž vznikne dálno
pisná (děrná)páska. Ta se vloží do snímacího zařízení, které
přečtezáznam na pásce a elektrickýmiimpulsy vstupního zaří
ze ní (vvodnojeusrojstvo)provedezáznaminformacív jádrové pa
m ěti, která tvořítzv. operativní paměť (operativnajapamjať),
a která je spojena s vnější pamětí (vněšňajapamjať).Operativní
paměťpředáváinformacearitmetické jednotce, zvanétéž zařízení(arifmetičeskojeustrojstvo)kzpracovánípodlesledu,určenéhořŤ a
dičem, jenžje na obrázkuumístěnv řídicím bloku (blokuprav
lenija). Zpracované informace se zatímně zaznamenají ve vnější paměti
a odtudse odsunoudo výstupu,spojenéhos tiskacím zařízením
(vyvodnije i pěčatajuščeje usbrojstva vyhotovujícím hotové sestavy (výsledky).
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Obr. 5. Polocelekstroje Ural.
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Obr, 6. Stroj SES M. (Specializirovannaja elektr. sčotnaja mašina.) Stroj
je určen pro hydrotechnické stavební výpočty.
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V SSSR byly vyrobeny tyto univerzální počítače: střední M-2 a
CEM-1 a malé KIJEV, SETUŇ, M-3 a URAL-1, z kterého jsme do
vezli do ČSSR dva stroje. Nyní dovezeme ještě URAL-2 (obr. 5).

Kromě univerzálních samočinných počítačů staví SSSR též speciální
počítače, např. POGODA (pohoda) pro určení počasí, LUČ (paprsek)
pro optické účely, SESM pro stavební výpočty (obr. 6) aj.

Z kapitalistických států je nutno se zmínit o Francii. Její
CAB 500 byl objednán pro ČSSR.

Německá spolková republika vyrábístrojeSiemens
2002 a řadu dalších, z nichž Z-22 jsme dovezli do ČSSR.

Hodnotnépočítacístrojestaví Švédsko a Nizozemsko.
V Itálii se konstruují počítačena universitěv Pise (CEP)a u firmy

Olivetti.
Velký význam pro stavbu počítačůmá Japonsko. Byly tam

vyvinuty stavební prvky parametronové (dr. Goto) a tunelové diody,
jejíž vynálezce dr. Esaki pracuje nyní v USA u IBM za desetinásobek
svého japonského platu. Na universitě v Tokiu se staví počítač, který
bude vykonávat 50 mil. operací za vteřinu.

Československo. Ve Výzkumnémústavu matematických
strojů se staví počítač EPOS, jehož elektronková verze bude hotova
v r. 1962. Zároveň se připravuje i tranzistorová verze. Stavíme též
i jiné samočinné počítače.

Celkový nynější stav počítačů je: USA - 9908, Evropa kapit. - 1874,
SSSR - 800 kusů.
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Deskriptivní geometrie

Josef Novák, ČVUT,Praha:

Některé vlastnosti
rovnoosé hyperboly

(Dokončení)

Z poučky P. 2 bezprostředně plyne poučka
P. 3. Vrcholovéprůvodiče bodu rovnoosé hyperboly svírají s jeji asymp

totou stejné, opačně orientované úhly.
Ježto každá přímka, která prochází vrcholem rovnoosé hyperboly

a není rovnoběžná s jejími asymptotami, je vrcholovým průvodičem
bodu této hyperboly, můžeme s použitím poučky P.3 vyslovit poučku
o dalším vytvoření rovnoosé hyperboly

Obr. 6 Obr. 7

P.4: Nechť spojmce bodů A, B, které leží na 2 různých rovnoběžkach

a, b, svírá saúhel 1: Otočíme-lipak přímky a, b kolembodů A, B v nestejném
smyslu o libovolný úhel e, je jejich průsečík bodem rovnoosé hyperboly. Rov
noběžky a, b určují směr jeji jedné asymptoty a středy otáčení jsou její
vrcholy (obr. 6).
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Další zajímavou vlastnost vrcholových průvodičů uvedeme v poučce
P. 5: Vrcholové průvodiče souměrně položených bodů R, R' rovnoosé
hyperboly podle jeji hlavní (vedlejší) osy, které procházejí různými (týmiž)
vrcholy, jsou k sobě kolmé.

D ů kaz (obr. 7). Vrcholové průvodiče ry, "pa rý, Tp jsou souměrně
položeny podle hlavní osy o a svírají s ní úhly «, B.
Podle P.4 platí

a+e=>, Bms=3
a je tedy

T
aTé=%

Trojúhelník ABC je proto pravoúhlý a je tedy 74 | "p, což jsme měli
dokázat.

X

-———--—-Ď

DvD| a
D2

£
+

sv

O ——
a

Obr. 8 Obr. 9

Snadný důkaz druhé části věty pro body souměrně položené podle
vedlejší osy přenecháme čtenáři; užitečný bude obr.3.

Věnujme se dále úloze
Ú. 3. Sestrojte rounoosou hyperbolu, která je určena svým vrcholem A,

bodem R a směrem hlavní osy g.
Ř ešení (obr. 8). Sestrojímehlavní osu o a bod R' souměrněpoložený

podle o. Podle poučky P.5 je vrcholový průvodič rpgkolmý na 74a pro
tíná hlavní osu v druhém vrcholu B rovnoosé hyperboly. Další postup
je již zřejmý.

Jestliže se ještě vrátíme k poučce P.5 a k doprovodnému obrázku
7, vidíme, že průsečík výšek v trojúhelníku, jehož vrcholy jsou body
rovnoosé hyperboly, je rovněž bodem této hyperboly. Např. v troj
úhelníku ABR je průsečík výšek R". Ovšem tento výsledek je zvláštním
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případem obecné věty, která není omezena podmínkou, že mezi
uvažovanými body musí být vrcholy rovnoosé hyperboly.

Všimněme si ještě vztahu vrcholových průvodičů bodu rovnoosé hy
perboly k jejím asymptotám. .

P.6. Vrcholové průvodiče bodů rovnoosé hyperboly vytinají na jejich
asymptotách shodné úsečky, jejichž délka je rovna excentricitě hyperboly.

Důkaz (obr. 9). Pravoúhlé průměty vrcholů A, B rovnoosé hýper
boly do její asymptoty u označíme A“, B" a průsečíky vrcholových prů
vodičů libovolného bodu M hyperboly s touto asymptotou označíme
1 a 2. Ze shodnosti trojúhelníků BB"Ta A4"2 plyne B"1 — A"2 a je tedy
12 —A'B' = konst. Tím jsme dokázali první část poučky. Trojúhelník
S.A"Áje rovnoramenný a platí proto A"B"—=2..A"A. Lineární excentrici
ta rovnoosé hyperboly e = V2 „SÁ, avšak SA = V2 „AA" a je tedy

SM

Obr. 10 Kč

A'"B'"= V2 „SA = e. Je okamžitě vidět, že pro druhou asymptotu u“
dostáváme stejný výsledek.

Nyní můžeme již dokázat zobecněnou poučku P. 2
P.7. Symetrály úhlů, tvořených spojnicemi bodů rovnoosé hyperboly

se dvěma dalšími body rovnoosé hyperboly, které jsou souměrně položené
podle jejiho středu, jsou rovnoběžné s jejími asymvptotami.

Důkaz (obr. 10). Nechť M, M" jsou body rovnoosé hyberboly sou
měrně položené podle jejího středu S a R její další libovolný bod. Asymp
toty označíme u, u' a vrcholy A, B. Paty kolmic, spuštěných z bodů R,
B, M na jednu z asymptot, např. u, označíme po řadě 1, 2, 3.

Podle poučky P.6 vytínají vrcholové průvodiče bodů M, M", R na
asymptotě u stejně dlouhé úsečky HG —H'G — KL; přitom je rovněž
1K = 36. Spojnicebodu R s body M, M"protínají asymptotu u v bodech
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P, P'. Ze stejnolehlosti dvojic trojúhelníků K1R a K2B, PIR a P3M,
G2B a G3M plyne

K1KZ PL P3. G2| G3
1R. 2B' 1RO 3M' 2B. 3M

Z první a třetí rovnice dostáváme vzhledem k rovnici IK = 3G
1R.K2— G2.83M. (4)

Upravíme druhou rovnici
PÍ.8M—= IR (K2+ G3—G2—K1+ Pl) =

= IR K2+ IR.(Pl— 6).
Do této rovnice dosadíme (4)

PL.3M =G2.3M + IR.(P1— G2)
a po její úpravě dostáváme

P1.(8M— IR) —G2. (8M —IR). (5)

Obr. 11 Obr. 12

Protože je 3M 5 IR, plyne z rovnice (5) PI —G2. Podobně (pomocí
bodu M") čtenář dokáže, že platí 1P" — 2G".Z rovnosti G2 = 2G"dostá
váme potom PI— IP*",z čehož již bezprostředně plyne tvrzení poučky.

Ú.4. Sestrojte, asymptoty rovnoosé hyperboly, která je určena středem
S a dvěma body M a R (dané body neleží v přímce).

Řešení (obr. 11). Sestrojímek bodu M bod M" souměrněpoložený
podle středu S. Symetrály úhlu spojnic RM a RM"jsou podle P. 7 rovno
běžné s hledanými asymptotami.

Pomocí poučky P 7 snadno dokážeme zobecněnou poučku P.4.
P.8. Zvolme na dvou různých rovnoběžkáchm, m' libovolnébody M, M

tak, aby jejich spojnice nebyla kolma na přímky m, m'. Otočime-lipak přím
ky m, m' kolem bodů M, M“ v nestejném smyslu o libovolný úhel 8, je jejich
průsečtk bodem rovnoosé hyperboly. Středy otáčená M, M" jsou jejim body,
souměrněpoloženými podle jejiho středu, a přímky m, m' určují směr asymp
toty (obr. 12).
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V závěrečné části ukážeme souvislost vrcholových průvodičů bodů
hyperboly s jejími tečnami. Než se do těchto úvah pustíme, zařadíme
krátký oddechový čas, abychom si trochu odpočinuli. Protože však
dobře víme, že nejlepší odpočinek je odpočinek aktivní, dokážeme ještě
tuto pomocnou poučku

P.9. Polovina absolutní hodnoty rozdílu délek dvou libovolných stram
trojúhelníka je rovna vzdálenosti středu jemu vepsané kružmice oď osy
souměrnosti třeli strany.

Důkaz (obr. 13). Pro rovno
stranný trojúhelník je tvrzení zřej
mé.
Libovolnému trojúhelníku MH'F
opsaná kružnice k, prochází průse
číkem P osy souměrnosti o' strany
H'F a osy s úhlu stran MF a MH
(MF + MH), jak to plyne ze shod
nosti obvodových úhlů « =
=< HMP =« PMF. Jak známo!)
je bod P středem kružnice f, která
prochází vrcholy F, H" a středem
W vepsané kružnice. Kružnice f pro
tíná dále přímky MF, MH' v bo
dech H, F". Z osové souměrnosti
úseček F'H a F'H' podle osy s plyne

HFR=HF = MH —MF, (6)
Kružnice g o středu Pnechť se do

týká přímky MF v bodě T, pak se
dotýká přímky MH" v bodě T".Při
tom z vlastnosti soustředných kruž
nic f a g a vztahu (6) plyne Obr. 13HF.O |MH—MF

2 2 0
Dále spustíme z bodu Wna o' kolmici, její patu označímeE a ukážeme,

že WE = FT.
vsv? v

Trpělivější čtenář se o tento důkaz může pokusit sám; pro ostatní
budeme zatím pokračovat. Trojúhelníky PTF a PEW jsou pravoúhlé
a mají shodné přepony PF —PW. Vnitřní úhel trojúhelníka PTF při
vrcholu F označíme w a doplňkový w'; obdobně v trojúhelníku PEW:
o, o". Je vidět, že © H'FP = «a doplňkový úhel «' — X FPO.

FT=FT =

1) Důkaz je proveden v článku F. Hradeckého (10. číslo 36. ročníku Roz
hledů): Konstrukce trojúhelníků, mezi jejichž určovacími prvky jsou středy
-a poloměrykružnic opsaných a vepsaných.
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Z trojúhelníka MFP plyne

paa+d—0=3-0=0
Tím je však dokázáno, že trojúhelníky PTF a PEW jsou shodné a je
tedy WE — TF. Ze vztahu (7) plyne pak

MH' —MF
WE = 9

a tak je poučka dokázána.
Tento výsledek můžeme interpretovat pro tečny obecné hyperboly
P.10. Tečna hyperboly protíná vrcholovou tečnu větve, na míž leží bod

dotyku, ve středu kružnice, vepsané trojúhelníku, jehož vrcholy jsou ohmska
hyperboly a bod dotyku.

|

Obr. 14

D ů ka z (obr. 14).Uvažujmetrojúhelník F,FT, kde F, F, jsou ohnis
ka a T bod hyperboly. Podle poučky P. 9 je vzdálenost středu Wkružnice
vepsané trojúhelníku F,F;,T' od vedlejší osy o' rovna

TF, — TF
T, TR. ©

Jistě již vidíte, že tento výraz je roven délce hlavní poloosy hyperboly.
Leží tudíž bod W na vrcholové tečně hyperboly, a to na v4, neboť bod W
musí být vnitřním bodem trojúhelníka F,F;,T. Zároveň musí bod W
ležet také na tečně f hyperboly, neboť ta je symetrálou úhlu průvodičů
bodu dotyku T.

Pro konstrukci tečny hyperboly - nejen rovnoosé -se ukáže výhodnost
vrcholových průvodičů.

P. 11. Nechť tečna t v bodě T hyperboly protíná vrcholovou tečnu větve
hyperboly, na níž leží T, v boděW. Pak spojmce bodu W se středemhyperboly
je rovnoběžná s vrcholovým průvodičem bodu T, a to s tim, který prochází
vrcholem druhé větve hyperboly.

Důkaz (obr. 15). Podle poučky P.10 je bod W středem kružnice
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vepsané trojúhelníku F,F;,T'. Dále užijeme poučky, jejíž důkaz najdete
v již citovaném článku: Spojnice středu S strany F;F;, trojúhelníka
F,F,T se středem W jemu vepsané kružnice, protíná výšku jdoucí pro
tějším vrcholem T' v bodě ©, jehož vzdálenost od T' je rovna poloměru
vepsané kružnice, tj. T9 — WA.

Veďme vrcholem B rovnoběžku 5 s přímkou SW. Přímka b protíná
vrcholovou tečnu v4 v bodě C, pro nějž zřejmě platí 4W — CW. Ježto
je TO = CW,prochází přímka dbbodem T a je tudíž vrcholovým průvo
dičem.

Obr. 16

Pozná mka. Snadno ukážeme dále, že US = WA, kde U je prů
sečík vrcholového průvodiče bds vedlejší osou o' hyperboly.

U. 5. Hyperbola je určena vrcholy A, B a bodem T. Sestrojte v bodě T
její tečnu.

Ř ešení (obr. 16).StředemS hyperboly vedeme rovnoběžku s přím
kou BT (TB >>TA).Tato rovnoběžka protne vrcholovou tečnu vy v bo
dě W hledané tečny.
Cvičení.

1. Rovnoosá hyperbola je určena vrcholy A, B. Sestrojte její průsečíky
s přímkou rovnoběžnous její vedlejší osou.

2. Sestrojte vrcholy rovnoosé hyperboly, která je určena asymptotami
a bodem.

3. Sestrojte trojúhelník, který je určen těžnicí la, výškou vua podmínkou,
aby symetrála sa (úhlu «) svírala se stranou a úhel 45*.Proveďte rozbor.

4. Sestrojte trojúhelník, který je určen stranou b, výškou v a podmínkou,
aby symetrála spsvírala se stranou d úhel 45“.

5. Rovnoosá hyperbola je určena svými vrcholy. Sestrojte její průsečík
s přímkou, která prochází jedním vrcholem.

6. Sestrojte rovnoosou hyperbolu, která je určena asymptotou, bodem
a lineární excentricitou.

7. Sestrojte trojúhelník, který je určen stranou a, rozdílem zbývajících
dvou stran |b — c| a poloměrem vepsané kružnice.

8. Sestrojte hyperbolu, která je určena vrcholy a bodem.
9. Jsou dány dvě různé rovnoběžky r, g a dva různé body M, M“, které

leží v pásu, určeném přímkami 7, g. Spojnice MM" není k přímcer ani kolmá,
ani 8 ní není rovnoběžná. Sestrojte rovnoramenný trojúhelník ABC tak, aby
jeho základna ležela na g, vrchol A ležel na r a jeho ramena procházela body
M,M.
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Stanislav Horák, ČVUTPraha:

Rovinné úlohy řešené užitím
deskriptivní geometrie

V článku řed. Šalouna jste se seznámili s rovinnou úlohou řešenou
pomocí deskriptivní geometrie. Takto se dá řešit i mnoho jiných úloh.
Tento způsob má tu výhodu, že se úlohy dají řešit velmi jednoduše,
zatímco běžná řešení vyžadují hlubších znalostí z geometrie. Dokladem
toho je již zmíněný článek Šalounův i tento článek. Nyní se naučíme
sestrojovat kuželosečku, jsou-li dány její body a tečny. Dříve však
rozřešíme tuto úlohu:

Daný rotační válec s podstavou v půdorysně [S(—3,5; 5,5; 0), r = 5]
protněte rovinou o, která prochází body A(—4,5; +; 8), B(0,5; %;4,5)
a její půdorysná stopa se dotýká podstavy válce.

Řešení. V první řadě nám půjde o sestrojení roviny o (obr. 1).
Ta obsahuje body A, B a její půdorysná stopa p“ bude procházet stop
níkem P přímky A, B a bude se dotýkat podstavy válce. Tím je rovina
určena a řez zjistíme známým způsobem pomocí sdružených průměrů
KL, MN, z nichž KL je rovnoběžný se stopou p“.

Zjistíme ještě počet řezů, tj. počet rovin o. Nárysem A, jsou na
oblině válce určeny dva body A, A"; nárysem B, jsou určeny na oblině
opět dva body B, B'. Stopníkem P přímky AB procházejí dvě tečny
k podstavě válce. Podle toho dostaneme čtyři přímky: a = AB, a' =
= A'B',b = A'B,b' = AB'. Poněvadžzkaždéhostopníku těchtopřímek
lze vést dvě různé tečny k podstavě válce (tyto tečny jsou stopy rovin
řezu), existuje celkem osm různých rovin řezu a tudíž i osm různých
řezů. Avšak dva řezy jsou vždy souměrně sdružené podle roviny pro
cházející osou válce rovnoběžně s nárysnou a proto nárysy vždy dvou
řezů splývají. Našich osm různých řezů má jen čtyři různé nárysy.
Ty přirozeně procházejí body A;, B;. V obr. je narýsována pouze jedna,
elipsa.

Nárys obr. 1 vnímejme nyní čistě planimetricky a zopakujme si
z tohoto hlediska, co bylo dáno a co se sestrojilo. Byly dány tři různé
přímky m, 2, «, z nichž první dvě byly navzájem rovnoběžné, a body
Ap, Bz; sestrojili jsme elipsu (je to nárys řezu), která danými body A,,
B, prochází a dotýká se tří přímek ap, b;, x. Ukázali jsme si, že takové
elipsy jsou čtyři. Planimetrickou úlohu jsme rozřešili pomocí deskrip
tivní geometrie.

Podobně se dají řešit i dále následující úlohy. Podle nich si čtenář
sestaví jistě i řadu dalších.

1. Sestrojte elipsu, která se dotýká daných dvou rovnoběžných pří
mek a prochází třemi danými body. Jinak: Daný rotační válec protněte
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rovinou o, která je dána svými třemi body na plášti válce, tj. body
Ag, Ba, Cz.

2. Sestrojte kuželosečku, která se dotýká dvou různoběžných těčen
a prochází třemi danými body. Jinak: Daný rotační kužel protněte
rovinou o, určenou body A, B, C na plášti kužele. Body A, B, Č jsou
dány svými nárysy.

3. Sestrojte kuželosečku,která se dotýká dvou tečen vdaných bodech
a prochází přitom dalším bodemneležícím na žádné zdaných tečen.

Sestavte sami odpovídající úlohu z deskriptivní geometrie.
4. Sestrojte elipsu, která se dvakrát dotýká dané kružnice a prochází

-přitom třemi vnitřními body.
Návod: Danou kružnici považujte za obrys kulové plochy a dané

body za průměty bodů této kulové plochy.
Kružnici tohoto příkladu můžeme nahradit elipsou (rotační elipsoid),

hyperbolou nebo parabolou.
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Inž.dr.Václav Šindelář, Praha:

Mikromanometr

Pod tímto názvem rozumíme citlivý tlakoměrný přístroj pro měření
malých tlaků. Nejběžnější je kapalinový mikromanometr se skloněným
ramenem,který je podobný nádobkovému tlakoměru. Od něho se však
liší tím, že trubice (rameno) připojená na nádobku není svislá, nýbrž
skloněná v úhlu « od vodorovné roviny. Protože lze tohoto přístroje
použit jak pro měření malých přetlaků (nebo obecně pro měřenímalých
tlakových diferencí), tak 1malých podtlaků, měli bychom jej správněji
nazývat - ve shoděs dřívepopsanýmipřístroji- mikrotlakomě
rem. To by však odporovalo pravidlům tvorby složených slov, kdy
je nutno se vyvarovat spojení cizího slova (v našem případě ,„„mikro“,
z řeckého mikros — malý, s českým slovem tlakoměr).

L

| =
4 T =—= (== a

ný

8
v|"I |JM

Obr. 1

Funkční schéma mikromanometru se skloněným ramenem je v obr. 1.
Je-li v nádobce i v trubici stejný tlak py = P+ jsou hladiny v obou
ve stejné výši (úroveň a1a). Je-li tlak v nádobce větší P1> P2,klesne
hladina v nádobce o A, a stoupne v trubici o h-,. Přitom musí platit 
podobně jako u nádobkového tlakoměru

haS = „S4=1.8, (1)
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kde S, je vnitřní průřez nádobky, S, vnitřní (kolmý) průřez trubice
a « úhel sklonu trubice od vodorovné roviny. Délka l je patrná z obr. 1.

Pro rovnováhu, při měření přetlaku p; —po, musí platit dále

PL—Pz—(ht h2).0.9, (2)
kde o je hustota tlakoměrné kapaliny a g je místní tíhové zrychlení.

Dosadíme-li do (2) z rovnice (1)

S,

hg! a ho—l.sn«,
dostáváme výsledný vztah

S

A
1

S
= (B+ sna)i.0.0—k.lo09, (3)91

kde k je tzv. konstanta mikromanometru rovná

9 .
kg tona. (4)

Obr. 2

Označíme-li A— hy + h,, udává hodnota l/h převoďní poměr mikro
manometru. Převodním poměrem tu rozumíme, kolikrát přesněji můžeme
číst měřený tlak než u normálního tlakoměru U naplněného stejnou
kapalinou. Vhodným sklonem lze dosáhnout převodu až dvacetinásob
ného. Použijeme-li za náplň mikromanometru čistého alkoholu (etyl
alkoholu), zvýšíme přesnost čtení ještě asi o 25 %, protože hustota
etylalkoholu je zhruba o-—8.10%kg.m-*. Trubice mívá délku asi
200 mm. Milimetrová stupnice je buď podložena pod trubicí (musí se
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dát pozor na paralakční chybu), nebo je přímo vyleptána na trubici
podobně jako na tyčinkových teploměrech. Vnitřní (kolmý) průřez tru
bice nebývá menší než 2 mm?. Meniskus vody bývá v užších trubicích
dosti neurčitý. Kromě vody a etylalkoholu lze za náplň mikromano
metrů použít také toluol, xylol, éter apod.

Obr. 3. Příklad skutečného provedení mikromanometru se skloněným ra
menem.

Abychom mohli případně podle měřeného rozsahu měnit převodní
poměr přístroje, hotoví se často mikromanometry s trubicí, jejíž sklon
je možno měnit a nastavit pomocí vedení v takové poloze, které odpo
vídá vhodný převodní poměr. Schematicky je taková úprava znázor
něna v obr. 2.

Miroslav Miler, Praha:

Zobrazování tenkou čočkou

V základních učebnicích fyziky není možno věnovat geometrické
optice tolik místa, aby se vyčerpaly všechny možnosti zobrazení pomocí
jednoduché tenké čočky, které v praxi nastávají. Proto se budeme za
bývat v tomto článku některými z těchto možností.

Jak známo, je čočka definována jako průhledné prostředí z opticky
homogenníhomateriálu, ohraničené dvěma plochami, které bývají obvyk
le kulové. V našich úvahách se omezíme jen na tenké čočky,u nichž lze
zanedbat tloušťku vzhledem k poloměrům křivosti. Potom je ve vztahu
pro lámavost čočky

l l l n— 1) dp =0pb- —
r r n T172
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druhý člen na pravé straně malý a tedy rovnice přejde ve známý tvar
l l

vekterémpjelámavost čočky,/ jeobrazová ohnisko
vá vzdálenost, nindex lomu čočky,7, 7+poloměry
křivosti první a druhé plochy. V původní rovnici značí « tloušťku
čočky na ose. í

Přitom je na rozdíl od základních učebnic mezi převrácenými hodnota
mi poloměrů křivosti znaménko minus, poněvadž budeme zachovávat
znaménkovouúmluvu. Podle ní kreslíme optické obrázky tak, aby před
mětový prostor byl vlevo od čočky a obrazový vpravo. Paprsky pak
postupují zleva doprava a tento smysl bereme při měření vodorovných
úseček za kladný. Vzdálenosti ohnisek nebo obrazu a předmětu od čočky
měříme vždy od čočky a vyznačujeme na obrázcích šipkami, které tedy
začínají u čočky. Poloměry křivostí ploch čočky měříme též od ploch
ke středům křivosti. Označujeme-li vzdálenosti obecně, např. a, f' apod.,
nepíšeme k nim znaménko. Teprve až k zvláštním číslům připisujeme
znaménko podle smyslu šipky (např. podle obr. 1 může být a = — 7 cm,
f — —4m, f = 4cm, 7; = —3 ematd). a při výpočtu dosazujeme
čísla samozřejmě i se znaménky.

Obr. 1

Všimněme si dále, že na obr. 1 je použito ke konstrukci zobrazení
předmětu AB jiného způsobu, než jaký je obvyklý. Konstrukce obrazu
pro bod A na ose je provedena pomocí paprsku AM. Jemu odpovídající
paprsek MA" v obrazovém prostoru sestrojíme na základě věty, že
paprsky v obrazovém prostoru, které příslušejí rovnoběžným paprskům
v předmětovém prostoru, se protínají v ohniskové rovině. Je tedy nej
prve sestrojen tečkovaně rovnoběžný paprsek procházející středem čočky,
který se neláme, a jeho průsečík P s ohniskovou rovinou. Tímto průsečí
kem musí též procházet paprsek MA", určující bod A". Takovým způ
sobem lze provést konstrukci libovolného paprsku.

Pro výpočet budeme potřebovat zobrazovacírovnicí čočky
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l l 1Z -177 (2)
a“ a O

která je až na znaménko před převrácenou hodnotou předmětové vzdá
lenosti velmi dobře známa. Odlišné znaménko je způsobeno žnamén
kovou úmluvou.

Kromě rovnice (2) budeme dále používat pro výpočet zvětšenívztahu
,a

Z=7 (8)
Chceme-li vyčerpat všechny možnosti zobrazení, musíme si uvědomit,

že zobrazovaným předmětem může být nejen skutečný předmět, ale
1předmětzdánlivý. Zdánlivým předmětem se může stát skutečný obraz
A"B' (obr. 2), vytvořený předchozí zobrazovací soustavou, vložíme-li
do cesty paprskům další čočku Č,.

Skutečný obraz, který by byla vytvořila předchozí zobrazovací sou
stava, tj. A'B' se stal pro vloženou čočku Č, zdánlivým předmětem

o C APB
! p |,

Obr. 2

(proto je na obr. 2 značená A' = A,, B" = B,), jehož zobrazení čočkou
Č, bude A'B'

Spojná čočka má předmětové ohnisko v předmětovém prostoru
(proto f < 0) a obrazové v obrazovémprostoru (takže f > 0). Hledejme
zobrazení libovolného předmětu (pro jednoduchost opět šipky kolmé
k optické ose) umístěného do různých poloh na ose a na základě rovnic
(2) a (3) hledejme polohu a velikost obrazu. Budeme považovat předmět
umístěný v předmětovém prostoru čočkyza skutečný, kdežto v obra
zovém prostoru za zdánlivý, jak již bylo dříve naznačeno. Opačně to
platí pro obraz, který je skutečný v obrazovém prostoru a zdánlivý
v prostoru předmětovém. V tab. I. a II. je skutečnost a neskutečnost
uvedena ve sloupci označeném „,charakter“.

Postup výpočtu bude takový, že si nejprve rozdělíme optickou osu
zvolenými body na části a k těm budeme vztahovat polohy předmětů
a obrazů. Těmito body jsou střed čočky, ohniska a body vzdálené
o dvojnásobnou ohniskovou vzdálenost od středu čočky. Výpočet pro
vedeme jen pro první případ, kdy předmět je umístěn před dvojná
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Tab. I

Předmět Obraz Zvětšení

poloha charakter poloha |charakter příčné—00Sas—2f"|skutečnýfSaS2fť| skutečný02Zz-1
—2f"<aS—f' |skutečný| 2f" < a“ Soo |skutečný| —1 > Z Z —o

—f<asS0 skutečný| —oo <a“ S0 |zdánlivý| oo > ZZ

0<asf' zdánlivý 0<a si skutečný 1>ZEZ 3
/ / + . , f / . 2 / v , 1 l

f <aS2f zdánlivý z < S 3/ skutečný 27 Z = 3

2f'<aSoo zdánlivý A < a“Sf“ |skutečný 5 > Zz0

Tab. II

Předmět Obraz Zvětšení

poloha |charakter poloha |charakter příčné

: / v / / / 2 / 7 . , 1

—ooSaS2f skutečný ff saw S al zdánlivý 0S Z S3
, , Vod, , l „, pat 1 l

2f'<aSÍ skutečnýa/ <a S z/ zdánlivý x“ Z S ?f<as<0skutečnýsf<a“S0| zdánlivý%<ZS1lO<a<S—/'|zdánlivý|© O<a'<So|skutečný|I<Z<So—ff<aS—2f"zdánlivý| —c0o<aS2f“|zdánlivý| —00<ZS-1
—2" <aSoo zdánlivý| 2f' <a Sf zdánlivý| —1< ZS0

sobnou ohniskovou vzdáleností, tedy — 00 < a S 2f. Z rovnice (2) pak
lze vypočítat obrazovou vzdálenost

fp AO |aF+P
a

Do poslední rovnice postupně dosadíme příslušné meze předmětových
/vzdáleností (a) a obdržíme pro obrazovou vzdálenost a' jednak mez f,

jednak 2 f Při tom používáme poznatku, že pro čočku, u níž je před
mětové prostředí stejné jako obrazové (omezujeme se jen na tento
případ), platí f=-1

Je tedy f <a S 2f a obraz je mezi ohniskema dvojnásobnou
ohniskovou vzdáleností: skutečný, převrácený a zmenšený, jak dále
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plyne dosazením mezí do vztahu (3). Výsledky jsou uvedeny v prvním
řádku tab. I. Podobným způsobem vypočítáme dále polohy a zvětšení
pro další případy, které jsou přehledněuspořádány v tab.I.

Pro názornost je na obr. 3 nakreslena obvyklá konstrukce obrazů
pomocí paprsku rovnoběžného s optickou osou, který se láme do ohniska
a paprsku procházejícího středem čočky.

N
X

SKX
+ MÁ i“ mLE| EOFEBABC1C7 ODEHTS AT6H

f2
já 2f AI

Obr. 3

Rozptylná čočkamá předmětové ohnisko v obrazovém prostoru (tudíž
f > 0) a obrazové ohnisko v předmětovémprostoru (proto f'<0).V tab.
II jsou výsledky pro polohu, charakter a velikost obrazu pro případ
rozptylné čočky a na obr. 4 je opět konstrukce obrazů pomocí dvou
paprsků. /

Obr. 4

Srovnáním obou tabulek zjistíme hlubokou analogii mezi zobrazová
ním oběma druhy čoček. Tak např. při sledování poloh obrazů vidíme,
že posloupnost hodnot je stejná, jen místo shora-dolů je zezdola nahoru.
Podobně i zvětšení. Také charakter obrazu je vždy opačný.

Obě tabulky mají velký význam při skládání různých optických
sestav na oplické lavici, poněvadž umožňují rychlý odhad polohy a veli
kosti jak jednotlivých meziobrazů, tak i obrazu konečného,
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Matematické zábavy

Úloha o šachovnici

Rohem šachovnice je vedena přímka, která ji rozdělí ve dvě části,
jejichž obsahy jsou v poměru 11 : 5. V průsečících této přímky s hranice
mi šachových polí jsou zabodnuty svisle špendlíky. Zjistěte, zda kulička,
jejíž průměr je čtvrtina rozměru šachovéhopole,projde mezi kterýmikoli
dvěma špendlíky.

Řešení této úlohy pošlete do redakce našeho časopisu. Nejlepší pří
spěvek rádi otiskneme.

Doc. J. Vyšín

Jediné vážení

V každé z 9 krabic je 27 koulí. Výrobce tvrdí, že.koule váží po 11dkg.
Při výrobě se však objevily zmetky o váze 97g, resp. 99 g. Víme, že kra
bice obsahujejen koule téže váhy. Jediným vážením na váze
s maximálním zatížením do 5 kg, mající dělení po 1 g, rozhodněte,
zdali všechny krabice obsahují jen samé správné koule nebo zdali se
v jedné z nich (v které?) vyskytují zmetky (kterého druhu?). Dvě
nebo více vadných krabic nepřicházejí v úvahu.
Řešení zašlete na adresu: Doc. O. Setzer, Praha-Nové Město, Tro
janova 13.
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Fyzikální zaujímavosti

Prof. dr. Ján Vanovič, Bratislava:

Poznámka k stavu feromagnetizmu

Všetky látky majú isté magnetické vlastnosti, za ktoré sů v podstate
zodpovedné elektróny. Obiehajúce elektróny v atómoch predstavujů
malé uzavrené průdy, ktoré sa prejavujů magnetickými polami, alebo
ako malé magnetické dipóly (malé submikroskopické magnety s dvoma
pólmi). Okrem toho samotné elektróny majú rotáciu a preto ako rotujúce
elektrické náboje tiež predstavujú elektrické prúdy a majú magnetické
pole a javia sa ako malé magnetické dipóly.

V látkach, v ktorých sa magnetické polia obiehajúcich a rotujúcich
elektrónov rušia, sú diamagnetické. Tieto atómy a ani látky z nich zlo
žené nemajů vonkajšie magnetické pole. Látky, v ktorých sa uvedené
magnetické polia obiehajúcich a rotujúcich elektrónov nerušia, majů
malé magnetické momenty a označujeme ich ako paramagnetické. Tu
nevznikajú vázbýymedzi malými magnetickými momentami susedných
častíc a preto sú tieto v dósledku tepelných pohybov neusporiadané. Ani
tieto látky nemajú preto vonkajšie magnetické pole.

Iba v látkach, ktoré označujeme ako feromagnetické (železo, kobalt,
nikel a gadolinium), existujů sily, ktoré sa snažia jednotlivé magnetické
momenty usporiadať do rovnakého smeru. Sú za ne zodpovedné volné
elektróny v pevnej kovovej mriežke tých látok. Feromagnetizmus sa
totiž neprejavuje v kvapalnom stave a mení sa v paramagnetizmus po
dosiahnutí istej teploty, zvanej Curieho teplotou, ktorá je nižšia ako bod
topenia tej látky.

Usporiadanie všetkých magnetických momentov feromagnetickej lát
ky do jedného smeru sa dosahuje vonkajším magnetickým polom, napr.
vytvoreným elektrickým průdom. Po vymiznutí vonajšieho magnetizu
júceho pola průdu však ani feromagnetická látka neostáva navonok mag
netizovaná. Javí sa ako nemagnetická. Ako je to možné, keď vo feromag
netickej látke existujú sily, usmerňujúce magnetické dipóly do jedného
smeru!

Že je tomu tak, názorne ukazuje obrázok 1.
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V teóriách feromagnetizmu existenciu oblastí spontánnej magnetizá
cie, zvaných tiež doménami, ako prvý hypoteticky predpokladal Weiss.
Na rozhraní medzi dvoma doménami je stena, v ktorej sa smer magne
tizácie jednej doményspojite mení v smer magnetických dipólov druhej
domény. Táto stena medzi doménami sa nazýva Blochovou stenou. Pripec
5)NS

Obr. 1

výbruseferomagnetickej látky, výbrus pretína i Blochove steny a pretože
po obidvoch stranách tej steny majú magnetické dipóly iný smer, existu
je nad výbrusom steny malé magnetické vonkajšie pole (obr. 2.), ktoré
možno zviditelnit velmi jemným práškom z magnetitu (prirodzeného
magnetu), suspendovaného vo vode. Tak sa experimentálne skutočne
dokazujů Weissove domény magnetizácie rózneho smeru.

Obr. 2

Magnetovanie feromagnetického telesa prebieha potom tak, že sa
v silnom magnetickom poli elektrickéhoprúdu posunujú Blochove steny
medzi doménami a narastajú domény so smerom dipólov, blízkym smeru
magnetického pola. Po rozšírení sa takých domén na celé teleso feromag
netickej látky, sa ešte dipóly pootočia do smeru magnetického pola. Po
vypnutí magnetického pola sa znovu vytvoria domény a teleso je navo
nok nemagnetické. Látky tak sa chovajúce sů tzv. mákké feromagnetiká.

Róznymi prímesmi (uhlíka, kremíka, chrómu, volframu atď.) dá sa
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docieliť, že sa v telese vytvárajů sily, ktoré bránia rozpadu jednotnej
magnetizácie na domény a preto teleso ostáva zmagnetizované. Látky,
ktoré sa tak chovajů voláme tvrdými feromagnetikami. Z nich sa vy
rábajů permanentné magnety.

Inž.Ladislav Smrž, ÚNSMS,Praha:

Termo-dielektrický efekt,
který nebyl dosud objasněn

Remanentní magnetizace ferromagnetik dala vznik permanentním
magnetům, udržujícím ve svém okolí stálé magnetické pole. Jakési elekt
rické protějšky permanentních magnetů jsou určitá dielektrika, např.
některé druhy brazilských pryskyřic. Mají vlastnost, že si uchovávají
elektrický polarizační moment, získaný v silném elektrickém poli při
přechodu z tekutého stavu do tuhého.

Studiem tohoto zjevu, vyvolaného působením dielektrické hystereze,
zabývalsefyzik J. Costa de Ribeiro. Přizkoumánívlastností
některých pryskyřic objevil v roce 1942 zajímavý úkaz, vznikající při
rozpouštění a tuhnutí těchto dielektrik. Úprava pokusu je znázor
něna v obr. 1,kde E značí dvě kovové elektrody, mezi nimiž je vrstva
T tekutého dielektrika a vrstva P tuhého dielektrika; Gje citlivý elekt
rický indikátor.

a-——

aw(77z==R. ULUKKO|
Obr. 1

J. Costa zjistil, že při.„tavení dielektrika vzniká elektrický proud,
směřujícíod jeho pevné částiPk části kapalné T. Proud je tím větší, čím
je vyšší rychlost tavení. Při opačném pochodu, tuhnutí roztaveného
dielektrika, vzniká proud opačného směru.

Bylo určeno, že v jednom gramu užitého dielektrika je při popsaném
pochodu uvolněno elektrické množství velikosti asi 10772As, u některých
pryskyřic nebo u naftalinu je toto elektrické množství ještě větší, až
1079 As /1 gram.

Tento zajímavý efekt se dosud nepodařilo uspokojivě vysvětlit. Bylo
pouze zjištěno, že uvolnění elektrických nábojů vzniká při změně pevné
ho stavu na kapalný, nebo opačněasi u 10" až 10%molekul.
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Inž. Ladislav Smrž, ÚNSMS,Praha:

Prvý kondenzátor

Prvým druhemkondenzátorubyla známáleidenská láhev,
která, jak se zdá, měla více objevitelů. Byla sestavena na holandské uni
versitě v Leydenu. Sestrojil ji r. 1745 v Cammin v Pomořanech von
K leist. Stejně však může být její objev připsánholandskémufyzikovi
Muschenbroekovi. Svědčío tom dopis,který tento badatel
napsal 20. dubna 1746 svému příteli Réaumurovi. Popisuje v něm
pokus s primitivním přístrojem, který si sám sestavil. Je schematicky
znázorněn na obr. 1; K je skleněná koule, R železná trubka, zavěšená na
hedvábných nitích Z a S je skleněná nádobka s vodou.

Obsah dopisu fyzika Muschenbroekaje tak charakteristický pro tehdej
ší dobu a tak vystihuje úroveň bádání o elektřině, omezeného na nej
primitivnější zdroje elektřiny, vznikající třetím, že je zajímavé citovat
jej doslovně:

„„PodávámVám zprávu o novém,ale strašlivém experimentu a dávám
Vám radu, abyste jej nikdy neopakoval. Prováděl jsem bádání o síle
elektřiny. K tomu jsem zavěsil na hedvábných nitích železnou rouru,
spojenou se skleněnou koulí. Touto koulí se dalo rychle otáčet kolem
její osy a přitom ji třením rukou elektrizovat. Vzniklá elektřina přechá
zela na železnourouru. Na druhém konci roury visel mosazný drát, kterýT

Obr. 1

byl ponořendonádobky svodou. Nádobku jsem držel v pravé ruce, zatím
co jsem se pokusil levou rukou získati z elektrizované železné roury elek
trickou jiskru. Náhle jsem ucítil v pravé ruce tak mocný elektrický úder,
že jsem se chvěl na celém těle, jako bych byl zasažen bleskem... Nejen
moje ruka, ale celé mé tělo bylo v strašlivém stavu. Myslil jsem, že je se
mnou konec.“

Vysvětlení „strašlivého“ experimentu Muschenbroekova je snadné.
Svým tělem vybil kondenzátor, tvořený sklenicí vody, přičemž jeho
ruka, v níž držel sklenici, tvořila vnější elektrodu tohoto primitivního
kondenzátoru (v obr. 1 jsou polohy rukou vyznačeny šipkami). Nádobka
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s vodou v popsaném uspořádání nebyla nic jiného než náhodně sestavená
leidenská, láhev.

Nedlouho potom opakoval pokus v Paříži abbé Nollet, avšak již
s leidenskou lahví opatřenou kovovými polepy. Provedl pokus ve Ver
sailles před králem a jeho dvorem s více než dvěma sty gardistů, kteří
se uchopili za ruce a vytvořili uzavřený vodivý obvod. Pokus se zname
nitě podařil. Kompanie otrlých vojínů silně reagovala na mocný elektric
ký úder.

Leidenské láhve se již dnes neužívá. Dala však vlastně vznik mnoha
druhům kondenzátorů, všeobecně používaným v elektrotechnice.

Tibor Szebény|, Bratislava:

P. N. Lebedev

K 50. výročiu úmrtia.

V 70-tych rokoch minulého storočia vznikali velké laboratória a špe
ciálne fyzikálne školy. V Rusku už Stoletov (1839—1896)mal niekolko
žiakov, no školu v užšom slova zmysle nemal. V polovici 90-tych rokov
založil prvů školu v Rusku, ktorá vychovávala vedcov, vynikajúci fyzik
Peter Nikolajevič Lebedev. Spočiatkumalibaniekolko
žiakov, no v roku 1905 mal ich už tridsať. Je jasné, že ten kto vytvoril
prvú, takéhoto druhu školu v Rusku, musel mať vynikajúce schopnosti
nielen ako vedec, ale aj ako učitel, musel mať široký rozhlad vo vede.
Lebedev tieto schopnosti mal. Pozrime se bližšie na život a dielo tohto
vynikajúceho vedca.

Peter Nikolajevič Lebedev narodil sa v Moskve v roku 1866,v obchod
níckej rodine. Spočiatku navštevoval obchodnů školu, neskór prestůpil
na reálnu školu. Po skončení reálnej školy začal Lebedev navštevovať
Vysoků technickú školu v Moskve. Čoskoro však zbadal, že činnost
inžiniera ho nevábi a tak na radu profesora Šegljajeva odišiel v roku
1887 do Strassburgu, do jednej z najlepších európskyých fyzikálnych
škól - do školy Augusta Kundta. Po zložení doktorskej skúšky na jeseň
v roku 1891 v Strassburgu sa vrátil do Moskvy. Stal sa učitelom na
Moskovskej univerzite a v roku 1900 po obhájení dizertačnej práce sa
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stal doktorom fyziky a zanedlho aj univerzitným profesorom. V roku
1911 odišlo viac profesorov z Moskovskej univerzity, medzi ktorými
bol aj Lebedev, ako protest proti činnosti cárskej vlády. Lebedev si
potom vytvoril z vlastných prostriedkov nové laboratórium, kde obno
vil svoju školu. Po odchode z univerzity dostal ponuku z Nobelovho
inštitútu v Štokholme, aby tam prijal miesto riaditela laboratória a tak
tiež mu dávali k dispozícii velků sumu peňazí na jeho práce. Lebedev
však túto výhodnůponuku neprijal a zostal radšej pri svojich žiakoch.
V tomto obdobísa však jeho srdcová choroba začala zhoršovať a pomer
ne v mladom veku (46 ročný) 14. marca 1912 zomrel.

Obr. 1 Obr. 2

Zásluha Lebedevova vo vedeckej činnosti spočíva v tom, že bol prvým
vedcom, ktorý experimentálne dokázal existenciu tlaku žiarenia na
pevné telesá a na plyny.

Základnou časťouprístroja (obr. 1) pomocou ktorého experimentálne
zistil tlak žiarenia bol velmi lahký záves na tenkom vlákne(obr. 2), ku
ktorému sú pripevnené Iahké krídelká a a b, z ktorých je jedno začiernené
a druhé lesklé. Záves bol umiestnený vo vákuu, v tom čase maximálne
dosažitelnom (v banke G). Svetlo z oblůkovej lampy B sa sústreduje
sústavou šošoviek a zrkadiel na jedno krídelko (v bode R). Póso
bením tlaku žiarenia na krídelko sa záves otočí, pričom skrúti vlák
no závesu. Skrútenie vlákna pozorujeme ďdalekohladompomocou zrkadla

471



pripevneného ku vláknu. Posunutím dvojitého zrkadla S,S, je možné
vrhnúť průd svetla buď na prednů, alebo na zadnů stenu kridelka a tým
meniťzmysel krůtenia vlákna. Zistenie tlaku žiarenia a jeho presné zme
ranie malo velké experimentálne ťažkosti. Základná ťažkosť spočívala
v tom, že pri osvetlení tenkých krideliek pripevnených na závese, okrem
sil tlaku žiarenia, existujú tzv. rádiometrické sily, ktoré sú ovela váčšie
ako sily tlaku žiarenia. Rádiometrické sily sú vyvolané tým, že z osvet
lenej strany sa krídelko zahrieva dopadajúcim svetlom a preto strana
obrátená k dopadajúcemu svetlu je teplejšia ako tá, ktorá je v tieni.Vdós
ledku toho sa budů molekuly plynu pri dopade odrážať od zohriatej
strany krídelka silnejšie ako z opačnej strany, ktorá je chladnejšia.
Z tohto dóvodu bude pósobiť na krídelko zo zohriatej strany váčší tlak
ako zo strany opačnej. Lebedev teda musel určit velkosť pósobenia tých
to rádiometrických síl. Zistil, že tieto sily sa zmenšujú vo vákuu a pri
zmenšovaní hrůbky krídeliek. Preto musel umiestniť záves do vákua.

Z teórie tlaku žiarenia bolo známe, že svetelná vlna je vlnou elektro
magnetickou a bol známy aj nasledujúci vzťah pre tlak žiarenia p vo
vákuu na 1 em?

1

P= z (čl + no) , (1)

kde E a H sú intenzity elektrického a magnetického pola, €, je permitivi
ta vákua a u, permeabilita vákua. Z Maxwellovej teórie vyplýva, žel 1 , l
9 Eo? je objemová hustota elektrickej energie vo vákuu 4 Uolď?je
objemová hustota magnetickej energie vo vákuu, takže tlak žiarenia p
je vlastne rovný množstvu energie w nachádzajúcej sa v kubickom cen
timetri, tj. platí

p= v. (2)
Vzťah (2) móžme upravit, keď uvážime, že tok svetelnej energie W

súvisí s hustotou energie w vzťahom

W = uc, (3)

kde c je rýchlosť svetla. Zo vzťahu (2) a (3) teda vyplýva, že tlak žiarenia
p je rovný

P=%- (4)

Lebedev platnosť tejto rovnice experimentálne potvrdil tak, že zmeral
obe veličiny p aj W, c je konštanta. Velkosť dopadajúcej svetelnej ener
gie zistil tak, že jej určitů časťodviedol doštičkou P, (viď obr. 1) na ter
močlánok T špeciálnej konštrukcie. Tlak žiarenia p na osvetlené krídelko
zistil torznými váhami. Vzťah (4)platí iba v tom prípade, ak by bola
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osvetlená ploška začiernená tj. ploška absolutne pohleujúůca svetelnú
energiu. Keď má ploška absolutnú odrazivosť(lesklá ploška), bude husto
ta energie v dopadajúůcoma odrazenom svetelnom toku rovnaká; zme
na hybnosti a aj tlak žiarenia p bude dvakrát váčší ako pri pohlcovaní
svetelnej energie. V prípade, že povrch má koeficient odrazu o < 1 časť
energie (1 — o)W sa pohltí a časť oW sa odrazí. V tomto prípade je tlak
Žlarenia p rovný

W
paired). (5)

Lebedev zmeral aj koeficient odrazu pre rozličné krídelká a takto
experimentálne preveril uzávery Maxwellovej teórie, vyslovenej v rov
niciach (4) a (5).

Lebedev však preveril nielen uzávery Maxwellovej teórie, ale 1vzťah
medzi hmotou (fotónov) a energiou, ktorý vyplýva z teórie relativity.
Tlak žiarenia z hladiska čisto mechanického je rovný nárazovým silám
na plochu, na ktorú dopadajúůfotóny. Nárazové sily súvisia so zmenou
hybnosti fotónov a keď sú tieto pohltené začierneným krídelkom, odo
vzdávajů mu hybnosťmc,kde m značí hmotu za sekundu dopadajúcich
fotónov na 1 em?.Potom z rovnice (4) dostávame nasledujúci vzťah:

W
= — 6

me 7 (6)
a po úprave

W =mě. (7)

Z uvedeného je vidieť, že vzťah (7), ktorý sa neustále používa v sů
časnej fyzike atómového jadra je už obsiahnutý v Maxwellovej teórii
tlaku žiarenia. Lebedev bol teda prvý fyzik, ktorý experimentálne pre
veril tento vzťah pre hmotu dopadajúcich fotónov, dávajúci trvalý
základ všetkým našim súčasným výpočtom z oblasti atómovej fyziky.

Z ostatných prác Lebedeva si zasluhuje pozornosť práca, kde opisuje
svoje pokusy so 6 mm elektromagnetickými vlnami, ktoré boli dlhý čas
najkratšími elektromagnetickými vlnami, vytvorenými laboratórne
(1895).

Jednou z najváčších zásluh Lebedevaje, že sa ako prvý vedec v Rusku
podujal viesť fyzikálnu školu, čím vychoval Rusku niekolkých vynika
júcich fyzikov.

*

Naši čtenáři čtou pozorně. Studující P. Rumišek z Veseli nad Mo
ravou nás upozorml na tiskovou chybu v č. 9, str. 425, řádka 11, kde
poslední uvedená diference čím správně 22 a na str. 426, kde správně má
být MO., Redakce
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Recenze

Josip Kleczek:

Astronomický slovník
Nakl. ČSAV, Praha 1961, 976 str., váz. 94,50 Kčs.

Vydání šestijazyčného astronomického slovníku je po Bečvářových
hvězdnýchatlasecha Katalogu hvězdokup a asociací
dalším významným československýmpřínosemmezinárodní astronomické
spolupráci. Slovník obsahuje asi 5900 výrazů z astronomie a příbuzných
disciplín. Termíny jsou řazeny systematicky podle oborů (1—34),takže
každý číslovaný řádek obsahuje týž pojem postupně v angličtině, ruštině
němčině, francouzštině, italštině a češtině. Druhou část slovníku tvoří
abecední rejstříky termínů pro každý jazyk zvlášť současně s číselnými
odkazy na patřičný obor a řádek v prvé části slovníku, kde pak snadno
najdeme kterýkoliv potřebný překlad. Publikace tak zastupuje vlastně
třicet dvojjazyčných slovníků. Grafická úprava této výjimečné knihy
dobře reprezentuje náš polygrafický průmysl, což nepochybně přispělo
k tomu, že Československu bylo svěřeno vydání vícejazyčného výkla
dového astronomického slovníku.

Dílo je především výsledkem soustavné čtrnáctileté práce dr. Kleczka,
ale i početného kolektivu dobrovolných spolůpracovníků, jak o tom
svědčí okolnost, že na výběru termínů, odborných i jazykových revizích
a korekturách se podílelo na 250 odborníků z celého světa. Při sestavení
slovníku bylo třeba překonat mnoho technických i odborných obtíží,
způsobených například tím, že řada speciálních termínů dosud existo
vala třeba jen v jednom či ve dvou světových jazycích. Podle doporučení
Mezinárodní astronomické unie spolupracovaly v tomto smyslu s auto
rem národní komitéty zainteresovaných zemí, takže slovník se stal zá
roveň předpokladem pro normalizaci a jednoznačnost astronomického
vyjadřování v hlavních světových řečech. V této souvislosti je třeba
připomenout, že autor ve spolupráci s našimi astronomy a jazykovědci
musel vytvořit některé nové českétermíny, které nelze zatím považovat
bezpodmínečně za závazné. Autor jistě uvítá případné připomínky od
našich čtenářů.

Je přirozené, že tak široce založené dílo, ojedinělé ve světové odborné
literatuře, obsahuje několik drobných nedopatření a že specialisté budou
leckterý termín postrádat. Nijak to však neovlivní hlavní poslání slov
níku, který se stane neocenitelnou pomůckou astronomů i pracovníků
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příbuzných věd, jak o tom svědčí první příznivé ohlasy ze zahraničí.
Ačkoliv slovník neobsahuje výklad jednotlivých termínů, je nepochybné,
že patří do knihovny těch, kdož při své odborné nebo pedagogické práci
přicházejí s astronomií do styku, a že přispěje i ke zkvalitnění odpovědné
práce novinářů a překladatelů.

V budoucnu bude Kleczkův slovník rozšířen o některé další jazyky
a později se pravděpodobně objeví v druhém vydání, respektujícím při
pomínky a doplňky, které již nyní přicházejí nakladatelství i autorovi
od astronomů nejrůznějších národností. Právě rozsáhlá mezinárodní
spolupráce, spojená s vysokou odbornou úrovní, je nejpozitivnějším
rysem recenzované publikace.

Jiří Grygar

Karel Hruša —Jiří Sedláček:

Řešené úlohy z matematiky
Aritmetika a algebra

Autoři zpracovali v této sbírce celkem 176 příkladů z učiva aritmetiky
a algebry v rozsahu probíraném na všeobecně vzdělávacích a odborných
školách. Řešení jednotlivých úloh je provedeno vždy se všemi podrob
nostmi, jak tomu nebývá ve školních učebnicích; zvláště pak není nikdy
zapomenuto na stanovení podmínek existence řešení. Při řešení rovnic je
vždy prováděna zkouška a je zdůrazňováno, kdy prováděné úpravy jsou
ekvivalentní a kdy nikoliv.

V knize jsou uvedeny příklady na početní výkony a závorky, zlomky,
šedesátkovou soustavu a její použití, na dělitelnost čísel (největší spo
lečný dělitel, nejmenší společný násobek), mocniny a odmocniny (s geo
metrickou konstrukcí odmocniny z přirozeného čísla a úpravami odmoc
nin). Pak následují rovnice a soustavy rovnic s řešenímv oboru reálných
čísel, včetně příkladů na rovnice, obsahující výrazy pod odmocninou,
kdy je zvlášť nutno dát pozor na ekvivalentnost úprav a vždy je třeba
provádět zkoušku řešení dosazením do původní dané rovnice. Po ne
rovnostech a neúplných číslechjsou graficky znázorněny některé funkce,
provedeno počítání s logaritmy a sbírka je ukončena úlohami z posloup
ností aritmetických i geometrických a ze základů kombinatoriky a kom
plexních čísel.

Je třeba zdůraznit, že příklady jsou velmi vhodně vybrány od nejjedno
dušších ke složitějším a že v mnoha případech se jedná o příklady, které
mají praktické použití a které nejsou zcela běžné. Právě v příkladech tohotodruhu-jmenujmezamnohéjinénapř.úlohu66,67,99,111a113- je
největší přínos sbírky. Propočtením příkladů získá čtenář užitečný pře
hled o látce z matematiky na středním a odborném školství.
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Kniha vyšla v Polytechnické knižnici jako 20. svazek II. řady, vydalo
ji SNTL v Praze, 1962, má 192 stran, 31 obrázků, cena brož. Kčs 6,70.

Karel Drábek

Karel Havlíček:

Diferenciální počet pro začátečníky

V této knize se autor pokusil zpracovat základy diferenciálního počtu
jedné proměnné tak, aby jej vysvětlil na malém počtu stran a aby jeho
výklad byl přitom zcela přesný. Řekněme hned, že se mu to podařilo,
takže všichni ti, kteří na vysokých školách budou mít v učebním plánu
matematiku, se mohou se základy tohoto počtu předem seznámit. Pro
studování knihy usnadní rovněž mnohému studentu přechod ze střední
školy na vysokou školu, což činívá z počátku nemalé potíže.

Velmi důležité je, že autor dokazuje ty věty, které vyžadují znalostí
ze všeobecně vzdělávací nebo odborné školy, příp. užívá k důkazům
vlastností, které v předchozím textu sám odvodil. Naproti tomu věty,
vyžadující znalostí z jiných oborů matematiky, umělých obratů nebo
jejichž důkaz by byl příliš dlouhý a obtížný, nedokazuje, ale vždy při
tom zdůrazňuje, proč tak činí.
č. Užitečnost knihy je právě v postupném uvádění a vysvětlování nových
pojmů. Metodicky správné je to, že teorii vždy předchází aspoň jeden
příklad řešený se všemi podrobnostmi. Na konci jednotlivých kapitol
potom jsou připojeny poměrně snadné úlohy k samostatnému procvičení
látky, celkem 184 příkladů. Na konci knihy jsou pro většinu těchto pří
kladů uvedeny výsledky, u poněkudsložitějších případně i návod k řeše
ní.

Obsah knihy je rozdělen na dvě části. V první, přípravné části je po
jednáno o reálných číslech a počítání s nerovnostmi, o důkazu úplnou
indukcí, o funkcích a jejich vlastnostech (definiční obory, spojitost a li
mita). Druhá část se zabývá derivováním funkcí a vlastnostmi jejich
derivací, uvádí se tu geometrický a mechanický význam derivace, a zvlášť
pěkně je vysvětlen těžký pojem diferenciálu. Po derivacích vyšších řádů,
inversních a složených funkcích a studiu průběhu funkce je ukázáno
praktické použití diferenciálního počtu na příkladech extrémů funkce.
V závěru knihy jsou probrány funkce exponenciální a logaritmická, a je
jich vlastnosti.

Kniha vyšla jako 19. svazek II. řady Polytechnické knižnice ve Stát
ním nakladatelství technické literatury v Praze, 1962, má 252 stran,
58 obrázků a brožovaná stojí Kčs 9,70.

Karel Drábek
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